Kapitel 2

Lineare Algebra

2.1 Lineare Gleichungssysteme und lineare
Unterrdume

Wir legen im Folgenden immer einen festen Korper zugrunde, den wir mit
K bezeichnen. Die Elemente von K werden auch Skalare genannt.

Die Elemente aus K" (die “n-Tupel”) werden von nun ab als “Spalten-
vektoren” geschrieben, beispielsweise so:

Dementsprechend nennen wir die Elemente von K™ auch Vektoren.
Man definiert eine Addition von Vektoren in K™ komponentenweise:

1+ Y1
T2+ Yy
+ K"x K" — K", (Lg)H 2_ 2
Ty + Yn

Auflerdem definiert man eine so genannte Skalarmultiplikation:

axrq

axo
K xK"— K", (a,z)~—

ax,,
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0
0
Definition Wir setzen 0 := . |; dies ist der Nullvektor. AuBerdem
0
setzen wir
0
0
e, =11 — 1 — te Zeile ;
0
0

dies ist der i-te Standardvektor.

Bemerkung Die Addition ist also eine Verkniipfung auf K"™. Die Skalar-
multiplikation ist hingegen keine Verkniipfung auf K™. Wir wissen bereits,
dass K" mit der Addition eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 ist
(sieche Unterabschnitt iiber Produkte in Abschnitt 1.5).

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) iiber K ist ein Gleichungssystem

der Form
a1 Xi 4+ FaX, = b

a1 X1+ -+ ap, X, = b (2.1)

a'm,le + -+ am,an = bm

mit a; ; € K und den “Unbestimmten” Xi,..., X,,.

Wir wollen die Losungsmenge so eines Gleichungssystems explizit bestim-
men.

Zunichst eine Definition.

Definition FEin lineares Gleichungssystem der Form

ap X+t aX, = 0

a'2,1X1+"'+a'2,an = 0 (2 2)

am,le_l'"'_l'am,an =0

(d.h. mit “trivialer rechter Seite”) heifit homogenes lineares Gleichungssy-
stem. Ein lineares Gleichungssystem wie (2.1) heifit auch inhomogenes linea-
res Gleichungssystem.
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Wenn man ein konkretes inhomogenes System (2.1) zugrundelegt und die
rechte Seite durch Nullen ersetzt, erhélt man das zugehdrige homogene lineare
Gleichungssystem.

Bemerkung FEin “inhomogenes System” kann auch eine “triviale rechte
Seite” haben, d.h. ein “homogenes System” ist ein Spezialfall eines inhomo-
genen Systems.

Notation Gegeben ein LGS, wird die Losungsmenge mit IL bezeichnet. Die
Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS wird mit L, bezeichnet.

Notation Sei A C K™ eine Teilmenge und x € K™. Dann definieren wir

r+A={z+alacA}.

Bemerkung Man kann (insbesondere fiir X' = R und n = 2 oder n = 3)
die Menge x + A als eine Parallelverschiebung von A interpretieren.

Folgerung 2.1 Sei ein LGS (2.1) gegeben. Wir nehmen an, dass das LGS
lésbar ist und fizieren eine Losung x,. Dann gilt

L:£0+Lh.

Der Beweis ist einfach.

Bemerkung Eine Losung z, wie in der Folgerung heifit auch “spezielle
Losung”. Man sagt: Man erhilt alle Losungen eines inhomogenen LGS, indem
man eine spezielle Losung sowie alle Losungen des zugehorigen homogenen
LGS berechnet.

Definition Ein linearer Unterraum von K" ist eine Teilmenge U von K"
mit den folgenden Eigenschaften.

e 0cU
e Vr,ycU:z+yelU

e VzeUVace K:axecU
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Bemerkung Ein linearer Unterraum ist also insbesondere eine Untergrup-
pe von (K", +).

Folgerung 2.2 Die Lisungsmenge eines homogenen LGS ist ein linearer
Unterraum.

Der Beweis ist wiederum einfach.

Definition Sei A eine Teilmenge von K. Dann ist A ein affiner Unterraum
von K" falls es ein z, € K™ und einen linearen Unterraum U von K" mit

Lemma 2.3 Seien zy,y, € K" und U,V C K" lineare Unterrdume mit
rg+ U=y, +V. Dann st U =V und z, —y, € U.

Beweis. Es ist (y, —x9) +V =U. Da 0 € V ist y —xy € U (und somit auch
-y, €U ). Analog zeigt man, dass auch z, —y € V.
Se_i nun u € U. Dann ist 2y —y +u e V. Sormt ist auch u = 2y —y, +
u— (zg yo) € V. Wir haben gesehen, dass U C V. Analog zeigt man, dass
V C U O

Definition Sei A ein affiner Raum mit A = 2, 4+ U. Dann heiit U der zu
A gehorige lineare Unterraum. Dieser Unterraum wird mit U, bezeichnet.

Beachten Sie, dass nach dem obigen Lemma dieser lineare Unterraum nur
von A abhéngt.

Der Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen ist durch die fol-
gende Folgerung gegeben.

Folgerung 2.4 Die Lisungsmenge L eines inhomogenen LGS ist ein affiner
Unterraum, und die Lésungsmenge Ly, des zugehdrigen homogenen LGS ist
der zu diesem affinen Unterraum gehorige lineare Unterraum.

Dies folgt aus Folgerung 2.2 und Folgerung 2.1. 0

Definition Ein (endliches) System von Vektoren in K™ ist ein Tupel von
Vektoren in K", einschliellich des leeren Tupels.

Ich erinnere hier an die Definition von Tupel von Elementen einer Menge.
Sei X eine beliebige Menge, und sei » € N. Dann ist ein r-Tupel auf X eine
Abbildung {1,...,7r} — X. In diesem Sinne definieren wir das leere Tupel
(0-Tupel) als die eindeutige Abbildung () — X (dies wurde schon in Fufinote
7 angeschnitten).
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Ein System von Vektoren schreiben wir auch als z,,...,z, anstatt
(z4,...,2,). Ich betone, dass dann r = 0 immer zugelassen ist, womit ge-
meint ist, dass keine Vektoren gegeben sind.

Wenn wir alle Elemente eines solchen Systems von Vektoren z,,...,z,
(r > 1) aufaddieren, erhalten wir den Vektor »_; , z;. Wir definieren die
Summe {iber das leere System als 0.

(Dies ist u.a. durch das Folgende gerechtfertigt: Wenn nun z,,...,z, ein
System ist und z ein beliebiger Vektor ist, ist immer (auch fir r = 0)
z, + -+ 2, + x die Summe der Vektoren des Systems z,,...,z,, .
Definition Sei U C K" ein linearer Unterraum, und seien z,,...,z, € U
(r > 0). Dann bilden z,,...,z, eine Basis von U, wenn gilt: Fiir alle z € U
gibt es eindeutig bestimmte ay, ..., a, € K mit

T =0Ty + - F AL,

Bemerkungen Der lineare Unterraum 0 hat das leere System als Basis.
Die Standardaufgaben zu linearen Gleichungssystemen lauten nun wie
folgt:

e Gegeben ein homogenes lineares Gleichungssystem, finde eine Basis des
Losungsraums L = LLy!

e Gegeben ein inhomogenes lineares Gleichungssystem, finde eine Basis
von L, sowie eine “spezielle Losung” x, € Ly!

Diese Aufgaben kann man mit dem Gaufi-Algorithmus 16sen, den wir im
néchsten Abschnitt behandeln.

Doch zunéchst noch weitere Begriffe.

Sei im Folgenden U immer ein linearer Unterraum, und seien z,,...,z, €
U (r>0).
Definition Die Vektoren z,,...,z, bilden ein Erzeugendensystem von U,
wenn gilt: Fiir allex € U gibt es a1, ...,a, € U so dass z = a1z, + - - - +a,z,.
Man sagt dann auch, dass U von z,,...,x, erzeugt wird.
Definition Der von z,,...,z, erzeugte lineare Unterraum ist
(@y, -z )k ={az + - Fag |a,. . € K}

Man schreibt auch (z,...,z,). Vorsicht: Hier besteht u.U. Verwechslungsgefahr mit
der von z,,...,z, erzeugten abelschen Untergruppe von K™ (Siehe Beispiel 1.33.)
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Bemerkung Der vom leeren System erzeuge lineare Unterraum ist {0}.

Man sieht leicht, dass dies in der Tat ein linearer Unterraum ist. Ge-
nauer ist dies der kleinste lineare Unterraum von K", der z,, ..., z, enthélt.
(Vergleichen Sie dies mit Beispiel 1.33!) Offensichtlich wird er von z,, ...,z
erzeugt.

T

Wir haben das folgende offensichtliche Lemma.

Lemma 2.5 z,,...,z, ist genau dann ein Erzeugendensystem von U, wenn

U= <£17"'7£7‘>K'

T

Definition Seien z,,...,z, € K", und sei x € K". Dann heifit z linear
abhingig von x4, ...,x,, wenn es ay,...,a, € K mit

T =0Ty + - F AL,

gibt. Wenn dies nicht der Fall ist, heifit x linear unabhéngig von z,...,z,.

Bemerkung Der Nullvektor ist von jedem System linear abhéngig, auch
vom leeren System.

Lemma 2.6 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

o x st linear unabhdngig von x4, ...,x,.
ez ¢ <£1>"'a£r>K'
L <£17"'7£r>K g <£17"'7£r7£>K-

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind offensichtlich dquivalent, und die
zweite impliziert die dritte.

Es ist zu zeigen, dass die dritte Aussage die zweite impliziert bzw. dass das
Gegenteil der zweiten Aussage das Gegenteil der dritten Aussage impliziert.

Es gelte also © € (x,,...,z,)k. Dann ist (z,,...,z,)k ein linearer Un-
terraum, der z,,...,z,, 2 enthélt, und es ist auch der kleinste solche lineare
Unterraum. Denn: Sei V' ein weiterer Unterraum mit dieser Eigenschaft. Dann
enthélt V auch z,,...,z,, und somit enthélt V auch (z,...,z,)k.

Der kleinste lineare Unterraum, der z,,...,z,,x enthélt, ist jedoch
(Zy,...,2,, ). Damit ist (x,,...,2,)xk = (x,...,2,,2) K. O
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Definition Die Vektoren z,, ..., z, heilen linear unabhdingig, wenn keiner
der Vektoren von den anderen linear abhéingig ist, mit anderen Worten, falls
firallei = 1,...,rgilt: x; ist linear unabhéngig von z,...,2,_1, 2, ,...,Z,.

Lemma 2.7 Seien z,,...,2, € K". Dann sind diese Vektoren genau dann
linear unabhdngig, wenn gilt:

Vay,...,a, € K taqz; +---+a,2, =0 —a;=---=a,=0.

Beweis. Wir zeigen, dass die Vektoren genau dann linear abhéingig sind, wenn
das Kriterium im Lemma nicht gilt.

Wenn die Vektoren linear abhéngig sind, ist das Kriterium im Lemma
offensichtlich falsch.

Sei nun das Kriterium im Lemma falsch. Dann gibt es ay,...,a,, nicht
alle = 0, so dass ajz; + - -- + a,z, = 0. Sei a; # 0. Dann ist also

o m v ai—1 Qit1 Ay
=y — e — A T — o — —z
1 a; a; ) a; 1+ a; ro
d.h. z; ist linear abhéngig von den anderen Vektoren. O
Bemerkung Man sagt: “Das System z,,...,z, ist genau dann linear un-

abhéngig, wenn sich der Nullvektor nur auf triviale Weise als Linearkombi-
nation der z; darstellen lasst.”

Bemerkung Man sollte immer versuchen, das Kriterium im obigen Lemma
anzuwenden, wenn man zeigen will, dass ein System von Vektoren linear
unabhéngig ist.

Definition

e cin “maximales linear unabhéngiges System” ist ein linear unabhéngi-
ges System so dass fiir alle Vektoren z gilt: Das System z;,...,z,,z ist
linear abhéingig.

e cin “minimales Erzeugendensystem” ist ein Erzeugendensystem so dass
firalles =1,...,rgilt: z,,..., 2, 1, 2,1, .., 2, ist kein Erzeugenden-
system.



74 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA

Ubungsaufgabe Es gibt einen Zusammenhang zwischen den obigen Defi-
nitionen und den Begriffen “maximales Element” / “minimales Element” bei
Ordnungsrelationen. Welche Menge und welche Ordnungsrelation sollte man
betrachten, damit sich die obige Definition aus den allgemeinen Definitionen
von Ordnungsrelationen ergeben?

Folgerung 2.8 Sei U ein linearer Unterraum, und seien x,,...,x, € U.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

T

a) xq,...,x, ist eine Basis von U.

b) x,,...,x, ist ein linear unabhdingiges Erzeugendensystem von U.
¢) xq,...,x, ist ein mazimales linear unabhingiges System von U ..
d) x,,...,x, ist ein minimales Erzeugendensystem von U.

Beweis. Wir zeigen, dass alle Aussagen &quivalent zur Aussage b) sind.
Zunéchst zeigen wir, dass jede der Aussagen a), c), d) (fiir sich) die Aus-
sage b) impliziert.

Es gelte a). Dann haben wir insbesondere ein Erzeugendensystem. Es ist
zu zeigen, dass das System auch linear unabhéngig ist. Seien dazu aq, - - - , a, €
K mit a1z, + - - - a2, = 0. Wir haben auch 0z, + ---0z, = 0. Hieraus folgt
a; = 0,...,a, = 0 aufgrund der Eindeutigkeit der “Darstellung von 0”. Da-
mit gilt b).

Es gelte nun ¢). Dann haben wir also ein linear unabhéngiges System. Es
ist zu zeigen, dass wir auch ein Erzeugendensystem haben. Sei dazu z € U.
Dann ist nach Voraussetzung das System z,...,z,,z linear abhéngig. Es
gibt also ay,...,a,,a € K, nicht alle = 0, mit a1z, + --- + a,z, + az = 0.
Wenn nun a = 0 wére, dann wéren die Vektoren z,,...,z, linear abhingig,
was aber nach Voraussetzung nicht der Fall ist. Also ist a # 0. Damit gilt
r=—%y —---— %y Damit gilt wiederum b).

Es gelte nun d). Dann haben wir also ein Erzeugendensystem. Es ist
zu zeigen, dass wir auch ein linear unabhéingiges System haben. Sei da-
zu i = 1,...,7. Nach Voraussetzung ist (z,,...,2; ,2,,1,2,)k S U =
(xq,...,2,)k (siche auch Lemma 2.5). Damit ist nach Lemma 2.6 z; line-
ar unabhingig von den anderen Vektoren.

Es gelte nun b).

Wir zeigen zuerst a). Offensichtlich kénnen wir jeden Vektor in der gewtiinsch-
ten Weise darstellen. Wir miissen die Eindeutigkeit der Darstellung zei-
gen. Sei also x € U und seien ay,...,a, € K und a},...,a. € K mit
r=aax, +- - +ax, =adz +- - +azx,. Dann ist

0=(am —a)z, +- -+ (o —a)z, .
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Nach Voraussetzung ist nun ay —a} = --- = a,—a, =0,d.h.a; = d},...,a, =
a.
Nun zu ¢). Da z,, ..., z, ein Erzeugendensystem von U ist, ist jeder Vek-
tor in U linear abhéngig von zy,...,z,. Damit gilt c).
Zud). Seii=1,...,r. Nach Voraussetzung ist z; linear unabhéngig von
Lyoeoo g, Ty, &,y also gilt z; & (zy,...,2, 1,211, ..,2,) k. Damit ist
insbesondere z,,...,2;, 1,2, ,...,2, kein Erzeugendensystem von U. [

2.2 Der Gauf3-Algorithmus

In diesem Abschnitt diskutieren wir, wie man lineare Gleichungssysteme ex-
plizit 16st.
Gegeben sei also ein lineares Gleichungssystem

a1 X1+ Fa,X, = b

ag1 X1+ -+ agp X, = by (2.3)

am,le +-+ am,an = bm

iitber dem Korper K. Die Aufgabe besteht darin, zu entscheiden, ob das
System losbar ist, und gegebenenfalls eine Losung z, (genannt “spezielle
Losung”) sowie eine Basis x, . . ., 2, des zugehdrigen homogenen Systems zu
finden. Der Losungsraum des Systems ist dann der affine Raum

zo+ (Tq, ... 2K -

Wir sagen, dass zwei lineare Gleichungssysteme dquivalent sind, wenn ihre
Losungsmengen gleich sind. Der vollstindige Gaufi-Algorithmus (auch Gaufs-
Jordan-Algorithmus genannt) besteht nun darin, das System solange mittels
bestimmter (einfacher) Operationen umzuformen, bis man eine “spezielle
Losung” sowie eine Basis des zugehorigen homogenen Systems ablesen kann.

Wir betrachten hierzu die folgenden drei Operationen.

(I) Multiplikation einer Gleichung mit einem Korperelement # 0.

(IT) Vertauschen von zwei Gleichungen.

(III) Addition von c-mal Gleichung i zu Gleichung j (wobeii # j und ¢ € K).
Zur Verdeutlichung: Die Operationen (I) und (III) sind konkret wie folgt

gegeben:

(I) Sei c € K —{0} und i = 1, ..., m. Dann wird die i-te Gleichung aus (2.3)
durch die Gleichung

cai1 X1+ -+ ca; , X, = cb;
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ersetzt.

(III) Sei ¢ € K (c muss nicht # 0 sein, aber wenn es 0 ist, passiert nichts),
und seien 7,7 = 1,...,m mit ¢ # j. Dann wird die j-te Gleichung aus (2.3)
durch die Gleichung

(CLj,l + cai,l)Xl + -+ (CLj,n + CCLim)Xn = (b] -+ Cbl)
ersetzt.

Lemma 2.9 Operationen (1), (II), (111) iberfiihren ein lineares Gleichungs-
system in ein dquivalentes lineares Gleichungssystem.

Beweis. Die Aussage ist offensichtlich fiir Operationen (I) und (II), wie be-
trachten also Operation (III).

Seien hierzu i,j = 1,...,k(i # j) und ¢ € K. Sei nun z eine Losung von
(2.3). Dann gilt insbesondere

i1 T1 + -+ ATy = b;
und
;121 + e 4 AjnTn = bj .

Hieraus folgt:
(CLj’l + cai,l)xl + -+ (am + cai,n)xn = (bj + Cbl) ,

und somit erfiillt x auch das umgeformte System.
Sei nun umgekehrt z eine Losung des umgeformten Systems. Dann gilt
insbesondere
1T+ F Ao = b;
und
(aj1 + cair)ry + -+ (ajn + cain)r, = (b + cb;) .
Damit gilt auch
1T+ aj T, =b; .

AuBlerdem erfiillt x auch die Gleichungen 1,...,5 — 1,5+ 1,...,m des ur-
spriinglichen Systems, weil diese nicht verdndert werden. O

Definition Die Operationen (I), (II), (III) heilen elementare Umformun-
gen.

Der GaufB-Algorithmus besteht nun darin, mittels der Operationen (I),
(IT), (III) ein System (2.3) in ein System in “Treppenform” umzuformen. Bei
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GauB-Jordan-Algorithmus rechnet man noch ein wenig weiter, bis man ein
System in einer bestimmten, sehr einfachen, “Treppenform” hat. Neben den
elementaren Umformungen ist es noch zweckméfig, Gleichungen der Form
0X; + -+ 0X, =0 (“Nullzeilen”) wegzulassen.

Ich verdeutliche die Algorithmen an einem Beispiel.

Beispiel 2.10 Die Losungsmenge des folgenden Systems iiber Q sei gesucht.

Xy =X, +Xy +X; =1
-Xi +X5 —2Xy, X5 =0
2Xo +X3 X, +3X; =1

—2X1 +3X2 —|—X3 —3X4 == —1

Fiir die Rechnungen ist es zweckméflig, das System in der folgenden symbo-
lischen Form hinzuschreiben.

X Xo X3 Xy X;

1 -1 0 1 1| 1
-1 0 1 -2 —=1] 0 (2.4)
0 2 1 -1 3| 1
—2 3 1 -3 0]|-1

Die Variablen in der ersten Zeile werden wir im Folgenden auch weglassen.
Wir wenden Operation (III) an: Wir addieren die erste Zeile zur zweiten, und
wir addieren das 2-fache der ersten Zeile zur vierten. Wir erhalten:

1 -1 0 1 11
0 -1 1 -1 0|1
0 21 -1 3|1
0 11 -1 2|1

Wir addieren nun 2x die zweite Zeile zur dritten Zeile sowie die zweite Zeile
zur vierten und erhalten:

1 -1 0 1 1|1
0 -1 1 -1 0]1
0 03 -3 3|3
0 02 =2 2|2

Wir multiplizieren die zweite Zeile mit —1, die dritte mit % und die vierte
mit % und erhalten:

1 -1 0 1 1| 1
0 1 -1 1 0]-1
0 0 1 -1 1] 1
0 0 1 -1 1] 1
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Nun steht in der vierten Zeile das Gleiche wie in der dritten, und wir kénnen
die vierte Zeile weglassen. (Mittels der elementaren Umformungen geht das
so: Wir addieren (—1)x die dritte Zeile zur vierten. Dann erhalten wir eine
“Null-Zeile”, und diese kénnen wir weglassen.) Wir erhalten:

1 -1 0 1 1 1
0 1 -1 1 0]-1
0o o0 1 -1 1] 1

Die ist ein lineares Gleichungssystem in so genannter Treppenform oder
(Zeilen- )Stufenform (siehe unten fiir Definition).

Die Losungsmenge kann nun durch “Auflésen” bestimmt werden. Hierzu
geben wir uns einen belieben Vektor x € K™ vor und setzen A := x4, p := 5.
Dann ist x genau dann eine Losung, wenn gilt:

To=a3—x4—1=A—p+1)—A—-1=—pu

Damit ist die Losungsmenge

—A—2p+1
—pu
{ A—pu+1 ApeK}=
A
i
1 —1 -2
0 0 —1
{ 1 +A: 1 | +p-| —1 |)\,u€K}
0 1 0
0 0 1

Der soeben durchgefiihrte Algorithmus heifit Gauf-Algorithmus.

Das “Aufléseverfahren” ist jedoch recht uniibersichtlich und fehleranfallig.
Besser ist es, noch ein wenig mit elementaren Umformungen weiterzurech-
nen. Das Ziel ist, dass auf allen “Treppenstufen” eine 1 steht (das sind hier
die Elemente mit Indizes (1,1), (2,2), (3,3) und das ist hier schon der Fall),
und dass iiber all diesen “Treppenstufen” nur Nullen stehen. Das bedeutet
hier, dass die Elemente mit Indizes (1,2), (1,3) und (2, 3) Null sein sollen.

Hierzu addieren wir zuerst die dritte Zeile zur zweiten und erhalten:

1 -1 0 1 1)1
0 10 0 1}0
0 01 -1 1|1
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Jetzt addieren wir die zweite zur ersten und erhalten:

100 1 2|1
010 010
001 -1 11
Dies ist ein System in so genannter reduzierter (Zeilen-)Stufenform oder re-
duzierter Treppenform (siehe unten fiir Definition).
1
0
Hieraus kann man direkt ablesen, dass | 1 | eine “spezielle Losung” ist.
0
0
Gesucht ist nunnoch eine Basis des Losungsraums des zugehorigen homoge-
nen Systems:

100 1 2|0
010 010
001 -1 110

(Die Spalte rechts des Strichs kann man nun weglassen.)

Nun gibt es einen “Ablesetrick”, der wie folgt funktioniert: Man fiigt
neue Zetlen, in die Matrix ein, und zwar so: Die Zeilen enthalten nur Nullen
und genau eine -1. Sie werden so eingefiigt, dass man ein System mit gleich
viel Spalten wie Zeilen erhélt, das die folgenden Eigenschaften hat: Unter
der Diagonalen stehen nur Nullen und jeder Eintrag auf der Diagonalen ist
entweder eine 1 oder eine -1. In unserem Fall sieht das dann so aus:

100 1 2

010 0 1

001 —1 1

eingefigt — 0 0 0 —1 0
eingefigt — 0 0 0 0 -1
T 1

(Wenn wir die Null-Zeile nicht gestrichen hitten, wére diese nun weggefallen.)
Diejenigen Spalten, in denen eine -1 eingefiigt wurde (mit | gekennzeich-
net), bilden nun eine Basis von LLj,. In unserem Fall sind dies die Vektoren

1 2
0 1
-1 |, 1
1 0
0 1
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Somit ist die Losungsmenge des urspriinglichen Systems gleich

1 1 2
0 0 1
1 +( =1 || 1 Dx.
0 ~1 0
0 0 ~1

Vergleichen Sie dies mit der zuerst berechneten Darstellung der Losungsmen-
ge!
Uberlegen Sie sich auch, warum der “Ablesetrick” allgemein funktioniert!
Der gesamte Algorithmus bis zum “Ablesetrick” heifit vollstindiger Gaufs-
Algorithmus oder Gaufs-Jordan-Algorithmus.

Eine grofle Bitte. Der “Ablesetrick” (einfiigen der “—1-Zeilen”) ist eine
grundsétzlich andere Operation als die vorangegangenen elementaren Um-
formungen. Deshalb sollte man das Einfiigen auch entsprechend kenntlich
machen, z.B. in dem man schreibt “Ich wende nun den ’Ablesetrick’ an.”
und / oder indem man die eingefiigten “—1-Zeilen” mit Bleistift schreibt.

Bevor wir das Losen linearer Gleichungssysteme genauer betrachten zunédchst
eine Definition.

Definition Seien m,n € N. Eine m x n-Matriz iiber K ist eine Abbildung
{1,....om}x{1,...,n} — K, (i,7) — a;;.

So eine Matrix schreibt man oft als rechteckiges Schema mit “Klammern
darum”:

11 Q12 - Qin
Q21 Q22 - Q2n
Qm,1 A22 - Amn

Eine andere iibliche Schreibweise ist ((a;;))i=1,..m,j=1,..n. Matrizen werden
meist mit groBen Buchstaben bezeichnet. Wir schreiben K™ fiir K {1:-mpx{L...n}

die Menge der m x n-Matrizen. Andere oft benutzte Schreibweisen sind

Mn(K) oder My,sn (K).

Einem homogenen linearen Gleichungssystem (2.2) kann man auf offen-
sichtliche Weise die so genannte Koeffizientenmatrizc A = ((a;;))i=1,...mj=1,..n €
K™ ™ zuordnen. Einem beliebigen (inhomogenen) linearen Gleichungssystem
(2.3) ordnet man die so genannte erweiterte Koeffizientenmatriz zu. Diese
entsteht, indem man rechts an die Koeffizientenmatrix A des zugehorigen
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homogenen Systems den Vektor b fiir die rechte Seite “anhédngt”. Die entste-
hende m x (n+ 1)-Matrix bezeichen wir mit (A|b). (Der Strich dient nur der
Abgrenzung und hat keine Bedeutung.)

Die elementaren Umformungen lassen sich nun als Operationen auf Ma-
trizen auffassen. In diesem Kontext spricht man von elementaren Zeilentrans-
formationen.

Umgekehrt kann man die Begriffe “(reduzierte) (Zeilen-)Stufenform” auch

fiir Gleichungssysteme statt Matrizen anwenden (wie im Beispiel oben gesche-
hen).

Definition Wir definieren die folgende Multiplikation von m x n-Matrizen
iiber K mit Vektoren in K™:

21 01,47

1 Q2 T4

. :Kmxn < K" — K" , (A,&) s Zj—l' 2373
> i1 U T

Damit ist z € K" genau dann eine Losung des linearen Gleichungssystems
(2.1), wenn
Az=b

gilt. Das LGS selbst kénnen wir in der Form

schreiben, wobei wie oben die X; die Unbestimmten sind.

Definition Eine Matrix in (Zeilen-)Stufenform bzw. in Treppenform ist
eine Matrix der Gestalt

¥ O +++ O

O O
* O O
O O O
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wobei die mit * bezeichneten Eintréige alle # 0 sind, die mit o bezeichneten
Eintrége beliebig sind, und die Eintridge ohne Bezeichnung (d.h. die Eintrige
unter der “Treppe” 0 sind.

Mit anderen Worten: So eine Matrix hat eine “Treppe”, wobei jede Trep-
penstufe ein Eintrag # 0 ist. Jede Treppenstufe hat Hohe 1, und neben jeder
Stufe diirfen beliebige Eintrége stehen. Unter der Treppe stehen nur Nullen.

Beachten Sie, dass unten auch noch 0-Zeilen stehen diirfen (diese sind
durch den freien Platz unten angedeutet.)

Definition Eine Matrix in reduzierter (Zeilen-)Stufenform bzw. in redu-

zierter Treppenform ist eine Matrix der Gestalt

1 o -+- o 0 o --- o
1 o -+ o

0
0
1

o O O
o

wobei die o’s wieder beliebige Eintréige reprisentieren und unter der “Treppe”
wiederum nur Nullen stehen. Mit anderen Worten: Eine Matrix in reduzierter
(Zeilen-)Stufenform ist eine Matrix in (Zeilen-)Stufenform so dass
- die “Treppenstufen” alle gleich 1 sind,
- iiber den “Treppenstufen” nur Nullen stehen.

(Diese Bedingungen beziehen sich wirklich nur auf die Stufen, nicht auf
die Elemente, die rechts daneben stehen!)

Definition Die n x n Einheitsmatriz ist die Matrix

I-1,- =@l e
1

wobei “wie immer” die nicht gekennzeichneten Eintrdge gleich Null sind.
Beachten Sie, dass dies ein Spezialfall einer Matrix in reduzierter (Zeilen-
)Stufenform ist.

Bemerkung Mittels des “Kronecker-Deltas” (siehe 1.10) kann man auch
I, = ((6ij))i,j=1,..n schreiben.
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Ich beschreibe nun den Gauf-Algorithmus fiir Matrizen zur Transforma-
tion in eine Matrix in (Zeilen-)Stufenform. Ich wihle eine rekursive Beschrei-
bung. Man wiirde den Algorithmus allerdings eher wohl mit Schleifen imple-
mentieren. In dem folgenden Algorithmus wird die Matrix ohne Kopien anzu-
fertigen fortlaufend transformiert. (D.h. bei den rekursiven Aufrufen werden
keine Kopien der Matrix (oder Teile der Matrix) angefertigt.)

Der Gauf3-Algorithmus

Eingabe. Eine Matrix A € K™*".
Ausgabe. Eine Matrix A, die aus A durch elementare Zeilentransformationen
hervorgeht und in (Zeilen-)Stufenform ist.

Wenn die erste Spalte eine Nullspalte ist,
wenn die Matrix mehr als eine Spalte hat,
wende den Algorithmus auf die Matrix an, die entsteht,
indem man die erste Spalte streicht.
Ansonsten
Wabhle ein 7 so dass a;; # 0.
Vertausche die Zeilen ¢ und j (Transformation (I1)).
(Fiir die Matrix gilt nun, dass a;, # 0.)
Multipliziere eventuell die erste Zeile mit einer Konstanten (z.B. mit al_&)
(Transformation (1)).
Fiir i = 2,...,m: Addiere jeweils —7>-mal die erste Zeile zur i-ten Zeile
(Transformation (111)). ’
Wenn die Matrix mehr als eine Zeile und mehr als eine Spalte hat,
Wende den Algorithmus auf die Matrix an, die entsteht,
indem man die erste Zeile und die erste Spalte streicht.

Wenn die erste Spalte keine Nullspalte ist, sieht die Matrix nach dem
vorletzten Schritt so aus:

* O o
0 o o)
. (2.5)
O O .- le)

(Mit * # 0 und o beliebig.) Im letzten Schritt wird dann der Algorithmus
mit der Matrix aufgerufen, die entsteht, wenn man in dieser Matrix die erste
Zeile und die erste Spalte weglésst. Das Endergebnis ist das Ergebnis dieser
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Berechnung zusammen mit der ersten Zeile und der ersten Spalte der Matrix
(2.5).

Sicher terminiert der Algorithmus, und der Algorithmus ist offensicht-
lich korrekt: Das Ergebnis des Algorithmus ist offensichtlich eine Matrix in
(Zeilen-)Stufenform, die aus der urspriinglichen Matrix durch elementare Zei-
lentransformationen hervorgegangen ist.

Um eine Matrix in reduzierter (Zeilen-)Stufenform zu erhalten, geht man
ausgehend von einer Matrix in (Zeilen-)Stufenform wie folgt vor:

Zuerst teilt man alle nicht-Nullzeilen durch ihren ersten Eintrag # 0.
Dann sind also die Eintrage auf allen Stufen gleich 1.

Dann “réumt” man mittels Operationen von Typ (III) die Eintrége ober-
halb der Stufen aus (man erzeugt Nullen). Dabei kann man die “Stufenspal-
ten” in beliebiger Reihenfolge behandeln.

Das Ergebnis ist eine Matrix in reduzierter (Zeilen-)Stufenform. Der ge-
samte soeben beschriebene Algorithmus heifit vollstindiger Gauf- Algorithmus
oder Gauf-Jordan-Algorithmus.

Sei nun das LGS

gegeben. Um die Losungsmenge zu bestimmen (genauer um eine spezielle
Losung und eine Basis des zugehorigen homogenen Systems zu bestimmen),
kann man nun wie folgt vorgehen:

- Man wendet den GauB-Algorithmus auf die Matrix (A[b) an. Sei (A|b) das
Ergebnis. Dann ist das System genau dann losbar, wenn in der letzten Spalte
keine Treppenstufe ist.

Wenn das System l6sbar ist,
- erzeugt man eine Matrix in reduzierter (Zeilen-)Stufenform.
- liest man die Losung mittels des “Ablesetricks” ab.

Bemerkung Oftmals wird im Gauf-Algorithmus noch eine weitere Opera-
tion erlaubt: Man vertauscht die Spalten und merkt sich dabei, wie man die
Variablen gedndert hat. (Die Variablen sollte man dann beim Rechnen “von
Hand” iiber das System schreiben, so wie in (2.4).) Ich empfehle allerdings
dringend, diese Operation nur in Ausnahmefillen anzuwenden, da sie sehr
fehlerbehaftet ist. Dies gilt insbesondere fiir die Klausur!
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Diskussion Das Wort “Algorithmus” besagt, dass zu jedem Zeitpunkt ge-
nau festgelegt sein muss, welche Operation als néchstes ausgefiithrt wird. In
dem oben beschriebenen Gauf-Algorithmus sind allerdings wesentliche Un-
bestimmtheiten vorhanden:?

- Es ist nicht festgelegt, welche Zeile man “nach oben holt”. - Es ist nicht fest-
gelegt, unter welchen Bedingungen man eine Transformation (I) durchfiithren
soll, und wenn, mit welcher Konstante.

Somit handelt es sich streng genommen nicht um einen Algorithmus sondern
eher um ein Algorithmenschema.

Man erhélt einen Algorithmus, indem man eine konkrete Regel vorgibt,
welche Zeile ausgewéhlt werden soll und nach dem Vertauschen die erste Zeile
mit al_j multipliziert.

Die Auswahl so einer Zeile heif3t Pivotwahl, und dasjenige Element so ei-
ner Zeile, dass fiir die Elimination benutzt wird (in der obigen Darstellung
das erste Element), wird Piviotelement genannt. Eine Moglichkeit fiir die Pi-
votwahl (in der obigen Darstellung des Gaufi-Algorithmus) ist, das kleinste
¢ mit a;; # 0 zu bestimmen und dann die 1-ste und die i-te Zeile zu ver-
tauschen. (Dies bezieht sich wirklich nur auf die obige rekursive Darstellung
des Algorithmus. Natiirlich wahlt man keine Zeile derjenigen Zeilen aus, die
man schon behandelt hat.)

Fiir Rechnungen von Hand wird man jedoch eher eine Zeile mit einem
“moglichst einfach aussehenden” ersten Eintrag nach oben holen.

Fiir Berechnungen mit FlieBkommazahlen (die reelle Zahlen darstellen)
mittels eines Computers sollte man darauf achten, dass nur moglichst klei-
ne Rundungsfehler auftreten. Hierzu ist es geschickt, ein Pivotelement mit
moglichst groflem Absolutbetrag zu wihlen. (Dies hat etwas damit zu tun,
dass man durch das Pivotelement teilen muss). Es ist also optimal, das groite
Element der gesamten (restlichen) Matrix zu wihlen und entsprechend Zei-
len und Spalten (!) umzunummerieren (nicht umzukopieren!) (kein Problem
auf dem Computer).

Komplexitit

Die Komplezitit des GauB-Jordan-Algorithmus in Kérperoperationen ist leicht
berechnet.
Sei eine m x n-Matrix iiber K gegeben.

2Immer wenn man einen Algorithmus in Pseudocode angibt, handelt man sich bestimm-
te Unbestimmtheiten ein, oder anders ausgedriickt, man I8t gewisse Freiheiten bei der
Implementierung. Somit ist die Abgrenzung, ob man nun einen Algorithmus oder nur ein
Algorihmenschema hat, etwas ungenau.
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Offensichtlich benétigen wir hochstens m — 1 Operationen vom Typ (II)
und hochstens m Operationen vom Typ (I). Wir benétigen hochstens (m —
D+m—-2)+--+3+2+1= W Operationen vom Typ (III), um
eine Matrix in (Zeilen)-Stufenform zu erzeugen. Danach benétigen wir noch
héchstens ™=Y Operationen vom Typ (III), um eine Matrix in reduzierter
(Zeilen-)Stufenform zu erzeugen.

Fiir jede dieser Operationen benotigen wir hochstens n Korperoperatio-
nen.

Damit erhalten wir:

Folgerung 2.11 Gegeben eine m x n-Matriz A € K™ ", kann man in
O(m? - n) Kérperoperationen eine reduzierte (Zeilen-)Stufenform berechnen.
Insbesondere kann man die Losungsmenge eines lineares Gleichungssystem
mit n Unbestimmten und m Gleichungen in O(m? - n) Kérperoperationen
bestimmen.

Ich erinnere noch einmal daran, dass “Bestimmen der Losungsmenge” bedeu-
tet, eine “spezielle Losung” und eine Basis der Losungsmenge des zugehorigen
homogenen Systems anzugeben.

Bemerkung Durch die Angabe der Komplexitit in Korperoperationen
wird wenig iiber das Problem ausgesagt, wie man nun moglichst schnell und
moglichst exakt die Losungsmenge eines Gleichungssystems iiber den reellen
Zahlen mit FlieBkommazahlen berechnet. Dieses Problem haben wir oben
kurz angedeutet. Hierzu und zu verwandten Fragen gibt es eine umfangrei-
che Theorie, die in die Numerische Mathematik fallt.

Anwendungen

Ich gebe jetzt noch Anwendungen des GauB-Algorithmus auf die Frage, ob
ein System von Vektoren linear unabhéngig bzw. ein Erzeugendensystem ist.
Es seien z;,...,z, € K" gegeben. Wir betrachten nun die n x r-Matrix
A = (24| -|z,), die entsteht, wenn man die Vektoren z, ...z, als Spalten
einer Matrix auffasst.
Nun sind die Vektoren z,...,z, genau dann linear unabhéngig, wenn
das System

A =0 (2.6)
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ausschlieflich die “triviale” Losung 0 (und keine weitere Losung) hat. Ob
dies der Fall ist, kann man nun mit dem Gauf3-Algorithmus {iberpriifen.

Sei nun A eine Matrix in (Zeilen-)Stufenform, die aus A mittels elemen-
tarer Zeilenoperationen entsteht. Dann ist also das System (2.6) dquivalent
zum System

A ~0. (2.7)

Dieses System hat genau dann eine “nicht-triviale” Losung (eine Losung # 0),
wenn es Spalten gibt, die keine “Treppenstufen” enthalten.

Wenn r > n 4+ 1 ist, gibt es immer eine Spalte von A, die keine “Trep-
penstufe” ist, und folglich gibt es immer eine “nicht-triviale” Losung. Es gilt
also:

Folgerung 2.12 n+1 (oder mehr) Vektoren in K™ sind immer linear abhdngig.

Mit den obigen Uberlegungen kénnen wir auch auf die folgende Frage eine
algorithmische Antwort geben:

Gebeben ein System z,,...,z, € K", finde ein “Teilsystem”, das eine
Basis von (x,,...,z,)k ist!

(Ein “Teilsystem” ist wie folgt definiert. Gegeben Seien i1 < is < ... < iy
fiir ein & < 7. Dann ist z,,,...,z; ein Teilsystem von z,,...,z,.)

Hierzu definieren wir die Matrix A wie oben und berechnen mittels ele-
mentarer Zeilenumformungen eine Matrix A. Dann bilden diejenigen Spalten
aus A (1), fiir die in A eine Stufe steht, eine Basis.

(Denn: Die Spalten ohne Stufen von A sind von den Spalten mit Stufen
von A linear abhiingig. Und das gilt auch fiir A, weil die Losungsmenge eines
LGS unter elementaren Zeilentransformationen eben nicht verdndert wird.)

Wir kommen nun zu der Frage, wie man entscheiden kann, ob die z,, ..., z,
ein Erzeugendensystem von K" bilden. Wieder betrachten wir die Matrix A,
die definiert ist wie oben, sowie eine Matrix A in (Zeilen-)Stufenform, die aus
A durch elementare Transformationen hervorgeht.

Offensichtlich ist z,,...,z, genau dann ein Erzeugendensystem von K",

wenn fiir alle b € K™ das LGS
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16sbar ist. Diese Eigenschaft ist auch invariant unter elementaren Transforma-

tionen (warum?) und folglich dquivalent zu der Bedingung, dass das System

(2.7) fiir alle b € K™ ldsbar ist. Dies wiederum ist dazu fquivalent, dass A

keine Nullzeile enthélt. Dies ist jedoch nur dann mdéglich, wenn n < r.
Damit erhalten wir:

Folgerung 2.13 Jedes Erzeugendensystem von K™ besteht aus mindestens
n Vektoren.

Im Prinzip kann man mit dem Obigen auch eine algorithmische Antwort
auf die Aufgabe geben, das System z,,...,z, zu einem Erzeugendensystem
von K" zu erginzen:

Sei k die letzte Zeile von A, die keine Nullzeile ist. Dann bilden offensicht-

lich die Spalten von A und die Vektoren e, 415 - - -5 &, €in Erzeugendensystem
von K"
Man betrachtet nun die Matrix (Ale; |- - -|e,). Wenn man diese Matrix

mittels elementarer Umformungen umformt, bilden die Spalten immer noch
ein Erzeugendensystem (siehe oben).

Wenn wir nun die elementaren Umformungen von A auf A “riickgéingig”
machen (von A nach A “zuriickgehen”), und dabei die neuen Spalten auch
mit umformen, erhalten wir eine Matrix (A|NN). Nach dem eben gesagten
bilden die Spalten dieser Matrix ein Erzeugendensystem von K™. Damit ist
die Aufgabe gelost.

Wir erhalten insbesondere:
Satz 2.1 Jede Basis von K™ besteht aus genau n Vektoren.

Genauer haben wir die folgenden Aquivalenzen.

® 1,,...,x, ist eine Basis.

e Es gilt r = n und in jeder Spalte von A ist eine Stufe.

Sei nun A eine Matrix, die aus A durch elementare Transformationen her-
vorgeht und in reduzierter Zeilenstufenform ist. Dann haben wir die Aquiva-
lenzen:

® 7,,...,x, ist eine Basis.

° /Nl:In.
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Bemerkung Wir sehen, dass die Matrix A eindeutig ist, wenn z,,...,x,
eine Basis ist. Allgemeiner kann man zeigen, dass sich jede Matrix mittels ele-
mentarer Zeilenumformungen zu genau einer Matrix in reduzierter (Zeilen-)
Stufenform umformen lasst. Diese Matrix heifit dann auch die Zeilennormal-

form von A.



