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DREICKSGEOMETRIE
VORBEMERKUNGEN

Die Lange einer Strecke

Die LAnge einer Strecke ist stets eine positive reelle Zahl.

é a = AB g

o 0<acR, g=(AB)

Das Teilverhilinis dreier Punkte einer Geraden

A ¢ B

) &

Teapcy] = AC \BC) = 2 2
IT(ABC)Y | = e T(ABC) = 2 Z 0

Das Teilverhdltnis T{ABC) der drei Punkte A,B,C auf derselben Gera-—
den ist eine (positive oder negative) reelle Zahl.

T(ABC) < 0 :& wenn C zwischen A und B liegt

T(ABC) > 0 :® wenn C nicht zwischen A und B liegt.

Sind A,B,C drei verschiedene Punkte, so gilt

A <0 C zwischen A und B

L | C ist Mittelpunkt der Strecke AB

A1 C rechts von B

A= 1 unméglich, wenn A # B (C ware "Fernpunkt™)

A C links von A

Beispiel: Konstruktion des Teilungspunktes C der Strecke AB bei
gegebenem Teilverhadltnis A = §

A B C A E\\\/K%
Aol A <0 g
Die Lage des Punktes C ist durch Angabe des Teilverh@iltnisses T(ABC)
eindeutig bestimmt.
Das Doppelverhidltnis von vier Punkten einer Geraden
Unter dem Doppelverhiltnis der Punkte C,D beziglich der Punklte A,B

versteht man den Ausdruck
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A B ¢ D
._ T(ABC)
D(ABCD):= -TTX§57

Das Doppelverh&; 1tnis von vier Punkten einer Geraden ist eine
(positive oder negative) reelle Zahl.

D(ABCD) > 0 ®# C und D sind beide entweder im Innern oder ZuBern der
Strecke AB

D(ABCD) < 0O & einer der Punkte C bzw. D liegt im Innern. der andere
im Aufern der Strecke AB

D(ABCD) = -1 @&: harmonische Lage der Punkte C,D beziiglich der Punkte
A und B.

Sind die Punkte A,B,C gegeben, so ist D durch Angabe des Doppelver-
hZltnisses D(ABCD) eindeutig bestimmt. Sei namlich D(ABCD) = d und

T(ABC) = t gegeben, so folgt
_ T(ABC) _ t _ ot
D(ABCD) = T(ABD) - T(ABD) = d = T(ABD) = p

Beispiel: Konstruktion des 4.harmonischen Punktes D beziiglich der

gegebenen Punkte A,B,C.

/\\) M
A C \/B D A Y1\)// B C

Liniensparende Konstruktion des 4.harmonischen Punktes mit Hilfe des

Zirkels:
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Bezeichnungsweisen fiir das ebene Dreieck
Die heute {ibliche Bezeichnungsweise geht auf Leonhard EULER (1707-
1783) zurilick. Das Dreieck mit den Ecken AI,A2,A3 bezeichnet man mit
A A A A, oder kurz mit A A A3. Die Langen der Seiten bezeichnen wir

17273 172
wie die Seiten selbst, z.B. A2A3 = a;

ol 3 Az
Kongruenzsiatze (=, =, =)
SWS, SSS, WSW, SWW, WSS...”casus ambiguus”
Beim WSS-Satz ist das Dreieck nur dann eindeutig bestimmt, wenn der

Winkel der gréBeren der beiden gegebenen Seiten gegeniiberliegt

Ahnlichkeitssitze (., =)

1. Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie in allen drei Winkeln
tibereinstimmen (Definition der Ahnlichkeit von Dreiecken)

2. Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn entsprechende Seiten dasselbe

Verhdltnis aufweisen
3. Zwei Dreiecke sind Ahnlich, wenn sie in einem Winkel und dem Ver-

hiltnis der anliegenden Seiten {ibereinstimmen
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4. Zwei Dreiecke sind 8hnlich, wenn sie in einem Winkel {ibereinstim-
men, die anliegenden Seiten eines weiteren Winkels gleiches Ver-
hdltnis besitzen und die dritten Winkel gleichzeitig spitz,
stumpf oder Rechte sind (entspricht dem “casus ambiguus”)

A

3

Die Fliache eines Dreiecks

a1+a2+a3 = 2R

Jeder AuPenwinkel ist gleich der
Summe der beiden nicht anliegen-
den Innenwinkel

Das rechtwinkelige Dreieck

]

232
B AgAHy ~ 8 ApAH, B, a3

hg = a5,2,, Hohensatz

A A AA A A3A2H3 ~ A AH, 2

198283 ~ 18353
a a a a
3 _ al und a3 _ az N
3y 34 2 32
a2 = a..a a2 = a,.a Kathetensdtze
1 3-2310 29 3237
2.2 2
aj+ay = aj(az,+a,,) = a5
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af + a% = ag Lehrsatz des PYTHAGORAS

Der Transversalen—-Satz von Matthew STEWART (1717-1785)

A3
[
{
)
:
{
|
| a
. b\
t, 5
{
|
: H
P g
A, '3 /13 )
832 = - fiﬂ
- q, P,
a

3

Wir wahlen P3 beliebig auf A1A2. Gesucht ist die Lange der Transver-
salen t3 = A3P3. Es gilt

azy * 835 = 23, Py * a3 = ag (1)
Nach PYTHAGORAS folgt

2 2. 2 2.2 _ .2 2
hy = aj-q3 = aj-p3 = t3 -(qz-a,,) (2)

Wegen (1) ergibt sich aus dem 2. und 3. Term von (2)

2 2 _ .2 2 2_.2 2 _ .2 2 o on2_.2,.2
az—(a3 p3) = aj-py > ay aa+2a3p3 Py = él Py » 2a3p3 = aj a2+a3 3
2_ 2 2 : 2,.2_.2
b = 1723 L 23787
3 2a3 3 3 %3 2a3
Fiir die Hohenabschnitte auf der Dreieckseite a, gilt:
2 2, 2 2,.2_2
o - SaTf2%83 o 237478y
3 2a3 3 2a3

Die HBhenabschnitte auf den anderen Dreiecksseiten ergeben

sich durch zyklische Vertauschung der Indizes
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Aus dem 2. unf 4. Term von (2) folgt

2 2 2 2 2 2 2.2 2 2 a§+a§'a%
87743 = t3-q3+2q5a,,7a,, * th = ajtas,-2qga,, = ajtaj,-2a,,. 2a,
Erweiterung mit a, ergibt
a t2 = a2(a —3,m4) = Bra,~(B,~a,.,) + a2a = a2a - a + a2a

33 212372329 32321237232} 1232 2931 T 2333123) 1232

231 231

Satz von STEWART
2 2 2 + zykl.
az(ty + aj1a5,) = ajaz, + aja,

Bei anderer Lage des Punktes P3 wenden wir den Satz von STEWART auf

das Dreieck A A(P,A, an: A3

2 2
agy(ajtazas ) = asa,,

2

+tia,

2 _ .2 _ .2
a3(t3 - a31332) = ajas,) ayaqy + zykl.

Es ist zweckm#ifig, die Lage des Punktes P3 duch sein Teilverhaltnis
beziiglich AIAZ festzulegen. Dabei dient die zweite Formel als Vor-
bild, da hier das Teilverh#ltnis ein positives Vorzeichen hat. Dann

ist
AP a.
_ _ _ '3 _ °%» _ B
A= |x3;_ IT(A|AP)) = 45— = — > 0 %)3331 = a,, = a,ta,, ?
273 31

a a A.a

_ _ %3 _ 3 _ "3%3

a3)(A3-1) = a3 % a, = Aa-1 0 232 T 2R T T Xyl

Demnach folgt aus der 2. Formel
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2
. (tu 323 J I T S N W
3lts 1) T e 2 7,1
2 2. 2
Aany + (A,~1)(air,-al)
2 _ 383 3 1*372) _
ty = by = TCAASPS)

2
(l3_1)

Satz von STEWART

Anwendungen des Satzes von STEWART

Berechnung der Hohe h3

+ zykl.

2 2,22 2.2 .2 2 2.2
W2 o 2.2 2 (Brmpray)  dajey “(ajmajtag)
3 17 P3 1 102 = 102 =
3 3
r) R ) ’
{2a133+a%—a§+a§][2a1a3-a%+ag—a§] [(a1+a3)2~a§][a%-(a1~a3)2]
= 2 = 2
4a3 4a3
~ [ai+a2+a3][al+a3~a2][a2+a1—a3][32~a1+a3]
= ’ 3
a3

Setzen wir

2s:= a1+a2+a3

so folgt etwa: a1+a3-—a2 = 25—2&2 + zykl., also

s(s—al)(s—az)(s~a3)

h3 = 4, 3 + zykl.

23

daher wegen 2F = hsa3

F2 = s(s~ai)(s~a2)(s—a3)

Formel von HERON von Alexandrien (ca. 60 n.Chr.). Die Formel tritt
aber bereits bei ARCHIMEDES von Syrakus (2877-212 v.Chr) auf.
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HiLrssktzE BER KREISE
Der Peripheriewinkelsatz, der Satz von THALES

E=2(ax+B) € =180 -2 (180 - 2a) C=2(ax+PB)=180
=2(a-p)
$=a+B=(n $=a-p=¢n $=a+p=02=90

Der Zentriwinkel ist immer doppelt so groB wie jeder Peri-
pheriewinkel iiber demselben Bogen. Daher sind alle Periphe-
riewinkel {iber demselben Bogem gleich grof.

Der Sonderfall ¢ = 90° ist der Satz von THALES von Milet
(ca. 600 v.Chr.)

Supplementire Peripheriewinkel

Peripheriewinkel {iber supplementiren B6gen sind
supplementir
oty = 180°

Das Sehnenviereck
Gegeniiberliegende Winkel eines Sehnenvierecks
sind supplementar

o+ y= 180°

P«{- 4 = 180°
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Der Sehnen-Tangentenwinkel

Der Sehnen-Tangentenwinkel ist gleich dem

Peripheriewinkel {iber demselben Bogen

DER SATZ voN PTOLEMAIOS
PTOLEMAIOS von Alexandrien (um 150 n.Chr. agyptischer Herkunft)

Wir konstruieren die Gerade DX so, daB.gilt <« ADX:= « BDC. Dann ist
auch <« ADB = « XDC. Daraus folgt die Ahnlichkeit der Dreiecke

b X _ bd
A BDC .. AADX =» + = 4 3 X = -5 .
AABD . A XCD » 2= X 5 e-x = 22
f c f
e = ac+bd
f

ef = ac + bd
Satz von PTOLEMAIOS
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Der Satz von PTOLEMAIOS ist fiir das Seﬁ%nviereck charakteristisch.
Bei allen anderen konvexen Vierecken gilt
ef < ac + bd

Wir gehen von einem konvexen Viereck ABCD aus, das kein

Sehnenviereck ist, daher ist o
x + 7y # 180

Wir konstruieren den Punkt X, indem wir <« ADX:= < BD(C und
<« DAX:= <« DBC machen. Daraus folgt < AXD < BCD = 7 und daher

DA- . DB . DA _ DX
DX © DC > DB - DC (1)

Da in den Dreiecken A ABD und A XCD die Winkel <« ADB = < XDC iiber-

einstimmen und die entsprechenden Seiten nach (1) gleiches Verhalt-

A AXD . A BCD »

nis aufweisen, sind die Dreiecke A ABD und A XCD &hnlich und stimmen
daher in allen Winkeln iiberein. Es gilt also

< DXC = « DAB = «
Wegen o+y # 180° liegen die Punkte A,X,C nicht auf einer Geraden.

Sie bilden daher ein nichtausgeartetes Dreieck A ACX, fir welches

die Dreiecksungleichung

AX + XC > AC = e (2)
gilt. Ferner ist (1)
bAXD . ABCD » AK - B o, ax - B
5 XD . 8ABD s XC& - 2 5 yc - 22

Einsetzen in die Dreiecksungleichung (2) ergibt ac + bd 2 ef. Das

Gleichheitszeichen gilt nur bein Sehnenviereck.
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Andere Herleitung des Satzes von PTOLEMAIOS sowie weitere Siatze
iiber das Sehnenviereck

C

A ASD . A BSC » dix:iz = bitiy » t = 2% y = bz
A ABS . ADCS »aitix = ciyiz»z= <X, y= Cb
Daraus folgt unmittelbar
- b, _ bc
Y d ad Alle Diagonalenabschnitte eines
zZ = -ﬁ%x Sehnenviereckes lassen sich durch
t = _Q_X einen von ihnen, etwa x, ausdrilicken
- d

Aus diesen Beziehungen ergibt sich weiters

x _ _ad Die Abschnitte einer Diagonale verhalten sich wie
y be die Produkte der in den Endpunkten der Diagonale
t _ ab .

~ = ed zusammens tofenden Seiten

Ferner gilt

e = x+y = -2dibc
y ad

_ _ _ab+cd
f = z+t = ~ad

Division dieser Beziehungen liefert
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e _  ad+bc
f = ab+cd (#)

Der Diagonalenabschnitt x ergibt sich durch Anwendung des Satzes von

STEWART auf die Transversale x des Dreiecks A BDA

\ 2 2 2 ~ ;
f(x"+ tz) = a22+d2t % f(x +-§%—x ) = a2-§~x+d2-§—x >
be - I Ry
2 f(x+ ad X) = ad (ad+bc)x = (dC+bd)

Daraus folgt einerseits wegen ~§§—x =y

f(x+y) = fe = al+bd der Satz von PTOLEMAIOS. Anderseits folgt daraus

__ ad ac+bd
X = F - ad+be
- be ac+bd

y f ° ad+bce
s = cd ac+bd
f * ad+bc

t = ab ac+bd
- f ' ad+bc

Weiters ergibt sich

_ _ 1 ac+bd 2 _ (ac+bd)(cd+ab)
f =2+t = 5. Sdvbc (cd*rab) = f7 = ad+be
Nach PTOLEMAIOS folgt weiter

_ _ac+bd 2 _ e nW#) (ad+be) (ac+bd)
€= f > e = f (ac+bd) = ab+cd
Daher also

e2 - (ad+bc) (ac+bd) f2 - (ac+bd) (cd+ab)
ab+cd i ad+bce

Damit lassen sich alle oben auftretenden Gréfen aus den Seiten des

Sehnenvierecks berechnen.
Anwendungen des Satzes von PTOLEMAIOS

In der Antike wurde der Satz von PTOLEMAIOS an Stelle der heute ver-
wendeten Winkelfunktionen gebraucht. Als Beispiel zeigen wir die

Aquivalenz des Saztes von PTOLEMAIOS mit den Additionstheoremen

d = f.sin «, a = f.cos o d = a.sin B, f = a.cos fB
> = f.sin B, b = f.cos B e = a.sin %, b = a.cos «
e = f.sin(o+B) c = a.sin(a-f)
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ef = ac + bd

fzsin(a+B)=fzcosa.sinB+fzsina.cosB a2sina.cosB=a2sin(a—B)+a2cosa.sinB
sin(x+B) = sinx.cosf + cosa.sinf sin(a=B) = sinxa.cosp — cosax.sinf
Substitution ol90-a Substitution ol90-«

sin(90-(a-B)) = cos(a-B) sin(90-(a+B)) = cos(a+B)

-cos(a—ﬁ) = cosx.cosf + sinx.sinB cos{a+B) = cosx.cosf — sinx.sinB

In den Summenformeln setzen wir a« = 8

. . : 2 .2
sin 2a = 2sina.cos « .| cos 2a = cos“a-sin‘«

PoTENzSATZE AM KREIS

PA2 PB2
A PA2Bl ~ A PBZA1 3> PBI = PA1
PA
2 PT
A PTA2 ~ A PAlT > 57 PAl
_ _ 2 _ 2
PAl.PA2 = PBIPB2 = PT™ =t
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Sonderfall

PDI.PD2 = PT

2

=t2

(PM-r) (PM+r) = PM2 ~r2 = PT2 = 2
P12 = pM2-r2 = 2
A
B,
A,
PAO PB2 Sonderfall 5 )
APBA, ~ APAB, s B = PR PD,.PD, = (r-MP)(r+MP) = r’-PM
I N )
PA,.PA, = PB,.PB, PD,.PD, = r’-PM® = PX

Schneidet eine durch P gehende Gerade einen Kreis k in den
beiden Punkten A1 und A2, so ist der Wert des Produktes
PAI.PA2 der Lingen der beiden Strecken PA1 und PA2 von der
Wahl der Geraden unabhiéngig. Man erteilt diesem Wert ein
positives Vorzeichen, wenn P auBerhalb des Kreises liegt,
ein negatives Vorzeichen, wenn P im Innern des Kreises
liegt. ‘

Man nennt dieses Produkt die Potenz des Punktes P beziiglich

des Kreises k und schreibt

N(k,P):= PM?>-r2 ... Definition
Ik, P)1 = PAl.PA2
<0 ... P im Innern von k
I(k,P) = >0 ... P im AuBern von k
=0 ... P auf k
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PoL unp PoLARE aM KREIS

Legt man an einen Kreis von einem auBerhalb gelegenen Punkt P die
Tangenten und zeichnet die Verbindungsgerade g der Beriihrpunkte der
Tangenten, so heiBt g die Polare des Punktes P beziiglich des Krei-
ses.Dem rechtwinkeligen Dreiecke MPT entnimmt man mit Hilfe des

Kathetensatzes

2 = MP.MX

Da g bei Kenntnis von X bestimmt ist, kann man auch die Polare eines
im Innern des Kreises liegenden Punktes konstruieren.

Es liege Q auf der Polaren g von P. Ferner sei q die Normale aus P
auf MQ. Dann ist q die Polare von Q. Es gilt nimlich

MX _ MY
MQ = P

2

A QXM . APYM =3 3 MQ.MY = MP.MX = r

Durchlauft ein Punkt Q eine Gerade g, so geht die Polare g
von Q stets durch den Pol P von g.

Dreht sich eine Gerade q um einen ihrer Punkte P, so durch-
13uft ihr Pol Q die Polare g von P.
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Die INVERSION (SPIEGELUNG) AM KREIS

Gegeben sei der feste Punkt O, das Yay' T
s ™
Inversionszentrum. Die Abbildung A /#>§\
& \ ~
L: C\{O} —— € :..-" :‘// i .\\ \\\\
X S
X — X’ P S S
. . A 0O X |8 X
0,X,X° kollinear, T(XX’0) >0 \ X | /
heiBt Inversion mit dem Zentrum O, wenn N L
-\_“. ! .
gilt 2 R

0X.0X’ = r® = const.
Die Punkte des Inversionskreises i{0O,r} sind Fixpunkte der

Abbildung. Wegen .
L2 ='(d’

ist die Inversion Involutorisch. Aus dem Kathetensatz folgt

2 r2
r° = 0X.0X' = x.x’' & x' = R

Die Durchmesserendpunkte A,B auf einem Inversionsstrahl, das ist
die durch das Inversionszentrum O gehende Verbindungsgerade inverser
Punkte X,X’, werden durch X,X’' harmonisch getrennt:

D(ABXX') = -1
Es gilt nadmlich

- _ AX _ o r+x
T(ABX) - BX - r—-x 2
: AX' x'+r ‘i‘*’ r+x s D(ABXX') = -1
TCABX") = + BX" T X' -r _ 2 ¥ Tx
T
" r

Je zwei Paare inverser Punkte sind konzyklisch

Sei namlich X,X’ ein inverses Punktepaar,
d.h. es gelte 0X.0X’ = r2, sei ferner Y ein T
beliebiger weiterer Punkt. Fiir den Umkreis ,/f
k des Dreiecks XX'Y stellt dann r> die Po-
tenz von O beziiglich k dar. Da nach dem Po-
tenzsatz flir den zweiten Schnittpunkt Y’
von OY mit k gilt: OY.0Y' = OX.0X' = M(k,0) ™ _
= r2, liegt auch der zu Y inverse Punkt Y’ -

auf k. r stellt die Liange der Tangenten-
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strecke aus O an k dar. Der Inversionskreis schneidet daher k

orthogonal.

Jeder den Inversionskreis orthogonal schneidende Kreis geht
in sich selbst iiber

Ferner gilt

Jede nicht durch O gehende Gerade g geht in einen Kreis g’
durch O lber.

Umgekehrt wird jeder Kreis durch O in eine nicht durch O

gehende Gerade {ibergefiihrt.

Der LotfuBpunkt X aus O auf g gehe nach X’
Uber. Ein beliebiger Punkt Y von g habe das
Bild Y’. Dann miissen die inversen Punktepaa-

re X,X’ und Y,Y' auf demselben (nicht einge-

zeichneten) Kreis XX'YY' liegen. Wegen des
rechten Winkels bei X muB YX’' ein Durchmes-

ser dieses Kreises sein. Nach THALES mufB

dann auch bei Y’ ein rechter Winkel
< YY’X’ = £ OY'X’ = 90° .

auftreten. Y’ bewegt sich daher bei variablem Y auf dem Thaleskreis

iber 0X’'.

Umgekehrt sei der Kreis iliber OX’' gegeben. Dann geht X’ nach X iiber.

Y’ geht nach Y iiber und X'XY’'Y liegen auf demselben (nicht darge-
stellten) Kreis. Wegen des rechten Winkels bei Y' ist YX' ein Durch-
messer von X'XY’'Y, d.h. alle Y miissen auf dem 2.Schenkel des rechten
Winkels < YXX’ = 90° liegen.

Durch eine Inversion geht ein Kreis allgemeiner Lage wieder

in einen Kreis iiber

Sei k der gegebene Kreis und seien X und Y zwei Punkte auf demselben
Strahl durch O. Dann gilt nach dem Potenzsatz filir die Potenz von O

beziiglich k 3
I(k,0) = 0X.0Y = ¢

Fir den zu X inversen Punkt X’ gilt
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Division beider Ausdriicke ergibt
' 2
00X _ r 2

=& 0 S - ¢ o a2
oY = t2 = A° = const. # OX' = A“.0Y
Das Bild von k geht daher aus k durch eine zentrische Ahnlichkeit

mit dem Zentrum O und dem Ahnlichkeitsfaktor 12 hervor. Daher ist k’

ein Kreis.

Die Inversion ist eine isogonale Abbildung der Ebene in sich.
Kurven, die einander in einem Punkt schneiden, haben Bilder,
die einander im entsprechenden Punkt unter demselben Winkel,

aber entgegengesetzem Winkeldrehhsinn schneiden.

Seien <4 und Cy die beiden Kurven, die einander in P unter dem Win-
kel « schneiden, d.h. die beiden Kurventangenten t1 und t2 schneiden
einander unter dem Winkel a. Durch die Inversion gehen die beiden

Kurven nach ci bzw. cé iiber. Die beiden Tangenten t1 bzw. t2 werden
in die durch O gehenden Kreise ti bzw. té abgebildet, deren Tangen-—
ten in O wieder den Winkel o aufweisen. Aus Symmetriegriinden hat der
Schnittpunkt der beiden Kreise ti und té im Punkte P’ ebenfalls die
GroBe . Da tl
deren Bilder ci und cé von den Kreisen ti und té beriihrt. Daher ist

und t2 die Kurven €y und Cy in P berihren, werden

a auch der Schnittwinkel der Bildkurven ci und cé.

Dreiecksgeometrie (Prof. W. STRSHER) Seite 18



e

Dreiecksgeometrie (Prof. W. STROHER) Seite 19



DREIECKSGEOMETRIE IM EIGENTLICHEN SINNE

Der Satz von MENELAOS
MENELAOS von Alexandrien (ca. 100 n.Chr.)

A.G a, )
173 1
T(A,AG,) = = —1
1823 ,G5 a,
A6y q,
T(A,A,G,) = - A0, = "ag" > T(A[A,G4).T(A)A,6,).T(A4A,G,) = +1
A.G a ) Satz von MENELAOS
T(A,AG,) = - 722 = - —3
38172 A G, q;

Drei von den Ecken eines Dreiecks 4 A1A2A3 verschiedene
Punkte GI’GZ’GS auf den Seiten (A2A3),(A3A1),(A1A2) liegen
genau dann auf einer Geraden g, wenn die Beziehung von
MENELAOS gilt

Die Umkehrung beweisen wir indirekt: Es
gelte die Beziehung von MENELAOS fir die 3
drei Punkte Gl’GZ’GB' Die Verbindungsgerade

g = (Gl'GZ) schneide (A1A2) in G3. Dann

gilt 1

T(AlAzGé).T(A2A3G1).T(A3A162) =+ | =

T(AIAZG3).T(A2A3G1).T(A3A162) 3 A, A G

T(A1A2Gé) = T(A1A2G3) 3 G3 = Gé, da die Lage
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eines Punktes durch das Teilverhdltnis eindeutig bestimmt ist.

Der Satz von CEVA
Giovanni CEVA (1648-1734, wirkte in Mantua)

Ay

1 R A

2

Wir wenden den Satz von MENELAOS auf folgende Dreiecke an

A A1P3

A P3A2A3 cen T(P3A2Al).T(A2A3P1

3A1P2) = + 1

).T(A3P3P)

A3 “en T(A1P3A2).T(P3A3P).T(A

+ 1

Daraus durch Produktbildung
T(A1P3A2).T(P3A3P).T(A3A1P2).T(P3A2Al).T(A2A3P1).T(A3P3P) = + 1

Aufldésung unter Berilicksichtigung des Vorzeichens ergibt

—;—22-4—-;1;).(— 23? ). ( 232‘ >.<-—§—2-§-‘->.<--§i§—> = +1

372 3 172 172 31 3
Durchkiirzen und Zusammenfassen ergibt: 

APy APy APy Y.
SRR Uy e SR ALy W6 PERAA Y W 2ub) Il
2°3 3"1 172
Daraus folgt
T(A1A2P3).T(A2A3Pl).T(A3A1P2) = - 1

Beziehung von CEVA

Der Satz von CEVA gilt auch dann, wenn P ein Fernpunkt ist. Mehrfa-
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che Anwendung des Strahlensatzes ergibt

P
3
AP P A, )
_ 1°3 _ 173
T(AlAZPZS) =+ A2P3 =+ A2A3 Produktbildung ergibt
TCAAP. ) = - A Pl A2P1 r T(A1A2P3).T(A2A3P1).T(A3A1P2) =
27371 A3P1 A3P1 P1A3 - A2P1 ) A3A2 .
AP ALA A A, AP ' P.A -
_ 372 _ 32 .23 31 1772
T(A3A1P2) = +-XI§;— = + P1A2 ) |

Wie oben ergibt sich also T(AIAZPS).T(A2A3P1).T(A3A1P2) = -]

Die Eckentransversalen durch die von den Eckpunkten ver-
schiedenen Punkte PI’PZ’P3 auf den Seiten (A2A3), (A3A1),
(A1A2) gehen genau dann durch denselben Punkt P (oder sind

parallel), wenn die Bedingung von CEVA gilt

Die Umkehrung zeigt man wieder indirekt.
Dreieckskoordinaten eines Punkte

Jede Dreiecksseite a, teilt die Ebene in zwei Halbebenen. Wir be-
zeichnen jene Halbebene als positiv, in welcher der dritte Punkt Ai
des Dreiecks liegt. Jedem Punkt P der Ebene ordnen wir in Bezug auf
die Dreiecksseite a, einen Zahlenwert p; zu, den wir die i~te Drei-
eckskoordinate des Punktes nennen. Der Koordinate Py erteilen wir

ein positives Vorzeichen, wenn der entsprechende Punkt in der posi-
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tiven, durch a, erzeugten Halbebene liegt. Der Betrag Ipil der Koor-

dinate ist gleich dem Wert des Abstandes des Punktes von a .

P

Es kénnen nie alle drei Dreieckskoordinaten eines Punktes negativ
sein.
Jeder Punkt P, der nicht auf einer Dreiecksseite liegt, bildet mit
je zwei Eckpunkten Ai’Aj des Dreiecks ein Dreieck A AiAjP’ wobei die
Reihenfolge der Indizes i,j,k der Dreiecksecken stets dem Zyklus
(ijk) = (123) angehért. Ist der Umlaufsinn des Dreiecks A AiAkP
positiv, d.h. wird das Dreieck im positiven Winkelzahlsinn umlaufen,
s0 ordnen wir dem Flicheninhalt F(AiAjP) einen positiven Wert =zu.
Andernfalls bezeichnen wir den Fl&dcheninhalt als negativ. Dann gilt
F(A1A2A3) = F(A1A2P) + F(A2A3P) + F(A3A1P)

Dadurch ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen den Dreiecks-

koordinaten eines Punktes P.

2
2F = apy v app tagpy | 220 P70

Ist das Dreieck gleichseitig, so folgt der

Satz von VIVIANI: Die Summe der Koordinaten einesbeliebigen

Punktes beziiglich eines gleichseitigen Dreiecks ist konstant

gleich der Hohe des Dreiecks

Vincento VIVIANI (1622-1703), Schiiler von GALILEI, erbaute fiir
TORRICELLI das erste Barometer

Beweis: a =a, =a; =as? 2F = a.h = a(pl+P2+P3) 3 h = P,;+P,*P,

Dreiecksgeometrie (Prof. W. STROHER) Seite 23



Die isotome Abbildung (Verwandtschaft der Seitengegenpunkte)

beziiglich eines Dreiecks

Wir wdhlen einen beliebigen (von den Dreiecksecken Ai verschiedenen)
Punkt P der Ebene und zeichnen die Eckentransversalen AiP’ welche
die gegeniiberliegende Dreiecksseite a;, = (AjAk) im Punkte Pi schnei-
det. Nach CEVA gilt dann -

T(A1A2P3).T(A2A3P1).T(A3A1P2) = - 1 (%)
Nunmehr bestimmen wir aufjeder Dreiecksseite (AjAk) einen weiteren
Punkt Pi derart, daff die Strecken AjPi = AkPi gleich sind, jedoch
so, daf gilt

sgn T(AjAkPi) = sgn T(AjAkPi)

das bedeutet, daf Pi und Pi entweder beide im Innern oder beide im
AuBern der Strecke AiAj liegen. Die Konstruktion des Punktes Pi kann
daher auch durch Spiegelung von Pi an der Seitenmitte Mi er Strecke

AjAk erfolgen.

o] x ] m o m o x o
i AJ i Ak P;
Dann gilt
AjPi X
TCA;AP) = AP, T Toix
1
, 3 T(A.A P!) =
TAAP!) = AjPi _ 2mex ki T(AjAkPi)
ki AkPi X
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Daraus folgt mit (x)

1
T(A1A2P3).T(A2A3Pl).T(A3A1P2)

T(AlAzPé).T(A2A3Pi).T(A3A1Pé) = = -1
Nach CEVA gehen daher auch die Eckentransversalen AiPi durch densel-
ben Punkt P’. Auf Grund obiger Konstruktion ist daher eine Abbildung
der Ebene in sich definiert:
T: e\{Al,Az,A3} — €

P —_— T(P)

die Iisotome Abbildung der Ebene. Wegen
2 =i

ist die isotome Abbildung involutorisch.
Die isotome Abbildung wurde 1866 von M.G.de LONGCHAMPS angegeben.

DeER WINKELBEGRIFF

P!

In der Elementargeometrie versteht man a

unter einem Winkel das System von zwei R R 10, LV LA L ELAL A LLL A
W Y LA

Halbstrahlen a,

Punkte O ausgehen. a, und a, heifen die

Schenkel des Winkels, O sein Scheitel.

Die Trigergerade jedes Winkelschenkels

und a,, die von demselben \

.......................

teilt die Ebene in zwei Halbebenen, von
denen je eine dadurch ausgezeichnet ist,
dafl der andere Winkelschenkel in ihr liegt. Der Durchschnitt der
beiden ausgezeichneten Halbebenen bildet das Innere des Winkels.
Die WinkelgréBe wird in der positiv orientierten Ebene gemessen,
sodafl gilt

0 s ax< 180° bzw. 0 2 x 2 -180°
WinkelmaBe > 180° werden kaum angewendet. Ein Winkel ist erst durch

die Angabe zweier Winkelfunktionen eindeutig festgelegt.

Das Sinusverhidltnis dreier Halbgeraden

1 ) Standlinie
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Unter dem Sinusverhdltnis der Halbgeraden x beziiglich der beiden
(von demselben Punkt ausgehenden) Halbgeraden a, und a, versteht
man den Ausdruck

sin(alx)

L _ sin &
S(alaZX)" sin(azx) T sin(E-a)
oder allgemeiner
sin(&—al)
(24290 = TintEw,)

Das Sinusverhdltnis dreier Halbgeraden ist von der Wahl der Stand-

linie unabhingig.

Entgegengesetzte Halbgerade

_ sin(al§)
S(alazx) = —— =
i sin(azx)
- - -sSin(180-8)  _ _sin &  _
-sin[180-(&-a) ] sin(&-a) (180-)
= S(a;a,%) (180&)+a]

Zwei entgegengesetzte Halbgerade haben bezliglich zweier

Bezugshalbgeraden dasselbe Sinusverhdltnis

Umgekehrt gilt

Durch Angabe des Sinusverhiltnisses beziiglich zweier

Halbgeraden ist eine volle Gerade eindeutig bestimmt

I

Beispiel: Es sei S(alazx):= n

Zu den Bezugslinien a, und a,

ziehen wir Parallele, die proportional zu den gegebenen Gréflen n und
m sind. Man erkennt unmittelbar, daf fiir eine der Halbgeraden von x

die gewlinschte Beziehung gilt. Flir eine Halbgerade von Xy gilt
U ¢
S(aja,x)) m
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2F(A1P3A3) = A1P3.h3 = az.h’ = az.A3P3.sin(a2t3)

2F(P3A2A3) = A2P3.h3 al.h” = al.A3P3.sin(t3al)

Als Quotient ergibt sich

A1P3 B a, sin(a2t3)
A2P3 a, S1n(t3al)
also
T(A,A,P,) = - APs __ 22 sin(a,t,) _ % sin(a,t,)
17273 A2P3 3y Sin(tBal) a 'sin(a1t3)
22
= ‘;“--S(a2a1t3) <0

1

Zyklische Vertauschung ergibt daher insgesamt
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T(A1A2P3) = A, S(a2a1t3)
a

T(A2A3P1) = j;;-.S(a3a2t1)
2y

T(A3A1P2) = 2;—.S(ala3t2)

Produktbildung liefert daraus nach CEVA

A3P1).T(A3A1P2) =
3 23 &y :
= al . az . a3 .S(azalt3).S(a3a2t1).S(ala3t2) = -1

T(A1A2P3).T(A2

123 22 t3) = -

"Winkel-CEVA”

S(a3aztl).S(a t2).S(a

Man beachtedie Reihenfolge der Indizes!
Isogonale Gerade

Zwei volle Gerade nennt man beziliglich zweier

Halbgeraden a,a isogonal verwandt, wenn

2
die eine das Spiegelbild der anderen beziig-
lich der Winkelsymmetralen des von den Halb-

geraden gebildeten Winkels ist.

Liegen zwei Punkte X und Y auf zwei beziliglich der Halbgera-
den a, und a, isogonal verwandten Geraden, so gilt fiar die
Koordinaten Xy X, bzw. Y159 beziiglich der Tragergeraden von

a, und a2

1
X1Y1 T %292

Gilt umgekehrt filiir zwei Punkte diese Beziehung, so sind die

durch diese Punkte und den Schnittpunkt von a, und a, hin-

durchgehenden Geraden isogonal verwandt.
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L : _-j\ -

Aus der Winkelgleichheit folgt 'Y e

OX oY 0X *1 : -

— IR — f — = —— ‘ -

0X _ oY ., OX ) ) Y s

- = - Iy —
X y 10) 4 y . 1
= //)"/
daher lel X5¥y EETREN

Zwei Gerade 1,m heifen antiparallel beziiglich der Halbgera-
den a ,a,, wenn sie parallel sind zu zwei beziiglich a,,a,

isogonal verwandten Geraden 1°',m’

v/ .
Isogonale Abbildung beziiglich eines Dreiecks

(Verwandtscﬂ%t der Winkelgegenpunkte)
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In der Ebene des Dreiecks A AiA,)A3 wiahlen wir einen (von den Drei-
ecksecken verschiedenen) Punkt P und verbinden ihn mit den Dreiecks-

ecken durch die Transversalen tl‘tZ’t3‘ Dann gilt der "Winkel~CEVA”

S(a3azt1).S(a t2).S(a -1

123 221 t3)
Sucht man zu den Transversalen ti die jeweils beziiglich der von Ai
ausgehenden Halbgeraden [AiAj und [AiAk isogonal verwandten Trans-
versalen ti. so gilt wegen

L

il
i

asty = —<azty, caty = —<agt,, caty = -<at,

“<ayty = -4 azty, cazty, = —<caty, caty = —cat,

Daher unter Beriicksichtigung der Vorzeichen
S(a3a2ti).S(a1a3té).S(azalté) =

sin(aBti) sin(alté) sin(aQté)

sin(azti) : sin(a3té) ) sin(alté)
sin(aztl) sin(aStZ) sin(altg)

51n(a3t1) ' sin(altz) sin(azt3)
{ 1 1
S(aSaZtl) ) S(a4a3t£\ : S(azadt%\

Nach CEVA schneiden daher auch die Transversalen ti einander in
einem Punkt P’. Es liegt daher eine Selbstabbildung der Dreieckse-

bene in sich vor

w3 E’\{AivAzsAS} % £
P ~— (P) = P’
Wegen 2
w” = id

ist die Abbildung involutorisch. Sie heift isogonale Abbildung und
wurde 1863 von J.-J. MATHIEU angegeben. Isogonal verwandte Ecken-

transversalen heifen auch Symmedianen.

Die Dreieckspolaritiat

Gegeben sei ein von den Dreiecksseckpunkten verschiedener Punkt P
und die durch ihn gehenden Eckentransversalen tl’tz’tB' Diese
schneiden die Dreiecksseiten in den Punkten PE,PQ,P3. Nach CEVA gilt
dann

T(A1A2P3).T(AZASPl).T(A3A1P2) = -]

Bestimmt man auf der Dreiecksseite ay den 4. harmonischen Punkt Gk

Zu Pk beziiglich der Dreiecksecken AiAj’ so gilt

Dreiecksgeometrie (Prof. W. STROHER) Seite 30



T(AiA'Pk)
D(A.A.P,. G, ) = = -
i7" kk T(AiAij)
T(AiAij) = ~T(AiAij)
Daraus folgt

T(A1A263).T(A A,G,).T(A,A G,)

27371 37172
= —T(AIA2P3).T(A2A3P1).T(A3A1P2) = +1

it

Nach MENELAOS liegen die Punkte Gi daher
auf einer Geraden g, der Dreieckspolaren
des Punktes P.

Jedem Punkt P der Ebene (mit Ausnahme der
Dreieckseckpunkte) wird daher in eindeuti- Gt
ger Weise eine Gerade g zugeordnet und um-—

gekehrt.

Ein Spezialfall liegt vor, wenn einer der Punkte Pk Mittelpunkt der

Strecke AiAj ist. Dann gilt (Seite 1)

T(AiAij) = -T(AiAij) = | und Gk ist “"Fernpunkt”

SPEZIELLE PUNKTE EINES DREIECKS

Der Umkreismittelpunkt

Wir betrachten zunAichst ein spitzwinkeliges Dreieck (ai < 90°). Dann
ist $1+¢2+¢3 = 90°. Der Umkreismittelpunkt U hat von den Dreiecks-
ecken gleichen Abstand. Er liegt daher im Schnittpunkt der Strecken-

symmetralen der Dreieckseckpunkte. Als Zentriwinkel zum Peripherie-

winkel %, < 90° hat der Winkel < AIUA2 die Grofe

e A,UAQ = 2«

L 3

Ist @, = 90°, so ist <« AIUA2 = 180°, d.h. U liegt auf A1 2
Ist o, > 90°, so ist der Winkel 180--<x3 spitz und es ist
< AIUA2 = 2(180~a3).

Dreiecksgeometrie (Prof. W. STROHER) - Seite 31



{ im Innern

U liegt auf dem Umfang des Dreiecks, wenn das

spitzwinkelig

Dreieck rechtwinkelig ist

)
t
im AuBern J
]
$
J

stumpfwinkelig

Praktische Konstruktion des Umkreises

unter Verwendung des Satzes von THALES

Einige Dreieckssitze, die mit Hilfe des Umkreises hergeleitet werden

konnen

Sinussatz

23

2r

Daher mit zyklischer Vertauschung

sin «, =
3

a a a
2r = sié o = sii o = sii @ (*)
1 2 3
Flidchensitze
BAAAL LB AHA, > 2L o L
17273 ~ 27273 a, h2
a,a.
_ 13 .
3 h2 = 5T Nun ist
212223
2F = a2h2 = Ty 3 4Fr = aja,2a, Mit Hilfe von (*) folgt
daraus: 4Fr = (2r.sin al).(2r.sin a2).(2r.sin a3), also

2 . . .
= X, . .. (¢4
F 2r-sin {-Sin ay.sin a,

4
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Aus dieser Formel folgt wegen sin . = 5T

2

a a
F = 2r .—5%-.—5%—.sin %y, daher mit zyklischer Vertauschung

2 = 1 =
2F alaz.sxn a3 a

233.51n (Xl = a3al.51n (12

Das isogonale Bild eines Fernpunktes ist ein Punkt des Um-
kreises. Umgekehrt entspricht jedem Umkreispunkt (ausgenom-—
men AI,A2,A3) ein Fernpunkt. Jeder Dreiecksseite entspricht
der gegeniliberliegende Dreieckseckpunkt

Im Dreieck A A1A2P’ gilt
4 A2A1P = al—w, < Al
Daher gilt fiir den dritten Winkel dieses Dreiecks

£ AIP’A2 = |80 - [(al—q))+(012+(p)] = {80 -(a1+0(2) = a3

Demnach liegt P' nach dem Peripheriewinkelsatz auf dem Umkreis des

AyPT = oyt

gegebenen Dreiecks. Die Umkehrung des Satzes folgt unmittelbar aus
der Figur.

Dem Fernpunkt einer Dreiecksseite (etwa U3) entspricht nach dem
Sehnen - Tangentensatz der gegeniiberliegende Eckpunkt (hier A3). Die

Umkehrung ist in diesem Falle unbestimmt.
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Schwerlinien (Medianen, Mittellinien), Schwerpunkt

A, S3 A,

Die drei Schwerlinien S|+S,5:5, schneiden einander im Schwer-—
punkt S des Dreieckes. Der Schwerpunkt teilt jede Schwerli-

nie innen im Verhdltnis 1:2.
T(AiSiS) = -2

Zum Beweis konstruieren wir zunichst die Seitenschwerpunkte S1 und
S3 und schneiden die entsprechenden Schwerlinien S| und Sy im Punkte
S. Dann konstruieren wir den Punkt S2:= (A25A)na2 und zeigen AIS2 =
32A3' Zu diesem Zweck wAhlen wir den Hilfspunkt P so, dag giltAZS =
SP. Dann ist die Gerade SS1 Verbindungslinie der Seitenmitten im
Dreieck & PA2A3 3 PA3ﬂssl. Ganz analog gilt im Dreieck A PA1A2:
PA1“883. Im Parallelogramm # AISA3P halbieren einander die Diagona-
len. Daher ist A1S2 = SzA3 und A252 ist Schwerlinie.

Weiters gilt A2$ = SP = 2.532 wie behauptet.

Auf Grund der Konstruktion des Schwerpunktes gilt

Der Schwerpunkt entspricht sich in der isotomen Abbildung selbst
T(S) =S

Der Schwerpunkt ist der Dreieckspol der Ferngeraden
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Die Koordinaten eines Punktes einer Schwerlinie beziiglich
der anliegenden Seiten verhalten sich umgekehrt wie die Lan-
gen dieser Seiten.

Die Koordinaten des Schwerpunktes beziiglich der Dreieckssei-

ten verhalten sich umgekehrt wie die Lingen dieser Seiten

bzw. umgekeﬂ% wie die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel

Xp o AKXy XYy N

T ALS Ty > X Ty MyMyiMy = 5 a a
Yy 3”3 2 2 2 1 2 3

2F(A183A3) = 2F(53“5"2.[5‘3) = wegen a, = 2r.sin o, gilt auch

y a X
= 8y¥y T Ay, > y1 = a2 = x1 m, :Mm.:m, = ! : 1 : 1
2 1 2 1°72°73 sin al‘ sin aj' sin .,
und zyklisch . -
X XX, = 1 1 1
1°7°2°73 a, a, a,

Liange einer Schwerlinie: Nach STEWART haben wir zu setzen

a
j ] 23
t3 = Sy, @4, = 239 = 5 daraus folgt
32 a a 2 a2 a2
2, 23 g 23 5 35 2 3 2 23
83(s3* 3 ) =a.3 *ay 3 ?s3= 3t 3 g+ also
2. 2. 2
p  2Mayt ay) -ag und zyklisch
S3 7 4

Das Mittendreieck
Das Mittendreieck entsteht aus dem Urdreieck durch eine zentrische

Ahnlichkeit mit dem Schwerpunkt S als Ahnlichkeitszentrum.
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g A1 —> S AiS |

Ay ™Sy A =5, TS S) = -5 g = 2= 3

Az T S3 1
A= ——%— ist das Ahnlichkeitsverhidltnis und es gilt SSi = leAiS.
Fiir die zentrische Ahnlichkeit ¢ gilt

o: e\{S} — ¢
X — X' = ag(X)
T(XK'S) = -2 = o

Man nennt den Punkt X' = o(X) komplementir zu X. Der Punkt X =

a-I(X') heift zu X antikomplementdr.

Urdreieck und Mittendreieck haben einen gemeinsamen Schwerpunkt.

Der Hdéhenschnittpunkt
Wir zeichnen das AuBendreieck' A AiAéAé des gegebenen Urdreieckes
A A1A2A3. Dann sind die H6hen des Urdreiecks die Seitensymmetralen
des Aufendreiecks, die einander in U’ (dem Umkreismittelpunkt des
des AuBendreiecks) schneidenz.
U’ = H

Da das Urdreieck das Mittendreieck des Auffendreiecks ist, haben

Bezeichnung von C.G.REUSCHLE 1863

2 Der Beweis stammt von Karl Friedrich GAUSS (1777-1855).
Veroffentlicht durch SCHUMACHER in der Ubersetzung von Lazare
Nicolas Marguérite CARNOTs (1753-1823) Géométrie des position
1810/13
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N
\ ///'
\y
a
3
beide denselben Schwerpunkt S = S’ und es gilt
Ay = oA D)
Durch die Komplementdrabbildung geht der Umkreismittelpunkt U' des
Auflendreiecks in den Umkreismittelpunkt U des Urdreiecks iiber. Wegen
U’ = H gilt also
o(H) = U

Hohenschnittpunkt, Schwerpunkt und Umkreismittelpunkt eines
Dreiecks liegen auf der Geraden von EULER (1765) und es gilt
T(HUS) = -2 bzw. HS = 2.US

Der Kosinussatz

2 _ _ 2 _ _ _
h3 = 32 a2 coSs al = a) (a3 a, cos ul) 3
2 _ 2.2, .
ay = 32+33 2a,a,5.c08 & und zyklisch
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Hohenschnittpunkt und Umkreis

Da die rechtwinkeligen Dreiecke A A2A3H3
und A A2A1Hl im Winkel a2 iibereinstimmen,

gilt auch
< A2A3H3 = ¢ A2A1H1 =9
und analog
_ _ Hu H
< A1A2H2 = z A1A3H3 = P
Im A ALA,H gilt daher

1

< AIHA2 = 180-(@+yp) = 180—013

Spiegelt man H an (A1A2), so entsteht das

A AIH’”A2 mit < AIH’“A2 = 180—a3. Dies ist

aber das Supplement des Peripheriewinkels

<z A1A3A2 = a5 H'® liegt daher auf dem

Unmkreis

Die Spiegelpunkte des Hdhenschnittpunktes an den Dreiecks-

seiten liegen auf dem Umkreis

Die SATZE voN MIQUEL

TAFEL 1

Auf den Seiten des Dreiecks A A1A2A3 seien die Punkte QleQ3

beliebig, aber von A[A2A3 verschieden, gewahlt. Dann gehen
die Umkreise der Dreiecke A A1Q2Q3, A A203QI’ A ASQIQ2 durch
denselben Punkt Q. A 010203 heiBt MIQUELsches Dreieck, Q
heift Punkt wvon MIQUEL, die Umkreise heifen MIQUELsche

Kreise

Wir zeichnen zunichst die Umkreise von A AleQ3 und A A2Q3Q1. Die
beiden Kreise haben auBer Q3 noch einen Punkt Q gemein. In den

Sehnenvierecken

4,03, ! A,Q,QQ4
gilt wegen der Supplementaritidt gegeniliberliegender Winkel
Z QZQQ3 = 180—a1 | P2 QlQQ2 = 180 —a,

Deren Nebenwinkel haben daher die Gréfen oy bzw. oy Im Viereck
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A3QIQQ, sind daher die gegenliberliegenden Winkel
o, und < QlQQ2 = a1+a2 = 180—a3

supplementir. A3QIQQ2 ist demnach ein Sehnenviereck, hat daher einen

Umkreis q.e.d.

Wegen der Komplementaritidt gegeniiberliegender Winkel in den betrach-

teten Sehnenvierecken gilt
< AQQ = 2 4,030 = < 4,;0,Q

Die Strecken QQi bilden mit den Seiten AjAk gleiche Winkel
(ijk) = (123)

Wir betrachten das von den Mitten Ml,M,,,M3 der MIQUELschen Kreise
gebildete Dreieck. Da die Seite MiMj L QQk ist (als Verbindung der
Mittelpunkte zweier Kreise und deren gemeinsamer Sehne), und im

Sehnenviereck {iber dem Durchmesser QM3 gilt

< M1M3M2 = 180 - « QIQQ2 = {80 - (al+a2) = und zykl.

Das Mittendreieck A M1M2M3 der MIQUELschen Kreise ist zum

gegebenen A A1A2A3 Dreieck &ahnlich

Zu einem gegebenen Punkt Q gibt es unendlich viele MIQUEL-
sche Dreiecke. Alle zum selben Punkt gehtérigen MIQUELschen

Dreiecke sind Aahnlich

Wahlt man ndmlich einen Kreis beliebig durch A2 und Q (sein Mittel-

punkt sei Mé), so schneidet er auf A2A3 den Punkt Qi, auf A1A2 den

Punkt Qé aus. Der Umkreis von QiA3Q liefert auf A1A3 den Punkt Qé.

Entsprechend dem bereits gefiihrten Beweis muf3 der Umkreis von AIQéQé

durch Q gehen.

Zum Nachweis der Ahnlichkeit aller so konstruierten Dreiecke ziehen

wir die Hilfslinie A3Q3 und betrachten die Dreiecke

A 02Q3A3 ... AuBenwinkelsatz 3 « A10203 = ¢ QZQ3A3 + ¢ Q2A3Q3

A Q3Q1A3 ... Auflenwinkelsatz » « AZQIQS = « QlQ3A3 + < Q1A3Q3

Addition dieser Gleichungen ergibt :

< A1QyQy + 2 A5Q,Qy = (£ QyQ A5 + 2 QQ3A5) + (2 QyA,05 + 2 QA50Q4) =
Q;Q3Q,=:95 %3

= @y + A, (%)

Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt
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< 81QQ3 = < 4,Q0, } .
< A3Q1Q3 = < A,QQ,4
£ 810,05 + < AyQ Q5 = < AQQy + < AyQQ; = A;QA) B ray =i,
Also
v3 =23 " %
D.h. der Winkel 0, des MIQUELschen Dreiecks bei Q3 hdngt nur von der
Lage des MIQUELschen Punktes ab,

und zyklisch

Wihit man den Umkreismittelpunkt
U als MIQUELschen Punkt, so sind
alle MIQUELschen Dreiecke dem ge-—
gebenen Dreieck A A1A2A3 dhnlich

Man erkennt unmittelbar, daB das
Mittendreieck A 518253 eines der
moglichen MIQUELschen Dreiecke ist.

Wegen

A 315233 ~ 4 A1A2A3

gilt dies fiir alle MIQUELschen
Dreiecke. Die zum Mittendreieck ge-

hérigen MIQUELschen Kreise beriihren

den Umkreis.

FUBPUNKTEDREIECKE

TAFEL 2

Die FuBpunktedreiecke sind spezielle MIQUELsche Dreiecke zu einem
MIQUELschen Punkt P. (Fi= Qi)' Die MIQUELschen Kreise sind zweifache
THALESkreise, z.B. AIF3PF2. Fir die Winkel des MIQUELschen Dreiecks

A FiFF; galt

0 = My
9, = Xz—az Winkel des FuBpunktedreiecks
Py = A3y
Da P seiner Lage nach bekannt ist, sind die Winkel A := ¢ A'PAk sowie
1 J

Abstande li:= PAi bekannte GroBen.
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von Flacheninhalten ist der Winkeldrehsinn bzw. der Umlaufsinn zu

beachten!

Mit Hilfe des MIQUELschen Kreises entnimmt man (vgl. S$.32)

o 24
sin o, = o = — {(r ... Umkreisradius)

i I1 2r
a,l

. . S T

il = 11.51n al = 3T
a?lz

f2 = 12.sin X, = 5r~ Seitenléngen des Fufpunktedreiecks
a,l

. . _ 3°3

f3 = 13.sxn a3 = 57

Es sei XI der Punkt des Umkreises auf der Verldngerung von AiP, Dann
gilt im A PA,>X1 unter Heranziehung des Peripheriewinkelsatzes und deg

AuBenwinkelsatzes
£ PXiA2 = A, und « PA2X1 = k3~a3 = w3

Die Anwendung des Sinussatzes auf das genannte Dieck ergibt

PX
sin @, = 12 sin «,
Fir den Flacheninhalt des FuBpunktedreiecks ergibt sich (5.32)
¥ = P(F F_F - Lo : =
T o= I(I1F2F3) = flfz.sxn @3 =
. ' FX
= “Ef~(11.31n ai)(12.51n az). »f;-51n a3 =
1
= ~§~(11.PX1).sin al.sin %, .sin a, (%)

Nun stellt 11.PX1 den Betrag der Potenz des Punktes P beziiglich des

Umkreises dar, daher gilt nach Seite 14

; 2 2 2 .2
11.PX1 = =Il(u,P) = -(PU"~-r") = r7-PU
Ferner gilt fir den FlaAcheninhalt des Urdreiecks
: 2 . . . . ¥
T = YT o ; , . . P .
b3 2r7.sin o .sin @,.sin @, # sin « .sin «,.sin o, ﬁrz
? 2 ) -
§ = ~—— M(u,P) = —— (r2-pU?%)
2 2
dr 4r

Die (vorzeichenbehaftete) Flidche des Fufpunktedreiecks ist

proportional der Potenz von P beziglich des Umkreises
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Die Menge aller Punkte, deren FuPBpunktedreiecke konstanten

Inhalt & haben, liegen auf auf einem mit U konzentrischem

Kreis

Da die Potenz eines Umfangspunktes verschwindet, gilt

Satz von William WALLACE (1768-1843) : Ein Punkt liegt genau
dann auf dem Umkreis eines Dreiecks, wenn seine FuBpunkte in
gerade Linie liegen (WALLACE -~ Gerade)

Das FuPpunktedreieck des Umkreismittelpunktes (Mittendrei-

eck) hat maximalen Flidcheninhalt ¥ = —éjP

pid
Obiger Satz stellt die Losung einer von C. HARKEMA (St.Pdrsburg)
gestellten Aufgabe dar (Nouvelles Annales de Mathematiques 1875).

Der PunkT voN TORRICELLI
Evangelista TORRICELLI (1608-1647)

TAFEL 3

{ber den drei Seiten des Dreiecks A A{AOA werden nach auflen die
gleichseitigen Dreiecke A A§A2T3’ A A A3T fa} ASAITZ errichtet.
Die Umkreise dieser Dreiecke schneiden einander in einem Punkt
(Punkt von TORRICELLI).

Beweis: Die Umkreise von A A A2T3, A A3AIT schneiden einander im

Punkte T. Dann folgt aus dem Peripheriewinkelsatz

£ AITA2 =L AlTA3 = 120"

als Supplemente der Peripheriewinkel bei T3 und T?' Daraus ergibt

sich aber

< A, TA, = 120°

T mufl daher auf dem Umkreis von A A)A31 lie
Weiters folgt aus dem Peripheriewinkelsatz

< T,TA, = 2 T,TA, = 2 T,TA, = 60° = «T,TA, = 180° » T,TA

1 2773 377 3i8s 4TA, kollinear

Die Verbindungslinien AiTi (i = 1,2.3) gehen durch den Punkt
von TORRICELLI
Nach dem SWS-Satz gilt

A AIA3T2 = A T2A3A2 =4 AITI = A,

b
~3
2

u.zykl.
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Die Strecken AiTi (i = 1,2,3) haben dieselbe Linge

Der Punkt von TORRICELLI liegt im { ;ggziﬁ } des Dreiecks, wenn

m

{ kein } Winkel > 120° ist. Ist o, = 120°, so ist T

ein A,

i
Der Punkt von TORRICELLI 16st folgendes

Problem von Pierre FERMAT (1601-1665): Im Innern eines Drei-
ecks ist jener Punkt zu bestimmen, dessen Abstandssumme von

den Eckpunkten ein Minimum ist:
TA!+TA2+TA3 = min!

Beweis: Es sei X ein beliebiger

Punkt im Innern von A A1A2A3.
Wir drehen das Dreieck A A[XA3

um A3 durch einen Winkel von

60° so, da die neue Lage T2
von A1 und der Eckpunkt A2 auf
verschiedenen Seiten von
A1A31iegen. Das A XA3X’ ist
gleichseitig und fir die frag-
liche Abstandssumme gilt
XA1+XA2+XA3 = T2X’+X’X+XA2
Nun sind aber T2 und A2 feste
Punkte. Der kleinsten Summe

links entspricht als kiirzeste

Verbindung die Gerade T9A2. Die

Ausgangslage xon X muf3i daher
auf dieser Geraden liegen und durch Drehung um 60° wieder auf diese
Gerade gelangen. TT’ bildet daher die Basis eines gleichseitigen

Dreiecks mit der Spitze in A,. Daher ist =« A2TA3 = 1207. T liegt al-

)
so auf dem TORRICELLI-Kreis {iber A7A3. Da dies zyklisch gelten muf3,
ist der gesuchte Punkt der Punkt von TORRICELLI. T liegt im Innern
des Dreiecks, wenn kein Winkel 2 120° ist.

Es sei nun etwa a3 2 120°.
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Dann gilt auch hier

X:ﬁ +XA2 +X1Af3 = T2 X’+X’X+X}\2

Da

< AIABAZ + < A1A3T2 = a3+60° 2 180"

ist, liegen die Punkte A, und A3 auf derselben Seite von T2A2 und A

1
liegt im Innern des Vierecks A9XX’T2.

3

Mehrfache Anwendung der Dreiecksungleichung ergibt folgende

Beziehungen

A T2X’Y ce TQX’+X’Y z T2Y = T2A3+A3Y (H
A X'XY ... X'X+XY 2 X'Y (2)
A A3’XA2 .- A3Y+YA2 2 A3A2 (3
Einsetzen von (2) in (1) ergibt

T,X"+X"X+XY 2T7A3+A3Y (4)

Addition von (4) und (3) ergibt
T7X’+X’X+(XY+A3Y)+YA9 z T,A,+A,Y+A

2B3+A, 3A2 %Lsz;TX’XTEXY+YA2} 21T2A3TA3A2
XA1 XA3 XA2 AIA3
Daher
XA1+XA2+XA3 2 A1A3+A3A2 = const.
Wir ktnnen die Summe XA1+XA2+XA3 beliebig an A1A3+A3A2 annidhern,

indem wir X beliebig nahe an A3 wahlen. Da die Eckpunkte des Drei-
ecks nicht als innere Punkte gelten, hat in diesem Falle die Aufgabe
von FERMAT keine Losung.

Die Winkelhalbierenden der Dreieckswinkel

Jeder Punkt der Winkelhalbierenden W, hat von den Seiten aj und ay

gleichen Abstand (ijk) = (123). Der Schnittpunkt I = W W hat daher
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von a,,a, und as,2, gleichen Abstand und liegt demnach auch auf Wa o

I = W W5 NW 4 Inkreismittelpunkt

Verléangert man die Seite AlA

das Dreieck A A,AI)A3 gleichschenkelig und sein AuBenwinkel « A1A3A2

3 bis Aé, sodafd ABAé = a, ist, so ist
daher doppelt so grof3 wie jeder der Innenwinkel bei A, bzw. A;. Aus
der Gleichheit der Winkel < W,A,A, = 2 AjAJA, folgt W3A3HA7A;. Daher

£ 3; 2
ergibt der Strahlensatz: A1W3: W3A2 = ajia,

Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden teilt jede Dreiecks-—

seite im Verhdlitnis der Langen der anliegenden Seiten:
T(A AW,) = -——;{-, T(A,AW ) = ——a—?—, T(AAW,) = _._5_3—

Aus dem Satz von STEWART in der Fassung von Seite 7 folgt daher

2 2 ate, 2 22 2
T Ta a3 - a (—al a, 37) -a.,a 32 + (a,+a )(aza +a a2)
2 | 1 { - _ 17273 1 72 172 7172
W3 = 2 = 3
(a1+a2) (a1+a2)
a’

1
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2
—a; + (ai+a2)(al+a2)

= a,a ; also
172 2 ’
(ai+a2)
LAnge der Winkelhalbierenden
a4+ 2 2
2 (a ,+a,)"~a, und zyklisch
Wy = aa,

p)
(a1+a2)“

Fliir die Abschnitte AIW3 = Aq,s W3A2 = a5 gilt

3 ,+‘ = a = =z = Z = & > = 0
*32731 T B30 T a, T 317a, T3 T 8y 7 ag(agray) = aa,
. 3 miliﬁmw N e a a, ) A48,

31 a, +a, * 932 <3 a +a, a, ta,
, alaS a233 Abschnitte von w, auf a
231 a. +a. ' 232 7 a.ta. . 3 L
172 172 u. zykl.

Die Hohe im Dreieck A A9A3A§ stellt die Winkelhalbierende Vg des

AuBenwinkels bei A3 dar. Deren Punkte sind von a, und der Verlédnge-

rung von a, gleich weit entfernt. Daher ist der Schnittpunkt Ii =

= vjnvk von aj und ap gleich weit entfernt, liegt also auch auf v,

K (ijk) = (123) Mittelpunkte der Ankreise

I. = w,.nv.nv
i i ]

Tragt man die Strecke ASAg = a, von Ag auf A1A3 in Richtung von A1
auf, so ist das Dreieck A A9A3;; gleichschenkelig. Sein AuBeawinketl
< A2A3Aé ist daher doppelt so grof wie <« A2A§A3 Daher ist A3V3HA2A§

.
.

und es gilt

A§V3 a, . a.,
ong = 2, =3 l(A1A2V3) = ~a1 = —I(A1A2W3) 3 D(A1A2W3V3) = -]

Die Halbierenden eines Dreieckswinkels und dessen Nebenwin-—-
kels sind orthogonal,
Die Schnittpunkte der Halbierenden eines Dreieckswinkels und

seines Aufenwinkels trennen die Eckpunkte der gegeniiberlie-

genden Dreiecksseite harmonisch
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Nach STEWART folgt

%2 2, %27 (a2 &9 ) 5 ,
—a a -a . 2 . 2 2
Vz ) a 3 a, 1 a, 2 B a ajay + (a;2 al)(aia2 aiag)
3 2 B 2
(azmal) (a?—al)
TR
29
( )2
\2 - a.a 8371878, Linge der Halbierenden des Nebenwinkels
3 192 2
(31—32) u. zykl.
Fiir AIVS = Ag4, A2V3 as, gilt
PRt I inr
astaz, = ay,. aé} = 5 daraus
A’ = 2193 Al = azﬁgﬂ_ Abschnitte von v, auf a,
3L aymay 32 aymay u. zykl.

Der KREIS VON APOLLONIOS'
APOLLONIOS von Perge (2627-1907 v.Chr.)

Die Menge aller Punkte der Ebene, die von zwei festen Punk-
ten A]*Ao konstantes Abstandsverh&ltinis myim, besitzen, ist
ein Kreis (Kreis von APOLLONIOS)

Gegeben seien die Punkte AI’A? und das Verh&ltnis 3m1:m2% = k¢ 1,

Gesucht ist die Menge der Punkte mit
N L T
B E A,P - m,
Wir konstruieren zundchst einen beliebigen Punkt P, fir den gilt
A1P:A9P = m im, = A. Im Dreieck A AI
den von Innen- und AuBenwinkel und erhalten so die Punkte W3 und

VS' Fiir diese Punkte gilt

PA7 zeichnen wir die Halbieren-

Der nach APOLLONIOS benannte Kreis tritt bereits bei
ARISTOTELES (384-322 v.Chr.) auf
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lT(A1A2W3)l = IT(A1A2V3)I = m im, = A

W3 und V3 sind also durch Vorgabe von m,im, unabhingig von der Wahl
von P eindeutig bestimmt. Daher ist fiir jede Wahl von P der THALES-

kreis Uber W3V3 derselbe. Jeder Punkt der gesuchten Menge muff also

auf diesem Kreis liegen.
Fir den Radius R%des APOLLONischen Kreises gilt

a,a, 53,4
2 = 7 = LA = s - L — &
2Ry = WaVa = A\Va-A Wy = aj378y3 = 3 2 " a.7a
2 1 2 1
o 2alaza3
- 2 2
aj~aj
ala,a3 a, a, Radius des
R, = ~—4—"F=*~ = A, ———, A, = —=— | APOLLON ischen Kreises
3 2 2 3 2 3 a
la,—a ! -1l 1 u. zykl.
2 71
Ferner gilt 5
a.a a,a.a a-a
- - _ 273 19273 293
AMy = AWg*Ry = ayy*Rs = Tva " 20 2
ay -a, ay-a)
2 aza
8723 123
AMy = AMymay = —5—5--ay = ——5
ay-aj aj-aj
a2 Teilverhdltnis des Mittelpunktes
2,2 des APOLLONischen Kreises
T(A A My) = 2~ M3 | L zykl.
{

In einem Dreieck sei al<a0<a3. Dann gilt fir die APOLLONischen Radien

R - a3 o Zifef3 o 21%%
1T 2.2 2T 2.2 v 3T T2 2
23722 372 272

Daher
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2 2 _ 21333 2.2 _ 3133, 2 2 318783
8378, R, 3378 = R, 878 = R
)
daraus wegen a,—a, = (ag—a§)+(a§—a%)
1 1 1 Beziehung zwischen den
T = -ﬁ——+-§—— a1<a2<a3 APOLLONischen Radien
2 1 3 eines Dreiecks

Jeder APOLLONische Kreis schneidet den Umkreis des Dreiecks

A A1A2A3 orthogonal

Wir berechnen die Potenz von M3 beziiglich des Umkreises u
2

a~a aza a2a2a2

. _ 2223 123 _ _21%%3 2

NuMy) = MjA MjAy = 55 . —5—>5 = ———5>5 = R}
aj-aj ay=aj (az-al)

Der Radius R3 ist also gleich der Tangentenstrecke aus M3 an u.
Nunmehr kénnen wir die Umkehrung des Satzes von Seite 47 zeigen:
Jeder Punkt eines APOLLONischen Kreises hat von den entsprechenden
Dreieckspunkten konstante Abstandverhdltnisse. Zum Nachweis wdhlen
wir die Punkte A und B und teilen die von ihnen gebildete Strecke
durch die Punkte X und Y harmonisch

Dann gilt
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= A X = AY _ vy
T(ABX) = BX = ax T(ABY) = BY - -3
Definitionsgemaf gilt bei harmonischer Lage
= - X - - Y = SX
T(ABX) = -T(ABY) = v pry 3y Tv-g
Fir die Koordinate m des Mittelpunktes M der Strecke XY findet man
_ Xty x2
m = 2 T 2x-s
und die Lange R der Strecke MX = MY betragt
= mey = X(S5=x)
R = m—x = (3%=s)

Wir errichten liber der Strecke X

wiahlen auf ihm einen beliebigen

Y als Durchmesser den Kreis k und

Punkt P. Sei u des Umkreis des Drei-

eckes & ABP. Dann hat der Punkt M beziiglich u die Potenz

2 2

MN(u,M) = MA.MB = m.(m-s) =

Die Tangentenstrecke aus M an u

wird demnach von k orthogonal ge

2 2
X X X" (s~-x)~ 2
( -s) = ——=2tt = R

Y x— - 2
2x-s 2x-s (2x-5)>
hat also die Linge R. Der Umkreis u

schnitten. Nach dem Sehnen-Tangen-—

tensatz gilt: <« PAM =« BPM. Daher sind die Dreiecke A AMP . A PMB

Ahnlich. Demnach gilt
PA _ PM _ R _ x(s-x)

9
2x-s)” 2%-S
( ) = —=—— = const.

PB~ BM ~ m-s = (2x-s)

xz(s—x)z x(s-x)

Gegenseitige Lage der drei APOLLONischen Kreise eines Dreiecks
Isodynamische Punkte. Gerade von LEMOINE

i TAFEL 4
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Wir betrachten zuniichst die beiden APOLLONischen Kreise mit den Mit-

telpunkten MI und M3' Sie schneiden einander in den Punkten P und Q.

Nach der Definition des APOLLONischen Kreises gilt

PA1 a, 3

PA, &, L PA, a,
2 N L™

PA,  ay | 8 TA, a,

PA3 a, J

Auch der dritte APOLLONische
Kreis geht durch P und Q

Die drei

APOLLONischen Kreise eines Dreiecks haben zwei

Punkte gemeinsam (isodynamische Punktd’) .

Da alle Kreise

symmetralen der beiden Punkte haben,

durch zwei Punkte

ihre Mittelpunkte auf der Strecken~
gilt

Die Mittelpunkte der drei APOLLONischen Kreise eines Drei-

ecks liegen auf einer Geraden,

der Geraden von LEMOINE

Emile LEMOINE (1840-1912)

1882

5€8

Speziell:

gleichseitig

Die FuBpunktedreiecke der Punkte eines APOLLLONischen Krei-

sind gleichschenkelisg.

Die FuBpunktedreiecke der beiden isodynamischen Punkte sind

Seite 41

eines Punktes X

Nach

.Sin o
1
heSin a,

f3 = XA3.Sin a3

Erklarung der

A A A
12 3

Fotenz

Bezeichnung

und ein Punkt P.

(Dynamis) von P beziiglich

Menge aller Punkte gleicher

ist der APOLLONische Kreis durch Aq, denn es ist PA1~a =

PA1 a_
— = -—— . Die oben konstruierten
PA, a
2 1
aller Dreiecksecken dieselbe Potenz.

Poten:z

"isodynamisch?”:
Man nennt das Produkt PA_ A A = PA _a
1 23 1 1

deg

beziiglich

gilt ndmlich fir die Seitenléngen des TFuBpunktedrei-

Dreieck
die

A

undg A
2

sel das

Gegeben

£

Dreiecckseckpunktes AT Die

der Eckpunkte A

1 2 2

Punkte P und Q haben beziiglich

Da alle APOLLONischen Kreise den Umkreis des Dreiecks orthogonal schneiden, sind
die beiden isodynamischen Punkte beziiglich des Umkreises invers (Seite 16)

s

4
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Wahlen wir X auf dem APOLLONischen Kreis durch A so folgt mit

3 v
Hilfe des Sinussatzes

By By sin

XA a, sin al
fl XAI sin ul sin al sin a2 ) )
. XA, Sine, T sinw. " sinw Sl i =1,
2 ) 2 2 1 =

Ist X = P ein isodynamischer Punkt, so folgt fl = f? = f3

Zusammenhinge zwischen In— und Umkreis sowie den Ankreisen

TAFEL 5

Es seien Ji die Berilihrungspunkte des Inkreises mit den Dreieckssei-
ten a, und Jki die Berihrungspunkte des k-ten Ankreises mit den
Dreiecksseiten a, . Dann gelten folgende Beziehungen

Fir den Inkreis

AiJ = Ai 3 = X {(Tangentenstrecken aus A1 an den Inkreis)
A, J3 = A2J1 = a,=X
A3J1 = A3J2 = a,~x = a1~(a3~x)
Aus der letzten Beziehung folgt 2x = a9~al+a3. Daher gilt
28 = ai+a2+33
A1J2 = A1J3 = s-a, |
Ang = A2J1 = s-a, ()
ABJI =] A3J2 = S-a,
Fiir die Ankreise:
AiJ12 = A J13 A1J22 = A 3)3. Ale) = A J33
A 1 J 23 = A2J71’ A)J33 = A)Jsl, A, J13 = A, Jii
Mdar = Agdaae Agdyy = AgTin Agdyy = Agig
}erne. gilt
Apdyg = ap¥hgdyy = aphhgd = apr(a =Ry J ) = agpta,=AyJ g =
= ai+a2w(A1113 a3) = a1+a2+33 ~A1J12 = .ZA!J12 = a1+a2+a3 = 28
Apdig = Adyg =8 _
A7J23 = A2J21 = § {(2)
Agdgy = Aglgy = s
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Dreiecksgeometrie (Prof.

1V22 1723 32733 T 5785
ApTyy = ATy, = s-ag
Aylga = AyJa = s—ay (3)
ATy = Agdyy = s-a,
A1332 = A3332~a2 : s~ag
51;32 = Adap = sTay e
AyTig = Aydyy = smay
Aadny = Agdy, = s—a,
Smal = AIJQ = AIJ3 A2331 = A2333 = A3521 = A3J22
S=ay = AgJa = ANy = ARy = ART = AT, = AT, (s)
Stag = Agdy = Agly = AT = ATy, = AT = AT
Beziehungen zum Flicheninhalt
Foe F(A§A2A3) = F(A1A21)+P(A2A31)+F(A3AlI)
2F = agp+a10+320 = (a1+a2+a3)p = 280
F = ps (6
Mit Hilfe der Ankreismittelpunkte ergibt sich
F = F(AIA211)+F(A3AIII)wF(AgAQIi)
27 = £ ) b () - ( ped & . o 2~«2 (. . 5 -
2B = aghyragemagpy = (agrayma)f = (s=2a)p, 5 F= (smapp,
Fo= (s;mal)p1 = (S~a2)p2 = (s~~~:.»13)p3 (7
Fiir die halben Dreieckswinkel gilt
I 11 111 v \Y%
o, p $—a s-a,
A | tan =2 L —t > 3 S
et D Cl o ~2 3
o, 0 p2 s-a, s—a, (8)
B tan -3 - — ,
¢ | tan =2 P L3 > % !
2 s~a3 s pl pz
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Die in den Zeilen A,B,C stehenden Ausdriicke sind zeilenweise gleich

*1 > (D)
Al = AIT ... tan —— = —F ) £ u.zykl.
2 AT s—a
173 1
o © ‘ 0.
AT = AIIT ... tan —o = ——b (20 1 oy,
2 A1J1
o AJ $=a
Al = AIV ... tan Lo 123 (4) u.zykl
2 P, 2
o A,J sS—a,
Al = AV ... tan —71— = ; 33 () . 2 u.zykl.
2 P4 P
Anwendungen der Tabelle
o)
- IS SN
ATl = ATIITI ... s-a, = 2 B ps = pl(s ai)
) mult, (%)
- p 5784
BII = BV ... s-a, = o] > PPy = (5“32)(S“a3)
2 raved -, ——— —
v L ~ ) Inkreisradius
) = // (s al)(b aZ)(S 33) ausgedrickt durch (9
po= S die Seiten
Wegen (6) folgt aus (9)
8 FPlachenformel von
F = //s(s~a{)(s~aﬁ)(5wa3) HERON (10)

Vertauscht man in der ersten Zeile von (%) die Seiten der Gleichung

und bildet wieder das Produkt beider Zeilen, so ergibt sich:

pi(S~a1) = pPs
mult.

ppy = (s—a,)(s-a,)

p%p(S~a1) = ps(s—az) (5wa3)

v Ankreisradien ausgedrickt
// s(s—az)(s—a3) durch die Seiten
3 = 1 i
pi / (s~ai)' u.zykl. (1)
o ¥
AL = AIT ... tan —— = —& )
- ) 1
o p .
Al = ATII ... tan —~>— = —1 mult.
2 S

BIT = BV ... PPy = (Swa?)(s~a3)
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. - Halber Winkel ausgedriickt
tanQ( “q } - (s a2)(° aS) durch die Seiten (12)
2 s(s~a ) u.zykl. e

All = AV . PPy = (sma)(say) )
- mult.
ATITI = AIV ... PPy = c(gma f

2
PP Py, = S(Swax)(S‘az)(S a,) (10) 52

Ty
Fo= v pp oy, (13)

Aus (7) folgt

1 1 2 1 3
I = ; - oy
pi T [.)2 I P,} I
{ . i N 1 _ {(s-a,)+(s~a,)+{s-a,) _ B2 ) i(é)w;_
0, o, P, iy F F P
1 1 { 1
o + + (14)
¢ ﬁi 92 Dg
Aus (6) und (7) folgt
.o, (6)(7) _F 13 R N
Py+PyFoa=0 B s-a, * s-a, * s-a, s

s{(s-aa)(5wa3)+(s~a,)(s~a3)+(5wal)(SWaj)}w(SMai)(Swaa)(SWaz)

ot ) ‘é(s“al)(s~az)(s~33): = = =

2
I;‘
1 2 o . . SN
= -ir{s[3s s$a1+a2+a3+ai+d2+a3?+(a}a2+ala3+azas)j
4sg

_ 3 . .
m{33~s (a +aq+a3)+s(a1a7+aia3+3933)ma1a0a3;E =

2 2 3 3
= - 3 2 z a s —a .z -
F {s{3s " —4s~ +(a a, +aiag+1>ag)] (s = +§(1Ia)+11a3F1?a ) alaqu }

- “%*{azazas} = 4r (Seite 32)

P o e, mp = Ar (1s)

Dreiecksgeometrie (Prof. W. STROHER) Seite 55



Der Punkt von GERGONNE

Joseph Diaz GERGONNE (1771-1859)

TAFEL 5

Der Berlthrungspunkt J3 des Inkreises auf AIA? teilt die Dreiecks~—

seite a, im Verh&ltnis
T(A A T,) = - MYy oy s

1273 A2J3 s—a,
T(AyAT ) = - —%ﬁé%w(i)~w§:z§« U nult.
T(A1A2J3)T(A1A2J3)T(A1A2J3) = —1

Daher gilt nach CEVA

Die Transversalen AiJi schneiden einander im Punkt von GERGONNE

G = AIJ nA2J2nAQJ

1 373

Betrachten wir das Dreieck A AEJ1A3¢ Es wird von der Transversalen

J?GAO geschnitten. Dann gilt nach MENELAOS

T(AL 3, BYT(T ApA ) T(ARA 1) = 1 5 T(A 3.0, o122 [— fal }(i)
(AT OIT B3R TIARA T ) = (A1 @ TR, BT, )
S“'a,) 8“33
= T(A,J,G). — - } = 1, daher gilt zyklisch
171 a, - sTay )
al(s~a1)
TAT &) (5-a,) (s-a,)
az(SWaz)
T 3,00 = = a7 (sma )
3 i
: . a3(s~a3)
TA37,0) (s=a ) (s-a,)
Produktbildung ergibt
217273 s 4Fr
TA T OTAHOTI30) = = e G (smay) s~ p2 %7

6

[y
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- P/s - also
T(A T, GIT(A,T,G)T(ALT,G) = ~ L
IS R R 373 3

Ahnliche Uberlegungen gelten auch fiir die Berlihrungspunkte mit den
Ankreisen. Man bezeichnet jene Punkte, die sich als Schnitte je
dreier Ankreistransversalen ergeben und welche im Winkelfeld eines
Dreieckswinkels liegen, gleichfalls als GERGONNEsche Punkte

G1’G2’Gz’

Gi = AiJiinAjJ nAkJ K (ijk)y = (123)

Der PunkT von NAGEL

Christian Heinrich NAGEL (1803-1882) 1836

TAFEL §

Der Beriihrungspunkt J?S des dritten Ankreises teilt AlA? im Verhidltnis

F(A A ) = w:iglﬁi (32(4)“:i221~ }
2 33 - AOJ33 - s-a
A J g -7
e 2 11 (3)04)_ _ 3 .
ATy, = - Aajzz (3)(4)_ 571
1 99 A132° S—a, J

T(AiA2J33)T(A9 3 1i)l(A A Jzz) = -1

Daher gilt nach CEVA

Die Transversalen AiJii schneiden einander im Punkt von NAGEL

N = AiJ nA. nA L J

22 3733

t~.\

Schneidet man das Dreieck A A§A7J99 mir der Transversalen A%N3?%q SO
gilt nach MENELAOS

- A 333 J79A3
T(AlAngs)f(A2J22N)T(322A1A3) = ] = f(AszzN).(~ AT ]. AiAg =
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= 1, also analog zu Seite 356

& )

F(ALT~ N) )
i ) e e m—

222 S~a2
_ aq
T(AsT4,N) = - gwa;“' ¢ mult.
. o 2y
i(ﬁxilei\a‘) = “*‘gjg‘i“““

A T NNT Ny e 4r.
TCA T (NTALT ), DT (AT 40 N) = ==

Ahnliche Uberlegungen gelten auch fir die restlichen Beriihrungspunk-~
te mit den Ankreisen. Man bezeichnet jene Punkte, die sich als
Schnitte je zweier Ankreistransversalen mit einer Inkreistransversa-
len ergeben und welche im Winkelfeld eines Scheitelwinkels eines

AT .
z;mz,xgw

Dreieckswinkels liegen, gleichfalls als NAGELsche Punkte N

LA T

N, = AiJiﬁAijJ K ik (ijk) = (123)

1

Wegen der Beziehungen

ergibt sich

N und G entsprechen einander in der isotomen Abbildung
T(N) = G, T(G)= N

Zusammenhang von I und N

TAFEL 6

Wir konstruieren den Inkreis und den 2.Ankreis und bestimmen I,N,S.
Diese beiden Kreise sind &hnlich mit dem Ahnlichkeitszentrum A,. Der

Radius I1,J,, des Ankreises geht durch diese Ahnlichkeit Ober in ei-

Dreiecksgeometrie (Prof. W. STROHER) Seite 58



nen parallelen Radius IK? des Inkreises. J,, und K,licgen auf dem-

selben Ahnlichkeitsstrah!l. Ferner gilt J?KD A AIA?’

- {5 . , v . .
Wegen A3J2(2)A1J22 ist 82 Mittelpunkt der Strecke J2J22. Daher ist
im A J32K2J2 die Strecke IS, die Verbindung zweier Seitenmitten

woraus folgt

ISQHJ22K2HNA2HJ22A2

und zyvklisch

ISsﬂJ ]NAgnJ

33K3l 3383

In den Dreiecken A Isti und A NA2A3 sind demnach die Seiten 182 und
NA2 bzw. die Seiten IS3 und NA3 parallel. Als Mittelline im A AiA2A3
ist auch 3283 zu A2A3 parallel. Wegen der Parallelitidt aller dreil
Seiten folgt daher

A 18253 zentrisch dhnlich zu A NA2A3
mit dem Ahnlichkeitszentrum S. I und N entsprechen daher einander.

Wegen O(Ag) = 83, O(A9) o S? folgt o(N) = 1

o(N) = 1, o 1(I) = N, NS = 2.1S
Der Inkreismittelpunkt ist komplementar zum NAGELschen
Punkt, N ist antikomplementir zu 1.
Ferner gilt wegen N = 1(G)
o(T(G)) = (o°1)(G) =1

Es ist

oA A1A2A3 3

o(N) = I = NAGELscher Punkt von A S,SOS3

) = A SLSQS

Da durch eine Ahnlichkeit der NAGELsche Punkt eines Dreiecks in den

NAGELschen Punkt des entsprechenden Dreiecks lUbergeht, gilt

Der Inkreismittelpunkt eines Dreiecks ist der NAGELsche
Punkt seines Mittendreiecks

Umgekehrt:

Der NAGELsche Punkt eines Dreiecks ist der Inkreismittei-

punkt seines Auflendreiecks
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Zum Begriff des Schwerpunktes

Schwerpunkt eines homogenen Stabes.

Ay

Unterstiitzt man einen homogenen Stab genau in der Mitte, so
bleibt er in jeder Lage im Gleichgewicht. Sein Mittelpunkt ist
sein Schwerpunkt S. Im Sinne der Statik kann der Stab durch

seine im Schwerpunkt angebrachte Masse ersetzt werden.

Schwerlinie und Schwerpunkt einer homogenen Dreiecksfl&che.

Aq

A1

Man denke sich die Dreiecksflache in Streifen parallel zu einer
Dreiecksseite zerlegt. Jeder dieser Streifen hat dann seinen
Schwerpunkt im Mittelpunkt. Alle Schwerpunkte dieser Streifen
liegen auf einer Geraden, der Schwerlinie. Denkt man sich das
Dreieck an einem Eckpunkt A3 aufgehingt, so bleibt das Dreieck
in Ruhe, wenn die Schwerlinie die Richtung des Schwerelotes hat.
Der Schnittpunkt aller drei Schwerlinien ist der Schwerpunkt S

des Dreiecks. Unterstiitzt man die homogene Dreiecksfliche in
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diesem Punkt, so bleibt sie in jeder Lage im Gleichgewicht.
Statisch kann das Dreieck durch seine im Schwerpunkt angebrachte
Masse ersetzt werden.

Bringt man in den Ecken eines Dreiecke drei gleiche Massen an, so
kdnnen diese gleichermafen durch eine im Schwerpunkt angebrachte

Gesamtmasse ersetzt werden.

Der Umfangsschwerpunkt eines Dreiecks

Ist der Umfang eines Dreiecks homogen mit Masse belegt, so
kann man jede Seite durch ihre in der Seitenmitte angebrach-
te Masse a, ersetzen. Es ist der Schwerpunkt der i.a. von-
einander verschiedenen Massen a;,2,.2,4 27U suchen. Je zwel
dieser Massen lassen sich wieder durch eine Masse der Griofe
ai+a. ersetzen, welche im Schwerpunkt dieser beiden Einzel-
massen anzubringen ist. Nach dem Hebelgesetz von ARCHIMEDES
teilt dieser Schwerpunkt die Verbindungsstrecke im umgekehr-
ten Verhdltnis der Grofen dieser Massen. Er liegt daher auf

der Winkelhalbierenden durch a -

Der Umfangsschwerpunkt eines Dreiecks liegt im Inkreismit-

telpunkt seines Mittendreiecks
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Das HoueNFUBPUNKTEDREIECK (ORTHOZENTRISCHES DRETECK)

TAFEL 7

Aus der Ahnlichkeitder rechtwinkeligen Dreiecke A HiAIA? und A H3A3N

folgen die Winkelgleichheiten (zykl.):
< H A = « H, A A

i 1 373
£ Hl o 3 =z H1A1A3
< ﬂ3k3\1 = Z H2A2A1
und es gilt
A H, = A,.C08 *, A1H3 = a,.008
A. HS = alJcos aEF 2H1 = a34cos a2[ (%)
A3d1 = a,.C08 O, A3H2 = a,.Cc08 A,
Aus (%) folgt
R
A1H3 a, AIAS

Daher stimmen die Dreiecke A A§A7A3 und A A1H9H% im Winkel @y {iber-

ein und die anliegenden Seiten haben dasselbe Verhiltnis. Die Drei~

ecke sind daher wungleichsinnig dhnlich. Es gilt zyklisch:
Ai\)A3 = A A H H3 = Xy = 4 Ez, Ay = 4 33
A2A3AS = A A)H?)H1 ® o, = £ HB’ x = < H1
AgAlAz = O A3HIH? =3 X = < Hl’ Ay = L H2
Alle Dreiecke A A H H mit (klm) = (123) sind untereinander gleich-

k1
sinnig ahnlich. GemaB (*) sind die Ahnlichkeitsfaktoren dieser Drei-

ecke der Reihe nach cos al, COSs &,, COS agi Daher gilt

Seitenlangen des orthozentrischen Dreiecks
H,H3 = a,.cos a,
H3H1 = aZ.Pos a2|
HIHZ = 2,.C08 &g
Spitzwinkeliger Fall Stumpfwinkeliger Fall

Winkel des orthozentrischen Dreiecks

<« H HIHS = 180-«20:1 « H H1H3 == 2a1
“ H3H2H1 = 180~2a2 < HBHEHI = 2a2w180
£ H1H6H = 18O~2a3 P H1H3H2 = ng
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Spitzwinkeliger Fall
Im zweifachen THALESkreis iiber
AIH gilt fiir den Peripherie-

winkel iber dem Bogen HH3

£ H3A1H = < H3

Fbenso gilt im THALESkreis iiber
AgH fiir den Peripheriewinkel
{iiber HH{

H,H

Z H1A3H =

Die Hohen bzw. Seiten eines

< H1H2H

spitzwinkeligen Dreiecks sind
die Winkelhalbierenden der Win-
kel bzw. AuBenwinkel des ortho-
zentrischen Dreiecks. Die Punk-
te H bzw. Ai,AQ,A3 sind In—
bzw. Ankreismittelpunkte des

orthozentrischen Dreiecks.

Stumpfwinkeliger Fall
Im zweifachen THALESkreis iiber
A1A9 gilt fir den Peripherie~

winkel {ber dem Bogen H A,

< Hipy |

Ebenso gilt im THALESkreis lber
A,7A,S fiir den Peripheriewinkel

tiber A2H3

< A7A3 q =

Es gilt nebenstehender Satz, nur

A;2 = <« H H2A1

Hy = < A H H,

mufp H mit dem Eckpunkt am stump-
fen Winkel des Dreiecks vertauscht
werden und die Schenkel des stump-—
fen Winkels mit den darauf norma-

len Seiten des orthozentrischen

Dreiecks.

Zusammenhang mit dem Umkreismittelpunkt U

Fiir den Zentriwinkel {ber dem

Bogen A A3 des Umkreises gilt

{

£ AiUA3 = 2

daher

pa SQUA3 = q2

Im rechtwinkeligen Dreieck

A USOA3 ist

£ UA,S, = 90~«

5

e

3
Analog ergibt sich aus dem
rechtwinkeligen Dreieck

5 ;
Fa J3A3A2

< HyAA, = 90-ay = 2z UA,S,

373
¥s ergibt sich daher

2

Flir den Zentriwinkel zum Komple-
ment des Peripheriewinkels Uber
dem Bogen AIAS gilt

£ AlUAg = 2(180ma2)

daher

Z S?UA3 = 180“d9

Im rechtwinkeligen Dreieck

A S,UA, ist

« UA = ,-90

352 = %
Analog ergibt sich aus dem

rechtwinkeligen Dreieck

A H ALA

37372

< H3A3A2 = G2“9G = £ (,5[\37‘;3sz
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Der Hohenschnittpunkt H und der Umkreismittelpunkt U eines

Dreieckes sind isogonal verwandt
w(H) = U, oU) =H

In der Ahnlichkeit der Dreiecke A A1A2A3 = A H H2A3 entsprechen ein-—

1
ander die Hbhen. Da die HBhe im A A1A2A3 mit A2A3 den Winkel

einschlieft, schlieft auch die Hbhe in A H1H2A3 mit der entsprechen-

den Seite A3H2 denselben Winkel ein. Diese Gerade geht aber, wie ge-

zeigt durch den Umkreismittelpunkt U.

Die Eckenradien des Umkreises sind orthogonal zu den Seiten

des orthozentrischen Dreiecks

Ein Blick auf die Konfiguration der Ankreismittelpunkte lehrt

Jedes Dreieck ist das HbohenfuBpunktedreieck des von seinen

Ankreismittelpunkten gebildeten Dreiecks

Von allen einem spitzwinkeligem Dreieck eingeschriebenen

Dreiecken hat das HoOhenfufpunktedreieck den kleinsten Umfang

Problem von Gianfrancesco FAGNANO 1775 (Archidiakon von Sinigaglia).
Die folgende Ldsung wurde von Frére GABRIEL-MARIE in seinem Buch
Exercices de géométrie (l.Aufl. 1875, 6.Aufl. 1920) angegeben.

Aj

As B, Az
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Es sei A BleB3 ein beliebig eingeschriebenes Dreieck. Spiegelt man
B3 an AIAB bzw. A,A3, so ergeben sich die Punkte C und D. Der Strek-

kenzug CBZ+82B1+81D = B3BQ+B2B1+BIB3 ist gleich dem Umfang des gege-

benen Dreiecks A BleB3. Verbindet man C und D durch eine Gerade, so

schneidet diese die Punkte Bé,Bi aus und das Dreieck A BiBéB3 hat
von allen Dreiecken mit dem festen Eckpunkt B3 den kleinsten Umfang
CD. Wie ist nun B3 zu wahlen? Im A CA3D gilt <« CA3D = 2a3 unabhingig
von der Lage von B3. Ferner ist A3C = A3B3 = A3D. Alle Dreiecke CA3D
sind also gleichschenkelig mit demselben Scheitelwinkel 2a3. Die Ba-
sis CD ist jeweils gleich dem jeweiligen Umfang. Da dieser ein Mini-
mum sein soll, ist also das Dreieck mit der kleinsten Basis zu er-
mitteln. Das gesuchte gleichschenkelige Dreieck muf aber auch mini-
male Schenkelldnge besitzen. Die kleinstmdgliche Schenkellinge ist
aber A3C = A3D = A3B3 = A3H3. Es existiert also ein einziges Dreieck
minimalen Umfanges, dessen auf A1A2 gelegene Ecke der HohenfuPBpunkt

H3 ist. Es ist zu vermuten, daf die anderen Eckpunkte des gesuchten

Dreiecks B2 = H, und B3 = H3 sind.

<

Im gleichschenkeligen Dreieck A CA3D gilt

< CA3D = 2a3, A3C = A3D = h3 2 < A3CD = 9O—a3

Ferner gilt im rechtwinkeligen Dreieck A A1H3A3

< A1A3H3 = 90—<x1 = <z CA3B2

Daher ist im A CB2A3

Z CB2A3 = a1+a3 = 180—<x2

Anwendung des Sinussatzes im Dreieck A CB?A3 ergibt
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sin(90—a3) COsS «
A3P2 = Py STa(i80-«) T "3t ST e,
wegen h3 = alsin a, folgt daher

CcCOoS (13
A3B2 = alsux (12. 'Taz“ = aICOS (13 > B,) = H2

e

Im Falle eines stumpfwinkeligen Dreiecks hat die Aufgabe keine L&sung.

Auch hier gilt

B3B2+B281+BIB3 = CBz+B

»B{*B,D
wWahlt man BiB; wie im spitzwinkeligen Fall, so gilt

B3B2+B2Bi+BiB3 = CBz+BéBi+BiD > CD

Lagt man B1 und B? beide nach A3 wandern, so hat das ausgeartete

Dreieck A A3B3A3 den kiirzesten Umfang, denn es gilt

2A3B3 = CA3+A3D < CBZ*3231+51D

LaBt man B1 und B2 liber A3 hinaus wandern, so wird der Umfang wieder
gréfer als 2A3BB'

DER SeECHSPUNKTEKREIS VON TAYLOR
Henry Marten TAYLOR (1842-1927) 1882

{nicht zu verwechseln mit Brook TAYLOR 1685-1731)

TAFEL 8

Wir konstruieren zuerst das FuBpunktedreieck A HIH H, des Hdhen-

273
schnittpunktes H, spiegeln H3 an a, bzw. a, und erhalten so die

Punkte Hé bzw. Hg. Dann liegen die Punkte H§H2H1Hé auf einer Gera-
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den: es ist ndmlich « H1H2A3 = ¢ A1H2H3 = a, (Eigenschaft des Fup

¥9

punktedreiecks) = « A1H9H3 (wegen der vorangegangenen Spiegelung).
Dieser Sachverhalt folgt lUbrigens auch (Seite 64) aus dem Beweis =zum
NS

Satze von FAGNANO. Dementsprechend ist die Strecke H% H), der Um-
« «}

fang des Dreiecks A H1H2H3. —
Nach dem Strahlensatz am Winkel « H%Hzﬂé gilt zyklisch
- T T -~ i ‘T yyes 1 Yoo
H12H21Hh1H2 und H12H21 = -§—H3}3 = ~§-Umtang von A HlﬂzH3

! i N .
H233323H2H3 und H,,H ) = — Umfang von A H H,H,

3 i T i
H31H13HH3H1 und Hy H 4 = — Umfang von A H H,H,
Demnach
HypHyy = Hyglyy = Hyljg

Nach dem Strahlensatz halbieren die Parallelen H?1H17uHiH3 die

Strecken HOHQ bzw. H H

| 31n den Punkten X1’X2'

A X1X2X3 ist das Mittendreieck von A H1H2H3

Wegen der festgestellten Parallelitdten und den Eigenschaften des
FufBpunktedreiecks treten die eingetragenen roten Winkel auf.

Ferner gilt

. 2 ) |

A1H3 = a,cos a, 3 A1H21 = A1H3cos o, = a,cos’a, } N A1H21 _ a,
_ _ . - 2 A H T a

AIHZ = 8,008 « > A1H31 = A1H2cos o, = ajcos’a, 1731 3
Da die Dreiecke A AIH31H21 und das gegebene Dreieck A A1A2A3 im

Winkel bei A1 Ubereinstimmen und die anliegenden Seiten dasselbe

Verhiltnis aufweisen, gilt zyklisch

AAHLH, % A A AN,

A A2H12H32 t A A2A3A1

A A3H23H13 + A A3A1A2

Daher treten an den angegebenen Stelle die blauen Winkel auf. Diese
werden zusammen mit den obengenannten roten Winkeln durch die grinen
Winkel auf 180° erginzt.

Betrachten wir nun den Umkreis des Dreiecks A H21H31H32. Wegen

Z H21H31H32 = 180—a2
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muf auch der Scheitel H?3 des supplementiren Winkels

< iyl = %
auf diesem Kreis liegen, desgleichen der Punkt H 1p Wegen
< Hy Hiplsyy = o
und da auch die Winkel = H3 H32H17 = 180—0<1 und « H31H13H12 = @

¥ " . .. . . .
komlementdr sind, liegt H{S auf demselben Kreis.

Die sechs Punkte H liegen auf dem Kreis von TAYLOR

Da die Kreissehnen HEIHIQ = H31H13 = H23H32 gleich lang sind, haben

sie von Mittelpunkt des TAYLORkreises gleichen Abstand.

Der Mittelpunkt M des TAYLORkreises ist der Inkreismittel-~

punkt des Dreiecks A X1X9X3

A H1H9H3 und A XIX9X3 als dessen Mittendreieck sind zentrisch
Ahnlich bezilglich des gemeinsamen Schwerpunktes SH' Da bei dieser
zentrischen Ahnlichkeit der Inkreismittelpunkt M von A X§X2X3 in den

Inkreismittelpunkt H von 4 H H H, tbergeht, liegen die Punkte

273
M, SH und H auf einem Ahnlxchkextsstrahl und es gilt
1S s ) [
HSH 2. SH M

Der NeunpunkTEKREIS VON FEUERBACH
Karl Wilhelm PEUERBACH 1822 (1800~1834). Lehrte am Gymnasiuwr von
Erlangen. Der Neunpunktekreis war BEULER bereits 1765 bekannt.

TAFEL 9

Wir zeichnen in A A A-A, die HohenfuBpunkte Hl,H,9H ferner die

273 2737
Seitenmitten 31,83,53 sowie die Halbierungspunkte L},L?,LB der
oberen Hdhenabschnitte ( ZHLi = AHi)" Dann gilt

a S E
A A AN, siszﬁx Ay, AjA, = 28,8,
= LII

oy . SIs,S,, L L, = 8§, S
A AlA H @ LL,la, Aj, AA, = 2L L, ) 2071727 M2 172
A AHA, 1 LS, ) IHA HA3 = 2L,S, l LS LS., LS. - LS
A A,HA, L,S, HHAG. HA, = 2L,S, ) T2 M2 271
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Da auvBerdem gilt: A3H3 4 AlAB = LILZ A Llsz e LiL2S

Rechteck. Die vier Eckpunkte liegen auf demselben Kreis f mit dem

Mittelpunkt F. Analog gilt zyklisch: 13135383 ist ein RegXeckﬁ Da

beide Rechtecke dieselbe Diagonale 33L3 gemeinsam haben, besitzen

152 ist eine

sie denselben Umkreis. der daher durch die Punkte 83,59,83 SOWie
Li,LQ,LQ geht. Nach THALES liegt dann auch der Scheitel ds rechten
Winkels bei Hg auf diesem Kreis Uber SOL?,

es gilt daher

Die neun Punkte SE’S2’S3: Hl’H' 1

Kreis von FEUERBACH. Der FEUERBACHkreis ist somit Umkreis

a3 LI,LQ,I.-3 liegen auf dem

aller dieser Dreiecke,

Ist U der Mittelpunkt des Unmkreises, so folgt

A 2S3L = N 1, LSH (WSW-Satz) -

Daher ist # ULOHSa ein Parallelogramm und F 1%1 sein Dxaw0n310n~

schnittpunkt, demnach ist

HF = FU

Der Mittelpunkt des FEUERBACHkreises liegt auf der
EULERschen Geraden und halbiert die Strecke HU

Im Dreieck A UA?H ist FLO Mittelparallele = 2FL9 = UAD

Der Radius des FEUERKBACHkreises ist gleich dem halben

Umkreisradius

Aus der Parallelitdt des Umkreisradius UA7 und des FEUERBACH -
Durchmessers S,L, folgt

S und H sind die beiden Ahnlichkeitszentren des Umkreises
und des FEUERBACHkreises. Der Ahnlichkeitsfaktor ist beide
Male 2:1

Da F der Umkreismittelpunkt von A §,5,5, ist, und 0(A A A Az) =
B 548,84 ist, folgt

0(U) = F

da bei einer Ahnlichkeit der Umkreismittelpunkt in den
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Umkreismittelpunkt lbergeht. Nach Seite 37 gilt o(H) = U, demnach

az(H) = F

Der Kreis von FEUEERBACH beriihrt den Inkreis und die drei

Ankreise

Vorbemerkung: Die beiden inneren Tangente zweier Kreise liegen anti-

parallel beziliglich der beiden AuBeren Kreistangenten.

A1 und W1 sind duferer und innerer Ahnlichkeitspunkt der beiden

Kreise. Es ist

D(AIWIIII) = -1
Es gilt namlich
ML e ) ALl W AT AT
Alll Py > 11 _ wl1 > l - &111
WII o 11 171 1 [71
Wil ooy
Daher unter Berilicksichtigung der Vorzeichen
Al )
T(Alwll) = —~W:T—
A111 2D (AIWIIII) = -1
TCAW TP W,
Daraus folgt weiter nach dem Strahlensatz
T(A W, 1) = T(HW,T)) } _
> D(HIWIJlJll) = -1 ()
T(Alwlll) = T(HIWIJll)
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TAFEL 10

Wir zeichnen im A AEA9A3 den FEUERBACHKREIS als Umkreis des Mit-
tendreiecks A S§S9SB° Konstruiert man die Tangente in S/an den
FEUERBACHkreis, so tritt der Winkel%ﬁmg'bei SE als Sehnen—-Tangenten-—

winkel auf und daher auch als Parallelwinkel zwischen der Tangente

und der Dreieccksseite 2. Daher ist die Tangente an den PEUERBACH-

kreis in S,zur Dreiecksscite ay antiparalel  Tbeziliglich der Dreiecks~-
Kretis 0o, = antiparayc: Dezugllicn der Jrelceks—

seiten a, und ag.
Da SI auch Mittelpunkt von Jljli ist, hat der EKreis k {ber dem
urchmesser J,J,  dem Mittelpunkt S, . Wir verwenden k als Inversi-

onskreis. Da der Inkreis und der Ankreis k orthogonal schneiden, ge-
hen beide bei der Inversion an k in sich lUber. Da anderseits der
FEULRBACHkreis f durch das Inversionszentrum S1 geht, wird er in
cine Gerade f’' libergefiihrt. die normal auf S F steht. ' ist daher
parallel zur FEUERBACHtangente in Sg~ Da f durch den HShenfuBpunkt
Hi geht, muf wegen (k) £ durch den zu H1 inversen Punkt Wi gehen.

W, ist aber das innere Ahnlichkeitszentrum von In- und Ankreis. Da

I
£’ wegen der Parallelitdt zur FEUERBACHtangente antiparallel zu a

beziiglich a, und &, ist, stellt £’ die zwelte ianere Tangente von

In~ und Ankreis dar. Die Inversion fihrt ' nach { dber und erhdalt

dabel die Beriihrung mit den in sich GUbergehenden In-~ und Ankreis.

Zusammenhang zwischen I und U

TAFEL 11

Wir bestimmen den Inkreis—- und die Ankreismittelpunkte 1,11,12,13
des gegebenen Dretecks A AiAEAB‘ Dann ist A A1A2A3 das @rthézaatrim
sche Dreieck von A 111213. Der Umkreig von A A}AEA3 ist der FEUER~
BACHkreis von A IEIQIS’ Er enthilt daher die Seitenmitten KiﬂKQFK3
der oberen Hdhenabschnitte. Da die Winkel =« A§A3K3 =« K3A3A2 gleich
sind, halbiert K3 den Bogen ALAQ’ also geht die Seitensymmetrale von
AEAQ durch KSQ

Endpunkte desselben Durchmessers.

Der Unmkreismittelpunkt U von A A?A,)A3 ist der Mittelpunkt des FEUER-

Wegen des Raechten Winkels « M3A3K3 sind KS und M3

BACHkreises von A 121?13

.
-

—y
71

[
v
i
e
9]

Dreiecksgeometrie (Prof. W.STROHER)



D1E GERADEN voN WALLACE

TAFEL 12

Auf Seite 42 wurde gezeigt, daB die FuBpunkte Il,F F3 eines Punktes
P auf den Seiten eines Dreiecks A A A A3 genau dann in gerader Linie
liegen, wenn P auf dem Umkreis des Dkelecks liegt.
Wir wollen zun#Achst diesen Satz nochmals direkt beweisen: P werde
auf dem Umkreis von A A A 43 gewdAhlt. Im zweifachen THALESkreis iiber
A}P gilt nach dem Periphexxewxnkelbatz

a AIF ¥, = « A,PF, » « PA F, = 90-« A PF

173 1t 3 173 "3

Fir den Aufenwinkel des Sehnenvierecks A1A7A3I beim Punkt A3 gilt
daher

s B = < PA A. = « F 3

}2A3P IA1\2 PA2I3
und im rechtwinkeligen Dreieck A PA?R7 ist
< FEPA3 = G-z 12\2P = 90—« PAIA2 =g AIPFS = 4 AIF1F3
Im THALESkreis Uber PA? erkennt man
£ FzPA3 2 L FQF1A3

Daher sind die Punkte FI’FZ’FS kollinear., Sie liegen auf der
WALLACEgeraden w.
Wir wollen jetzt das Hillgebilde der WALLACEgeraden untersuchen,
wenn P den Umkreis durchliauft. Dazu spiegeln wir zunfichst H an AiAB
und erhalten den Punkt H'” auf dem Umkreis (Seit¢ 38). Verbindet man
H' mit P, so ergibt sich auf A A, der Punkt X, welcher Scheitel des
gleichschenkelige Dreiecks A HYH'” ist. Daher gilt

< XHH'" = « XH'"H =:a
Ferner ist als Wechselwinkel

< HHE’"P = « F,PH"” = «

4

Im Unkreils ergibt sich die Gleichnexc der Peripheriewinkel

< Azﬂ’”P = g A3A1P =
und im THALESkreis {ber AEP

& PAE§1 = 4 PPBP{ =
Daraus folgt fir die WALLACEgerade w

wl[HX (%)
Bs sel
M:= (HP)rw und Y:= (PX)nw
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Im rechtwinkeligen Dreieck A XFBP ist « F3XP = 90-a. Daher sind die
beiden Dreiecke A PYF3 und A F3YX gleichschenkelig, woraus wegen (%)
folgt, daB M Mitte von HP ist (Mittenparallele im A4 PH'"H). Da M aus
Halbierung der Strecke PH hervorgeht, liegt M auf dem Kreis wvon
FEUERBACH (H ... Ahnlichkeitszentrum, vgl. Seite 69). Bei dieser
zentrischen Ahnlichkeit geht die Strecke H'”P iiber in die Strecke
H3M, wobei der Winkel 4L3H3M = o« nunmehr Peripheriewinkel im FEUER-
BACHkreis ist. Flir den Zentriwinkel im FEUERBACHkreis gilt daher «

MFL3 = 2«. Demnach ergibt sich

Der Punkt M der WALLACEgeraden durchliduft den FEUERBACHkreis

gegeniliber dem festen System mit der Winkelgeschwindigkeit

+2, wiahrend sich die Gerade gegen das feste System mit der
Winkelgeschwindigkeit -1 dreht. Die Hillkurve der WALLACE-
geraden ist daher eine STEINER-Zykloide.

Die gegenseitigen Abstidnde von H,U,S

Fiir den Betrag der Potenz des Schwerpunktes beziiglich des Umkreises

Bilt = 2 Lo +s.%x| = r2-su?
SA3.SX = “‘3—53 —3-‘53+ 37 = r ;
Die Strecke S3X ergibt sich aus dem Betrag der Potenz wvon S3 bezig—
lich des Umkreises " 2
ag a3
S3A1.S3A2 = 53.S3X = 7 > S3X = 433
Daraus
2 2
a a
2 2 2 2 2 2 2 2 3 22 3
r7=SU" = syt 3755.53% = gspt s, Is, ~ 9°3"%
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Fiir die Linge einer Schwerlinie galt (Seite 35)

" 2+ 2 2
2. 2(ay+a,)-ay
3 4
daraus
2 2 3 3 29 9
2{ai+al)- < e daa
2ogy? . 2Brtep)mey Ay _ agta,ta,
h i8 6 o T 9
Daraus

2 7 2 2 2
9.5U% = 9.r°-(at+aj+al)
2 o

Da nach EULER gilt HS = 2.8U, folgt

2

9.u5% = 36.r2-4(a’+a’
9. = X w4(ai+a2+a3)

und wegen HU = 3.SU ergibt sich

) 2 2,2 2
HUT = 9.r7—(a+al+ay)
1 72 "3

Dice Abstande des Unmkrelismittelpunktes U voﬁglﬁﬂlzwlg

wd

TAFEL 13

Im A AfAﬁAg zeichnen wir den Inkreismittelpunkt I und den Ankreis

mittelpunkt 1 Dann gilt im Dreieck & A,)IA3

1
a7+u i80w0(t @,
2 A2IA3 = 180 «““:EWL~ = 180 wmww§m~‘ = 90 + M‘
Im Viereck IA911A3 ist (wegen der Rechten Winkel bei A, bzw.A%)
. ; Loge o) 2 g oL
“ :\211/\3 = 180 - L90+ 2 j - 90 2

Die Winkelhalbierende von «, trifft den Umkreis im Pukte X und es
ist Bogen(A,X) = Bogen(AgX). Als supplementirer Peripheriewinkel zu

o ergibt sich « A7XA3 = i80w&1.
Im doppelten THALESkreis {ber III mufl der zum Peripheriewinkel

P A,)IIA,3

hesitzen. Da dies flir X zutrifft, ist X Mittelpunkt des genannten

= 90*-%«@1 gehorige Zentriwinkel die doppelte Grife 180-«,

THALESkrelises. Es ist also
Xl = XA? = XA, = XI, ()
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Ist ¥ der andere Endpunkt des durch X gehenden Umkreisdurchmessers,

so folgt aus Gleichheit der Peripheriewinkel <« XAlA2 = £ XYA2 die

J,I _ A YA X und daraus

Ahnlichkeit der rechtwinkeligen Dreiecke A A 5

1
ergibt sich wiederum

1J XA XA
3 2 o _ 2 _
A, XY = A, ~ Zr > 2rp = IA

(1) =
l.XA2 37 2rp IAl.IX

T . . .
Der letze Ausdruck ist aber der Betrag der Potenz von I beziliglich

des Umkreises, sodaf gilt IAl.IX = 2rp = rZ-IUz, also

IU2 = r2~2rp ()

Daraus folgt weiter wegen U = 0 r2—2rp z0, also

r =z 2p

Das Gleichheitszeichen gilt, wenn I = U ist, d.h. wenn das Dreieck

gleichseitig ist.
Aus A A,J,,I, _ A YA,X folgt

171371
I.J XA P XA
113 _ 2 1 _ (%)
AT, - ¥X T EI. T TIr 7 2rpy T XByAjLy =0 XI AL
171 171
Der leti% Ausdruck ist die Potenz von I1 bezliglich des Umkreises,
daher gilt 2rpl = Ile-rz, also
2 _ 2
IlU =r +2rpl
2 .2
IZU = r-+2rp, (#)
2 .2
I,U% = r+2rp,

Aufsummierung von (#) und (¥+) ergibt mit Seite 55

IU2+11U2+12U2+I3U2 = (r2—2rp)+(r2+2rpl)+(r2+2rp2)+(r2+2rp2) =
2 2
= 4r +2r(pl+p +p,~-p) = 12r~, also
| 2 "3 7]
ar
2 2 2 2 2
1u®+1,U%+1,U%+1,0% = 12r
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Anwvendung auf das orthozentrische Dreieck

Da H der Inkreismittelpunkt des
orthozentri schen Dreiecks und
der FEUERBACHkreis dessen Umkreis
ist, gilt nach (%)
2 _ 2_ = X _, X
HF® = rp-2rpp_ 2> pp

Wegen HU = 2HF folgt

HU2 = r2-4rpF

Die nebenstehende Figur er-
leidet eine Verdnderung beim
stumpfen Winkel. Hier ist H
Mittelpunkt eines Ankreises
des orthoz. Kreises. Daher
gilt wegen (#)

2 2 2
HE® = Yp+2rpfyp = 72 TPy

Wegen HU = 2HF folgt

2 _ .2
HU® = r +4rp2F

Der Abstand des Mittelpunktes F des FEUERBACHKkreises vom

Inkreismittelpunkt I

TAFEL 14

Wir konstruieren Um- In- und FEUERBACHkreis des Dreiecks A A_A_A

17272°

Es sei U,V, die Streckensymmetrale der Dreiecksseite A_A_ und A_H

2 2

die dazu parallele Hdhe durcb Az.

biert, ist A2U2 die Winkelhalbierende von «

Inkreismittelpunkt I.

13 272

Da U2 den Umkreisbogen A_A_ hal-

173

ot geht daher durch den
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Die Normale aus I auf U.V. schneidet U.V_, in Z und die H®he durch A

22 2 2 2
in T. Die Normale AZY’ aus A2 auf U2V2 habe den Fufipunkt Y. Dann
sind die Dreiecke

A U,2T _ A A,TI _ A A,VV, (o)
dhnlich und stimmen speziell in den Winkeln
o
2

p = £ ZUZI = £ IAZT = £ YA2V = 5

Uiberein. Da der Umkreis vermdge der Abbildung ¢ in den FEUERBACH-
kreis iibergeht, geht der Halbierungspunkt Y der Sehne A Y’ in den
Mittelpunkt Q der entsprechenden Sehne S_A_, des FEUERBACHKreises

23
iber. Es gilt also

G(Az) = 8, ]
o(V,) = X L Lo YA,V,) = A QS,X

o(Y) Q

A S,0X ist daher zu den Dreiecken (e) &hnlich. Mit den angegebenen

Bezeichungen gilt daher

FI% = g%+ (p-FQ)°
Wegen FX = —g— ist FQ = —%——p, daher
2 r — 2 [ xr _ 2 _ 2, 2 xr _ r 12

et = aPefo-( 5w |P = Peleo[ 5] |7 - Peooe( e[ 5 )
geordnet:

2 r 2 2, 2

F1° = (5 -p)?+1p%+a’- (pr-200)] (#)

Nun folgt aus

IU2 st IU2 1
A U2ZI _ A SZQX > ¥7 - T X0 > TIq = 5 = IU2.p = 1(k+q)

IA2 X52 IA2 1
A AZTI _ A SZQX > 5T = X0 = ®=q = - = IA2.p = 1(k=-q)
Multiplikation ergibt 5

IUl.IAz.p = l (k a’)

Fliir die Potenz von I beziiglich des Umkreises gilt (Seite 75)
IU,.IA, = r?-10% = 2rp

2
daher
2 2,,2 2
2rp.p” = 17(k"-q") (%)
Da aus dem rechtwinkeligen Dreieck A S QX folgt k +p = 12 und im
rechtwinkeligen Dreieck A XSZR wegen des Kathetensatzes l = pr
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gilt, ergibt sich

pr = k2+p2
und mit (%)
2rp-p2 = pr(k2~q2) = 2pp = kz-q2
Subtraktion der letzten beiden Ausdriicke ergibt

2, 2
p +q~ -(pr-2pp) = 0

- (5]

% -]

Da der Mittelpunktsabstand gleich der Differenz der Radien ist, folgt

Daher folgt aus (#)

also

FI

N

Der Inkreis beriihrt den FEUERBACHKreis wvon innen

Wir betrachten nun den Fall eines spitzwinkeligen
Dreiecks und stellen die EULER-Gerade dar. Allge-
mein gilt

UF = FH = —%—UH
ur? = r?-2rp

= X _
IF = 5~ ~P

Im spitzwinkeligen Fall gilt (Seite 76)

[ r-
HU = r2—4r.pF f

Im Dreieck A HIU ergibt sich flir die Ldnge der Strecke IH nach STEWART

HU(IF2+UF.FH) = HIZ.UF+UIZ.FH

daraus
2
r-4r.p
2_ r _ 12 F _
o oarog [ -0) 2] -
_ 2 1 /.2 _ 2_ 1 /2 _
= HI -5 r 4r.pF +(r 2r.p).7r. r 4r.pF
Also
r2—4r o)
2 _ r _ 12, _  ""°"F |_,.2_ _ _ 2_
HI™ = 2[(77 p] + ) ] (r 2r.pF) =...= 2p 2r.pK

Im spitzwinkeligen Fall ergibt sich also

2 2
HI™ = 2(p —r.pF)
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Ist oy ein stumpfer Dreieckswinkel, und bedeutet Pip den ersten

Ankreisradius des orthozentrischen Dreiecks, so ergibt sich im

stunpfwinkeligen Fall

2 2
HI™ = 2(p +r.p1F)

Nach STEWART berechnet sich im Dreieck A UIF die Lange von IS mit

UF(IS%+US.SF) = UI®.SF+IF2.US

Im spitzwinkeligen Fall gilt dann

/ 2 1 / 2
UH = r —4r.pF , UF = -§~UH = =V r --4r.pF '
_ 1 _ 1 / 2 1 _ 1 /. 2_
Us = —§~UH = -~V r 4r.pF , SF —E-UH = —V r 4r.pF

N

3 6
IF = -%——p, ur® = r-2r.p
daher
1 /2 ' 2, 1 2_ _ .2 1 /2 ‘
Vv r 4r.pF .[IS + —Ig-(r 4r.pF)} = (r"-2r.p). 3 r 4r.pF +

r 2 1 /2
+ (—5——p) -5V T -—4r.pF

Daraus fir spitzwinkelige Dreiecke

9.18°% = 4r2+6p2—12r.p+2r.pF

Analog fir Dreiecke mit dem stumpfen Winkel N

9.1I8" = 4r2+6p2-12r.p-2r.p1F

Beééhnung des Abstandes F12

TAFEL 15

Wie friher konstruieren wir Um- In- und FEUERBACHkreis sowie den An-
kreismittelpunkt I, des Dreiecks A A A_A Es sei U,V, die Strecken-

2 17°27°2° 22
symmetrale der Dreiecksseite A A, und A H, die dazu parallele Hdohe
durcb Az. Da U2 den Umkreisbogen A,A, halbiert, ist AU, die Winkel-

halbierende von « geht daher durch den Inkreismittelpunkt I sowie

2'
durch den Ankreismittelpunkt I,.
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Die Normale aus I_. auf U_.V. schneidet U_. V., in 2 und die H®he durch A2

2 2°2 2 2
in T. Die Normale AZY’ aus A, uf U2V2 habe den FuBpunkt Y. Dann sind
die Dreiecke

A U,2I, _ A A,TI, _ A ANV, A S,OX

wieder &hnlich. Ebenso gilt wieder o(A A

Flir den Abstand FI, gilt dann

,YV,) = A S,0X (Seite 77).

2 _ 2 r _ 2 _ _ 2, 2 r |2
F12 = +[p2+[-§— p]] = ,,. = g +p p(2p2+r)+[p2+~§—] (&)
I.U XS I.U
272 _ 2 272 _ 1 _ _
A U2212 _ A SZQX > 'TEE_” = %o = gk = 5 = 12U2.p = 1(g-k)
I_A XS I_A
2%2 2 2%2 1 _
A A2T12 _ A SzQX = —TET—— = X0 > gk = —E- > IZAZ'p = 1(g+k)

Multplikation der beiden letzten Ausdriicke ergibt

U,.I,A,.p° = 1%(q°-p°)
Nun ist I,U0,.I,A, die Potenz von 1, bezliglich des Umkreises. Daher
gilt (Seite 75, (#)) 5 o
IZUZ'IZAZ = IZU -r = 2rp2
demnach

2 2,2 _2
2rp,.p° = 1%(a”-r%)

Aus den rechtwinkeligen Dreiecken A S,QX bzw. A XSZR
l2 = p2+k2 bzw. 12 = pr = pr = p2+k2 (%)

also 2rp2.p2 = pr(qz-kz) =3 2p2.p = (q2—k2)
Addiert man den Ausdruck (*), so ergibt sich
2, 2
pP(2p,*r) = p +q

In Verbindung mit (&) folgt Flg = (p2+-§—)2, also

+ = u.zykl.

Der FEUERBACHKreis beriihrt jeden der Ankreise von auBen

Der Punkt von LEMOINE
Emile Michel Hyacinthe LEMOINE ( 1840-1912) 1873

LEMOINE war der Begriinder der neueren Dreiecksgeometrie1

Der Winkelgegenpunkt des Schwerpunktes heift Punkt von LEMOINE
w(sS) = L

1
Der Punkt heiBt auch oft Punkt von Ernst Wilhelm GREBE
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Nach Seite 28 gilt flir die Dreieckskoordinaten der auf isogonal ver-
wandten Geraden liegenden Punkte S, und L

3

X P

_ ) 2.

1Py T X3Py 2 X, B,

Dann folgt fiir die Fldcheninhalte der Dreiecke A A183A3 und A S3A2A3

X a P
= = L = X 1 - 2 - 22
F(A A183A3) = F(S3A2A3) = S a;x 5 A%, @ %, A, = B,

Daher gilt

Die Koordinaten des Punktes von LEMOINE beziiglich der Drei-
eckseiten verhalten sich so wie diese Seiten, bzw. wie die
Sinus der entsprechenden Winkel:

pl:pzzp3 = alzaz:a3 = 81ln al:Sln az:s1na3

Die letzte Beziehung folgt aus dem Sinussatz. Auf Grund der Kon-

struktion gilt

A183 = S3A2, Z A1A3S3 = g L3A3A2, 3 £ A1A3L3 = £ S3A3A2

Da sich die Fl&dcheninhalte von Dreiecken gleicher H8he verhalten wie

ihre Basisstrecken, folgt

AjL; ALy S;A, ALy AS;  F(A ALA)  F(A A SR
AL, 5., " AL, S, AL F(8 S,A,A,) * F(A LAA)
L A A .A.L. .sin(z A.A.L.) -—=A.A..A.S..sin(< A.A.S.) a2
_ 2 PiB3-Ashs- 18303 5 A 85-8555. 183530 3,
1 . c1 . - 2
-§—A383.A3A2.s1n(4 S3A3A2) —§-L3A3.A3A2.s1n(z L3A3A2) ay
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2 2 2
A1L3 _ a2 Ale _ a3 A3L2 _ al
A L. 2 ! AL 2 ! A L. 2
273 al 3 a2 172 a3
bzw. 5 5 5
a as a,
T(A A1) = =—5 ., T(AyA3L) = -—5, T(AzA.L,) Tz
a as as

Sonderfall fiir das rechtwinkelige Dreieck:

A, H, a, U=§, ' A,
In jedem rechtwinkeligen Dreieck gilt <« A1A3H3 =« A1A2A3 = a,.
Seite 64 sind U und H isogonal verwandt, daher ist
< A1A3H3 = S3A3A2 = o, und <« A2A151 = £ LA1A3
Folglich gilt
A251 A3L a1
A AlslAZ - A AlLA3 = a3 = a2 = a3.A3L = a2.A281 = 32. —2——— =
By )
= F(A A1A2A3) =a5.—5 = 5 = a3.A3L, also
h
_ 3
Al = 5=

Der Punkt von LEMOINE und das Tangentendreieck

TAFEL 16

Der Punkt von LEMOINE ist der GERGONNEsche Punkt
des Tangentendreiecks

Nach
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Das Tangentendreieck A T1T2T3wird von den Umkreistangenten in A

gebildet. Der Umkreis von A A A,A, ist also der Inkreis von

A T1T2T3. Daher schneiden einander die Transversalen TiAi im

GERGONNEschen Punkt L von A T1T2T3.

Wir bestimmen nun die Winkelgegenpunkte Al:= w(Ti) der T, bezliglich
des Dreiecks A A_A_A

1A2A3

172737
Da « A2A3Tl Sehnen-Tangentenwinkel ist, folgt « A2A3T1 = £ A3A1A2 =
oy - Die zur Halbgeraden [A3Tl isogonal verwandte Halbgerade ist
7 3 1 11 = =
[A3A2 (Winkeldrehsinn beachten!!) und wegen <« A2A3T1 < A1A3A2 oy

sind die Tré&dgergeraden (A3Aé) = (A3Ai) und (A1A2) parallel. Die
Bildpunkte w(Ti) sind also die Ecken des AuRBendreiecks A AJASAL des
gegebenen Dreiecks. Die Halbgeraden [AiAi sind daher isogonal
verwandt zu den Halbgeraden [AiTi.

Da die (AiAi) einander im Schwerpunkt S des gegebenen Dreiecks
schneiden, ist w(L) = S s L = w(S). L ist daher der LEMOINEsche
Punkt von A A1A2A3.

Achtung: Es entsprechen einander wohl die Ecken Ai = w(Ti) der bei-
den Dreiecke A A’A’A’! und A T.T.T nicht aber deren Seiten in der

17273 17273/
Verwandtschft isogonaler Punkte (dgdratische Verwandtschaft!)

LEMOINEscher Punkt und LEMOINEsche Gerade

TAFEL 17

Die LEMOINEsche Gerade ist die Polare des LEMOINEschen

Punktes bezliglich des Umkreises

Wir zeichnen die LEMOINEsche 1 Gerade als Verbindung der Mittel-

1,M2,M3 der drei APOLLONischen Kreise und bestimmen den

Schnittpunkt X des Umkreises mit dem APOLLONIischen Kreis mit dem

punkte M

Mittelpunkt M,. Da nach Seite 49 dieser Kreis den Umkreis orthogonal
schneidet, sind M3X und M3A3 die Tangenten aus M3 an den Umkreis und

(A3X) = ¥ ist die Polare von M., beziliglich des Umkreises. Daraus

3
folgt, daB der Pol von 1 beziiglich des Unmkreises auf x liegen muB.

Nun ist nach APOLLONIOS:

XA1 a2

= (*)
XA2 a1
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Ferner gilt nach PTOLEMAIOS (Seite 11) im Sehnenviereck AlYAzA fir

3
die Diagonalenabschnitte Als3 = S3A2
BySy _ ByRg.AY L. a,.AY . AaY oy i
A2S3 A2A3.A2Y al'AZY A2Y a2

Daraus folgt
A AlYA2 = A A2XAl
Denn nach dem Peripheriewinkelsatz haben diese Dreiecke bei X und Y

gleiche Winkel und deren anliegende Seiten sind nach (*) un (%) pro-
portional. Daher sind diese Dreiecke zundchst dhnlich. Wegen der

gemeinsamen Basis A sind sie sogar (ungleichsinnig) kongruent.

A
172
Aus der Gleichheit der Seiten ALY = A X folgt die Gleichheit der

entsprechenden Kreisbdgen und daher die Gleicﬂgit der

Peripheriewinkel

Z A1A3Y = / A2A3X

X geht daher als Winkelgegengerade zur Schwerlinie s, durch L (und

3
zyklisch).

Das FuBpunktedreieck des Punktes von LEMOINE

TAFEL 18

Die Seiten des FuBpunktedreiecks des Punktes von LEMOINE
stehen auf die Schwerlinien des urspriinglichen Dreiecks

normal

Auf Grund der Konstruktion des Punktes von LEMOINE gilt

£ F3A2L = z 82A2A3

Im Thaleskreis A_F.LF., folgt

2173
£ F3F1A2 = L F3LA2
Daher
= = ]
A LF3A2 - A F1XA2 3 £ LF3A2 Z FlXA2 90
Es sei
¥S,:= A,S, » A)Y | A,A; und AY = A A,
Dann gilt
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AlY i LFl' AlA2 L LF3, A2Y i F1F3

Daher sind die Dreiecke A AlAZY und A LF3Fl dhnlich, da deren Seiten

wechselweise aufeinander normal stehen. Daher stehen in diesen Drei-
ecken auch entsprechende Linien aufeinander normal. Nun steht die
Schwerlinie A.S., des Dreiecks A A_A_Y auf die Gerade F2L des Drei-

172 12
ecks A LF,F, normal. Diese letztere Linie muB daher in A LF,F,
gleichfalls Schwerlinie sein. Sie halbiert also in ihrer Verl&dnge-
rung die Strecke F.F,, ist mithin auch Schwerlinie des FuBSpunkte-

dreiecks A F1F2F3.

Der Punkt von LEMOINE ist der Schwerpunkt seines eigenen
FuBpunktedreiecks

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke A A1A2Y und A LF3F1 folgt auch

ALY LF, a, P,

_—— = = s = 3 a,:a,ta, = p.ip.:p
KA, LF, a Py 1°92°%3 1°P2*P3

Es reproduziert sich daher die Aussage von Seite 81.

Der Punkt von LEMOINE ist jener Punkt der Dreiecksebene, fiir
den die Summe der Quadrate der Dreieckskoordinaten beziliglich
des gegebenen Dreiecks ein Minimum ist

(Lésung von GREBE 1847)
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Der gesuchte Punkt muuf jedenfalls im Innern des Dreiecks liegen.
Betrachten wir ndmlich etwa P so lieRBen sich alle Koordinaten ver-

kleinern, wenn sich P1 auf PlAl bewegt. Ebenso ist eine Verkleine-

rung aller Koordinaten méglich, wenn P2 sich auf P2A3 bewegt. P muf

also in Innern des Dreiecks liegen.

Nach Seite 23 gilt fir die Koordinaten Pq1P5 P eines beliebigen
Punktes P
2F = a

+a +a

1P178PoTa5P;
Nach der aus der Vektoralgebra bekannten Identitd&t von LAGRANGE gilt
fir zwei Vektoren

[a; ) [Py ) [ aypy-azp, )
a= | a & p = Py & axp = | 8;P73;P; }
L a, ) | »; ) | a,p,-2,0,
a3 P3 1P278P
2 2 2 2 2
@ x 0?2 =0a%% - (@? » %% = (@? + (a x p)
Aufldsung nach Koordinaten ergibt

2.2, .2 2. 2. 2 _ > _ 2 _ 2
(aj+ay+az) (p1+P,+p3) = (a;pP +a,p,+asp;) "+(a,p3-a5p,) +(azp -a py) '+

2 2 _ 2 _ 2 _ 2
+(a;py-aypy) = AF" + (a,py-asp,) +(azp,-a,py) +(a;p,-asp,)

Da die Seitenléd@ngen a, sowie die Dreiecksfldche F vorgegeben sind,
wird die Quadratsumme pl+p2+p3 der Koordinaten ein Minimum, wenn die
rechte Seite der obigen Bethung minimiert wird. Dies ist dann der
Fall, wenn gilt

a —a = a -a = a -a

2P3733P; 3P173,P3 1Pp~3yp; = 0= p, @&, '

also

Der 1.Kreis von LEMOINE

TAFEL 19

Die Parallelen zu den Dreiecksseiten ag durch den LEMOINEschen Punkt

schneiden die jeweils anderen Dreiecksseiten in den Punkten K1m bzw.

Kml ((kms) = (123)). Wegen der auftretenden Parallelwinkel gilt
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Z A3K21K12 = < K13K31A2 = £ slSBAZ = oy @(AlelL = £ Als3sl = 180—061

und zyklisch. Da wegen der Definition des LEMOINEschen Punktes gilt
Z K21A1L =z S3A151
folgt
A_K A.S (a,/2) a
1721 173 3 3
A ALK, _ AAS /S, > = = = ()

1°1°3 K,,D 5,8, (a,72) 5

Da die beiden Dreiecke A A1K21K31 und A A1A2A3 beil A1 den Winkel al

gemeinsam haben und im Parallelogramm # A1K31LK12 die Seiten K21L =

A1K31 gleich sind, folgt aus (+) wegen der Proportionalitdt der dem

Winkel «. anliegenden Seiten

1
A_K a
121 3
= = A A_K._ K AAAA, =
A1K31 a2 121 31 1273
N { 4 MK, Koy =0, =< LK, Ky = g
4 BR3pKyy = @3 = 2 DR3Ky) = %
Die Strecken KlsKms ((lms) = (123)) sind daher parallel zu den

Seiten des orthozentrischen Dreiecks (siehe Tafel 7); daher gehen

die Lote ausden Eckpunkten A auf die Strecken Kl durch den

s¥ns
Unmkreismittelpunkt U.

Im Parallelogramm # A2K32LK12 ist X der Mittelpunkt, die Normale in

X auf K12K32 ist daher die Streckensymmetrale dieser Strecke. Da X
auch die zweite Diagonale LA, halbiert, ist die genannte Strecken-
symmetrale Mittelparallele im Dreieck A UAZL und halbiert daher die

Strecke UL im Punkte Ml'

UM1 = MlL

Da M, auf der Streckensymmetrale von K Ky, liegt, gilt zyklisch

MiKip = M3K3p

M Koz = M3Kyg (#)

MRy = MRy
Wir betrachten den Umkreis von A Ky K 5Ky Sein Mittelpunkt liegt
auf der Symmetralen von K32K12. Uber der Sehne K21K32 liegt bel K12
der Peripheriewinkel Oy daher liegt nach dem Peripheriewinkelsatz
auch K, auf diesem Kreis, ebenso der zu oy supplementédre Winkel bei
K31. Da die Winkel iber K23K31 bei K23 und K13 dieselbe Grofe o,
haben, liegt auch K, auf diesem Kreis.
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Die sechs Punkte K

im
Sein Mittelpunkt M,

alle Strecken (#) dieselbe Lidnge

liegen auf dem 1.Kreis von LEMOINE.
halbiert die Strecke LU. Demnach haben

Aus den Ahnlichkeiten

( A A1K21K31 (1)
A A DA, { 2 Ky ,A,K,, (2)
L B Ky3Ky58, (3)
folgt wegen (1)
K31K21 A1K31 - A1K21 2
ay as as
also
Ky Kyq = 28y
ARy, = aa,
A1K21 = Aa3
Der Strahlensatz am Winkel A2 ergibt
AR5 ! DAk = a1 A K. = 2,8,
A1K34 a, 3713 a, 1731 a,
Aus der Ahnlichkeit (3) folgt
AjRy33A K, iRy 3Ky g = 858,
2
Ba¥as %1 L L. o 1?2 _ 04
A3K13 5 3723 a2 3713 a3 a3
Rk 2L koKL = o3 Ak =322
K23K13 a3 23713 a2 37713 5 a3 1
also
Ky3Ky3 = 2.2y
a.a
_ 172
AR5 = 2. —3
3
a2
_ 1
AKy5 = A3
3
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Bei A, ergibt der Strahlensatz

AKy, ! D AR = a1 A K = 2,85
A K, a, “2712 a, ""1 21 a,
Aus der Ahnlichkeit (2) folgt
2
A K5, 2 a, a8, 8135 a
A K = 73 2 BKy, m g ALK, = AL = A3
2812 3 3 3 2 2
K12K55 a LR K =g 2 8183 _ \.a
A2K12 a3 12732 a a2 1
demnach
KioK5p = 2.3y
a.a
3 193
A2K12 = A a
2
52
3 1
A2K32 =2 a
2
Daraus
K31Ky1 = Ry3Ky5 = K Ry, = 23y

Die vom 1.LEMOINEschen Kreis zwischen den Dreiecksseiten

aufgespannten Sehnen

K31Kpp = Kp3Ky3 = KppKs,
sind gleich lang
Wegen der Winkelgleichheit gilt
A Ky LKy, _ A AJA A,

daraus bei Berlicksichtigung von # A K L Ky

2
¥23%01 | Fas®on %2 Kos®er % % ()
K21L A1K31 aq Aaz aq 23721 a,
Nun ist
a2  a’ aZ+a’+a’
AyAy = ARy Ky KyptKyhy = dagragtea ot = St = e, o
Lo 2%
52 2
a1+a2+a3
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Daher gilt

Aus

_.2,.2,.2
Q:= al+a2+a3
aza a a2
AK = 23 AK = 23
1731 Q ! 1721 Q
2 2
A K. = 233, N 233,
2712 Q ! 2732 Q
aza a a2
AR = 12 AR = 12
3723 Q ! 3713 Q
_ _ a.a,a
K32K1p = Ky3Kp3 = KppK3p o 2 é >
(*) von Seite 89 folgt
2 23 2
Ky3Ko1 = g » K39K35 = 5« KoKy3 = 3

Fiir die durch den 1.LEMOINEschen Kreis auf einer Dreieck-
seite erzeugten drei Abschnitte gilt

BK31 K3qKy; Ryhy 34
= = =222 = _2  (u.zykl.)
a2 a 2 a2 Q
2 3 1

Die drei Abschnitte verhalten sich also wie die Quadrate der
Dreieckseiten.

Flir die drei auf den Seiten des Dreiecks liegenden Sehnen
des LEMOINEschen Kreises gilt

K31532  _ Ki2Kis K23%21
a3 a3 av
3 1 2

Die drei Sehnen verhalten sich also wie die Kuben der Drei-

ecksseiten.

Die Antiparallelen zu den Dreiecksseiten ag durch den LEMOINEschen

Punkt schneiden die jeweils anderen Dreieckseiten in den Punkten L

Der 2.Kreis von LEMOINE

Tafel 20

1m
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bzw Lml (((kms) = (123)). Wegen der Definition des Antiparallelismus
gilt
Z A3L12L21 = £ L31L13A2 =0y < A2L12L = 180-oc1

und zyklisch. Dadurch entstehen zundchst die gleichwinkeligen Dreiecke

A L3 Llgpr A LypLlyg, A Ly llps
L,,L = L;,L, L ,L = L,;L, L, L = L,,L (%)
Ferner ergeben sich die gegensinnig &hnlichen Dreiecke
f A A1L23L32 (1)
A A1A2A3 - l A L13A2L31 (2)
l A L12L21A3 (3)

In diesen Ahnlichkeiten entspricht den Seitenmitten S jeweils der
Punkt L, sodaB gilt

Ly3L = Lj,L, LyyL = Ly,L, LysL = Ly,L

Zusammen mit (*) folgt daraus, daB die Lij vom LEMOINEschen Punkt L
alle gleichen Abstand besitzen

Die sechs Punkte Lij liegen auf dem 2. Kreis von LEMOINE mit
dem Mittelpunkt L

Ferner gelten die Ahnlichkeiten

A A1A231 _ A A1L23L (4)
A A2A3S2 _ A A2L31L (5)
A A3AlS3 _ A A3L12L (6)
und
A AlAZSZ _ A L13A2L (7)
A A2A3S3 _ A L21A3L (8)
A A3A181 _ A L32A1L (9)
(5) » BBy ALy, N ! _ Balsy DAL = 23, L L
ASS, L;,L (a,/2) L ;L 2731 a, 31 L .
(8) » i B v + U S b+ A R J
A253 L21L (a3/2) L21L 3721 a3 21
Division beider Ausdriicke ergibt wegen L,,L = L,,L mit Hilfe des
Strahlensatzes am Winkel Al
A L a
2731 _ 93
AL, - 3, > Ly,L,, | A,A;. Daraus folgt
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[ A30391p

A3 ~ l A L32A2L12

A L,;Ly38,

Damit ergeben sich folgende Winkelgleichheiten

< A2L32L12 = £ L13L23A3 = oy und zyklisch

Z L31L21L =z L21L31L = o, und zyklisch

Im gleichschenkeligen Dreieck A leLL13 ist « L,,LL
daher

A A1A2

13 = 180—-2061

L12L13 = 2LL12.51n(90—a1) = 2LL12.cos o

Wegen A L12LL13 = A L21LL31 gilt auch L

1

21L31 = 2.Llecos al

L12L13:L23L21:L31L32 = COS alzcos az:cos a3

Die Lidngen des vom 2.LEMOINEschen Kreis auf den Dreieckssei-
ten ausgeschnittenen Sehnen verhalten sich wie die Kosinus
der gegeniiberliegenden Winkel (Kosinus-Kreis)

Da die Vierecke LiijkLkiij dem 2.LEMOINEschen Kreis einge-

schrieben sind und ihre Diagonalen durch L gehen, liegen

lauter Rechtecke vor. Da diese Rechtecke auch jeweils dem

Dreieck A A1A2A3 eingeschrieben sind, stehen jeweils die
und ijL

parallelen Rechteckseiten L, auf derselben
Dreiecksseite AiAj normal ((ijk) = (123))

ikTkj i

Wir zeichnen das Dreieck A L._.L,.L Nach dem Peripheriewinkelsatz

13721732°
gilt « L21L13L32 = £ L21L12L32 = a, (und zyklisch).
Analoges gilt fiir das Dreieck A L23L31L12. Die beiden Dreiecke sind
kongruent, da im Rechteck o L31L32L13L23 gilt L31L23 = L32L13. Daher
A L3plyslny = A Lpslaglyy o A ByRAyA,

Hilfssatz:
Die Mittelpunkte aller einem Dreieck eingeschriebenen Rechtecke,
deren eine Seite auf einer Dreiecksseite A_A_ liegt, durchlaufen

172

eine Gerade, die S, mit dem Mittelpunkt der Hohe h3 verbindet

(Strahlensatz).

3
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A, S3 H, A2

Die Verbindungslinien der Seitenmitten Si mit den Halbie-
rungslinien der Hdhen hi gehen durch den LEMOINEsche Punkt L

Beweis: L ist Mittelpunkt des Rechteckes L31L23L13L23 und zyklisch

Die Punkte von Henri Pierre Baptiste BROCARD (1875)

Der 1,.BROCARDsche Punkt

Tafel 21

Wir zeichnen jene Kreise, welche AiAj in Ay berihren und durch den
Eckpunkt Ak gehen ((ijk) = (123)). Es soll gezeigt werden, daf diese
17 den 1.BROCARDschen Punkt, gehen.
Wir schneiden zuerst die in A, und A, beriihrenden Kreise im Punkt
B,. Da « A2A1A3 = o Sehnen-Tangentenwinkel des 1.Kreises ist, hat
<2 A_B.A_. als supplementdrer Peripheriewinkel die Grdfe 180-a

17173
Analog ist <« A_B.A, = 180-a.,. Daher ist der Winkel

1712 2°

drei Kreise durch einen Punkt B

1°
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£ A_B.A = 360-(180-a1)-(180-a2) = a,.ta, = 180~a Daher muf auch

27173 1 72 3°
der 3.Kreis durch Blgehen.

Nach dem Sehnen-Tangenten- und dem Peripheriewinkelsatz gilt

B:= « B1A1A2 = £ BlA3A1 = £ B1A2A3

Der Winkel B heiBt BROCARDscher Winkel.

B1 ist der einzige Punkt, der dieser Winkel-

beziehung geniligt. Sei etwa P ein Punkt mit
der Eigenschaft

Z PAlA2 =« PA2A3 = £ PA3A1

Zeichnet man den Umkreis von A A_A_P, so ist

172

< PA,A, Peripheriewinkel iiber der Sehne A,P.

Dann mufB aber « PA2A3 SehnenTangentenwinkel A1 A2

sein, d.h. der Kreis muB AZA

3 in A2 beriihren

usw.

Verldngert man A,B, bis zum Schnittpunkt Xy mit dem in A, berihren-

den Kreis, so folgt aus « AlBlA2 = 180-a2:

£ Azlel = o, (Nebenwinkel) = « A2A3X1 (Peripheriwinkel iber A

» A X, I A,A, (Wechselwinkel)

2%3) @

Wegen < A,B A, = 180-a, hat « ALX. A, als supplementdrer Peripherie-

winkel die GréBe a,. Daher gilt

A AAX, _ A AAA, (%)
Ferner gilt (Wechselwinkel)

< AJX,B, = ¢ BAA, =8

Aus (*) ergibt sich daher folgende neue Konstruktion fiir B1

Tafel 22

Errichtet man iiber den Seiten des Dreiecks A A1A2A3 die zum

gegebenen Dreieck ungleichsinnig &hnlichen Dreiecke

A A2A3Xl
A X A R . AARAA
A A2X3A1
so gehen die Verbindungslinien XA durch den 1.BROCARDschen
Punkt.
Es gilt

A3Y = hzcot B
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und anderseits

A3Y = A3H2+H2A1+A1Y = hzcot a3+h2cot a1+hzcot o

Daraus

2

cot B = cot a1+cota2+cot N

Am UmKkreis von A A_A_A. stellt <« A2A1X den Sehnen-Tangentenwinkel

17273 3

zum Peripheriewinkel « AALA, = o, dar. Daher liegt X, einerseits

auf der Parallelen durch A2 zu A1A3, anderseits auf der Tangente an

den Umkreis in A (und zyklisch).

Der 2.Punkt von BROCARD

Tafel 21

Zeichnet man jene Kreise, die A.AL in A, beriihren und jeweils durch
den dritten Punkt Aj gehen ((ijk) = (123)), so ergibt sich als
Schnitt dieser drei Kreise der 2.BROCARDsche Punkt B,. Der

2
2 .BROCARDsche Punkt von A A1A2A3 ist also der 1.BROCARDsche Punkt
des Dreiecks A A,A A, . Wie friher gilt
Z BzA1A3 =« BzAzA1 =« B2A3A2 (%)

Wir zeigen, daB auch dieser Winkel gleich B ist. Daher gilt

Die beiden BROCARDschen Punkt sind isogonal verwandt:

w(Bl) = B w(Bz) = B

27 1

Beweis: Es seil B der zu B, isogonal verwandte Punkt. Dann gilt

Z B1A1A3 = 2z B1A1A2 1 Da die Winkel auf der rechten Seite alle

’ =
V4 BlAzAl Z B1A2A3

, . . o .
< BJASA, 4 B AJA, J links dieselbe GroBe aufweisen

Auf Seite 94 wurde gezeigt, daB es nur einen solchen Punkt mit die-

gleich groB sind, miissen auch die Winkel

I

ser Eigenschaft geben kann, sodaB Bi = 32 sein muB und der Winkel
(t) die GroBe B besitzt

Tafel 22
Wir zeichnen das Dreieck A Y1Y2Y3. Es gilt (Peripheriewinkelsatz)
Z A3A1Y2 = £ A3Y1Y2 .
£ Y3A2A3 = £ Y3Y1A3 =B = £ Y2A1A2
Z A3A1Y2+z Y3A2A3 = £ A3A1Y2+4 Y2A1A2 = £ A3A1A2 =0y = 4 A3Y1Y2 +
+£ Y3Y1A3 =« Y3Y1Y2 = oy
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Daher gilt zyklisch

P4 Y3Y1Y2 =
Z YleY3 =
Z Y2Y3Y1 = a3
Daraus folgt zundchst, daf die Dreiecke A Y.Y_ Y. und A A_A_A

17273 172773
gleichsinnig &hnlich sind. Da sie den selben Umkreis besitzen, sind

sie sogar gleichsinnig kongruent.

Zusammenfassung:

Die Dreiecke A Y1Y2Y3 und A A1A2A3 sind gleichsinnig kongru-

ent und besitzen denselben Umkreis. Der 1.BROCARDSCHE Punkt
von A A_A_A_, ist gleichzeitig der 2.BROCARDsche Punkt von

17273
Dreieck A Y1Y2Y3.
Das Dreieck A Y, Y, ¥, geht durch Drehung um U durch den Win-
kel « YlUA1 = 2.4 YleA1 = 2B 1in das Dreieck A A1A2A3 liber.

Der mit A Y Y, ¥, mitgefiihrte Punkt B1

2 .BROCARDschen Punkt B2 von A A1A2A3 tiber.

Der 1.BROCARDsche Punkt eines Dreiecks geht durch Drehung um
U durch den doppelten BROCARDschen Winkel in den 2.BROCARD-
schen Punkt liber. A B UB,, ist gleichschenkelig mit dem

1
Scheitel U und dem Scheitelwinkel 28.

geht daher in den

Die FuBpunktedreiecke der BROCARDschen Punkte

Tafel 23

Fir das FuBpunktedreieck A ¢,C¢,C, von B, folgt aus den Thaleskreisen
iber A_B., bzw. liber A_B

271 171
<2 B.C.C, =« B.AC, =R
17172 1272 + s ¢« C,C.C, = o, und zyklisch
£ B,C.C, = 2«2 B,A.C, = a,-B 37172 1
17173 1173 1
Daher
A C1C2C3 _ A A1A2A3
und analog fiir das 2.FuBpunktedreieck A D1D2D3
A D1D2D3 _ A A1A2A3

Die FuBpunktedreiecke der beiden BROCARDschen Punkte sind
dem gegebenen Dreieck &dhnlich
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Der 1.BROCARDsche Punkt von A A1A2A3 ist auch der 1.BROCARD-
sche Punkt von A Clczc3
Der 2.BROCARDsche Punkt von A AlA A. ist auch der 2.BROCARD-

273
sche Punkt von A D.D.D

17273.
Aus dem rechtwinkeligem Dreieck A A,B,Cy folgt
Blcl = BlA151n B
Dreht man A Clczc3 um Bl durch den Winkel 90-8, so kommt C1 auf AlBl
zu liegen und ¢, ¢, wird parallel zu A,A,. Dann ist das gedrehte
Dreieck A C1C2c3 und das gegebene Dreieck zentrisch dhnlich mit dem
Zentrum B,. Flr das Ahnlichkeitsverhdltnis gilt
BlAlzBlc1 = BlAlzBlA151n B = 1l:sin B

Analog ist A D1D2D3
entgegengesetzten Drehsinn wie oben) ebenfalls mit A A,AA

nach Drehung um B2 durch den Winkel 90-8 (im

3
zentrisch dhnlich mit dem Ahnlichkeitsverh#dltnis 1:sin B

Die beiden FuBpunktedreiecke A C,C,Cy und A D,D,D, sind kon-

gruent und haben daher denselben Umkreisradius r.sin g

In der Ahnlichkeit der Dreiecke A A,A A, und A C,C,C, entspricht dem

Umkreismittelpunkt U des Dreiecks A A,A A, der Umkreismittelpunkt M

des Dreiecks A C1C2C3. In der um den Winkel 90-8 gedrehten Lage von

A C,C,C, liegen U und der gedrehte Umkreis-
mittelpunkt M’ auf einem Ahnlichkeitsstrahl
durch Bl' wobei gilt BIM' = BlU.sin B. Bei
der Riickdrehung in die urspriingliche Lage
gelangt dann M’ in den Mittelpunkt M der
beiden BROCARDschen Punkte (Seite 96 und

Tafel 22), wie man nebenstehender Figur

entnimmt. Dieselbe {lberlegung gilt analog

fiir den Umkreismittelpunkt von A D,D,D,

Die FuBpunktedreiecke der BROCARDschen Punkte haben densel-

ben Umkreis, dessen Mittelpunkt M die Strecke B,B, halbiert

Betrachten wir im Umkreis der beiden FuBpunktedreiecke das
Sehnenviereck D3C c,C so gilt

27371
£ CIC3C2 =0, 22 C1D3C2 = 180-(!3 3 AZD3C1 = a,
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Daraus folgt wegen der auftretenden Wechselwinkel (und zyklisch)

D;C, | A,A; ) Wegen dieser Parallelitédten sind die Verbindungs-
D,C, | A4A linien der Dreiecksecken A; mit den Mittelpunkten
D,C; | A,A der Strecken chk Schwerlinien des Dreiecks A A A A,

2
3

Die Verbindungslinien der Dreiecksecken Ai mit den Sehnen-
mitten chk ((ijk) = (123)) gehen durch den Schwerpunkt S

von A A1A2A3

Aus dem Sehnenviereck D2C102C3 folgt

£ C1C3C2 = a3 3 2 C1D2c2 = 180--oc3 3 C2D2A2 = a3

demnach ist c,D, antiparallel zu AR, (und zyklisch). Man

betrachte nun Tafel 19: Die Gerade K12K23 ist ebenfalls antiparallel

zZu A1A3 und daher parallel zu CZDZ' Der Mittelpunkt X der Strecke

K12K23 und der Mittelpunkt von C2D2 liegen daher auf derselben

Geraden durch A2. Demnach gilt

Die Verbindungslinien der Ecken Ai mit den Mitten der
Strecken CiDi gehen durch den LEMOINEschen Punkt des

Dreiecks A A1A2A3

Der Zusammenhang zwischen Bl’Bz’L und U. Der Kreis von BROCARD

Tafel 24

Wir konstruieren im A A A A, den LEMOINEschen Punkt L (als Hilfskon-

struktion nach Seite 93). Dann konstruieren wir den 2.LEMOINEschen
Kreis und zeichnen das Dreieck A L32L21L43. Ferner zeichnen wir die
zu den Punkten L32, L13, L21 geh6érigen MIQUELschen Kreise (L32L13A2),

(L A3), (L21L32A1). Wegen der rechten Winkel (siehe Seite 93)

4 Lyglaphy = 4 Lyyhyghy = £ LypLy4Ry = 90°
sind alle MIQUElschen Kreise Thaleskreise. Ihr Schnittpunkt Bl ist

der MIQUELSCHE Punkt. Nach dem Peripheriewinkel- bzw. dem Sehnen-

13L21

Tangentensatz gilt in Thaleskreis iiber A,L,,

< ByAjLy, = ¢ ByLygLg, = < ByLgohg,

Durch Ubernahme des letzen Winkels als Peripheriewinkel im

Thaleskreis liber A2L13 usw. erkennt man
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Der Punkt B1 von MIQUEL ist der 1.BROCARDsche Punkt
im A A1A2A3. Er ist gleichzeitig der 1.BROCARDsche

Punkt fir A L32L13L21.

Analog gilt

A A1A2A3 und A L31L12L23 haben den 2.BROCARDschen

Punkt gemeinsam

Dreht man Dreieck A L32L13L21 um Bl durch 90°, so kommt es mit Drei-

eck A A,A A, in zentrisch dhnliche Lage. Wegen des Thaleskreises

dber AlL32 gilt

P AlBlL32 = 90°

daher

B.L
= 1732
BlL32 = AlBl.tan B = -XIEE——

Daher ist das Ahnlichkeitsverhdltnisvon A L32L13L21 zu A A1A2A3

= tan B

gleich tan B.

Da L der Umkreismittelpunkt von A L,,L; 500, ist, miissen die Punkte L
und U in zentrischer Ahnlichkeitslage mit B, in B1
gerader Linie liegen, wobei gilt

jﬁi: = tan 8 = B,L = B,U.tan B

B1U 1 17" u
In Originallage (nach Riickdrehung um 90°) gilt
daher « UBlL = 90°. Wegen « BlUB2 = 28, laBt

sich die Lage von B, leicht rekonstruieren. Man B
erkennt 2

el g

Die Punkte UBlLB2 liegen auf dem Kreis von BROCARD. Dessen
Mittelpunkt halbiert die Strecke UL

Das Dreieck von Frank MORLEY

Tafel 25

Schneidet man jene Winkeldrittler der Winkel o, und aj, wel-
che der Seite AiAj anliegen, im Punkte M ((ijk) = (123)),

so bilden die Punkte M1M2M3 ein gleichseitiges Dreieck

Euklides IX, S.40-55 (9 Beweise). Unser Beweis von J.M.CHILD
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% _ %
=3, Pyi= 3

%
Wir setzen Pi:= 55—, @ 3

O0.B.d.A. seil alsa25a3. 5

wlswzsw3 und ¢1+w2+¢3 = 60

Wir konstruieren zundchst die Punkte X und M,. Im Innern der Strek-

1
ken A2X und A3x konstruieren wir die Punkte M3 und M2 so, daB gilt
2 A M M, = 60+p,
< A MM, = 60+p,

Im Dreieck A A XA, ist M, der Inkreismittelpunkt, daher gilt

€:= <« A_XM. = « AZXM

3771 1

Daher

I

28+2p,+2¢, = 180 » £

90-(p,+p,) = ¢+ 30
Daher ist im Dreieck A A2M1X

< A M, X = 180 -(&+p,) = 150-(¢1+¢2) = 90+p,
Analog
V4 A3M1X = 90+(p2
Daraus folgt, daB M, und M, wirklich im Innern der Strecken A X bzw.
A,X liegen und es ist

Z M3M1M2 = £ A3M1X + < A2M1X - £ A3M1M2 - £ A2M1M3 =

= (90+p,) + (90+p;) = (60+p,) -(60+p,) = 60°
Ferner ist

2 AM A, = 360 -z AM.X -z A M. X = 360 — (90+p,) = (90+p,) =

= 180 - (p,+p;) = 180 - (60-p,) = 120+p,

Im Dreieck A M1A2M3 gilt

£ MMjA, = 180 -p, = (60+p,) = 120 =(p,+p,) = 60+p,

Analog
< A3M2M1 = 60+(pl

Da M, der Inkreismittelpunkt von A A,XA

ist, hat Ml von den

2
Seiten XA, bzw. XA, gleiche Abstdnde, die gegendiese Seiten gleich
geneigten Strecken M1M2 und M, M, sind daher gleich lang. Da sie

einen Winkel von 60° einschlieBen, ist das Dreieck
A M2M1M3 gleichseitiqg.

Es verbleibt noch der Nachweis, daB die Punkte M, und M3 auf den

2

Winkeldrittlern von o liegen.

Laut Voraussetzung gilt

a15a25a3 = A2A3SA3A15A1A2
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Im Dreieck A A ist ferner aus demselben Grunde wegen

3 < A A sA;A =A. A,

¢3 3 M1A2 < A2A3SA3A15A1A2
Tragt man von A2 bzw. A3 die Strecken A, Y_.:= A_M. bzw. A3Y2:= AM

oMy A

£ A2M1A3 = 120+(p1 > {

3
pz > MlA

2°3° 21 371
auf A2Al bzw. ALA, ab, so liegen Y, bzw. Y, im Innern der Strecken
A3A1 bzw. AzAl. Es folgt weiter
A A2M1M3 = A A2Y3M3 = Y3M3 = M1M3 = M2M3

= Y3M3 = Y2M2
A A3M1M2 = A A3Y2M2 = Y2M2 = M1M2 = M2M3
Ferner ist
4 Y,M M, = 360 - 2(60+p,)-60 = 180 - 2¢p, = £ Y M _M,

In den gleichschenkeligen Dreiecken A Yo M M, und A Y3M3M2 gilt
demnach

= =1 - = 1 - =

£ MY My = 2 MY M, = 5~ (180-2 Y, M, M,) 5 (180 -180+2¢.) = ¢

Nach dem Peripheriewinkelsatz liegen
daher die vier Punkte Y2’M2'M3'Y3 auf

demselben Kreis. Die Zentriwinkel zu

jeder der Sehnen Y2M2 = M2M3 = M3Y3 ist

daher 2¢1, der Zentriwinkel fiir den
Bogen Y2Y3 ist daher Gwl, der zugehdrige

Peripheriewinkel daher 3p, = « d.h A,

11
liegt auf diesem Kreis.

Zieht man die Verbindungslinien AM

A1M3, so gilt
Z Y2A1M2 = £ M2A1M3 = £ M3A1Y3 = wl

Die Punkte M,, M, liegen daher auf Winkeldrittlern von «

2’

1.
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Tafel 5
In und Ankreise
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Tafel 6
Zusammenhang von | und N
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| Tafel 8
Der Sechspunktekreis von TAYLOR

AA, =15



Tafel 9
Der Neunpunktekreis von FEUERBACH

AA =16



Die Familie Feuerbach

Paul Johann Anselm
(seit 1803) Ritter von FEUERBACH
Jurist. Begriinder des positiven Rechts u.d.
Vergeltungstheorie im Strafrecht

Josef Anselm _
1798-1851 Eduard Au- Ludwig An- Friedrich
L gust dreas 1807-77
Kunsthistoriker 1803-1843 1804-1877 private Literatur-
gerauft dien
Anselm | Karl Wilhelm
1829-1880 1800-1834
Maler Eigenschaften einiger merkwiirdiger Punkte des geradli-

nigen Dreiecks 1822 (Feuerbachkreis)
Grundrif} zur analytischen Untersuchung der dreieckigen
Pyramide (1827)
Starb an den Folgen von vermutlich unberechtigten Ver-
déchtigunhen und Inhaftierung wegen des Vorwurfs der
aktiven Teilnahme an burschenschaftlichen Verschwo-
rungen.
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Tafel 10
FEUERBACH-Kreis, In- und Ankreise




Tafel 11
Zusammenhang zwischen lund U
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Tafel 12
Die STEINER-Zykloide als Hiillkurve der

WALLACE-Geraden
Az
W N
\ . Ei'
h$ 60
A, Ay A,
A, A

~ Die STEINER -Zykloide als Hullkurve
der WALLACE -Geraden






10



Tafel 13
Die Abstinde von Uvon |, 14, I3, I3







Tafel 14
Der Abstand Fl




Tafel 15
Der Abstand Fl,




Tafel 16
Punkt von LEMOINE und

Tangentendreieck
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Tafel 17
Gerade von LEMOINE, Punkt von LEMOINE
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Tafel 19
Der 1.Kreis von LEMOINE

A A, =16



Tafel 20
Der 2.Kreis von LEMOINE

AN, =16



Tafel 21
Die Punkte von BROCARD |




Tafel 22 -
Die Punkte von BROCARD i




Tafel 23
Die FuBRpunktedreiecke der
BROCARDschen Punkte

AA = AL (Ao Ag)



Tafel 24
Der Kreis von BROCARD

A= b



Tafel 25
Das Dreieck von MORLEY

AN, =4k





