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1 Introduction

Le problème abordé dans ce cours est le problème fondamental de la résolution d’équations polynomiales par des
méthodes de Calcul Formel. Il existe de nombreuses méthodes exactes permettant de résoudre ces systèmes (résultants,
ensemble triangulaires, bases de bord, . . . ) ou semi-numériques (homotopies). Nous nous restreignons ici au calcul
des bases de Gröbner. La notion de base de Gröbner a été introduite par Bruno Buchberger (Buchberger B., 1965;
Buchberger B., 1970; Buchberger B., 1979; Buchberger, 1987) ; Buchberger a aussi proposé un algorithme permettant
de calculer explicitement cet objet mathématique. Le principal objectif de ce document est de décrire les algorithmes
classiques permettant de rendre le calcul des bases de Gröbner (algorithmes FGLM,F4 et F5) efficace en pratique.
En particulier, ce documentne décrit pas les techniques plus récentes permettant de traiter les systèmes structurés:
(comme par exemple les systèmes bilinéaires (Faugèreet al. , 2011), les bases de Gröbner creuses (Faugèreet al. ,
2014a), les systèmes avec symétries (Faugère & Svartz, 2013), l’algorithme Sparse-FGLM (Faugère & Mou, 2011),
. . . ) qui seront abordées pendant le cours. Pour traiter des applications, rendre les calculs de bases de Gröbner plus
efficace est une nécessité. On verra aussi à travers quelques applications qu’il est souvent primordial d’adapter la mise
en équation du problème pour tenir compte des spécificités des problèmes.

Le problème est de chercher les solutions d’un système d’équations algébriques:
$
&

%

f1px1, . . . , xnq “ 0
¨ ¨ ¨
fmpx1, . . . , xnq “ 0

(1)

oùf1, . . . , fm sont des polynômes en les variablesx1, . . . , xn et à coefficients dans un corpsK dans lequel on sait
calculer (par exempleQ ouFp).

1.1 Que veut dire résoudre un système algébrique ?

On sait que pour résoudre une équation algébrique en une variable, (le casm “ n “ 1 dans le système (1))

fpxq “ 0 oùf P Krxs

il est illusoire de chercher des formes closes des solutions.La question se pose alors de ce que veut dire résoudre une
équation et donc a fortiori un système d’équations algébriques ? Considérons le système algébrique suivant:

C3
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x1 ` x2 ` x3 “ 0
x1x2 ` x2x3 ` x3x1 “ 0
x1x2x3 “ 1

(2)

Il est clair que ce système admet comme solutions complexes:
!
x1 “ e

2
3 ıπ pk`2 jq, x2 “ e

2
3 ıπ pk`jq, x3 “ e

2
3 ıπ k

)
aveck “ 0, 1, 2 j “ 1, 2 (3)

De même que l’expression à l’aide de radicaux des solutions d’une équation algébrique de degréą 5 n’est en
général pas possible, l’expression des solutions d’un système algébrique ne peut se faire explicitement. L’exemple
Cyclic 3 est donc atypique en ce sens. Dans la pratique on devra se contenter d’une expressionformelleouapprochée
des solutions; toutefois on s’attachera à garantir ou certifier tous les résultats. Pour l’exemple, on peut exprimer
symboliquement toutes les solutions sous la forme:

“ Sol1 Y Sol2 Y Sol3 (4)

1



où

Sol1

$
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x2
2 ` x2 ` 1 “ 0

x3 “ 1
x1 “ ´x2 ´ 1

Sol2

$
&

%

x2
3 ` x3 ` 1 “ 0

x2 “ ´x3 ´ 1
x1 “ 1

Sol3

$
&

%

x2
3 ` x3 ` 1 “ 0

x2 “ 1
x1 “ ´x3 ´ 1

En d’autres termes, ondécomposel’ensemble des solutions comme uneunion de trois sous-ensembles; chaque
sous-ensemble de solutions est représenté formellement par une liste d’équations dont l’une d’entre elles est un
polynôme en une variable. Chacun des systèmesSoli est aussi une base de Gröbner (pour l’ordre lexicographique).
Ainsi pour retrouver, par exemple, la valeur numérique des solutions deSol1 il suffit de résoudre l’équation univariée
x2

2 ` x2 ` 1 “ 0 et de reporter dans les deux autres équations les valeurs trouvées. De façon intuitive, la solution
formelle d’un système algébrique consiste donc àréécrire le système initial en un autre système équivalent plus sim-
ple, ou en une liste de systèmes algébriques plus simples dont la réunion des solutions est l’ensemble des solutions du
système de départ. Plus exactement on cherche à se ramener au cas simple suivant:

$
’’&

’’%

Pnpxnq “ 0,
xn´1 “ Pn´1pxnq
¨ ¨ ¨
x1 “ P1pxnq

Une base de Gröbner pour l’ordre lexicographique d’un système ayant autant d’équations que d’inconnues est le
plus souvent de cette forme.

2



2 Bases de Gröbner et algorithme de Buchberger

2.1 Introduction

On définit un système d’équations polynomialesf1 “ 0, . . . , fm “ 0 comme étant une liste de polynômes en plusieurs
variablesx1, . . . , xn avec des coefficients dans un corpsK (lesfi sont des éléments de l’anneauKrx1, . . . , xnsq. À
un tel système on associeI, l’idéal engendré parf1, . . . , fm; c’est le plus petit idéal contenant ces polynômes et c’est
aussi l’ensemble des

řm
k“1 gk ¨ fk où lesgk sont dansKrx1, . . . , xns. Commefk s’annule exactement aux points où

tous les polynômes deI s’annulent, il est équivalent d’étudier le système d’équations ou l’idéalI.
Pour un ensemble d’équations linéaires on peut calculer un système triangulaire équivalent en “éliminant” tous

les termes de têtes de chaque équation par application de l’algorithme d’élimination de Gauß. On peut appliquer
une méthode similaire pour les polynômes. Pour cela, il est nécessaire de définir ce qu’est le terme de tête d’un
polynôme, ou en d’autres mots, il faut se donner unordre sur les monômes. La définition d’un ordre compatible
avec la multiplication est donné en4. Dans ce contexte, une base de Gröbner (plus exactement voir la définition
8) est un système de générateurs de l’idéalI ayant une structure triangulaire (lorsque l’ordre admissible est l’ordre
lexicographique).

3 Idéaux. Variétés

3.1 Idéaux. Théorèmes de Hilbert.

SoitK un corps (ou un anneau euclidien). Parfois on se placera dansL un corps contenantK. OnnoteK la clôture al-
gébrique deK (ainsi par exemple siK “ Q alors la clôture algébriqueestQĂ Cq. La notationKrx1, . . . , xns désigne
l’ensemble des polynômes à plusieurs variables. Un polynômep deKrx1, . . . , xns est une somme de monômes:

p “
ÿ

αPNn

cαxα

dont presque tous les coefficients sont nuls; on utilise la notationxα “ xα1
1 ¨ ¨ ¨ xαn

n .
Nous supposons connu les notions d’idéaux et on pourra consulter (Coxet al., 2007; Van der Waerden B.L., 1991)

comme ouvrage de référence. SiF est un sous ensemble fini deKrx1, . . . , xns, alorsIdpF q “ xF y désigne l’idéal
engendré parF .

Si

S

$
&

%

f1 px1, . . . , xnq “ 0
¨ ¨ ¨

fm px1, . . . , xnq “ 0

est un système d’équations algébriques (on écrit aussi un tel système en omettant les égalités à zéroS “ pf1, . . . , fmq
), on lui associeI l’idéal Idpf1, . . . , fmq “ xf1, . . . , fmy engendré par les équations de départ. Résoudre formellement
un tel système c’est trouver un système de générateurs de l’idéalI "plus simple"que les équations de départ.

Le résultat suivant assure que tout idéal est engendré par un nombre fini d’éléments.

Théorème 1. (Hilbert) Pour tout idéalI deKrx1, . . . , xns, il existe un système fini de générateurpg1, . . . , gkq de
polynômes tel queI “ Idpg1, . . . , gkq.

Théorème 2. (Chaîne croissante d’idéaux) SipIiqiPN une famille d’idéaux tels que

I1 Ă I2 Ă I3 Ă ¨ ¨ ¨

alors il existe unN P N tel que

IN “ IN`1 “ IN`2 “ ¨ ¨ ¨
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3.2 Variété algébrique

Lorsqu’on cherche àrésoudreun système algébrique on veut trouver les solutions du système algébrique; l’objet
mathématique est alors la variété algébrique. Comme l’ensemble des solutions dépend de l’ensemble dans lequel on
cherche les solutions:

Définition 1. SoitL un corps contenantK, alors la variété algébrique dansL associée à un idéalI est

VLpIq “ tpa1, . . . , anq P Ln tel que fpa1, . . . , anq “ 0, @f P Iu

(remarquer que cette définition dépend du corps dans lequel on se place).
Par exemple siK “ Q alors on peut chercher les solutions complexes du systèmeVCpIq ou uniquement les

solutions réellesVRpIq “ VCpIq X Rn.

Remarque 1. SiS “ pf1, . . . , fmq est un système d’équations algébriques à résoudre, on peut donc lui associer deux
objets mathématiques:

• l’idéal I “ Idpf1, . . . , fmq.

• la variété algébrique correspondanteVLpIq qui est l’ensemble des zéros.

Il faut observer queI contient "plus d’informations" queVLpIq: par exemple considérons les systèmes suivants
(une variable et une équation):

x2
1 “ 0 et l’idéal associéI1 “ Idpx2

1q

x1 “ 0 et l’idéal associéI2 “ Idpx1q.

Dans les deux cas la variété associée est identiqueVCpI1q “ VCpI2q “ t0u. Donc les idéauxI1 et I2 ont la même
variété algébrique associéet0u. De façon intuitive, dans une variété algébrique on perd la notion demultiplicité.

Le théorème suivant dit du Nullstellensatz faible , permet de conclure qu’un système n’admet pas de solution si et
seulement si l’idéal associé contient le polynôme constant1.

Théorème 3. (Hilbert Nullstellensatz faible) On suppose queK est algébriquement clos. Sif1, ¨ ¨ ¨ , fm sont des
polynômes deKrx1, . . . , xns et I “ Id pf1, ¨ ¨ ¨ , fmq. AlorsVKpIq “ H implique queI “ Idp1q “ Krx1, . . . , xns.

3.3 Correspondance entre les idéaux et les variétés

Jusqu’à présent nous avons cherché les solutions (des points deKn) d’un système d’équations polynomiales Récipro-
quement, à un ensemble de points on peut associer un idéal:

Définition 2. SoitW un ensemble deKn. Alors

IpW q “ tf P Krx1, . . . , xns | fpa1, . . . , anq “ 0, @pa1, . . . , anq P W u

est un idéal.

Le théorème suivant dit du Nullstellensatz montre que si un polynômef en plusieurs variable est nul sur tous
les points d’une variété algébriqueV pIq n’implique pas l’appartenance def à I en général cependant une certaine
puissance def est dans l’idéal:

Théorème 4.(Hilbert Nullstellensatz) On suppose queK est algébriquement clos. Sif, f1, ¨ ¨ ¨ , fm sont des polynômes
deKrx1, . . . , xns alorsf P IpVKpId pf1, ¨ ¨ ¨ , fmqqq implique qu’il existek P N tel quefk P Id pf1, ¨ ¨ ¨ , fmq.

Proof. Voir la preuve dans théorème 2 (Coxet al. , 2007) page180.

Il est possible d’éliminer les multiplicités en calculant l’idéal radical:
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Définition 3. Si I est un idéal alors, l’ensemble suivant est le radical deI:
?

I “
␣
f P Krx1, . . . , xns | Dk P N tel quefk P I

(

Le théorème est une simple transcription des théorèmes1 et3 :

Théorème 5. 1. SiK est algébriquement clos et siI est un idéal deKrx1, . . . , xns alors

IpVKpIqq “
?

I

2. SiV est une variété algébrique surK alors

VKpIpV qq “ V

Une interprétation du théorème est qu’on peut transposer tout énoncé sur les variétés algébriques en un énoncé sur
les idéaux radicaux (à condition queK soit algébriquement clos).

4 Réduction. Ordres monomiaux.

4.1 Ordres admissibles

Comme indiqué dans l’introduction du chapitre, afin de décrire un analogue de l’algorithme de Gauß nous devons
définir un ordre sur les monômes d’un polynôme.

Dans la suite,T px1, . . . , xnq “ T est l’ensemble des termes que l’on peut former avec les variablespx1, . . . , xnq.
Par suiteT est isomorphe aNn. Si t “ xα1

1 ¨ ¨ ¨ xαn
n P T , on notedegptq le degré totaldet:

degptq “
nÿ

i“1

αi

Définition 4. Soită un ordre total sur les exposants (donc dansT ≈ Nn); on dit queă estadmissiblesi l’une des
conditions équivalentes est vérifiée:

(i) 0 ď α pour toutα P T (autrement dită est un ordre total).

(ii) α ă β impliqueα ` γ ă β ` γ pour toutγ P T (c’est à dire que l’ordre monomial est compatible avec la
multiplication).

(iii) il n’y a pas de suite infiniepαiqiPN strictement décroissante.

Ordres usuels: lexicographique, DRL, . . .
On définit ensuite quelques ordres admissibles qui seront les plus utilisés. L’ordre qui induit le plus de structure

sur la base de Gröbner est l’ ordrelexicographique:

xα “ xpα1,...,αnq ăLex xβ “ xpβ1,...,βnq s’il existei tel que

"
αj “ βj pour j ă i
αi ă βiOrdre du degré lexicographique:

xα “ xpα1,...,αnq ăDeg xβ “ xpβ1,...,βnq si

$
’’’’&

’’’’%

α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn ă β1 ` ¨ ¨ ¨ ` βn

ou
α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn “ β1 ` ¨ ¨ ¨ ` βn

et

"
αj “ βj pour j ă i
αi ă βi

L’ordre qui sera le plus efficace en pratique (voir l’article (D. & M., 1987) pour une justification) pour le calcul Refaire
des bases de Gröbner sera l’ordre du degré lexicographique inverse (DRL)(F.S., 1916)
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xα “ xpα1,...,αnq ăDRL xβ “ xpβ1,...,βnq si

$
’’’’&

’’’’%

α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn ă β1 ` ¨ ¨ ¨ ` βn

ou
α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn “ β1 ` ¨ ¨ ¨ ` βn

et

"
αj “ βj pour j ą i
αi ą βi

Remarquer que l’inégalité est inverséeαi ą βi: c’est donc l’ordre obtenu en filtrant par le degré puis en inversant
l’ordre des variables et en prenant l’ordre lexicographiqueopposé.Pour le calcul des bases de Gröbner, l’ordre DRL
est l’ordre le plus efficace en pratique ((D. & M., 1987)) dans la majorité des exemples (cependant pour certains
exemples il peut être plus efficaces de calculer directement pour un ordre lexicographique).

Exemple 1. •

• Pour l’ordre lexicographique tel quez ăLex y ăLex x on a:

x3 ą x2y ą x2z ą xy2 ą xyz ą xz2 ą y3 ą y2z ą yz2 ą z3

• Pour l’ordre DRL tel quez ăDRL y ăDRL x on a:

x3 ą x2y ą xy2 ą y3 ą x2z ą xyz ą y2z ą xz2 ą yz2 ą z3

Ordre par blocs
On peut aussi fabriquer des ordres en découpant l’ensemble des variablesX “ rx1, . . . , xns en X1 Y X1 avec

X1 “ rx1, . . . , xis etX2 “ rxi`1, . . . , xns ; si on se donne deux ordres admissiblesă1 surNi et ă2 surNn´i:

xα “ xpα1,...,αnq ăX1,X2 xβ “ xpβ1,...,βnq si

$
’’&

’’%

xpα1,...,αiq ă1 xpβ1,...,βiq

ou"
pα1, . . . , αiq “ pβ1, . . . , βiq
et xpαi`1,...,αnq ă2 xpβi`1,...,βnq

On peut aussi définir des ordres pondérés (voir un exemple, l’ordreCa,b, dans la section??): par siw “ pw1, . . . , wnq
est vecteur d’entiers positifs alors on définit un degré total pondéré pour un termexα “ xpα1,...,αnq pardegwpxαq “
α1w1 ` ¨ ¨ ¨ ` αnwn.

4.2 Terme de tête

Une fois l’ordre admissible fixé il est facile d’identifier dans un polynômef son terme de tête (le plus grand terme du
support def ).

Soit f P Krx1, . . . , xns, f ‰ 0, tel quef “
ř

cpα1, . . . , αnqxα1
1 ¨ ¨ ¨ xαn

n (où cpα1, . . . , αnq sont des éléments de
K). On peut définir l’ensembleMpfq desmonômes def comme

Mpfq “ tcpα1, . . . , αnqxα1
1 ¨ ¨ ¨ xαn

n | cpα1, . . . , αnq ‰ 0u

L’ensembleT pfq destermes def est:

T pfq “ txα1
1 ¨ ¨ ¨ xαn

n | cpα1, . . . , αnq ‰ 0u

On définitTăpF q comme étant cet ensemble trié pour l’ordre admissibleă:

TăpF q “ SortptT pfq | f P F u , ăq

Le degré totaldef ‰ 0 est défini pardegpfq “ max tdegptq | t P T pfqu.

On peut maintenant définir leterme de têteLTăpfq, le monôme de têteLMăpfq, et lecoefficient de têteLCăpfq
def par rapport àă de la façon suivante:LTăpfq “ maxpT pfqq, LMăpfq “ maxpMpfqq, etLCăpfq comme étant
le coefficient deLMăpfq.
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Si F est un sous ensemble deKrx1, . . . , xns on peut étendre ces définitions:LMăpF q “ tLMăpfq | f P F u,
LTăpF q “ tLTăpfq | f P F u etT pF q “

Ť

fPF

T pfq.

Définition 5. On définit le p.p.c.m. (lcm en anglais) de deux termes par la formule:

lcmpxα, xβq “ x
maxpα1,β1q
1 ¨ ¨ ¨ xmaxpαn,βnq

n

Par extension, siă est un ordre admissible on définitlcmpf, gq “ lcmpLTăpfq, LTăpgqq où f et g sont des
polynômes deKrx1, . . . , xns.

Les ordres lexicographique et DRL vont induire des propriétés de structure différentes pour le calcul d’une base
de Gröbner:

Proposition 6. Soientf un polynôme deKrx1, . . . , xns et ă l’ordre lexicographique tel quex1 ą ¨ ¨ ¨ ą xn, alors si
LTăLexpfq P Krxi, . . . , xns on af P Krxi, . . . , xns. En particulier siLTăLexpfq P Krxns alors f est un polynôme en
une variable (enxn).

Proposition 7. Soitf un polynôme homogène deKrx1, . . . , xnset ă l’ordre DRL tel quex1 ą ¨ ¨ ¨ ą xn. On a les
propriétés suivantes:

1. sixk
n diviseLTăpfq pour un entierk ą 0 alorsxk

n divisef .

2. pour tout entierk P t1, . . . , nu si LTăpfq “ 0 mod txk, . . . , xnu alorsf “ 0 mod txk, . . . , xnu.

Remarque 2. Comme le montre la proposition7 la recherche d’éléments minimaux pour un ordre DRL conduira
à l’obtention de polynômes de "bas degré" tandis qu’un ordre lexicographique favorise l’apparition de polynômes
dépendant du plus petit nombre de variables.

4.3 Réduction d’un polynôme

Dans l’anneauK rXs des polynômes en une variable tous les idéaux sont engendré un seul polynôme. En effet si
pf, gq P K rXs2 alors l’idéalI “ Id pf, gq est engendré par le p.g.c.d. def et g; c’est à direI “ Id pgcd pf, gqq.
Le calcul du p.g.c.d de deux polynômes par l’algorithme d’Euclide repose essentiellement sur l’opération de division
euclidienne: pour toutpf, gq P K rXs2 on peut trouverpq, rq P K rXs2 tels quef “ q g ` r avecdeg prq ă deg pgq.
Dans cette section nous allons introduire une généralisation de la division euclidienne pour les polynômes en plusieurs
variables.

Plus exactement, nous allons introduire deux notions proches de réduction d’un polynômef par rapport à un
polynômep; attention, toutefois, il faut distinguer lanotion mathématiquede réductionf

p
ÝÑ g (qu’on pourrait

paraphraser parf peutse réduire eng modulop) et ladéfinition algorithmique(et doncdéterministe) g :“ REDUC-
TIONpf, pq. Ces deux définitions sont ensuite étendues pour réduire un polynômef par plusieurs polynômes: alors que
mathématiquement on considère un sous ensemble finiP deKrx1, . . . , xns, il est nécessaire d’ordonner les polynômes
d’un point de vue algorithmique. Dans ce dernier cas, on utilisera la notion deliste de polynômesF “ rf1, . . . , fms.

L’ordre admissibleă est supposé fixé.

Définition 6. Soientf, g, p P Krx1, . . . , xns tels quep ‰ 0, et soitP un sous ensemble fini deKrx1, . . . , xns. Alors
on dit que:

• f se réduit eng modulop (notationf
p

ÝÑ g), s’il existet P T pfq tel queLTppq diviset et g “ f ´ a
LCppq ˚

t
LTppq ˚ p oùa est le coefficient det dansf .

• f se réduit eng moduloP (notationf
PÝÑ g), si f

p
ÝÑ g pour un certainp P P .

• f est réductible modulop s’il existeg P Krx1, . . . , xns tel quef
g

ÝÑ g.
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• f est réductible moduloP s’il existeg P Krx1, . . . , xns tel quef
PÝÑ g.

• f est top réductible moduloP s’il existeg P Krx1, . . . , xns tel quef
PÝÑ g etLTpgq ă LTpfq.

• f
˚ÝÑ
P

g est la clôture réflexive transitive deÝÑ.

Nous donnons maintenant une version algorithmique de la réduction d’un polynôme par rapport à une liste (triée)
de polynômes:

Algorithme 1. REDUCTION

Input:

$
&

%

f un polynôme
F “ rf1, . . . , fms une liste de polynômes
ă ordre admissible

Output: un polynôme réduit.
f :“ p
while f ‰ 0 etf est top réductible moduloF do

k :“ min ti P t1, . . . , nu | LTpfiq divise LTppqu
f :“ f ´ LMpfq

LMpfkqfk

return f

Proposition 8. L’algorithmeREDUCTION 1 termine.

On remarque que la réduction d’un polynôme par une liste de polynômes n’est pas unique et que le résultat dépend,
a priori, de la façon d’ordonner les polynômes dans la listeF :

Exemple 2. Voici un exemple de réduction dont le résultat change selon l’ordre des calculs:f “ X2 `X, f1 “ X2 `
1, f2 “ X ` 2 (l’ordre monomial est ici sans importance on peut considérer, par exemple, l’ordre lexicographique).

• CalculonsREDUCTIONpf, rf1, f2sq: f est top-réductible modulorf1, f2s puisqueLT pf1q “ X2| LT pfq “ X2

on calcule doncf 1 :“ f ´ 1
1f1 “ X ´ 1; de nouveauf 1 est top-réductible modulorf1, f2s puisqueLT pf2q “

X| LT pf 1q “ X et

on calcule doncf
2

:“ f
1

´ 1
1f2 “ ´3; l’algorithme termine carLT

´
f

2
ˉ

“ 1 n’est plus top-réductible.

• On calcule maintenantREDUCTIONpf, rf2, f1sq: cette foisLT pf2q “ X| LT pfq “ X2 et donc

on calcule doncf 1 :“ f ´ X
1 f2 “ X ´ 1 “ X ´ 2X “ ´X; encore une foisLT pf2q “ X| LT pf 1q “ X et

on calcule doncf
2

:“ f
1

´ ´1
1 f2 “ 2; l’algorithme termine carLT

´
f

2
ˉ

“ 1 n’est plus top-réductible.

• On a doncREDUCTIONpf, rf1, f2sq “ 3 ‰ 2 “REDUCTIONpf, rf2, f1sq

• Avec la notion mathématique on a simultanémentf
˚ÝÑ

rf1,f2s
´3 etf ˚ÝÑ

rf1,f2s
2.

Proposition 9. 1. Sir “REDUCTIONpp, F q alors r ´ p P IdpF q

2. Sip ˚ÝÑ
F

r alors r ´ p P IdpF q

Corollaire 1. 1. Si r “REDUCTIONpp, F q alors il existe deux suites finiespgnqn“0,...,k et pmnqn“0,...,k des

monômes telles quegn P F et r ´ p “
řk

i“1 migi avecLTppq “ LTpm1g1q ą LTpm2g2q ą ¨ ¨ ¨ ą LTpmkgkq

2. Sip ˚ÝÑ
F

r alors il existe deux suites finiespgnqn“0,...,k et pmnqn“0,...,k des monômes telles quegn P F et

r ´ p “
řk

i“1 migi avecLTppq ě LTpmigiq pour touti P t1, . . . , ku.

Proposition 10. Sip “REDUCTIONpf, F q etp ‰ 0 alorsLTppq R IdpLTpF qq.
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Lorsqu’on considère deux polynômesf et g, en général on ne peut pas réduiref parg ou g parf . Par exemple
considérons le cas

f1 “ x2y ` x ` 1

f2 “ xy2 ´ 3

Dans ce cas il est nécessaire, pour "éliminer les termes de têtes" de multiplierf1 etf2 par des monômes:

y f1 ´ x f2 “ y px ` 1q ´ x p´3q “ xy ` 3x ` y

La formule suivante du S-polynôme donne une définition précise pour cette opération dans le cas général, cette
opération est une composante essentielle de l’algorithme de Buchberger:

Définition 7. LeS-polynômedef etg est défini par

Spolpf, gq “ LCpgq
lcmpf, gq
LTpfq

f ´ LCpfq
lcmpf, gq
LTpgq

g

4.4 Réduction totale d’un polynôme

La fonction REDUCTION se contente de simplifier (réduire) le terme de tête d’un polynôme. La fonction REDUC-
TIONTOTALE permet de réduire tous les termes d’un polynôme (et donc d’obtenir une expression plus canonique):

Algorithme 2. REDUCTIONTOTALE

Input:

$
&

%

f un polynôme
F “ rf1, . . . , fms une liste de polynômes
ă ordre admissible

Output: un polynôme totalement réduit.
p :“ f etp0 :“ 0
while p ‰ 0 do
p :“REDUCTIONpp, F q
p0 :“ p0 ` LMppq
p :“ p ´ LMppq

return p0

On peut facilement adapter les propositions liées à la fonction de réduction pour la fonction de réduction totale:

Proposition 11. L’algorithmeREDUCTIONTOTALE termine.

Proposition 12. 1. Sip “REDUCTIONTOTALEpf, F q alorsT ppq X IdpLTpF qq “ H

2. Sir “REDUCTIONTOTALEpf, F q alors r ´ f P IdpF q.

5 Bases de Gröbner

5.1 Définition d’une base de Gröbner

La définition suivante de base de Gröbner est purement mathématique et permet donc de définir indépendamment de
tout algorithme une base "canonique" d’un idéal. Fort heureusement, il existe aussi plusieurs algorithmes permettant
de calculer une base de Gröbner (voir la description de l’algorithme3 de Buchberger plus bas).

Définition 8. SoitI un idéal. Un sous ensemble finiG “ pg1, . . . , gkq deKrx1, . . . , xns est dit une base de Gröbner
deI pour l’ordre admissibleă si pour toutf P I il existe1 ď i ď k tel queLTpgiq diviseLT pfq.
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Figure5.1: structure en escalier d’une base de Gröbner.

Afin de visualiser le concept de base de Gröbner, il est commode de reporter sur un dessin (voir figure5.1) les points
LTpfq pourf P I; par exemple, en dimensionn “ 2, s’il existe un polynômef0 de l’idéalI tel queLTpf0q “ x4y2

on reporte sur le dessin le point de coordonnéesp4, 2q. On itère le processus pour tous les polynômesf de l’idéalI.
Dans notre exemple on sait quexiyj f0 P I pour toutpi, jq P N2; ainsiLT

`
xiyj f0

˘
“ xiyj LTpf0q “ x4`iy2`j et

on reporte sur le dessin tous les pointsp4 ` i, 2 ` jq pour tout0 ď i, j; c’est donc tout le quadrant supérieur au point
p4, 2q qui est ainsi hachuré sur la figure. Le dessin met en évidence lastructure d’escalier: les points minimaux sont
justement les éléments de la base de Gröbner.

Théorème 13.On fixe un ordre admissibleă. Tout idéalI possède une base de GröbnerG.

Proof. On pourrait démontrer ce théorème par une preuve non constructive (basée sur le lemme de Dickson) mais nous
allons donner unalgorithmepermettant de calculer une base de Gröbner à partir d’un système degénérateurs.

Théorème 14. (Buchberger) SoientG “ rg1, . . . , gks Ă Krx1, . . . , xns et ă un ordre admissible fixé. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) G est une base de Gröbner deIdpg1, . . . , gkq pour ă.

(ii) REDUCTIONpp,Gq “ 0 si et seulement sip P IdpGq.

Théorème 15. (Buchberger) SoitG “ rg1, . . . , gks une base de Gröbner deIdpg1, . . . , gkq pour un ordreă fixé.
Alors REDUCTIONTOTALEpp,Gq est unique quelque soit la stratégie de réduction (c’est à dire quelque soit la façon
d’ordonnerG).

Définition 9. Soit G “ rg1, . . . , gks une base de Gröbner d’un idéalI pour un ordre admissibleă; pour tout
polynômef , on noteNORMALFORMpf,G, ăq le résultat de la fonctionREDUCTIONTOTALEpf,Gq. On notera aussi
NFpf,G, ăq cette forme normale.

5.2 Algorithme de Buchberger

La forme la plus simple de l’algorithme de Buchberger est maintenant présentée; une notion fondamentale dans la
description de l’algorithme est la notion de paire critique.une paire critiqueest simplement un couple de polynômes
pf, gq pour lesquels on va calculer un S-polynôme; l’algorithme maintient une liste de tels couples (ou encore liste des
paires critiques) qu’il faudra tous explorer. À noter que, sous cette forme, l’algorithme de Buchberger est totalement
inefficace, mais on verra plus loin comment lui adjoindre des critères (les critères de Buchberger) permettant de limiter
la liste des paires critiques et donc de le rendre plus efficace.
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Algorithme 3. (Buchberger)

Input:
"

F “ rf1, . . . , fss une liste de polynômes
ă un ordre admissible

Output: G un sous ensemble (fini) deKrx1, . . . , xns.
G :“ F etm :“ s
P :“ tpfi, fjq | 1 ď i ă j ď mu la liste des paires critiques
while P ‰ H do
Choisir et retirer deP une paire critiquepf, gq
fm`1 :“ Spolpf, gq
fm`1 :“REDUCTIONpfm`1, Gq
if fm`1 ‰ 0 then

m :“ m ` 1
P :“ P Y tpfi, fmq | 1 ď i ă mu
G :“ G Y tfmu

return G

Remarque 3. Pour plus d’efficacité, dans l’algorithme de Buchberger, on peut utiliser la fonctionREDUCTIONTO-
TALE à la place de l’appel à la fonctionREDUCTION. Sous cette forme, l’algorithme possède plusieurs degrés de
liberté: ainsi, dans la boucle principale, on peut choisir n’importe quelle paire critique; en pratique, cependant, il
est nécessaire de ne pas choisir les paires critiques dans un ordre arbitraire (voir la section6.2 sur les stratégies de
calcul).

Exemple 3. On considère l’ordre lexicographiquex ą y et la liste de polynômesF “
“
f1 “ x2y ´ 1, f2 “ xy2 ´ 3

‰

et on applique l’algorithme de Buchberger:
InitialementP “ trf1, f2su etG “ rf1, f2s

1. P “ trf1, f2su on calculef3 :“ Spol pf1, f2q “ ´y ` 3 x puisf3 :“REDUCTIONpf3, Gq “ 3 x ´ y

On ajoute donc un nouvel élément dansG: G “ rf1, f2, f3s etP “ trf1, f3s, rf2, f3su

2. P “ trf1, f3s, rf2, f3su on calculef4 :“ Spol pf1, f3q “ xy2 ´ 3 puisREDUCTIONpf4, Gq “ 0

3. P “ trf2, f3su on calculef4 :“ Spol pf2, f3q “ ´9 ` y3 puisf4 :“REDUCTIONpf4, Gq “ y3 ´ 9

On ajoute donc un nouvel élément dansG: G “ rf1, f2, f3, f4s etP “ trf1, f4s, rf2, f4s, rf3, f4su

4. P “ trf1, f4s, rf2, f4s, rf3, f4su on calculef5 :“ Spol pf1, f4q “ ´y2 ` 9 x2 puisREDUCTIONpf5, Gq “ 0

5. P “ trf2, f4s, rf3, f4su on calculef5 :“ Spol pf1, f4q “ ´3 y ` 9 x puisREDUCTIONpf5, Gq “ 0

6. P “ trf3, f4su on calculef5 :“ Spol pf1, f4q “ ´y4 ` 27 x puisREDUCTIONpf5, Gq “ 0

7. P “ H l’algorithme termine et retourneG “ rx2y ´ 1, xy2 ´ 3, 3 x ´ y, y3 ´ 9s.

Dans un premier temps on montre de façon non constructive la terminaison de l’algorithme de Buchberger; la
preuve complète sera donnée dans la section suivante (théorème21).

Théorème 16.L’algorithme de Buchberger termine.

Proof. On sait déjà que l’appel à la fonction REDUCTION se termine (voir proposition8) et donc la preuve de la
terminaison de l’algorithme de Buchberger se fait en remarquant que le seul moment oùIdpGq change est lorsqu’on
passe par la ligneG :“ G Y tfmu dans l’algorithme de Buchberger; dans ce casIdpG Y tfmuq Ě IdpGq et, a fortiori,
IdpLTpGq Y tLTpfmquq Ą IdpLTpGqq.

Commefm “REDUCTIONpfm, Gq on sait quefm n’est pas réductible parG; autrement ditLTpfmq n’est pas
dansIdpLTpGqq (proposition10) d’où l’inclusion stricte:

Id pLTpG Y tfmuq Ľ IdpLTpGqq.

Par conséquent, si l’algorithme de Buchberger ne se terminait pas, on pourrait fabriquer une suite infinie strictement
croissant d’idéaux monomiaux:Im “ Im´1 ` Id pLT pfmqq pourm ą s et Is “ Id pF q. D’après le théorème2 on
aurait unecontradiction.
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Pour compléter la preuve complète de l’algorithme de Buchberger nous avons besoin d’un théorème caractérisant
les bases de Gröbner qui fait l’objet du paragraphe suivant (voir théorème21).

5.3 Caractérisation d’une base de Gröbner

Le théorème de caractérisation suivant permet de prouver l’algorithme de Buchberger , la version forte de Buchberger
avec critères et l’algorithme F4; l’énoncé de ce théorème dépend de la notion det´représentation oùt est un terme:
lorsqu’on considère un élémentf d’un idéalIdpp1, . . . , pkq, il existe, souvent, une infinité d’écrituref “

řk
i“1 gi pi

avecgi P Krx1, . . . , xns; unet´représentation permet de "borner" une telle écriture en imposantt ě LTpgi piq pour
tout i P t1, . . . , ku.

Définition 10. SoientP “ rp1, . . . , pks un sous ensemble fini deKrx1, . . . , xns, f P Krx1, . . . , xns, f ‰ 0 et t P T .
S’il existepg1, . . . , gkq P Krx1, . . . , xnsk tels que:

f “
kÿ

i“1

gipi

alors on dit que c’est unet´représentationde f par rapport àP si t ě LTpgipiq pour tout1 ď i ď k. On note
f “ OP ptq cette propriété et on notef “ oP ptq lorsqu’il existet1 P T tel quet1 ă t etf “ OP pt1q.

Exemple 4. On considère l’exemple suivant dansQ rx, y, zs avec l’ordre DRLz ă y ă z et les polynômesf “
x2yz ´ xy2z, f1 “ xy2 ` xyz, f2 “ x2y ` xyz alors

f “ x f1 ` y f2

On a donc une écriture def P Id pf1, f2q sous la formef “ g1 f1`g2 f2 mais ce n’est pas uneLTpfq´représentation
puisqueLT px f1q “ LTpy f2q “ x2y2 ą LT pfq.

Proposition 17. Sif, g sont des polynômes,t un terme,P un sous ensemble fini de polynômes alors

f “ OP ptq g “ OP ptq implique f ` g “ OP ptq
f “ oP ptq g “ oP ptq implique f ` g “ oP ptq
f “ OP ptq u P T implique uf “ OP putq
f “ oP ptq u P T implique uf “ oP putq

Le corollaire1 nous permet de montrer:

Proposition 18. 1. SiREDUCTIONpp, P q “ 0 alorsp “ OP pLTppqq.

2. Sip ˚ÝÑ
P

0 alorsp “ OP pLTppqq.

Le théorème suivant donne une caractérisation non algorithmique des bases de Gröbner (car elle implique un
nombre de tests infini):

Théorème 19.G est une base de Gröbner si et seulement si@0 ‰ f P IdpGq, f “ OGpLTpfqq.

Proof. • Si on suppose queG est une base de Gröbner (constitué de polynômes unitaires), alors@f ‰ 0 P IdpGq,
REDUCTIONpf,Gq “ 0 doncf “ OGpLTpfqq d’après la proposition1.

• Réciproquement, soitf un élément quelconque deIdpGq; par hypothèse on peut écriref sous la formef “
řk

i“1 higi avecLTpfq ě maxi LTphigiq. L’inégalité stricte est impossible donc il existei P t1, . . . , ku tel que
LTpfq “ LTphigiq. Doncf est top réductible pargi donc parG etG est une base de Gröbner.

Le théorème permet de caractériser les bases de Gröbner; il peut servir à la fois dans la preuve de correction de
l’algorithme de Buchberger mais aussi pour la preuve des algorithmes utilisant l’algèbre linéaire commeF4 (théorème
44):
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Théorème 20. SoitG Ă Krx1, . . . , xns un ensemble fini de polynômes ne contenant pas zéro. On suppose que pour
tout pg1, g2q P G2, Spolpg1, g2q “ 0 ouSpolpg1, g2q “ oGplcmpg1, g2qq. AlorsG est une base de Gröbner deIdpGq.

Corollaire 2. (Buchberger) SoitG un sous ensemble fini de polynômes.G est une base de Gröbner si et seulement si
Spolpf, gq ˚ÝÑ

G
0 pour toutpf, gq P G2 tels quef ‰ g.

Proof. Soientpf, gq P G2, f ‰ g. On poset “ LTpSpolpf, gq ă lcmpLTpfq, LTpgqq. Si Spolpf, gq ˚ÝÑ
G

0 alors

d’après la proposition1 Spolpf, gq “ OGpLTpSpolpf, gqqq “ OGptq “ oGplcmpf, gqq.

Le corollaire suivant donne un moyen algorithme pour vérifier qu’une liste de polynômes est une base de Gröbner:

Corollaire 3. SoitG un sous ensemble fini de polynômes.G est une base de Gröbner si et seulement siREDUCTIONpSpolpf, gq, Gq “
0 pour toutpf, gq P G2.

Proof. Soientpf, gq P G2, f ‰ g. On poset “ LTpSpolpf, gq ă lcmpLTpfq, LTpgqq. Si REDUCTIONpSpolpf, gq, Gq “
0 alors d’après la proposition1 Spolpf, gq “ OGpLTpSpolpf, gqqq “ OGptq “ oGplcmpf, gqq.

On peut maintenant terminer la preuve de correction de l’algorithme de Buchberger:

Théorème 21.L’algorithme de Buchberger calcule une base de Gröbner de l’idéal engendré parpf1, . . . , fmq.

Proof. On noteGm la baseG à l’étapem. Gs “ F et Gk “ G la base finale. On aGs Ă Gs`1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Gk. Pour
tout1 ď i ă j ď k on a:pfi, fjq est une paire critique donc il existe une étapem ď k où cette paire a été considérée;
deux cas se présenter:

ou REDUCTIONpSpolpfi, fjq, Gmq “ 0 doncSpolpfi, fjq ˚ÝÑ
Gk

0

ou REDUCTIONpSpolpfi, fjq, Gmq “ fm`1 ‰ 0 et doncGm`1 “ tfm`1u Y Gm, par conséquent REDUC-

TIONpSpolpfi, fjq, Gm`1q “ 0 doncSpolpfi, fjq ˚ÝÑ
Gk

0. La preuve est terminée grâce au corollaire2.

5.4 Base de Gröbner minimale et réduite. Unicité

À une normalisation près, on va montrer qu’une base de Gröbner pour un ordre fixé est unique.

Définition 11. Une base de GröbnerG est minimale si pour toutg P G

(i) LCăpgq “ 1

(ii) LTăpgq R IdpLTăpGztguqq

L’algorithme suivant permet de rendre minimale une base de Gröbner:

Algorithme 4. MIN GBASIS

Input: F “ rf1, . . . , fms une base de Gröbner
Output: une base de Gröbner minimale.
if F “ H then

return H
p le plus grand élément deF pour ă
G :“ minGBasispF ztpuq
if p n’est pas top réductible moduloG then

G :“ G Y
!

p
LCppq

)

return G

Proposition 22. SiG est une base de Gröbner poură etG1, G2 des bases de Gröbner minimales deG poură. Alors

(i) LTpG1q “ LTpG2q
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(ii) cardinal G1 = cardinal G2

Une de Gröbner base minimale rendre une base de Gröbner vraiment unique il faut des hypothèses plus fortes que
pour une base minimale:

Définition 12. Une base de GröbnerG est réduite si pour toutg P G

Proposition 23. (i) LCpgq “ 1

(ii) T pgq X IdpLTpGztguqq “ H

L’algorithme suivant permet de calculer une base réduite:

Algorithme 5. BASEREDUITE

Input: F “ pf1, . . . , fmq une base de Gröbner
Output: une base de Gröbner réduite.
G “ minGBasispF q “ rg1, . . . , gks
return rREDUCTIONTOTALEpgi, Gztgiuq i “ 1, . . . , ks

On peut facilement modifier l’algorithme de Buchberger pour qu’il retourne une base de Gröbnerréduite:

Algorithme 6. de Buchberger

Input:
"

F “ rf1, . . . , fss une liste de polynômes
ă un ordre admissible

Output: G un sous ensemble (fini) deKrx1, . . . , xns.
G :“ F etm :“ s
P :“ tpfi, fjq | 1 ď i ă j ď mu la liste des paires critiques
while P ‰ H do
Choisir et retirer deP une paire critiquepf, gq
fm`1 :“REDUCTIONpSpolpf, gq, Gq
if fm`1 ‰ 0 then

m :“ m ` 1
P :“ P Y tpfi, fmq | 1 ď i ă mu
G :“ G Y tfmu

return BASEREDUITEpGq

L’avantage de calculer une base de Gröbner complètement réduite est que le résultat est alors unique (et donc
canonique) une fois l’ordre fixé:

Théorème 24. SoientI un idéal etă un ordre admissible fixé. Alors il existe une unique base de Gröbner complète-
ment réduite de l’idéalI.

5.5 Propriétés des bases de Gröbner. Élimination.

Une autre propriété fondamentale des bases lexicographiques est de pouvoiréliminerdes variables:

Théorème 25(Elimination Theorem). Soit I un idéal deKrx1, . . . , xns, et k P t1, . . . , nu. Si G est une base de
Gröbner pour l’ordre lexicographique ou un ordre par blocs deI, alors Gk “ G X Krxk, . . . , xns est une base de
Gröbner deIk “ I XKrxk, . . . , xns.

Proof. On fixek P t1, . . . , nu. On veut montrer queGk est une base de Gröbner deIk: soit f P Ik. A fortiori f P I,
donc il existeg P G tel queLTpgq divise LTpfq P Krxk, . . . , xns d’où LTpgq P Krxk, . . . , xns; en appliquant la
proposition6 on obtient queg P Krxk, . . . , xns. DoncGk est une base de Gröbner deIk.

Remarque 4. En particulier, si on applique le théorème25 avecl “ n on obtient queG X Krxns est une base de
Gröbner deIn “ I X Krxns dansKrxns ; commeIn est un idéal principal, il est donc engendré par un polynôme
Pnpxnq (éventuellement nul).
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En pratique pour éliminer on préfère éviter l’usage de l’ordre lexicographique qui est en général très coûteux. Pour
cette raison on définit la notion d’ordre d’élimination:

Définition 13. SoitKrx1, . . . , xn, y1, . . . , yss, un ordreă est un ordre d’élimination par rapport ày1, . . . , ys si

@f P Krx1, . . . , xn, y1, . . . , yss, LTpfq P f P Kry1, . . . , yss impliquef P Kry1, . . . , yss

Un exemple d’ordre d’élimination est l’ordre par blocăDRL,DRL où le premier groupe de variables estrx1, . . . , xns
et le deuxième groupe de variables estry1, . . . , yss.

Théorème 26.Si I est un idéal deKrx1, . . . , xn, y1, . . . , yss, ă un ordre d’élimination par rapport ày1, . . . , ys etG
une base de Gröbner deI pour cet ordre alorsG XKry1, . . . , yss est une base de Gröbner deI XKry1, . . . , yss.

Base de Gröbner pour un ordre du degré
Bien que la forme d’une base de Gröbner pour un ordre du degré (par exemple l’ordre DRL) ne soit pas simple à

décrire ces bases ont la propriété de contenir tous les polynômes de plus bas degré d’un idéalI. Plus exactement on
peut calculer une base deId “ tg P I | degpgq “ du lorsqued est le degré minimal d’un élément non nul deI:

Théorème 27. SoitI Ă Krx1, . . . , xns, d “ mintdegpfq | 0 ‰ f P Iu, etG une base de Gröbner pour l’ordre DRL
deI. Alors:

VectK ptg P G | degpgq “ duq “ VectK pIdq ,

où Id “ tg P I | degpgq “ du. Autrement dit, les éléments de plus bas degré deG forment une base (comme
espace vectoriel) deId.

6 Stratégies - Polynômes homogènes

Dans l’algorithme de Buchberger il existe de nombreux choix (par le choix d’une paire critique) qui n’influent pas sur
le résultat final mais qui ont une incidence très grande sur le temps de calcul, on appelle ces choix desstratégies; l’idée
commune des stratégies est de se ramener plus ou moins au cas homogène; en effet pour les polynômes homogènes il
existe une stratégie – la stratégie normale – qui consiste à traiter en priorité les paires critiques de plus bas degré; la
motivation de cette stratégie provient du fait que pour les polynômes homogènes on peut définir une notion de base
de Gröbner tronquée en degréd ayant les mêmes propriétés qu’une base de Gröbner lorsqu’on se limite au polynômes
de degréd. Appliquer la stratégie normale revient donc à calculer successivement des bases de Gröbner tronquées en
degréd, d ` 1, d ` 2, . . ..

6.1 Base de Gröbner tronquée

Définition 14. Un polynômef est homogène si pour toutt P T pfq on adegptq “ degpfq.

Supposons que tous les polynômes deF sont homogènes. Pour toutpf, gq P F 2, les polynômesh “ Spolpf, gq “
mf ´ m

1
g etf Ñ f 1 “ f ´ mp, oùLTpmpq P T pfq, sont encore homogènes. La définition suivante est donc bien

fondée:

Définition 15. Si f1, . . . , fm sont des polynômes homogènes etă un ordre admissible, on noteGd le résultat de
l’algorithme de Buchberger tronqué au degréd appliqué à la liste de polynômesrf1, . . . , fms (c’est à dire qu’on
élimine toutes les paires critiques dont le degré total (voir la définition29) estą d); on appelleGd uned-base de
Gröbner deI “ Id pf1, . . . , fmq pour l’ordre ă.

Le théorème suivant ((Lazard D., 1983), (Becker T. and Weispfenning V., 1993) p. 471) permet de donner une
structure à cette liste de polynômes lorsqu’ils sont homogènes:

Théorème 28.Pour des polynômes homogènesf1, . . . , fm, Gd est une base de Gröbner “jusqu’au degréd” pour un
ordre ă; les propriétés suivantes sont vérifíees:
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• ˚ÝÑ ne dépend pas de l’ordre des calculs pour les polynômesf tels quedegpfq ď d.

• Pour toutp P I tel quedegppq ď d on ap
˚ÝÑ 0

• Spolpf, gq ˚ÝÑ 0 pour pf, gq dansG2
d tels quedegplcmpLTpfq, LTpgqqq ď d

On a inclusion des bases de Gröbner, et il existed8 tel que

G2 Ă G3 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Gd8 “ Gd8`1 “ G

oùG est la base de Gröbnerf1, . . . , fm,

6.2 Stratégie normale. Polynômes homogènes.

6.2.1 Stratégie sur le choix des paires critiques et la réduction des polynômes

Le choix d’une paire critique est le principal problème de choix dans l’algorithme de Buchberger.La stratégie la plus
naturelle pour sélectionner les paires critiques est de considérer prioritairement les paires de bas degré:

Algorithme 7. SELECTION (Stratégie Normale)

Input: P ‰ 0 une liste de paires critiques
Output: sélection d’une paire dansP
P “ rpfi, giq, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , ks
t0 “ minătlcmpLTpfiq, LTpgiqq, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , ku
Di0 tel quelcmpLTpfi0q, LTpgi0qq “ t0
return pfi0 , gi0q

6.2.2 Stratégie pour la réduction d’un polynôme.

Pour des polynômes homogènes, en suivant la
stratégie normale, on obtient le diagramme suiv-
ant (voir figure6.2.2) donnant le degré maximal du
monômelcmpLTpfq, LTpgqq en fonction de l’étape
de l’algorithme. La stratégie est d’un certain point de

vue optimale puisqu’on va successivement calculer
bases de Gröbner tronquéeGd Ă Gd`1 Ă ¨ ¨ ¨ (en
particulier les polynômes calculés‰ 0 sont dans la
base finale).

Étapes du calcul

deg lcmLTpfq, LTpgq

2

3

4

5

Fig 6.2.2: comportement avec des polynômes homogènes.

6.3 Cas affine - Homogénéisation

En revanche, si on applique cette même stratégie à des polynômes affines, on observe des chutes de degré (voir la
figure6.3). Ceci induit souvent un comportement chaotique de l’algorithme et, par exemple, une croissance exagérée
des coefficients.
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Pour remédier à ce problème, on ramène le cas des polynômes
affines au cas des polynômes homogènes par homogénéisation :

Définition 16. On définit l’opération d’homogénéisation des
polynômes:

Krx1, ¨ ¨ ¨ , xns Ñ Krx1, ¨ ¨ ¨ , xn, hs
f ÞÑ fh “ hdegpfq ¨ fp x1

h , ¨ ¨ ¨ , xn

h q

On notefH
i la partie homogène de plus haut degré defi:

fH
i “ fhpx1, ¨ ¨ ¨ , xn, 0q

Réciproquement on peut déshomogénéiser:

Étapes du calcul

deg lcmLTpfq, LTpgq

2

3

4

5

Fig 6.3: comportement en affine

Krx1, ¨ ¨ ¨ , xn, hs Ñ Krx1, ¨ ¨ ¨ , xn, hs
f ÞÑ fh “ fpx1, ¨ ¨ ¨ , xn, 1q

Théorème 29.SoitF Ă Krx1, ¨ ¨ ¨ , xns un ensemble fini, on considèreFh les polynômes homogènes obtenus à partir
deF par homogénéisation. On peut ensuite calculer une base de Gröbner,G, deF h en utilisant la stratégie normale.
Enfin, par déshomogénéisation, on obtient une liste de polynômesG1 “ Gh. AlorsG1 est une base de Gröbner (non
réduite) deF .

Résumons la stratégie sur un diagramme:

homogénéisation
F ÝÑ Fh

Ù ? Ó
Gh ÐÝ G :“ Groebner pF hq

déshomogénéisation

Remarque 5. La base de Gröbner ainsi obtenue n’est pas réduite. On peut dire que cette différenceGhzG constitue
des solutions parasites (ou encore "solutions à l’infini") correspondant àh “ 0.

7 Que peut on lire sur une base de Gröbner ?

7.1 Nombre fini de solutions

Si pf1, . . . , fmq est un système d’équations, on lui associeI l’idéal Idpf1, . . . , fmq et on calcule une base de Gröbner
réduiteG deI pour un ordre admissibleă fixé (mais pas nécessairement l’ordre lexicographique).

On peut détecter immédiatement si le système admet des solutions:

Proposition 30. Le système admet des solutions dans la clôture algébrique deK si et seulement siG n’est past1u.

il est très facile de détecter si l’ensemble des solutions est fini.

Lemme 1. On suppose queL est algébriquement clos. On noteπi :

ˆ
Ln ÝÑ L

px1, . . . , xnq ÞÑ xi

˙

est la ième

projection etπipVLpIqq est fini alors il existe un polynôme en une variablep P KrXs tel queppxiq P I.

Le corollaire suivant est immédiat d’après la définition d’une base de Gröbner et permet de lire directement la
propriété sur n’importe quelle base de Gröbner:

Corollaire 4. Si πipVLpIqq est fini etG une base de Gröbner deI alors il existep P G tel queLTppq “ xk
i pour un

certaink.

17



La réciproque est fausse en général sauf si on suppose que l’escalier est fini (c’est à dire sur le dessin que les
points qui se trouvent sous l’escalier sont en nombre fini). La preuve du lemme suivant est constructive et permet de
construire un polynôme univarié:

Théorème 31. Si pour touti P t1, . . . , nu, LTppiq “ xki

i où pi P G alors VLpIq est fini. Autrement dit, le système
admet un nombre fini de solutions.

Théorème 32.SoitD le nombre de monômes sous l’escalier. SiD est fini,D est le nombre de racines dans la clôture
algébrique comptée avec multiplicité.

7.2 Fonction et série de Hilbert. Dimension. Degré.

La fonction de Hilbert d’un idéalI regroupe des propriétés combinatoires et géométriques associées à cet idéal. Cette
fonction est une donnée intrinsèque de l’idéal, et ne dépend pas, en particulier, du système de générateurs choisi. Nous
rappelons la définition et les propriétés essentielles de la fonction de Hilbert (pour plus de détails voir (Cox et al. ,
2007)). La fonction est un outil essentiel pour estimer la complexité des calculs et en particulier la taille des matrices
générées par les algorithmes de typeF4 etF5.

Pourd P N l’ensembleKrx1, . . . , xnsd “ tf P Krx1, . . . , xns | degpfq “ du est unK espace vectoriel de dimen-
sion

`
n`d´1

d

˘
. Si I est un idéal, alorsId “ I XKrx1, . . . , xnsd est aussi unK espace vectoriel.

Définition 17. La fonction de Hilbert d’un idéal homogèneI “ Id pf1, . . . , fmq en degréd est définie par

HFIpdq “ HFpdq “ dimpKrx1, . . . , xns{Iqd “ dimpKrx1, . . . , xnsdq ´ dimpIdq

Théorème 33. (Hilbert) À partir d’un certain degréd0 il existe un polynômeP tel que

HFIpdq “ P pdq pourd ě d0

d0 est appelé la régularité de Hilbert, ou indice de régularité; on le note notéHpIq.
Le degré deP est la dimension de l’idéal et notédimpIq.

Définition 18. La série de Hilbert est la série génératrice deHFI :

HSIpzq “
ÿ

dě0

HFIpdq zd

d’après le théorème33c’est une fraction rationnelle, qui peut s1écrire

Npzq
p1 ´ zqd

avecNp1q ‰ 0

oùd est ladimensiondeI etNp1q est ledegré de l’idéalI (noté aussidegpIqq.

Remarque 6. Lorsqu’on voudra parler de la dimension d’unK espace vectorielE on utilisera la notationdimKpEq
afin de distinguer la dimension d’un idéaldimpIq.

7.3 Calcul de la dimension d’un idéal

À partir de la fonction de Hilbert d’un idéalI on peut calculer ladimensionet le degréde l’idéal. Intuitivement
la dimension d’un idéal premier ou d’une variété algébrique est le nombre de “paramètres libres”. Pour un idéalI
quelconque, la dimension deI est le maximum des dimensions dans une décomposition en idéaux premiers. De façon
pratique:

Proposition 34. Si I est un idéal etG une base de Gröbner, alorsdimpIq “ dimpLTpGqq “ dimp
a

LTpGqq.
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Comme de plus la dimension d’un idéal est égale a la dimension de l’idéal radical on peut se contenter de calculer
dimpflatpLTpGqqq oùflatpxα1

1 ¨ ¨ ¨ xαn
n q “ x

β1
1 ¨ ¨ ¨ xβn

n oùβi “ 1 si αi ‰ 0 etβi “ 0 si αi “ 0.

L’exemple suivant est un exemple classique dans la résolution des équations algébriques:

(Cyclic n) Cn

$
’’’’’’&

’’’’’’%

Cn,0 “ 0
¨ ¨ ¨
Cn,k “ 0
¨ ¨ ¨
Cn,n´2 “ 0
Cn,n´1 “ n

avecCn,k “
n´1ÿ

i“0

kź

j“0

xpi`jq mod n

Exemple: Cyclic 4 SoitG4 la base de Gröbner deC4 pour l’ordre DRL surra, b, c, ds.

LTpGq “ rc2d4, c3d2, bd4, bcd2, bc2, b2, as

on calcule le radical:

Idp
a

LTpGqq “ Idpcd, cd, bd, bcd, bc, b, aq “ Idpcd, a, bq “ Idpd, a, bq X Idpc, a, bq

et le système est de dimension1.

7.4 Suites régulières. Degré de régularité

Considérons un système algébriqueF “ rf1, . . . , fms auquel on applique un algorithme de calcul de base de Gröbner
commeF4 (voir la section9) qui utilise l’algèbre linéaire pour effectuer les calculs: dire qu’une matrice générée par
cet algorithme n’est pas de rang plein est équivalent à dire que les lignes de cette matrice ne sont pas indépendantes.
Comme chaque ligne de la matrice est un produitt ˆ f où t est un terme etf P F , la dépendance linéaire s’exprime
sous la forme

ř
fPF,tPT λt,f t f “ 0 ou en regroupant les termes:

mÿ

i“1

gifi “ 0 (5)

où lesgi sont des polynômes deKrx1, . . . , xns. On dit encore quepg1, . . . , gmq est une syzygie. On peut aussi écrire
la relation (5) sous la forme:

g1f1 “ 0 modulo Idpf2, . . . , fmq (6)

autrement dit on a undiviseur de zéropsi g1 ‰ 0q.
Pour un système linéaire on dit que le système est non singulier s’il n’existe pas de combinaison linéaire non nulle

mÿ

i“1

λi fi “ 0 avecλi P K (7)

mais pour les systèmes algébriques il n’est pas possible d’imposer la non existence de relations (5) non nulles: en
effet il existe toujours des relations

fi fj ´ fj fi “ 0 (8)

qui sont des syzygies triviales; ainsi il est naturel de dire définir qu’un système est régulier s’il n’existe pas de
relation de type (5) hormis les relations triviales (voir aussi la définition19de la section2):

19



Définition 19. Définition géométrique: le systèmepf1, . . . , fmq de polynômeshomogènesest régulier si pour tout
i P t1, . . . ,mu, la dimension dexf1, . . . , fiy estn ´ i. On dit encore que la suitepf1, . . . , fmq est régulière.

Définition algébrique: le systèmepf1, . . . , fmq de polynômeshomogènesest régulier si pour touti “ 1, . . . ,m et
g tel que

g ¨ fi P xf1, . . . , fi´1y

alorsg est aussi dansxf1, . . . , fi´1y.
Le systèmepf1, . . . , fmq de polynômes (pas nécessairement homogènes) est régulier si le systèmepfh

1 , . . . , fh
mq

l’est ( fh
i est la partie homogène de plus haut degré defi).

Remarque 7. On peut aussi caractériser les suites régulières en disant qu’il n’existe pas de relations algébriques non
nulles de la forme: ÿ

i

gi ¨ fi “ 0 avecgi P Krx1, . . . , xns

hormis les relations induites par les relations trivialesfifj “ fjfi.

Remarque 8. En utilisant la définition géométrique, il est facile de voir qu’il n’existe pas de système régulier lorsque
m ą n; la définition40est adaptée au cas des systèmes sur-déterminés (la semi-régularité) de la section14.

Pour une suite régulière on peut calculer explicite ment la série de Hilbert, la dimension de la variété algébrique
associée qui est nécessairementn´m. Les suites régulières sont également caractérisées par l’absence de diviseurs de
zéro : une suite est régulière si lei-ème polynômef n’est pas diviseur de zéro dansKrx1, . . . , xns{xf1, . . . , fmy. Les
propriétés suivantes permettent de caractériser les suites régulières ((Coxet al. , 1998; Lang, 2002; Fröberg, 1997)) et
leur comportement par rapport à un calcul de base de Gröbner est parfaitement connu:

Théorème 35. 1. pf1, . . . , fmq est régulier si et seulement si sa série de Hilbert (voir définition18) est égale à:

HSxf1,...,fmypzq “
ÿ

dě0

HFxf1,...,fmypdq zd “

mś

i“1

p1 ´ zdiq

p1 ´ zqn

2. après un changement linéaire générique des variables le degré des polynômes d’une base de Gröbner pour un
ordre DRL est borné par le l’index de régularité:

Borne de Macaulay:
mÿ

i“1

pdi ´ 1q ` 1

Proof. Pour la preuve depiq voir (Lang, 2002, Theorem 6.6 p. 436); ou (Fröberg, 1997, p. 137). La preuve de
l’assertionpiiq se trouve dans (Lazard D., 1983; Giusti, 1994).

Remarque 9. L’algorithme F5 11 permettra de faire un calcul de base de Gröbner sans calcul inutile lorsque le
système algébrique de départ est régulier.. Les suites régulières seront au coeur de la section14.
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8 Algorithme FGLM

L’algorithme FGLM (le nom est la réunion des initiales des auteurs de l’algorithme) a été publié dans (Faugère, J.C.,
Gianni, P., Lazard, D. and Mora T., 1993). Des versions plus efficaces (Faugère & Mou, 2011; Faugèreet al. , 2014b)
ont été publiées récemment.

8.1 Introduction.

L’algorithme FGLM permet de ramener à un calcul d’algèbre linéaire l’opération de changer l’ordre d’une base de
Gröbner d’un idéal zéro dimensionnel. Un avantage théorique de cet algorithme est de pouvoir dériver une estimation
très précise de la complexité de cet algorithme; de plus, cela permet d’améliorer la complexité du calcul d’une base de
Gröbner pour n’importe quel ordre: par exemple en utilisant les résultats de (Caniglia L. and Galligo A. and Heintz J.,
1988; Caniglia L. and Galligo A. and Heintz J., 1991) on peut montrer que pour l’ordre DRL, la complexité du calcul
d’une base de Gröbner d’un système algébrique d’un système den équations enn variables est borné parC1 dC2 n2

(où C1, C2 sont des constantes). Avec l’hypothèse supplémentaire que le système admet un nombre fini de solutions
à l’infini cette complexité est majorée parC1 dC2 n (voir (Lazard D., 1983)). En pratique, le calcul des bases de
Gröbner est souvent plus rapide mais on constate que c’est souvent avec l’ordre DRL que le calcul est le plus rapide.
Pour l’ordre lexicographique la combinaison de l’algorithme FGLM et de ces résultats permettent de garder la même
complexité: par exemple ceci permet d’améliorer la borneC1 dC2 n3

((Caniglia L. and Galligo A. and Heintz J., 1988))
enC1 dC2 n2

. La section14 contient d’autres résultats de complexité dans le cas où le système initial est régulier ou
semi-régulier.

Pour appliquer l’algorithme FGLM il suffit d’une base de Gröbner calculée pour un ordre admissible; à partir de
cette base on calcule des matrices de multiplications par les variables (voir la section8.4 8et l’algorithme8). À noter
que ces matrices peuvent être utilisées pour calculer numériquement les racines d’un système algébrique ((Auzinger
and Stetter H., 1998; Möller H.M., 1993)): les valeurs propres des matrices de multiplications donnent les (projections)
des solutions du système. Symboliquement, le plus petit polynôme de la base de Gröbner pour l’ordre lexicographique
est aussi le polynôme minimal de la matrice de multiplication par la plus petite variable.

L’algorithme FGLM est implanté dans tous les systèmes de Calcul Formel (Mathematica, Maple, Magma, Singular,
. . . ) et l’expérience a montré l’efficacité de cet algorithme par rapport à un calcul direct.

Pour simplifier l’écriture des algorithmes on écarte également le cas trivial oùI “ Krx1, . . . , xns.

8.2 Espace vectoriel quotient. Idée de l’algorithme.

On considère uniquement un idéalI zéro dimensionnel (voir le théorème31 pour un moyen algorithmique de vérifier
qu’un idéal est zéro dimensionnel).

On suppose qu’on connaît une base de GröbnerG de l’idéalI pour un certain ordre (par exemple l’ordre DRL);
alors l’application

ϕ : p ÞÝÑ NORMALFORMpp,Gq

est linéaire et son noyau estker pϕq “ I “ Id pGq.
On peut définir une relation d’équivalencep ” q si et seulementϕ ppq “ ϕ pqq.
On définit ensuite la classe d’équivalence d’un polynômep parp “ tq P Krx1, . . . , xns | ϕ pqq “ ϕ ppqu . L’ensemble

de ces classe d’équivalences constitue l’idéal quotientE “ Krx1, . . . , xns{I “ tp | p P Krx1, . . . , xnsu. Une con-
séquence du théorème31est que cet espace vectoriel est un espace vectoriel de dimension finieD “ deg pIq.

Pour donner une idée de l’algorithme supposons qu’on cherche à calculer un polynôme en une variable, disonsxi,
dans l’idéal: on considère alors les éléments suivants deE:

1, xi, x2
i , ¨ ¨ ¨ , xD

i

CommeE est de dimensionD on sait que ces vecteurs ne sont pas linéairement indépendants: il existepλiqi“0,...,D

deK non tous nuls tels que:
λ01 ` λ1xi, x2

i ` ¨ ¨ ¨ ` λDxD
i “ 0
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autrement dit on a trouvé le polynômePi pxiq “
Dř

j“0

λjx
j
i tel quePi ” 0 c’est à direPi P I.

Pour l’évaluation de la complexité d’un tel algorithme la principale difficulté est de compter le nombre d’opérations
pour le calcul de

ϕ p1q , ϕ pxiq , ϕ
`
x2

i

˘
, ¨ ¨ ¨ , ϕ

`
xD

i

˘

En fait on remarque qu’on peut toujours écrire le calcul de la forme normalexk
i comme:ϕ

`
xk

i

˘
“ ϕ

`
xi ϕ

`
xk´1

i

˘˘
;

on peut calculer incrémentalement ces formes en se contant des opérations élémentaires suivantes:

p ÞÝÑ ψ ppq “ ϕ pxi pq

8.3 Escalier. Frontière d’un idéal.

Définition 20. Étant donné un idéal de dimension zéroI dansKrx1, . . . , xns et pG, ăq une base de Gröbner deI, on
considère l’ensemble

EăpGq “ tt P T | t n’est pas réductible parGu trié pour l’ordre ă .

On dit queEpGq, l’escalier deI, est une base canonique par rapport àG duK-espace vectorielKrx1, . . . , xns{I.On
notedegpIq la dimension duK-espace vectorielKrx1, . . . , xns{I: c’est donc le degré de l’idéalI (voir définition18
p. 18) et le cardinal de la base canoniqueEpGq. On note

EăpGq “
␣
w1 “ 1 ă w2 ă ¨ ¨ ¨ ă wdegpIq

(

Exemple 5. GăDRL “
“
x2

1 ´ 3 x2 ´ x1 ` 1, x2
2 ´ 2 x1 ` x2 ´ 1

‰
base de Gröbner pour l’ordre DRL avecx2 ą x1.

escalierEăpGq “ tt P T | t n’est pas réductible parGu “ tw1 “ 1, w2 “ x1, w3 “ x2, w4 “ x1 x2u

x1

x2

10

1

2

w1 w2

w3 w4

wi base canonique de l’espace quotient

x2
2

x2
1

tw1, w2, w3, w4u est une base de l’espace vectoriel quotientKrx1, . . . , xns{I.
Dans cette base le polynôméx2

1 ´ x2
2 ` 7 x1 x2 ÝÑ ´3 x1 ´ 2 x2 ` 7 x1 x2 est le vecteurr0, ´3, ´2, 7s.

L’escalierEăpGq est clos pour la division:

Proposition 36. Si1 ‰ e P EăpGq alors pour touti tel quexi divisee on a e
xi

P EăpGq.

Comme expliqué dans la section8.2on cherche à calculer incrémentalement les calculs de formes normales en se
restreignant à des opérations élémentaires du typeϕ pxipq où e P E; on peut donc supposer quep “

řdegpIq
i“1 λiwi

et on donc calculer des formes normales de la formeϕ pxieq où e P EpGq. Le cas oùxie P EpGq est trivial car
ϕ pxieq “ xie sans calcul. Reste le cas oùxie R EăpGq. Pour estimer le nombre de tels éléments on introduit la
notion de frontière, c’est à dire les points qui sont à distances1 de l’escalier:
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Définition 21. SoitEăpGq la base canonique deKrx1, . . . , xns {I, alors

F ă pGq “ txie | e P E ă pGq, 1 ď i ď n et xi e R EăpGqu

est la frontière deG.

Exemple 6. GăDRL “
“
x2

1 ´ 3 x2 ´ x1 ` 1, x2
2 ´ 2 x1 ` x2 ´ 1

‰
base de Gröbner pour l’ordre DRL avecx2 ą x1.

frontièreFăpGq “ txie | e P EpGq, 1 ď i ď n et xi e R EăpGqu

x1

x2

10

1

2

w1 w2

w3 w4

border of the staircase

x2
2

x2
1

FăpGq “
␣
x2

1, x2
2, x2

1x2, x1x
2
2

(

On peut caractériser les éléments deFăpGq:

Proposition 37. Si I est un idéal de dimension zéro,pG, ăq une base de Gröbner réduite par rapport à un ordre
admissibleă, alors pour tout élémentt P FpGq alors

1. ou il existeg P G tel quet “ LTpgq

2. ou il existej et t1 P FăpGq tel quet “ xjt
1.

Proof. On fixet P FăpGq et considère l’ensembleAt “ t1 ď j ď n tel quexj diviset et t
xj

R EpGqu.

1. SiAt est vide. Commet R EăpGq il existeg P G tel queLTpgq diviset: soitu “ t
LTpgq . S’il existaitxj divisant

u alors en posantv “ u
xj

on aurait t
xj

“ LTpgq v R EpGq et doncj P At ce qui est absurde. Doncu “ 1 et
LTpgq “ t.

2. Si At n’est pas vide il existe doncj tel quexj divise t et t1 “ t
xj

R EăpGq. Commet P FăpGq il existe

e P EăpGq tel que: t “ xi e. Commexi e “ t “ xj t1, l’égalité i “ j est impossible car cela impliquerait
t1 “ e P EăpGq. Donc i ‰ j et xj divisee; de pluse1 “ e{xj (propriété de stabilité) est dansEăpGq; ainsi
t1 “ xi ¨ e1 P FăpGq et t est de la formet “ xj t1.

Corollaire 5. Le nombre de générateurs d’une base de Gröbner réduite d’un idéal zéro dimensionnelI est inférieur
à n degpIq.

Proof. Si g P G, alorsLTpgq R EăpGq et pour toutk tel quexk diviseLTpgq on a LTpgq
xk

P EpGq; doncLTpgq P
FpGq. La borne découle du faitLTpGq Ď FpGq.

Remarque 10. On verra une meilleure borne (théorème9) lorsque le système est générique (plus exactement en
position de Noether simultanée) et quedegpIq est égale à la borne de Bezout.
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8.4 Construction des matrices de multiplication

Dans la suite on travaille dans l’espace vectorielKrx1, . . . , xns{I et on considère la base canonique pour l’ordreă
associée àG:

EăpGq “
␣
w1 “ 1 ă w2 ă ¨ ¨ ¨ ă wdegpIq

(
.

Pour trouver l’expression d’un polynômef dans cette base on doit calculerNFpf,Gq en utilisant la procédure2:
cependant il est difficile d’obtenir une borne de complexité précise en théorie ou en pratique. C’est la raison pour
laquelle on va ramener ce calcul un produit matrice vecteur dont il sera facile de borner la complexité.

Dans la suite on suppose qu’on connaît une fonction linéaire

ϕI :

ˆ
Krx1, . . . , xns ÝÑ Krx1, . . . , xns{I

p ÞÝÑ p

˙

qui soit une forme normale, c’est à dire qui vérifie les propriétés:

ϕIppq “ 0 si et seulement sip P I
ϕIpp ¨ qq “ ϕIpp ¨ ϕIpqqq “ ϕIpϕIppq ¨ ϕIpqqq

Un moyen pour se donner une telle forme normale est de calculer une base de GröbnerG de I pour l’ordre
admissibleă et ensuite de prendreϕIppq “ NFpp,G, ăq. Dans ce cas on sait que le noyau deϕI est égal àI:
ker pϕIq “ I. Une solution alternative est d’utiliser les formes normales généralisées. Dans la suite on noteϕIppq “
NFppq cette fonction de forme normale.

Pour optimiser le calcul on va exploiter la structure deFăpGq donnée par la proposition37: on va calculer
uniquement des formes normales de la formeϕIpxi ¨ pq où p est déjà réduit. On considère donc les applications
linéaires de multiplication par une variable :

φi : f ÞÝÑ ϕIpxi fq

Définition 22. On définit les matrices de multiplication par une variable: pour tout1 ď k ď n on définit la matrice
M pkqde tailledegpIq ˆ degpIq telle que:

M
pkq
i,j “ le coefficientwi dansxk wj

Afin de décrire l’algorithme permettant de calculer les matrices de multiplication par une variable, on utilise les
notations:δi,j est le symbole de Kronecker et vaut1 si i “ j et0 sinon; siM est une matrice alorsColpM, jq désigne
la jème colonne deM .
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Algorithme 8. Matrices de multiplications

Input: G une base de Gröbner réduite pour l’ordreă
EpGq “

␣
w1 “ 1 ă w2 ă ¨ ¨ ¨ ă wdegpIq

(
base canonique pourG.

N :“ rs // une table de polynômes indexée parT
// et vérifiant pour toutt P T : N rts “ NFpt, G, ăq

for i from 1 to degpIq do
N rwis :“ wi

for eachk tel quewi “ xk wj do
M

pkq
l,j :“ δl,i pour toutl P t1, . . . , nu

F :“ rxj wi pour j “ 1, . . . , n, i “ 1, . . . , degpIqs
trier F pour ă, éliminer les doublons et les éléments deEpGq:
for t in F do

if t est un multiple strict d’un terme de tête deG
t “ xj t1 avect1 ă t
On a déjà calculéN rt1s “

řs
i“1 μiwi avecμi P K etws ă t1

N rts “
řs

i“1 μi ColpM pjq, iq “
řdegpIq

i“1 λiwi

for eachk tel quet “ xk wl pour un certainl do
M

pkq
i,j :“ λi pour touti P t1, . . . , nu

else
il existeg “ t `

řdegpIq
i“1 λiwi etλi P K P G tel quet “ LTpgq

N rts :“ ´
řdegpIq

i“1 λi wi

for eachk tel quet “ xk wj pour un certainj do
M

pkq
i,j :“ ´λi pour touti P t1, . . . , nu

return M pkq // matrice de multiplication parxk

Théorème 38.L’algorithme8 calcule les matricesM pkq et la complexité arithmétique est bornée parOpn degpIq3q.

Proof. Pour montrer la correction de l’algorithme il suffit de montrer que dans l’expressionN rts “
řs

i“1 μi ColpM pjq, iq
la colonnei de la matriceM pjq a déjà été calculée auparavant. CommeN rt1s “

řs
i“1 μiwi avecws ă t1 on a

NFptq “ NFpxj t1q “
řs

i“1 μi NFpxj wiq, comme l’ordre est admissiblexjwi ă xjws ă xj t1 “ t. Donc tous les
termesxj wi ont été traités et la colonnei de la matriceM pjq a donc été remplie.

Dans l’algorithme il est clair queF est la frontièreFpGq et donc le nombre d’itérations dans la boucle principale est
bornée parnD pIq; de plus le calcul de

řs
i“1 μi ColpM pjq, iq nécessite au pluss degpIq ď degpIq2 opérations.

8.5 Description de l’algorithme FGLM

Dans l’algorithme suivant siS est une liste alors:

• #S désigne le nombre d’éléments deS

• firstpSq est le premier élément de la liste ouH si S est vide.
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Algorithme 9. FGLM

Input: ă2un ordre admissible etNF une forme normale.
Output: base de Gröbner réduite de l’idéalI pour ă2

où I “ tf P Krx1, . . . , xns | NFpfq “ 0u
L :“ r s // liste des prochains termes à étudier
S :“ r s // l’escalier pour le nouvel ordreă2

V :“ rs // V “ NFpSq
G :“ r s, t :“ 1
infinite loop
v :“ NFptq ets :“ #S le nombre d’éléments deS.
if v P VectK pV q then

on peut trouverpλiq t.q. v “
sř

i“1

λi ¨ Vi

G :“ G Y

„

v ´
sř

i“1

λi ¨ Si



else
S :“ S Y rts etV :“ V Y rvs
L :“ SortpL Y rxi t | i “ 1, . . . , ns , ă2q
Éliminer deL les doublons et les multiples deLTpGq

if L “ H then
return G

t :“ firstpLq et supprimet deL.

Le théorème39prouve que cet algorithme se termine et retourne le bon résultat.

8.6 Version matricielle de FGLM

Afin de rendre explicite la détection de la dépendance linéaire des vecteurs duK-espace vectorielKrx1, . . . , xns{I on
introduit la matrice de passageP entre l’ancienne baseEpGq “

␣
w1 “ 1 ă w2 ă ¨ ¨ ¨ ă wdegpIq

(
et la nouvelle base

S en cours de construction. Si on noteS “
“
ε1, . . . , εdegpIq

‰
cette base alors à tout moment de l’algorithme

S “ P ¨ EpGq

InitialementS “ rw1s, et on construit incrémentalement des vecteursv “ ϕpxk wq “ M pkq ¨ w où v, w sont des
vecteurs exprimés dans la baseEpGq:

v “
degpIqÿ

i“1

vi wi

Pour tester l’indépendance linéaire il suffit de calculer:

λ “ P ¨ v “
degpIqÿ

i“1

λi wi

1. si λs`1 “ ¨ ¨ ¨ “ λdegpIq “ 0 où s est le nombre d’éléments deS alors le vecteurv appartient auK-espace
vectoriel engendré parS.

2. s’il existek ą s tel queλk ‰ 0 alorsεs`1 “ λ est un vecteur linéairement indépendant On calcule une nouvelle
matriceP 1 tel que:

P 1 ¨ v “T r0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0s “ εs`1 (9)

La procédure UPDATE met à jour la matriceP pour que l’équation (9) soit vérifiée:
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Algorithme 10. UPDATE Mise à jour matrice de passageP

Input: s P N, le vecteurλ, la matriceP
Output: la matriceP mise à jour
k :“ mintj ą s tel queλj ‰ 0 }
for j from 1 to degpIq do
α :“ Pj,k

Pk,k
, Pj,k :“ Ps`1,j , Ps`1,j :“ α

if α ‰ 0 then
for i from 1 to degpIq tel quei ‰ s ` 1 do

Pi,j :“ Pi,j ´ α λi

return P

On peut donc maintenant décrire explicitement l’algorithme FGLM:

Algorithme 11. Version matricielle de FGLM

Input: ă un ordre,M pkq les matrices de multiplications,ϕ forme normale
Output: base de Gröbner réduite pour l’ordreă deker pϕq.
S :“ r 1s // l’escalier pour le nouvel ordreă.
V :“ rw1s // V “ NFpSq
L :“ r pi, 1q, i “ 1, . . . , pn ´ 1qs // liste de pairespk, lq correspondant àxi ¨ Sl

G :“ r s, t :“ pn, 1q
P :“ IdegpIq matrice de passage entre la nouvelle baseS etEpGq
infinite loop
s :“ #S le nombre d’éléments deS.
t “ pk, lq: on calculev “ M pkq ¨ Vl puisλ “ P ¨ v
if λs`1 “ ¨ ¨ ¨ “ λdegpIq “ 0 then

G :“ G Y

„

xkSl ´
sř

i“1

λi ¨ Si



else
P :“UPDATEps, λ, P q
S :“ S Y rxkSls etV :“ V Y rvs
L :“ SortpL Y rpi, sq | i “ 1, . . . , ns , ăq
Éliminer deL les doublons et les multiples deLTpGq
if L “ H then

return G
t :“ firstpLq et supprimet deL.

8.7 Exemple pas à pas

On se place dansQrx1, x2s et soitGăDRL “
“
x2

1 ´ 3 x2 ´ x1 ` 1, x2
2 ´ 2 x1 ` x2 ´ 1

‰
qui est une base de Gröbner

pour l’ordre DRL avecx2 ą x1 et on chercher à calculer la base pour l’ordre lexicographique avecx2 ą x1.

EpGq “ tw1 “ 1, w2 “ x1, w3 “ x2, w4 “ x1 x2u

On obtient les matrices de multiplication parx1 et parx2:

M p1q “

x1 w1 x1 w2 x1 w3 x1 w4

w1 0 -1 0 3
w2 1 1 0 6
w3 0 3 0 -4
w4 0 0 1 1

,M p2q “

x2 w1 x2 w2 x2 w3 x2 w4

w1 0 0 1 -2
w2 0 0 2 3
w3 1 0 -1 6
w4 0 1 0 -1

On commence parL :“ rp2, 1qs, S :“ r1s, V :“ rw1s, G :“ r s , t :“ p1, 1q correspondant au monôme1 ¨ S1 “
1, P :“ I4
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Étape 1: On calculev :“ M p1q ¨ V1 “ M p1q ¨ 1 “ w2 puisλ “ P ¨ v “ w2

commeλ2 ‰ 0, S :“ r1, x1s, V :“ rw1, w2s et la matriceP reste inchangée, puisL :“ rp1, 2q, p2, 1q, p2, 2qs.
Étape 2: t “ p1, 2q. On calculev :“ M p1q ¨ V2 “ M p1q ¨ w2 “T r´1, 1, 3, 0s puisλ “ P ¨ v “T r´1, 1, 3, 0s

commeλ3 ‰ 0, S :“ r1, x1, x
2
1s, V :“ rw1, w2,

T r´1, 1, 3, 0ss, puis P :“

»

—
—
–

1 0 1{3 0
0 1 ´1{3 0
0 0 1{3 0
0 0 0 1

fi

ffi
ffi
fl, L :“

rp1, 3q, p2, 1q, p2, 2q, p2, 3qs.
Étape 3: t “ p1, 3q. On calculev :“ M p1q ¨ V3 “ M p1q ¨T r´1, 1, 3, 0s “T r´1, 0, 3, 3s puisλ “ P ¨ v “T

r0, ´1, 1, 3s

commeλ4 ‰ 0, S :“ r1, x1, x
2
1, x

3
1s, V :“ rw1, w2, V3,

T r´1, 0, 3, 3ss, puisP :“

»

—
—
–

1 0 1{3 0
0 1 ´1{3 1{3
0 0 1{3 ´1{3
0 0 0 1{3

fi

ffi
ffi
fl,

L :“ rp1, 4q, p2, 1q, p2, 2q, p2, 3q, p2, 4qs.
Étape 4: t “ p1, 4q. On calculev :“ M p1q ¨ V4 “ M p1q ¨T r´1, 0, 3, 3s “T r9, 17, ´12, 6s puisλ “ P ¨ v “T

r5, 23, ´6, 2s
commeλ5 “ 0, G :“ rx4

1 ´ 2 x3
1 ` 6 x2

1 ´ 23 x1 ´ 5s, puisL :“ rp2, 1q, p2, 2q, p2, 3q, p2, 4qs.
Étape 5: t “ px2, 1q. On calculev :“ M p2q ¨ V1 “ M p2q ¨ w1 “ w3 puisλ “ P ¨ w3 “T

“
1
3 , ´1

3 , 1
3 , 0

‰

commeλ5 “ 0, G :“ rx4
1 ´ 2 x3

1 ` 6 x2
1 ´ 23 x1 ´ 5, x2 ´ 1

3x2
1 ` 1

3x1 ´ 1
3 s, puis en éliminant les multiples de

LTpG2q “ x2, on obtientL :“ rs et l’algorithme FGLM se termine.

8.8 Preuve de l’algorithme

Théorème 39. Les algorithmes9 et 11 se terminent et calculent une base de Gröbner Le nombre d’opérations dans
K de l’algorithme11 est borné parOpn degpIq3q.

Proof. On fait la preuve de l’algorithme11, la preuve de l’algorithme non matriciel étant similaire.
L’entrée de l’algorithme étant la forme normaleϕ, on noteI le noyau de cette forme normale; par hypothèseI

est un idéal et soitG1 “ rg1
1, g

1
2, . . .s la base de Gröbner réduite deI pour l’ordreă (on suppose queLTăpg1

1q ă
LTăpg1

2q ă ¨ ¨ ¨ ) etEăpG1q “ tw1
1 “ 1 ă w1

2 ă ¨ ¨ ¨ ă w1
Du l’escalier deG1 pour l’ordreă avecD “ deg pIq.

On noteGi “ rg1, g2, . . . , gis (respectivementSi) la valeur de la variableG (resp.S) lorsqu’on ajoutegi dansG
(resp. lorsqueS :“ S Y rxkSlsq dans l’algorithme11. Pour touti, tous les éléments deGi sont dans l’idéalI: en
effet lorsqu’on rajoute le polynômep “ xkSl ´

ř#S
i“1 λi ¨ Si on a par constructionϕppq “ 0 et doncp P I “ ker pϕq.

De plus, il est clair que les éléments deSi sont linéairement indépendants moduloI : comme l’espace vectoriel
Krx1, . . . , xns{I est de dimension finie ceci implique la terminaison de l’algorithme. Soits le nombre d’éléments de
G “ Gs lorsque l’algorithme se termine.

Supposons queEăpG1q ‰ Ss on notei :“ min tj | Sj ‰ tw1
1, . . . , w

1
iuu (ce nombre existe carS1 “ t1u “ tw1

1u
donci ą 1). On noteSi “ tw1 “ 1 ă w2 ă ¨ ¨ ¨ ă wiu; par hypothèsewi ‰ w1

i. Il y a deux cas

1. wi ą w1
i: pour toutxj divisantw1

i on sait quew1
i

xj
P EăpG1q donc il existekj ă i tel quew1

i

xj
“ w1

kj
“ wkj . On

a donc traité le monômet “ wkj
dans une étape précédente et on a ajouté dansL tous les multiplesxlwkj

donc
en particulierw1

i. Commerϕ pw1
1q , . . . , ϕ pw1

iqs sont linéairement indépendant et quew1
i ă wi on a donc ajouté

wi dansS. Absurdité.

2. wi ă w1
i: on a doncwi R EăpG1q et donc

“
ϕ pw1

1q , . . . , ϕ
`
w1

i´1

˘
, ϕ pwiq

‰
ne sont pas linéairement indépen-

dants. Donc, dans l’algorithme FGLM lorsqu’on traite le monômewi on trouve une combinaison linéaire
ϕ pwiq “ λ1ϕ pw1

1q ` ¨ ¨ ¨ ` λi´1ϕ
`
w1

i´1

˘
et on ajoute le polynômeg “ wi ´ λ1w

1
1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ λi´1w

1
i´1 dansG

etwi n’est jamais dansS.

Comme dans les deux cas on obtient une contradiction doncEăpG1q “ Ss. Maintenant pour tout polynômeg P G1

(unitaire) et pour toutj tel quexj | LTpgq on sait queLTpgq
xj

P EăpG1q donc il existekj tel queLTpgq
xj

“ w1
kj

et donc
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a ajoutéxj w1
kj

“ LTpgq dansL. De plus pour toutt P T pg ´ LMpgqq on at P EăpG1q et donct “ wjt pour un
certainjt. En notantl “ max tkju on a doncjt ă l puistw1

1, . . . , w
1
lu sont linéairement indépendant mais Comme

tLTpgqu Y tw1
1, . . . , w

1
lu sont linéairement dépendant: l’algorithme FGLM trouve la relation de dépendance linéaire

ϕ pLTpgqq “ λ1ϕ pw1
1q ` ¨ ¨ ¨ ` λlϕ pw1

lq et ajoute àG le polynômeLTpgq ´ λ1w
1
1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ λi´1w

1
i´1 “ g. Par

conséquentGs “ G1.
Il est clair que la complexité de l’algorithme10 est bornée parOpn degpIq2q; de plus dans l’algorithme principal

FGLM on augmenteL seulement lorsqu’on détecte un vecteur linéairement indépendant; par conséquent la taille de
L et le nombre d’itérations de l’algorithme est borné parnD. Les autres opérations arithmétiques sont des produits
M ¨ v dont la complexité est bornée parOpD2q. Par conséquent la complexité globale estO

`
nD3

˘
.

8.9 Complexité de FGLM.

Dans cette section on résume les résultats de complexité obtenus dans cette section. Les résultats sont complètement
différents si les opérations arithmétiques se font en temps constant (corps fini de petite taille) ou si on prend en compte
la croissance des coefficients. Dans ce dernier il est toujours préférable de calculer une forme RUR ou RR qui permet
de limiter la croissance des coefficients dans les calculs et dans le résultat (voir l’annexe?? et (Rouillier, 1999)). On
se réfère à l’article (Faugère, J.C., Gianni, P., Lazard, D. and Mora T., 1993) pour une estimation de la complexité
booléenne de l’algorithme FGLM.

Corollaire 6. Soit I un idéal zéro dimensionnel etpG1, ă1q, une base de Gröbner réduite par rapport à un ordre
admissibleă1. Étant donné un ordre admissibleă2, il est possible de calculer la base de Gröbner du même idéalI
par rapport à l’ordreă2 enOpn degpIq3q opérations arithmétiques.

Proof. En utilisant l’algorithme8 on calcule enOpn degpIq3q opérations les matrices de multiplications. On peut
ensuite appliquer l’algorithme11pour effectuer le changementd’ordre.

En combinant ce résultat avec des résultats de complexité pour le calcul d’une base de Gröbner pour un ordre DRL
on obtient le résultat général:

Théorème 40. SoitI un idéal de dimension zéro engendré par des polynômes enn variables de degré au plusd. Si
les générateurs deI ont un nombre fini de solutions à l’infini alors on peut calculer la base de Gröbner deI pour
n’importe quel ordre en temps polynomial endn. Si l’ensemble des zéros à l’infini est infini, alors la complexité est
polynomiale endn2

.

Proof. Si le nombre de solutions à l’infini est fini alors (Lazard D., 1983) montre que le calcul de la base de Gröbner
par l’algorithme de Buchberger se fait en temps polynomial endn; le même résultat est obtenu avec les algorithmes
F4 ou F5 (voir la section14). On applique ensuite l’algorithme FGLM pour calculer la base pour n’importe quel
ordre. Le résultat résulte de la borneOpn degpIq3q (du corollaire6) et de la borne de BezoutdegpIq ď dn. Si on
prend en compte la croissance des coefficients voir la preuve dans (Faugère, J.C., Gianni, P., Lazard, D. and Mora T.,
1993)).
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9 Algorithme F4

9.1 Introduction

Si on se contente d’appliquer les algorithmes (Buchberger B., 1965; Buchberger B., 1970; Buchberger B., 1985) déjà
décrit dans la section2 sur une liste de problèmes typiques provenant d’applications diverses on constate que même
les meilleures implantations sont incapables de calculer les bases de Gröbner pour des calculs de taille moyenne. Dans
cette section, on va décrire un autre algorithme (dont le nom estF4) pour calculer efficacement des bases de Gröbner
et principalement des bases pour un ordre du degré (DRL). Il sera donc nécessaire en pratique d’appliquer un autre
algorithme d’élimination ou de changement d’ordre sur le résultat fournit parF4. On verra cependant des exemples où
le calcul pour un ordre d’élimination est aussi très efficace. En simplifiant, on pourrait suggérer deux amé liorations
de l’algorithme de Buchberger: comme90% du temps est passé à réduire des paires critiques vers zéro il serait utile
de posséder des critères plus fort que les critères de Buchberger (Buchberger B., 1979) pour éliminertoutesles paires
critiques inutiles (de façon théorique il existe un tel critère mais son application en pratique est très coûteuse). Cet
aspect fondamental est l’objet de la section suivante (chap.11). La seconde amélioration concerne les stratégies: durant
un calcul de base de Gröbner on est confronté à plusieurs choix: choisir une paire critique dans une liste de paires
critiques, choisir un réducteur dans une liste. On sait que quelque soit les choix le résultat final de l’algorithme ne
change pas (théorème de Buchberger), en revanche les calculs peuvent devenir impossible en cas de mauvais choix.
Même si diverses stratégies ont été proposées ((Giovini A. and Mora T. and Niesi G. and Robbiano L. and Traverso C.,
1991) ou même (Gerdt V.P., 1995)), les heuristiques sur lesquelles elles reposent ne sont pas entièrement expliquées
et sont plus ou moins efficaces sur divers exemples; il est difficile d’en désigner une qui soit optimale dans tous les
cas. L’objectif de cette section est de présenter un algorithme plus puissant de réduction. Dans ce but on va chercher
à réduiresimultanémentplusieurs polynômes par une liste de polynômes en utilisant des techniques d’algèbre linéaire
(la réduction de Gauß principalement).

L’algorithme F4 de base est présenté dans la section suivante. Cette section est divisée en plusieurs parties:
premièrement nous établissons le lien entre algèbre linéaire (matrices) et l’algèbre des polynômes et la méthode de
Macaulay(Macaulay, 1916) et lien entre et le calcul des bases de Gröbner est explicité. Ensuite nous présentons dans
la sous-section10.1une version simplifiée de l’algorithme qui n’utilise que partiellement le résultat de la réduction
de Gauß. Une version améliorée de l’algorithme incluant les critères de Buchberger est donnée dans10.2. Nous
terminons cette section dans10.4 en donnant des indications sur le choix d’une bonne stratégie de sélection des
paquets de paires critique. Cet algorithme a été implanté dans un logiciel écrit par l’auteur nommé FGb (Fast Gb)
accessible via le logiciel généraliste Maple et plus récemment dans d’autres logiciels dont en particulier Maple. Le
nom de cet algorithme est simplement l’algorithme numéro4. Dans le reste du document,F4 désigne cet algorithme.

9.2 Bases de Gröbner et Macaulay

9.3 Représentation matricielle des polynômes.

Définition 23. Si F “ rf1, . . . , fms est un vecteur dem polynômes etă un ordre admissible,TăpF q “ rt1, . . . , tls
les termes du support deF triés pour l’ordreă (voir la définition dans la section4.2p. 6). Alors une représentation
matricielleMTăpF qpF q deF est une matrice:

MTăpF qpF q “

t1 t2 t3
f1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
f2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
f3 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

dont le coefficient d’indicepi, jq est le coefficient du termetj dansfi . De plus,MTăpF qpF q vérifie l’équation:

F “ MTăpF qpF q ¨ TăpF q

Pour alléger les notations on noteMpF q “ MTăpF qpF q.
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Définition 24. Réciproquement siM est une matrice de taillel ˆ m à coefficients dansK et X “ rt1, . . . , tms un
vecteur de termes alors la représentation polynomiale deM par rapport àX est le vecteur del polynômes déterminé
par l’équation:

F “ M ¨ X

À partir de polynômes on peut toujours construire une matrice, généralisation naturelle de la matrice de Sylvester,
qui consiste à multiplier tous les polynômes par tous les termes possibles:

Définition 25. Matrice de Macaulay ((Macaulay, 1916)). SoientF “ rf1, . . . , fms un vecteur dem polynômes etd
un entier positif alors la matrice de Macaulay en degréd deF , notéeMacaulay

d pF q, est la représentation matricielle
de

F pdq “ rtj ¨ fi | 1 ď i ď m et tj P T avec degptjq ď d ´ degpfiqs

Macaulay
d pF q “ MpF pdqq “

m1 m2 m3

t1 f1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
t2 f2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

L’opération de base pour les matrices est le calcul d’une forme échelon; ce sera l’opération principale et bien
souvent la plus coûteuse.

Définition 26. Si MpF q est la représentation matricielle d’un vecteur de polynômesF on noteČMpF q le résultat
d’une élimination de Gauß de la matriceMpF q (sans faire de pivot sur les colonnes).

Pour simplifier l’exposition de l’algorithme on définit également l’élimination de Gauß d’un vecteur de polynômes:

Définition 27. SoitF un sous ensemble fini deKrx1, . . . , xns et ă un ordre admissible. À partir deF on construit

sa représentation matricielle,MpF q, puis on calcule sa forme échelon,ČMpF q, enfin on considère la représentation
polynomiale, notéẽF de cette dernière matrice; on dira quẽF est la forme échelonnée deF (ou élimination de Gauß)
par rapport àă.

9.4 Méthode de Macaulay

L’utilisation de l’algèbre linéaire pour résoudre un système algébrique remonte à Macaulay (voir (Macaulay, 1916));
Macaulay généralise la matrice de Sylvester (J., 1853) (c’est la matrice utilisé pour le résultant de deux polynômes
univariés) aux polynômes à plusieurs variables.

Le lien entre le calcul d’une base ded-Gröbner (voir définition15p.15) et l’algèbre linéaire découle du fait qu’on
peut calculer une base de Gröbner à partir de la matrice de Macaulay suivant le théorème de D. Lazard:

Théorème 41. (Lazard (Lazard D., 1983; Lazard D., 1981)) Si F “ tf1, . . . , fmu est un ensemble de polynômes

homogènes alors la représentation polynomiale deČMacaulay
d pF q est uned-base de Gröbner (non réduite) deF .

Par conséquent sid est assez grandalors la matrice de Macaulay correspondante contient la base de Gröbner
complète; en particulier:

Théorème 42. (borne de Macaulay). SoitF “ tf1, . . . , fmu un ensemble de polynômes homogènes réguliers. On
définit:

D “ 1 `
mÿ

i“1

pdegpfiq ´ 1q

alors ČMacaulay
D pF q est une base de Gröbner (non réduite) deF .
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Remarque 11. D’un point de vue pratique l’utilisation de la matrice de Macaulay est désastreuse; en effet les lignes
de cette matrice ne sont pas indépendantes et donc appliquer une élimination de Gauß est inutilement coûteux. Le but
de cette section et de la section suivant (sect.11) est de construire des matrices définissant le même espace vectoriel
mais dont la taille sera beaucoup plus petite. De plus dans la méthode de Macaulay il faut une borneD sur le degré
maximal des calculs ou une hypothèse sur le système initial. La présente section permet de réduire considérablement
les tailles de ces matrices; la section suivante (sect.11) construit des matrices dont la taille est optimale dans le
sens où les matrices seront de rang pleins. Toutefois il est important de noter que des matrices de plus petites tailles
n’impliquent pasautomatiquementdes calculs plus rapides.

Remarque 12. En cryptographie, l’algorithme XL (Courtoiset al., 2000) a été créé pour chercherunesolution d’un
système algébrique dans un corps fini. En résumé, le principe est de construire la matrice de Macaulay sans un certain
degré puis de trianguler la matrice pour faire apparaître un polynôme univarié dont il est facile d’extraire une solution
dans le corps fini. Cet algorithme peut toujours être simulé par un calcul de base de Gröbner (voir (Ars et al., 2004;
G., 2005)).

10 L’algorithme F4

10.1 Description de l’algorithmeF4

On sait que durant l’exécution de l’algorithme de Buchberger, on dispose de plusieurs degré de liberté:

• choisir une paire critique dans une liste de paires critique.

• choisir un réducteur dans une liste de réducteurs lorsqu’on réduit un polynôme par une liste de polynômes.

Bruno Buchberger (Buchberger B., 1965) a prouvé que ces choix ne sont pas importants en regard de la preuve
de l’algorithme, en revanche ces choix influent de manièrecruciale sur le temps de calcul. De plus les meilleures
stratégies ((Giovini A. and Mora T. and Niesi G. and Robbiano L. and Traverso C., 1991)) se basent uniquement sur le
terme de têtes des polynômes pour faire un choix. Si on prend le cas extrême où tous les polynômes ont le même terme
de tête, toutes les paires critiques sont égales et il n’est pas possible de faire un choix. Nous résolvons ce problème
d’une manière simple et un peu surprenante:on ne fait pas de choix.Plus exactement au lieu de choisirune paire
critique à chaque étape, on considère unsous-ensemblede paires critiques que l’on va traitersimultanément. À partir
de ce choix on construit une matrice la plus creuse possible mais contenant toutes les réductionsa priori. Ensuite il
faut appliquer une réduction de Gauß sur cette matrice. Par conséquent, on reporte les choix nécessaires (choix de
pivot par exemple) dans la seconde phase de l’algorithme qui est la phase d’algèbre linéaire de l’algorithme.

Nous modifions légèrement la définition usuelle de paire critique:

Définition 28. Une paire critique de deux polynômespfi, fjq est un élément deT 2ˆKrx1, . . . , xnsˆTˆKrx1, . . . , xns,

Pairpfi, fjq :“ plcmij , ti, fi, tj , fjq

tel que

lcmpPairpfi, fjqq “ lcmij “ LTptifiq “ LTptjfjq “ lcmpLTpfiq, LTpfjqq

On définit les deux opérateurs de projections:

Définition 29. On dira que le degré d’une paire critiquepi,j “ Pairpfi, fjq, degppi,jq, estdegplcmi,jq. De plus on
définit les opérateurs:

Leftppi,jq :“ ti ¨ fi et Rightppi,jq :“ tj ¨ fj

Nous avons maintenant les outils pour présenter une version simplifiée de l’algorithme. Toutes les matrices appa-
raissant dans les algorithmes suivants sont la représentation matricielle d’une liste de polynômes tel que décrit dans la
définition23.
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Algorithme 12. AlgorithmeF4 (versionsimplifiée)

Input:

$
&

%

F un sous-ensemble fini deKrx1, . . . , xns
Sel une fonctionListpPairsq Ñ ListpPairsq

tel queSelplq ‰ H si l ‰ H
Output: un sous ensemble fini deKrx1, . . . , xns.

G :“ F , F̃ `
0 :“ F , d :“ 0 etP :“

␣
Pairpf, gq | pf, gq P G2 avec f ‰ g

(

while P ‰ H do
d :“ d ` 1
Pd :“ SelpP q
P :“ P zPd

Ld :“ LeftpPdq Y RightpPdq

F̃ `
d :“REDUCTIONpLd, Gq

for h P F̃ `
d do

P :“ P Y tPairph, gq | g P Gu
G :“ G Y thu

return G

Nous devons maintenant étendre la définition de la réduction d’un polynôme modulo un sous-ensemble deKrx1, . . . , xns,
à la réduction d’un sous ensemble deKrx1, . . . , xns modulo un autre sous-ensemble deKrx1, . . . , xns:

Algorithme 13. REDUCTION

Input: L,G sous-ensembles finis deKrx1, . . . , xns
Output: un sous-ensemble fini deKrx1, . . . , xns (éventuellement vide).
F :“SYMBOLIC PREPROCESSINGpL,Gq
rF :“ Réduction de Gauß deF par rapport àă

F̃ ` :“
!
f P F̃ | LTpfq R LTpF q

)
// partie "utile" derF

return F̃ `

Nous décrivons maintenant la fonction principale de l’algorithme, c’est à dire la construction deF et donc de la
matriceMpF q. Elle ajoute, en fonction des donnéesL etG, tous les polynômes nécessaires pour que la réduction de
Gauß contienne les réductions moduloG de l’ensembleL. Dans la mesure ou aucune opération arithmétique n’est
utilisée, c’est vraiment un pré-traitementsymbolique.

Algorithme 14. SYMBOLIC PREPROCESSING

Input: L,G sous-ensembles finis deKrx1, . . . , xns
Output: un sous-ensemble fini deKrx1, . . . , xns
F :“ L
Done :“ LTpF q
while TpF q ‰ Done do

choisirm un élément deTpF qzDone
Done :“ Done Y tmu
if m top réductible moduloG then

il existeg P G et unm1 P T tel quem “ m1 ¨ LTpgq
F :“ F Y tm1 ¨ gu

return F

Remarque 13. La procédureSYMBOLIC PREPROCESSINGest très efficace puisque sa complexité est proportionnelle
en la taille de sa sortie si#G est plus petite que le taille finale deT pF q ce qui est souvent le cas en pratique. Comme
l’ordre monomial n’intervient pas on peut aussi envisager une implantation en parallèle.

Nous renvoyons à ((?)) pour des preuves complètes de terminaison et de correction de l’algorithme et nous con-
tentons d’en esquisser les grandes lignes:
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Lemme 2. Pour tout polynômep P L,on ap
GYF̃ `

ÝÑ 0

Théorème 43. L’algorithmeF4 calcule une base de GröbnerG dansKrx1, . . . , xns telle queF Ď G et IdpGq “
IdpF q.

Proof. Terminaison:Par l’absurde. Supposons que la bouclewhile ne se termine pas. On en déduit qu’il existe une

suite croissantepdiq d’entiers naturels tels quẽF `
di

‰ H pour touti. Fixonsqi P F̃ `
di

(et doncqi peut être n’importe

quel élément dans̃F `
di

). On définitUi comme étant l’idéalUi´1 ` IdpLTpqiqq pouri ą 1 etU0 “ Idp0q. La ligne

F̃ ` :“
!
f P F̃ | LTpfq R LTpF q

)

implique queUi´1 Ĺ Ui. Ceci contredit le fait queKrx1, . . . , xns soit noethérien.

validité: On aG “ Ydě0F̃
`
d . On montre que les quantités suivantes sont des invariants de la bouclewhile: G est

un sous-ensemble fini deKrx1, . . . , xns tel queF Ă G Ă IdpF q, etspolpg1, g2q ˚ÝÑ 0 pour tout (g1, g2q P G2 tel que
pg1, g2q R P . Pour cette dernière assertion, sipg1, g2q R P , ceci implique quePairpg1, g2q “ plcm1,2, t1, g1, t2, g2q a
été sélectionné lors d’une précédente étape (disons à l’étaped) par la fonction de sélectionSel. Par conséquentt1 ¨ g1

et t2 ¨ g2 sont dansLd, doncspolpg1, g2q “ t1 ¨ g1 ´ t2 ¨ g2
˚ÝÑ 0 d’après le lemme2.

Remarque 14. Si #Selplq “ 1 pour toutl ‰ H alors l’algorithmeF4 est exactement l’algorithme de Buchberger.
Dans ce cas la fonctionSel correspond à la stratégie de sélection des paires critiques de l’algorithme de Buchberger.

Remarque 15. Dans la preuve de terminaison on peut se demander pourquoi on ne considère qu’un seul élément de

F̃ `
d et pasF̃ `

d en entier. En considérons l’exemple suivant:
pour l’ordre lexicographique tel quex ą y ą z, soientF “ rf1 “ xy2 ` 1, f2 “ xz2 ` 1, f3 “ y3 ` y2s et

Sel “ la fonction identité. On trouve successivementP1 “ tPairpf1, f2q, Pairpf2, f3q, Pairpf1, f3qu puis F̃ `
1 “

ty2 ´ z2, y ` 1u et donc queIdpLTpF̃ `
1 qq “ tyu. Par suite, et contrairement à l’algorithme de Buchberger, il n’est

pas vrai qu’après chaque opération
G1 :“ G Y thu,

on ait IdpLTpG1qq Ľ IdpLTpGqq.

10.2 Ajout des critères de Buchberger dansF4

Afin d’obtenir une version vraiment efficace de l’algorithme il est indispensable de lui adjoindre des critères pour
éviter des calculs inutiles. Dans cette section on intègre aF4 les critères de Buchberger; une autre possibilité est
d’utiliser les critèresF5 de la section11. Dans la description suivante on utilise l’implantation standard de ces critères
((Gebauer & Möller, 1988)):

Algorithme 15. Critères de Buchberger
pGnew, Pnewq :“UPDATEpGold, Pold, hq

Input:

$
&

%

un sous-ensemble finiGold de Krx1, . . . , xns
un ensemble finiPold de paires critiques deKrx1, . . . , xns
0 ‰ h P Krx1, . . . , xns

Output: un sous-ensemble fini deKrx1, . . . , xns et une liste de paires
critiques correspondant à la mise à jour de la liste des paires
critiques.

10.3 Version optimisée de l’algorithmeF4

Dans la version initiale de l’algorithme nous avons utilisé seulementcertaineslignes de la matrice mise sous forme
échelonnée (les lignes correspondant àF `

d ). Dans la nouvelle version de l’algorithme on va garder ces lignes inu-
tilisées en essayant de remplacer certains produitsm ¨ f apparaissant dans les lignes de la matriceF par un produit
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équivalentm1 ¨f 1 avecm ě m1 (en pratique on ne conserve que des produits de la formexk ¨f 1. Une nouvelle variable
F est introduite dans l’algorithme:F est un vecteur contenant toutes les formes échelons qui ont été calculées:

Algorithme 16. AlgorithmeF4 (versionaméliorée)

Input:

$
&

%

F un sous-ensemble fini deKrx1, . . . , xns
Sel une fonctionListpPairsq Ñ ListpPairsq

tel queSelplq ‰ H si l ‰ H
Output: un sous ensemble fini deKrx1, . . . , xns.
G :“ H etP :“ H etd :“ 0
while F ‰ H do
f :“ firstpF q
F :“ F ztfu
pG,P q :“UPDATEpG,P, f q
while P ‰ H do
d :“ d ` 1
Pd :“ SelpP q
P :“ P zPd

Ld :“ LeftpPdq Y RightpPdq

pF̃ `
d , Fdq :“REDUCTIONpLd, G, pFiqd“1,...,pd´1qq

for h P F̃ `
d do

P :“ P Y tPairph, gq | g P Gu
pG,P q :“UPDATEpG,P, hq

return G

La nouvelle fonction de réduction est identique à la précédente à l’exception d’un nouvel argument en entrée; en
sortie on retourne d’une part les nouveaux éléments de la base de Gröbner mais aussi la matrice complète mise sous
forme échelon:

Algorithme 17. REDUCTION

Input:

$
&

%

L,G sous-ensemble finis deKrx1, . . . , xns
F “ pFkqk“1,...,pd´1q, oùFk

est un sous ensemble fini deKrx1, . . . , xns
Output: deux sous-ensembles fini deKrx1, . . . , xns.
F :“SYMBOLIC PREPROCESSINGpL,G,Fq
rF :“ Réduction de Gauß deF par rapport àă

F̃ ` :“
!
f P F̃ | LTpfq R LTpF q

)

return pF , F̃ `q

La variante principale avec la version simplifiée de l’algorithme se trouve dans la fonction SYMBOLIC PREPRO-
CESSING: c’est ici qu’on opère la substitution d’un produitm ¨ f par un "meilleur" produitm1 ¨ f 1:
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Algorithme 18. SYMBOLIC PREPROCESSING

Input:

$
&

%

L,G sous-ensemble finis deKrx1, . . . , xns
F “ pFkqk“1,...,pd´1q, oùFk

est un sous ensemble fini deKrx1, . . . , xns
Output: un sous-ensemble fini deKrx1, . . . , xns
F :“ L
Done :“ LTpF q
while T pF q ‰ Done do

choisirm un élément deT pF qzDone
Done :“ Done Y tmu
if m top réductible moduloG then

il existeg P G et unm1 P T tel quem “ m1 ¨ LTpgq
F :“ F Y tSIMPLIFYpm1, g,Fqu

return F

La fonction SIMPLIFY cherche à remplacer le produitm ¨ f par un produitpu tq ¨ f 1 où pt, f 1q est une étiquette de
ligne dont on a déjà calculé la forme échelon etu t divise le termem1; si on trouve effectivement un meilleur produit on
ré-appelle récursivement la fonction SIMPLIFY (voir l’exemple dans la section10.5pour un exemple d’appel récursif):

Algorithme 19. SIMPLIFY

Input:

$
’’&

’’%

t P T un terme
f P Krx1, . . . , xns un polynôme
F “ pFkqk“1,...,pd´1q, oùFk

est un sous ensemble fini deKrx1, . . . , xns
Output: un élément de la formem1 ¨ f 1

for u P liste des diviseurs det do
if Dj (1 ď j ă d) tel quepu ¨ fq P Fj then

F̃j est la forme échelonnée deFj par rapport àă

il existe un et un seulp P F̃ `
j tel queLTppq “ LTpu ¨ fq

if u ‰ t then
return SIMPLIFYp t

u , p,Fq
else

return 1 ¨ p
return t ¨ f

Remarque 16. L’expérience montre que l’effet de Simplify est de retourner, dans95% des cas, un produitxi ¨ p où
xi est une variable (et même le plus souvent le produitxn ¨ p par la dernière variable). Cette technique est un peu
similaire à l’algorithme FGLM (voir la section8 page21) où on utilise des matrices de multiplication pour calculer
des formes normales.

Encore une fois on se réfère à l’article original ((?)) pour la preuve complète de l’algorithme modifié; le théorème
suivant permet de se ramener au théorème (20p. 13) caractérisant les bases de Gröbner:

Théorème 44. SoitF un sous-ensemble fini deKrx1, . . . , xns, F “ pFkqk“1,...,pd´1q, où Fk est un sous-ensemble
fini deKrx1, . . . , xns, Pairpg1, g2q “ plcm1,2, t1, g1, t2, g2q aveclcm1,2, t1, t2 P T tel que les conditions suivantes
soient vérifiées:

(i) pF̃kq` Ă G pourk “ 1, . . . , pd ´ 1q

(ii) fi “SIMPLIFYpti, gi,Fq pour i “ 1, 2.

(iii) spolpf1, f2q “ oF plcmpLTpf1q, LTpf2qqq (voir section10page12).

Alors spolpg1, g2q “ oF plcm1,2q.
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Proof. Soit pt1
i, g

1
iq le résultat de SIMPLIFYpti, gi,Fq. D’après le lemme?? on aLTpt1

1g
1
1q “ LTpt1g1q “ lcm1,2 “

LTpt2g2q “ LTpt1
2g

1
2q de telle sorte que (en supposant tous les polynômes unitaires):

spolpg1
1, g

1
2q “ t1

1g
1
1 ´ t1

2g
1
2

“ pt1
1g

1
1 ´ t1g1q ` pt1g1 ´ t2g2q ` pt2g2 ´ t1

2g
1
2q

“ r ` spolpf1, f2q ` r1

avecr, r1 P IdpF̃` Y Fq Ă IdpGq tel quemaxpLTprq, LTpr1qq ă lcm1,2. Ainsi spolpg1, g2q “ OF pt1q pour
t1 “ maxpLTprq, LTpr1q, tq ă lcm1,2. Le résultat découle du théorème20.

10.4 Fonction de sélection

Le choix d’une bonne fonctionSel, c’est à dire une stratégie de calcul, est très important pour les performances de
l’algorithme.

Calculer une base de Gröbner pour un ordre du degré est souvent une partie très difficile dans la chaîne des
calculs aboutissant à la résolution complète d’un système algébrique. Une explication est que l’entrée de l’algorithme
est simplement un sous-ensemble deKrx1, . . . , xns sansstructure mathématique. On peut se donner une certaine
structure dès le début de l’algorithme en utilisant le concept ded-bases de Gröbner (voir15p. 15). C’est à dire que la
fonction de sélection choisittoutesles paires critiques de degré minimale:

Algorithme 20. Sel

Input: P une liste de paires critiques
Output: une liste de paires critiques.
d :“ min tdegplcmppqq | p P P u
rF :“ Réduction de Gauß deF par rapport àă
Pd :“ tp P P | degplcmppqq “ du
return Pd

On appelle cette stratégies lastratégie normale pour l’algorithmeF4. Ainsi si les polynômes de départ son
homogènes, on obtient, en degréd, uned base de Gröbner;Sel sélectionne donc à l’étape suivante toutes les paires
qui sont nécessaires pour calculer une base de Gröbner jusqu’en degréd ` 1.

Une variante serait de changerdegplcmppqq pardegSugarplcmppqq oùdegSugar représente le "sucre" (voir l’article
(Giovini A. and Mora T. and Niesi G. and Robbiano L. and Traverso C., 1991)).

10.5 Exemple détaillé étape par étape

L’exemple suivant est donné à titre d’illustration; il est malheureusement impossible de montrer le gain en efficacité
sur un exemple de petite taille. On considère le problème cyclic4. On prend comme ordre admissible l’ordre degree
reverse lexicographical ordering (DRL) et la stratégie normale (voir aussi section10.4)

F “

„
f4 “ abcd ´ 1, f3 “ abc ` abd ` acd ` bcd,
f2 “ ab ` bc ` ad ` cd, f1 “ a ` b ` c ` d



Au départG “ tf4u etP1 “ tPairpf3, f4qu de telle sorte queL1 “ tp1, f3q, pb, f4qu.

On rentre dans la fonction SYMBOLIC PREPROCESSINGpL1, G, Hq; F1 “ L1, Done “ LTpF1q “ tabu et
T pF1q “ tad, ab, b2, bc, bd, cdu, on choisit un élément dansT pF1qzDone, par exemplead, maisad est top réductible
parG; ainsiDone “ tab, adu, F1 “ F1 Y tdf4u etT pF1q “ T pF1q Y td2u.

Comme les autres éléments deT pF1q ne sont pas top réductible parG, SYMBOLIC PREPROCESSINGretourne

F1 “ rf3, bf4, df4s.
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La représentation matricielle deF est:

A1 “ MpF1q “

»

—
—
–

0 0 0 1 1 1 1 0
1 0 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0 0

fi

ffi
ffi
fl

et la réduction de Gauß deA1 est:

Ã1 “

»

—
—
–

0 0 0 1 1 1 1 0
1 0 1 0 ´1 0 ´1 0

0 1 0 0 2 0 1 0

fi

ffi
ffi
fl

par conséquent̃F1 “ rf5 “ ad ` bd ` cd ` d2, f6 “ ab ` bc ´ bd ´ d2, f7 “ b2 ` 2 bd ` d2s et comme
ab, ad P LTpF1q on aF̃1` “ rf7s et maintenantG “ tf4, f7u.

Lors de la prochaine étape on doit considérerP2 “ tPairpf2, f4qu, ainsiL2 “ tp1, f2q, pbc, f4qu etF “ tF1u.
Dans SYMBOLIC PREPROCESSINGon cherche à simplifier les produits1¨f2 etbc ¨f4 avecF . On voit quebf4 P F1
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F̃2 “ rf9 “ acd ` bcd ` c2d ` cd2, f10 “ b2d ` 2 bd2 ` d3, f11 “ abd ` bcd ´ bd2 ´ d3, f12 “ abc ´ bcd ´
c2d ` bd2 ´ cd2 ` d3, f13 “ bc2 ` c2d ´ bd2 ´ d3s et

G “ tf4, f7, f13u.

Lors de la prochaine étape on a

L3 “ tp1, f1q, pbcd, f4q, pc2, f7q, pb, f13qu

et on appelle récursivement la fonction Simplify: SIMPLIFYpbcd, f4q “ SIMPLIFYpcd, f6q “ SIMPLIFYpd, f12q “
pd, f12q. On obtient

F3 “ rf1, df12, c
2f7, bf13s.

On remarque quec2f7 ne peut être simplifié. Après quelques étapes dans SYMBOLIC PREPROCESSINGon trouve

F3 “ rf1, df12, c
2f7, bf13, df13, df10s
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puis F̃3 “ rf15 “ c2b2 ´ c2d2 ` 2 bd3 ` 2 d4, f16 “ abcd ´ 1, f17 “ ´bcd2 ´ c2d2 ` bd3 ´ cd3 ` d4 ` 1,
f18 “ c2bd ` c2d2 ´ bd3 ´ d4, f19 “ b2d2 ` 2 bd3 ` d4s.

Un rapide calcul montre que le rang deF3 est seulement5. Cela signifie qu’il y a une réduction à zéro qui n’a pas
été évitée.

10.6 Optimisation de l’algèbre linéaire
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L’étape de mise sous forme échelon des matrices est l’étape la plus coûteuse en temps d’exécution et en espace
mémoire.

10.6.1 Algèbre linéaire dédiée

Afin de tenir compte de la structure quasi-triangulaire des matrices générées par l’algorithmeF4 nous avons proposé,
avec S. Lacharte (Faugère, Jean-Charles and Lachartre, Sylvain, 2010) et C. Eder, des algorithmes dédiés. Une librairie
GBLA1, sous license LGPL, est également disponible et permet de réduire ces matrices sur des machines avec plusieurs
processeurs.

1http://www-polsys.lip6.fr/~jcf/Software/GBLA/index.html
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10.6.2 Compression des matrices

Lorsque les matrices sont grosses il est nécessaire d’adopter un schéma de stockage des données plus compliqué afin
de réduire l’occupation mémoire: si on considère une matrice5.104 ˆ 5.104 avec10% d’éléments non nuls (c’est
exactement le cas pour le benchmark Cyclic9 par exemple); même si on alloue un seul octet pour chaque coefficient
(ce qui est plutôt optimiste si on considère que les coefficients ont souvent plusieurs centaines de chiffres) il faut
250 ˚ 106 octets pour stocker la matrice. Dans notre implantation on évite de dupliquer les coefficients (en effet la
plupart des lignes sont des multiplication d’un même polynômef par plusieurs monômes); ainsi on a juste a considérer
les positions des éléments non nuls des éléments de la matrice: c’est une succession de 1 et 0 qu’il faut compresser
(c’est donc une bitmap). Nous avons testé plusieurs méthodes:

(i) Pas de compression: inefficace à la fois d’un point de vue temps de calcul et d’un point de vue mémoire.

(ii) Compression bitmap: si on note par

j1, j2, j3, . . .

les positions des éléments non nuls dans une ligne de la matrice, alors
ř

k 2jk´1 est la forme bitmap. Cette
méthode est efficace mais ne compresse par beaucoup la matrice (et seulement d’un facteur constant).

(iii) Une autre technique consiste a considérer les différences entre les positions non nulles:

j1 j2 ´ j1 j3 ´ j2 ¨ ¨ ¨

quand les la différencejk ´ jk´1 est petite (ă 128q, et ceci arrive souvent, on peut la stocker sur un octet. Cette
méthode est plus efficace en terme d’occupation mémoire que la précédente et seulement un peu plus lente (10%
plus lente).

(iv) On peut aussi appliquer une technique à la gzip sur la représentation précédente: par on peut identifier des
patternsde r blocs de 1 consécutifs (c’est à direji “ ji`1 ´ 1 “ ji`2 ´ 2 “ ¨ ¨ ¨ . Cette méthode est plus
complexe à mettre en oeuvre mais elle est beaucoup plus efficace.
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11 Critère F5 et algorithme F5.

11.1 Introduction

Une première méthode pour améliorer l’efficacité de l’algorithme de Buchberger (Buchberger B., 1965; Buchberger
B., 1979; Buchberger B., 1985) a déjà été décrite dans la section9; le but de cette section est de décrire un nou-
veau critère pour remplacer les critères de Buchberger et éliminercomplètementtoutes les réductions inutiles lors
d’un calcul de base de Gröbner (ou de manière équivalente générer des matrices de rang plein pour un algorithme
matriciel de typeF4). En effet, les critères de Buchberger sont très efficaces puisqu’ils permettent d’éviter beaucoup
de calculs inutiles; cependant, pour un pourcentage élevé d’exemples, après application des critères,90% des paires
critiques se réduisent à zéro après application des critères de Buchberger. Il faut préciser aussi qu’il n’est pas toujours
possible d’éliminertoutesles réductions inutiles puisque ce n’est déjà pas vrai pour un système linéaire d’équations
singulier (c’est à dire dont le rang n’est pas maximal). Il faut aussi indiquer qu’on cherche à obtenir ce résultat sans
sacrifier l’efficacité de l’algorithme; ainsi des techniques calculant en même temps que la base de Gröbner le premier
module des syzigies (Mora, T. and Möller, H.M. and Traverso, C., 1992) sont à exclure. On verra que l’algorithme
F5 (Faugère, 2002) permet, en pratique, de gagner un ordre de grandeur par rapport à l’algorithmeF4 sur une large
classe d’exemples; ceci est également illustré dans plusieurs applications. On se reporte à l’article original (Faugère,
2002) pour une comparaison avec des méthodes connexes:

• les critères de Buchberger (Buchberger B., 1979; Buchberger B., 1985) et l’implantation de ces critères (Gebauer
& Moller, 1986).

• les "staggered linear bases" (Gebauer & Moller, 1986)

• le calcul simultané de la base de Gröbner et du module des syzygies (Mora, T. and Möller, H.M. and Traverso,
C., 1992).

• Le concept des bases involutives (V.P. Gerdt and Yu.A.Blinkov, 1998) peut être vu comme un moyen d’interdire
certaines réductions et donc d’éviter des calculs. L’article (J. & R., 2002) présente un analogue du deuxième
critère de Buchberger pour le calcul des bases involutives.

Notons toutefois qu’aucune de ces méthodes ne permet de répondre à l’ensemble des spécifications: élimina-
tion totale des calculs inutiles et efficacité; sselon les auteurs de l’article (Mora, T. and Möller, H.M. and Traverso,
C., 1992): “many useless pairs are discovered, but it involves a lot of extra computation, so the execution time is in-
creased”. Depuis la parution de l’article original, beaucoup de chercheurs ont étudié le critère et les notions théoriques
associées. Ceci a donné lieu a de nouvelles idées pour optimiser les algorithmes ainsi que de nouvelles variantes de
l’approche par signature (Eder, C., 2008; Eder, C. & Perry, J., 2010; Arri, A. & Perry, J., 2011). Beaucoup de nouvelles
variantes deF5ont ainsi été introduites comme par exemple , G2V (Gao, S. & Volny IV, F., 2010) resp. GVW (Gao,
S. & Wang, D., 2010; Volny, F., 2011; Gao, S. & Wang, D., 2011; Gao, S. & Wang, D., 2013) ou SB (Roune, B. H. &
Stillman, M., 2012a; Roune, B. H. & Stillman, M., 2012b). Il faut aussi mentionner l’existence de plusieurs articles
essayant de classifier les différentes variantes d’algorithmes fondés sur l’utilisation des signatures (Huang, L., 2010;
Eder, C. & Perry, J., 2011; Sun, Y. & Wang, D. K., 2011; Pan, S. & Wang, B., 2012; Pan, S. & Wang, B., 2013; Eder,
C. & Roune, B. H., 2013). En conséquence, la littérature sur le sujet est tellement vaste qu’il est impossible de la
résumer dans ce document. Avec Christian Eder (Eder & Faugère, 2014), nous avons donc proposé de classifier tous
ces articles (voir figure11.1p. 42) dans le but d’identifier les différences et les similarités entre ces algorithmes.

La stratégie de l’algorithmeF5 est de calculer degré par degréet équation par équation lesd-base de Gröbner
des systèmespfmq, pfm´1, fmq, . . . , pf1, . . . , fmq. On montre (voir corollaire7) que si le système initial est régulier
alors il n’y a pas de réduction à zéro. De plus, en pratique, pour la plupart des systèmes il n’y a pas ou très peu de
réduction à zéro. Même si la complexité du pire cas (doublement exponentiel) n’est pas amélioré on constate expéri-
mentalement que pour une large classe de systèmes l’algorithmeF5 est plus rapide que toutes les autres implantation
(en particulier l’algorithmeF4). L’idée de l’algorithme est d’abord détaillée pas à pas sur un exemple (11.2) puis une
version matricielle (F5 matriciel) est ensuite décrite: en effet, cette version est, d’une part, facilement implantable et
d’autres le programme est déjà très efficace pour traiter des exemples denses (par exemple c’est cette version qui a
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été utilisée pour résoudre le challenge HFE 1). De plus, cette version permet des extensions multiples comme le cas
creux (Faugèreet al. , 2014a) et le cas des bases SAGBI (Faugère & Rahmany, 2009).

Figure 1: Dépendances entre divers algorithmes fondés sur les signatures (Janvier 2015)

11.2 L’idée préliminaire à l’algorithme F5.

Afin d’introduire l’idée on considère un système algébrique de degré2 en3 variablesx, y, z dépendant d’un paramètre
b qui prendra la valeur0 ou1:

Sb

$
&

%

f3 “ x2 ` 18 xy ` 19 y2 ` 8 xz ` 5 yz ` 7 z2

f2 “ 3 x2 ` p7 ` bq x y ` 22 x z ` 11 yz ` 22 z2 ` 8 y2

f1 “ 6 x2 ` 12 xy ` 4 y2 ` 14 xz ` 9 yz ` 7 z2

On veut calculer la base de Gröbner def1, f2, f3 modulo23 pour un ordre du degré tel quex ą y ą z. Si on
applique l’algorithme de Buchberger (avec les critères de Buchberger) il y a5 paires critiques utiles et5 paires inutiles
(qui se réduisent à0). Dans un premier temps on supposeb “ 0. Pour calculer la base de Gröbner on procède degré
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par degré. En degré2 on construit directement la représentation matricielle (voir section9 ) derf1, f2, f3s:

A2 “

x2 x y y2 x z y z z2

f3 1 18 19 8 5 7
f2 3 7 8 22 11 22
f1 6 12 4 14 9 7

ce qui donne après mise sous forme triangulaire de la matriceA2 (contrairement à la section9 on calcule des mises
sous forme triangulaire de matrice et pas la forme échelonnée complète, la raison en sera explicité plus bas):

B2 “

x2 x y y2 x z y z z2

f3 1 18 19 8 5 7
f2 1 3 2 4 ´1
f1 1 ´11 ´3 ´5

(afin de mieux faire ressortir la structure des matrices on remplace un0 par un espace). Donc on a construit deux
"nouveaux" polynômes dans l’idéalf4 “ xy ` 4 yz ` 2 xz ` 3 y2 ´ z2 etf5 “ y2 ´ 11 xz ´ 3 yz ´ 5 z2.
En degré3 on pourrait construire la représentation matricielle de

rx f1, y f1, z f1,x f2, y f2, z f2,x f3, y f3, z f3s

et obtenir la matrice suivante:

A3 “

x3 x2y xy2 y3 x2z . . .
zf3 0 0 0 0 1 . . .
yf3 0 1 18 19 0 . . .
xf3 1 18 19 0 8 . . .
zf2 0 0 0 0 3 . . .
yf2 0 3 7 8 0 . . .
xf2 3 7 8 0 22 . . .
zf1 0 0 0 0 6 . . .
yf1 0 6 12 4 0 . . .
xf1 6 12 4 0 14 . . .

Pour trianguler la matrice on peut réduire les lignesxf2 etxf1 par la lignexf3. Mais ce serait une perte de temps
puisque ceci a déjà été réalisé à l’étape précédente: par exemplef4 “ ´f2 ` 3f3, et doncxf4 “ ´xf2 ` 3xf3. C’est
une idée importante de l’algorithme de Buchberger: on utilise le plus possible ce qui a déjà été calculé en degré plus
petit. Il est clair qu’on ne doit pas mettref1 et f4 simultanémentdans la même matrice car ces deux polynômes ne
sont pas linéairement indépendants. Par conséquent on remplace, dansA3, f2 (resp.f1) parf4 (resp.f5) et on calcule
la représentation matricielle derx f5, y f5, z f5,x f4, y f4, z f4,x f3, y f3, z f3s:

A
1

3 “

x3 x2y xy2 y3 x2z xyz y2z xz2 yz2 z3

zf3 1 18 19 8 5 7
yf3 1 18 19 0 8 5 0 7 0
xf3 1 18 19 0 8 5 0 7 0 0
zf4 1 3 2 4 22
yf4 1 3 0 2 4 0 22 0
xf4 1 3 0 2 4 0 22 0 0
zf5 1 12 20 18
yf5 1 0 12 20 0 18 0
xf5 1 0 12 20 0 18 0 0

Après mise sous forme triangulaire:
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ĂA1

3 “

x3 x2y xy2 y3 x2z xyz y2z xz2 yz2 z3

xf3 1 18 19 0 8 5 0 7 0 0
yf3 1 18 19 0 8 5 0 7 0
yf2 1 3 0 2 4 0 22 0
xf2 1 0 0 8 1 18 15
zf3 1 18 19 8 5 7
zf2 1 3 2 4 22
zf1 1 12 20 18
yf1 1 11 13
xf1 1 18

Donc on construit3 nouveaux polynômes (ligne dont l’index est en fonte grasse) comme par exemplef6 “
y3 ` 8 y2z ` xz2 ` 18 yz2 ` 15 z3 ; il faut noter que ce polynôme provient, en fait, de la ligne étiquetée parx f4 elle
même équivalente àx f2; plus exactement on sait qu’on peut trouver un polynômeg6,3 de degré 1 tel que

f6 “ pα6 x ` ¨ ¨ ¨ q f2 ` g6,3 f3 avecα6 P K

et de manière similaire il existepg8,2, g8,3, g7,2, g7,3q P Krx1, . . . , xns4 tels que:

f7 “
´
α7 y ` ¨ ¨ ¨

ˉ
f1 ` g7,2 f2 ` g7,3 f3 avecα7 P K (10)

f8 “
`
α8 x ` ¨ ¨ ¨

˘
f1 ` g8,2 f2 ` g8,3 f3 avecα8 P K (11)

Pour la suite de l’algorithme on peut noter également que si on remplacef8 par une combinaison linéaire faisant
intervenir les lignesf7, f8, f6 alors l’écriture (11) est préservée: sif

1

8 “ β8 f8 ` β7 f7 ` β6 f6 (avecβ8 ‰ 0) alors

f
1

8 “
´
α

1

8 x ` ¨ ¨ ¨
ˉ

f1 ` g
1

8,2 f2 ` g
1

8,3 f3 avecα
1

8 P K et
´
g

1

8,2, g
1

8,3

ˉ
P Krx1, . . . , xns2

En revanche ceci n’est pas vrai si on modifie la lignef7 parf
1

7 “ γ8 f8 ` γ7 f7 ` γ6 f6 la structure (10) n’est pas
conservée:

f
1

7 “
´
α

1

7 x ` ¨ ¨ ¨
ˉ

f1 ` g
1

7,2 f2 ` g
1

7,3 f3 avecα
1

7 P K et
´
g

1

7,2, g
1

7,3

ˉ
P Krx1, . . . , xns2

Dans l’algorithme on pourra donc réduire la lignef8 par f7 mais pas l’inverse; autrement dit on pourra réduire
la ligne f8 d’étiquettex f1 par une ligne dont l’étiquette est strictement plus petite. Ceci explique pourquoi on se
contente d’une forme triangulaire et pas d’une forme échelonnée.

En degré4 un nouveau phénomène apparaît: la représentation matricielle de:
“
x2fi, x yfi, y

2fi, x zfi, y zfi, z
2fi, i “ 1, 2, 3

‰

n’est pas de rang plein ! (ceci correspond à3 paires critiques inutiles dans l’algorithme de Buchberger). La raison en
est que partant de la relation trivialef2f3 ´ f3f2 “ 0 on peut la réécrire:

3 x2 f3 ` p7 ` bq xy f3 ` 8 y2 f3 ` 22 xz f3 ` 11 yz f3 ` 22 z2 f3

´ x2 f2 ´ 18 xy f2 ´ 19 y2 f2 ´ 8 xz f2 ´ 5 yz f2 ´ 7 z2 f2 “ 0

Cette écriture permet d’expliciter la dépendance linéaire entre les lignes et même, plus précisément, quelle ligne on
peut retirer de la matrice: ici on enlèvex2f2 deA4. En utilisant la deuxième relation trivialef1f3 ´ f3f1 “ 0 on peut
retirer de la même façon la lignex2f1 de la matriceA4. Comme il existe une dernière relation trivialef1f2 “ f2f1

on sait qu’il existe une autre ligne inutile dans la matriceA4 mais comme on a déjà retiréx2f1 quelle autre ligne peu
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on retirer ? peut on retirerx y f1 ? Pour cela il faut combiner les relations triviales entre elles (et dans ce calcul on
reprend les polynômes originaux deSb avecb P t0, 1u):

0 “ pf2f1 ´ f1f2q ´ 3pf3f1 ´ f1f3q
0 “ pf2 ´ 3f3qf1 ´ f1f2 ` 3f1f3

0 “ f4f1 ´ f1f2 ` 3f1f3

0 “
´

p1 ´ bq x y ` 4 yz ` 2 xz ` 3 y2 ´ z2
ˉ

f1

´p6x2 ` ¨ ¨ ¨ q f2 ` 3p6x2 ` ¨ ¨ ¨ q f3

On en déduit qu’on peut retirer de la matriceA4 la lignex y f1lorsque queb ‰ 0 et la ligney z f1 lorsqueb “ 0.
Par conséquent des calculs sont nécessaire pour savoir quelle est la ligne à éliminer (car cela dépend de lavaleur de
b). Plus généralement, si on combine les trois relations trivialesfifj “ fjfi on obtient:

upf2f1 ´ f1f2q ` vpf3f1 ´ f1f3q ` wpf2f3 ´ f3f2q “ 0

oùu, v, w sont des polynômes quelconques. En regroupant les termes:

puf2 ` vf3qf1 ´ uf1f2 ´ vf1f3 ` wf2f3 ´ wf3f2 “ 0

Ainsi toutes les relations trivialeshf1 sont telles queh est dans l’idéal engendré parf2 et f3. Si on calcule une base
de GröbnerGprev de l’idéal engendrépf2, f3q on élimine les lignesmf1 oùm est un monôme divisible par le terme de
tête d’un élément deGprev. Plus généralement, si on a calculé une base de Gröbner depf2, . . . , fmq, lors du calcul de
la base de Gröbner depf1q ` Gprev on va construire des matrices dont les étiquettes des lignes sont de la formemf1

avecm un monôme irréductible par rapport àGprev.

Pour terminer l’exemple (on suppose à nouveaub “ 0) et afin d’utiliser les calculs en degré2 et3 on applique les
règles de réécriture (dans cet ordre):

x f2 Ñ f6, f2 Ñ f4

x f1 Ñ f8, y f1 Ñ f7

f1 Ñ f5

Maintenant les lignes de la matriceA4 sont donc
“
yf7, zf8, zf7, z

2f5, yf6, y
2f4, zf6, y zf4, z

2f4, x
2f3, x yf3, y

2f3, x zf3, y zf3, z
2f3

‰

et la matrice est

A4 “

»

—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
–

1 18 19 0 0 8 5 0 0 7 0 0 0 0 0
1 18 19 0 0 8 5 0 0 7 0 0 0 0

1 18 19 0 0 8 5 0 0 7 0 0 0
1 3 0 0 2 4 0 0 22 0 0 0

1 0 0 0 8 0 1 18 0 15 0
1 18 19 0 8 5 0 7 0 0

1 18 19 0 8 5 0 7 0
1 3 0 2 4 0 22 0

1 0 0 8 1 18 15
1 18 19 8 5 7

1 11 0 13 0
1 12 20 18

1 11 13
1 18

1 3 2 4 22

fi

ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
ffi
fl

Ainsi A4 est pratiquement triangulaire si on excepte un bloc5 ˆ 5 :
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A
1

4 “

xyz2 y2z2 xz3 yz3 z4

z2f4 1 3 2 4 22
z2f5 1 12 20 18
zf7 1 11 13
zf8 1 18
yf7 1 11 13

(12)

La réduction de la matrice donne le nouveau polynômef9 “ z4 et comme il comme correspond à la ligne
d’étiquettey f7 « y2 f1 on sait qu’on peut trouver une écriture def9 de la forme:

f9 “
`
α9 y2 ` ¨ ¨ ¨

˘
f1 ` p¨ ¨ ¨ q f2 ` p¨ ¨ ¨ q f3.

Dans cet exemple le calcul se fait sans aucune réduction à zéro. Il en ressort également que dans l’algorithme il est
nécessaire de conserver l’étiquette originelle de chaque ligne pour chaque polynôme calculé: se sera la “signature”.
Par exemple la signature def6 seraxf2.

12 Algorithme F5 matriciel

Le but de cette section est la description de la version matricielle de l’algorithmeF5 qui sera adaptée à une anal-
yse de complexité et efficace pour des systèmes denses. Une différence fondamentale avec la version originale de
l’algorithmeF5 (Faugère, 2002) est que, d’une part le degré maximal atteint par les calculs doit être donné en entré
de l’algorithme (c’est le paramètreD dans la description de l’algorithme21); d’autre part on ne tient pas compte du
caractère éventuellement creux des polynômes. L’algorithme qui en résulte est particulièrement simple à décrire et à
implanter.

12.1 Représentation matricielle avec étiquette

Comme cela a été illustré dans la section11.2, il nécessaire d’adjoindre à chaque polynôme, et donc à chaque ligne de
matrice, uneétiquette;pour cette raison il nous faut étendre la définition de la représentation matricielle23:

Définition 30. SiF “ rf1, . . . , fms est un vecteur dem polynômes,e “ re1, . . . , ems un vecteur dem étiquettes etă
un ordre admissible,TăpF q “ rt1, . . . , tls les termes du support deF triés pour l’ordreă. Alors une représentation
matricielleMe,TăpF qpF q deF est une matrice dont les lignes sont indexées parre1, . . . , ems:

Me,TăpF qpF q “

t1 t2 ¨ ¨ ¨
e1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ f1

e2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ f2

e3 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ f3

et dont le coefficient d’indicepei, jq est le coefficient du termetj dansfi . Dans la notation précédente on ajoute la
colonne de droite simplement pour indiquer l’origine des coefficients de la matrice; cette colonne est donc optionnelle
dans la notation. De plus,Me,TăpF qpF q vérifie l’équation:

F “ Me,TăpF qpF q ¨ TăpF q

Pour alléger les notations on noteMepF q ouMpF q la matriceMe,TăpF qpF q.
Réciproquement siMe est une matrice étiquetée pare “ re1, . . . , ems , de taillem ˆ l, à coefficients dansK, et

X “ rt1, . . . , tls un vecteur de termes alors la représentation polynomiale étiquetée deMe par rapport àX est le
vecteur dem polynômes déterminé par l’équationF “ M ¨ X et d’étiquettese.

Par exemple la matriceA
1

4 (équation12) d’étiquettes
“
z2f2, z

2f1, yz f1, xz f1, y
2 f1

‰
:
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A
1

4 “

xyz2 y2z2 xz3 yz3 z4

z2f2 1 3 2 4 22 z2f4

z2f1 1 12 20 18 z2f5

yz f1 1 11 13 zf7

xz f1 1 18 zf8

y2 f1 1 11 13 0 yf7

devient après mise sous forme triangulaire (on utilise la même notationrmais on autorise uniquement une réduction
de ligne par une ligne dont l’étiquette est strictement plus petite):

ĂA1

4 “

xyz2 y2z2 xz3 yz3 z4

z2f2 1 3 2 4 22 z2f4

z2f1 1 12 20 18 z2f5

yz f1 1 11 13 zf7

xz f1 1 18 zf8

y2 f1 1

et la dernière ligne de cette matriceĂA1

4 correspond au polynômez4 d’étiquettey2 f1. Dans la description de
l’algorithme il sera commode d’employer une notation simple pour décrire la façon de rajouter une lignef P Krx1, . . . , xns
d’étiquetteε à une matrice étiquetéeMepF q:

Me`rεspF ` rf sq “
MepF q

ε ¨ ¨ ¨ f

Par exemple

ĂA1

4

xz f1 ¨ ¨ ¨ z4 désigne la matrice:

xyz2 y2z2 xz3 yz3 z4

z2f2 1 3 2 4 22 z2f4

z2f1 1 12 20 18 z2f5

yz f1 1 11 13 zf7

xz f1 1 18 zf8

xz f1 1 18 zf8

y2 f1 1

(remarquer qu’on trie les lignes et les colonnes).

12.2 Algorithme F5 matriciel

On va décrire maintenant l’algorithmeF5 matriciel. Afin d’unifier le cas général et le cas particulierF2 on utilise la
notation suivante:δK,F2 , le symbole de Kronecker, est égal à1 siK “ F2 et 0 sinon. En effet dans le cas où cherche
à calculer une base de Gröbner surF2d’un système algébriquerf1, . . . , fms on doit ajouter les équations de corps
x2

i ´ xi. Par conséquent, il faut tenir compte de nouvelles relations triviales

f2 “ f

provenant de l’action du morphisme de Frobenius (voir la section14 pour la justification du nouveau critère). À
noter que c’est cette version deF5 matricielle qui a été utilisée pour résoudre le challenge 1 de HFE .

Avec ces notations on peut décrire très simplement l’algorithmeF5 matriciel:

Algorithme 21. AlgorithmeF5matriciel.
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Input:

$
&

%

le corpsK
F “ rf1, . . . , fms polynômes de degrés totald1 ď ¨ ¨ ¨ ď dm,
un entierD

Output: uneD-base de Gröbner deF pour un ordre admissibleă .

M p˚qprsq :“ H, ĆM p˚qprsq :“ H
for d from d1 to D do // Boucle sur le degré

for i from 1 to m do // Boucle sur les équations
// Construire la nouvelle matriceM pdqprf1, . . . , fisq:
if d “ di then

M pdqprf1, . . . , fisq :“
ĆM pdqprf1, . . . , fi´1sq

fi ¨ ¨ ¨ fi

else

M pdqprf1, . . . , fisq :“ ĆM pdqprf1, . . . , fi´1sq
// JCritères est un l’idéal monomial:

JCritères :“ Id
´
LT

´
ČM pd´diqprf1, . . . , fi´1`δK,F2

sq
ˉˉ

for toute lignef d’étiquettet fi dans ČM pd´1qprf1, . . . , fisq do
Soitk le plus grand entier tel quexk diviset
for j from k ` δK,F2 to n do

if t xj R JCritères then
// SiK “ F2 alorsdans la matrice suivante on
// remplace dans le produitxjf les carrésx2

i parxi.

M pdqprf1, . . . , fisq :“
ĆM pdqprf1, . . . , fisq

txjfi ¨ ¨ ¨ xjf

Calculer ĆM pdqprf1, . . . , fisq la réduction de Gauß (en
respectant l’ordre des étiquettes).

return la représentation polynomiale deČM pDqprf1, . . . , fmsq

13 Algorithme F5 version simplifiée

Soit I 1 un idéal deKrx1, . . . , xns; on suppose qu’on a déjà calculé une base de GröbnerG1de I 1 pour un ordre fixé
ă et qu’on veut calculer une base de Gröbner de l’idéalpf1q ` I 1pour f1 P Krx1, . . . , xns. Les différences entre
l’algorithme de cette section avec l’algorithmeF5 matriciel (21) de la section précédente sont:

1. il n’est pas nécessaire de donner le degré maximalD des calculs.

2. c’est une version adaptative de l’algorithme matriciel (on ne considère pas systématiquement le produit par
toutes les variables).

13.1 Signature d’un polynôme

On veut tout d’abord définir une signature unique et canonique pour tous les éléments deT pIq Ă T les termes de tête
de tous les polynômes de l’idéalI.

Définition 31. Pour toutp dans l’idéalI on définitwppq comme étantminătg1 P Krx1, . . . , xns | pg1f1 ´pq P I 1u “
mină ppI 1 : pf1qq{I 1q. On définitv1ppq comme étant le terme de tête dewppq:

v1 :

ˆ
I ÝÑ T pIq
p ÞÝÑ v1ppq “ LTăpwppqq

˙

.

Proposition 45. Sip1 etp2 sont deux polynômes deI tels queLTpp1q ‰ LTpp2q alorsv1pp1q ‰ v1pp2q.
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Dans l’algorithmeF5, v1ppq sera lasignaturedu polynômep: elle est unique et ne dépend pas des calculs. Le
nouveau critère utilise la signature pour éliminer des paires critiques. Par rapport à la version matricielle deF5

la signature correspond à l’étiquette associée à chaque ligne de la matrice. Dans la représentation interne il faut
inclure la signature dans la représentation interne des polynômes; mathématiquement on doit "agrandir" l’anneau des
polynômes:

Définition 32. On définit un nouvel anneau de polynômesR “ T ˆ Krx1, . . . , xns. Pour toutr P R,si r “ pt, fq
alors on définit la projectionπprq “ f P Krx1, . . . , xns et signature de r comme étantSprq “ t P T .

On verra que durant l’exécution de l’algorithmeF5 on aura toujoursSprq “ v1pπprqq.

Définition 33. (admissibilité) On dit quer P R est admissible s’il existeg1 P Krx1, . . . , xns tel queg1f1 ´ πprq P I 1

etLTpg1q “ Sprq.

Remarque 17. Avec les notations de l’exemple11.2, p.42on a: I 1 “ Idpf3q et on considèreI “ pf2q ` I 1:

r2 “ p1, 3 x2 ` 7x y ` 22 x z ` 11 yz ` 22 z2 ` 8 y2q
r6 “ px, y3 ` 8 y2z ` xz2 ` ¨ ¨ ¨ q “ px ` ¨ ¨ ¨ qf2 ` p¨ ¨ ¨ qf3

Remarque 18. Pour toutr P R tel queπprq P I 1 on aSprq “ 0.

Définition 34. Soient0 ‰ λ P K, v P T , etr “ pu, pq P R on définitλr “ pu, λpq etvr “ puv, vpq.

Remarque 19. On doit aussi étendre la définition des opérateurs usuels surR:

pour r P R, LTprq “ LTpπprqq etLCprq “ LCpπprqq.
pour r P R, etG Ă Krx1, . . . , xns, NFpr,G, ăq “ pSprq, NFpπprq, G, ăqq.
pour r, r1 P R2, lcmpr, r1q “ lcmpLTpπprqq, LTpπpr1qqq
R est une base de Gröbner siπpRq est une base de Gröbner.

13.2 Réductibilité, paire critique, S-polynôme au sens deF5

Dans le reste de cette section on restreint les réduction valides:

Définition 35. (normalisé)
On dit quer P R est normalisé siSprq est0 ou n’est pas top-réductible parI 1. On dit quepu, rq P T ˆ R est

normalisé siu r est normalisé. On dit encore qu’une paire critique orientéepr, r1q P R2 est normalisée si les deux
conditions sont vraies:

(i) u1Spr1q ă uSprq

(ii) pu, rq et pu1, r1q sont normalisées oùu “ lcmpr,r1q
LTprq , u1 “ lcmpr,r1q

LTpr1q .

Remarque 20. Si G1 est une base de Gröbner deI 1 l’implantation de la définition précédente est immédiate:r est
normalisé si et seulement siSprq n’est pas réductible parG1.

Remarque 21. (suite de l’exemple)r6 “ px, y3 ` 8 y2z ` xz2 ` 18 yz2 ` 15 z3q
x ˆ r6 n’est pas normalisé carxSpr6q “ x2 etx2 P LTpf3q
y ˆ r6 est normalisé cary Spr6q “ xy etxy R LTpf3q

Définition 36. (S-polynôme)
Soitpr, r1q une paire critique normalisée alors

Spolpr, r1q “

ˆ
lcmpr, r1q

LTprq
Sprq, Spolpπprq, πpr1qq

˙

P R
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Définition 37. (strong reduction)
Soientr, r1, r2 P R etR un sous ensemble deR. Alors on dit que

(i) r est fortement réductible parr1, si LTpr1q diviseLTprq et

LMprq
LMpr1q

Spr1q ď Sprq

Dans ce cas la réductionr par r1 est:

r
r1

ÝÑ pSprq, πprq ´
LMprq
LMpr1q

πpr1qq P R

(ii) r est fortement réductible parR s’il exister1 P R tel quer est fortement réductible parr1. Notation

r
RÝÑ r2

R˚

ÝÑ est la clôture réflexive transitive deRÝÑ.

Proposition 46. Soientr, r1 P R etR un sous ensemble deR. Alors

(i) si la paire pr, r1q est normaliséeSpolpr, r1q est admissible.

(ii) pour λ P K et t P T , pλtq r est admissible.

(iii) si r
R˚

ÝÑ r1 alors il existet ď Spr1q tel quept, πpr1qq est admissible.

13.3 Nouveau critèreF5

Le théorème principal de cette section est aussi une nouvelle caractérisation des bases de Gröbner:

Théorème 47. (critère F5) SoitG1 une base de Gröbner d’un idéalI 1 et f1 un polynôme. SoitR un sous ensemble
fini deR tel que:

(i) tous les éléments der P R sont admissibles et unitaires.

(ii) tr P R | Sprq “ 0u “ G1 et p1, f1q P R.

(iii) pour toute paire critique normaliséepr, r1q P R, on aSpolpr, r1q R˚

ÝÑ 0.

AlorsR est une base de Gröbner (non réduite) deI “ pf1q ` I 1.

Remarque 22. Dans le théorème si on restreint la condition (iii) aux paires critiques de degréď d alors on obtient
uned´base de Gröbner.

13.4 Réduction au sens deF5

Lorsqu’on réduit un des polynômes on doit garder tous les polynômes admissibles et on doit modifier la définition
usuelle de réduction; ainsi dans la fonction TOPREDUCTIONpr, r1q si r est réductible parr1: il existe t P T tel que
LMpr1q ¨ t “ LMprq et sir, r1 sont unitaires et admissibles on peut trouverpw,w1q P Krx1, . . . , xns2 et ph, h1q P I 12

tels que
πprq “ wf1 ` h, πpr1q “ w1f1 ` h1 etSprq “ LTpwq, Spr1q “ LTpw1q.

Par conséquent
πpr̃q “ πprq ´ tπpr1q “ pw ´ tw1q f1 ` ph ´ th1q
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et une condition suffisante pour queLTpw´tw1q “ LTpwq est quet LTpw1q ă LTpwq c’est à diret¨Spr1q ă Sprq;
dans ce caspSprq, πprq ´ tπpr1qq est admissible.

Sinon,t LTpw1q ă LTpwq, et on doit construire unnouveau polynômeptSpr1q, πprq ´ tπpr1qq qui est admissible
(si on pense l’algorithme en termes d’algèbre linéaire cela signifie qu’on doit échanger deux lignes dans la matric).
Donc il est nécessaire de retourner plusieurs polynômes dans la fonction TOPREDUCTION et c’est donc une différence
essentielle avec l’algorithme de Buchberger. De plus on doit s’assurer de ne pas générer deux polynômes avec la même
signature: on maintient donc une liste de termesA contenant toutes les signatures déjà crées: un réducteur potentiel
r1 sera considéré seulement siSpr1q n’est pas déjà dansA.

Algorithme 22. TOPREDUCTION

Input: r P R, R Ă R, A Ă T

Output: pr2, Sq où

"
r2 “ r

LCprq si r est réductible etH sinon.
S est un ensemble de0, 1 ou2 polynômes

if πprq “ 0 then
return pH, Hq // réduction à zéro !

for r1 P R do

if (t “ LTpr1q
LTprq P T ) et (pt, r1q est normalisé) et (ptSpr1q R A) then

if Sptr1q ă Sprq then
return pH, tpSprq, πprq ´ t πpr1qquq

else
r1 “ ptSpr1q, t πpr1q ´ πprqq P R
A “ A Y Spr1q
return pH, tr1, ruq

return p 1
LCprq r, Hq

Lemme 3. SitruYR est constitué de polynômes admissibles alors tous les polynômes retournés parTOPREDUCTION

sont admissbles.

Proof. Ceci découle de la discussion au début de ceparagraphe.

On peut maintenant décrire la fonction REDUCTION qui est une fonction globale au sens de la réduction dans
l’algorithmeF4.

Algorithme 23. REDUCTION

Input: F,R listes de polynômes normalisés dansR
Output: une liste de polynômes.
F “ éliminer dansF les doublons (pour la signature)
A “ SpF q, R1 “ H
while F ‰ H do
Prendre et retirer dansF l’élémentr avec la plus petit signature.
pr1, F 1q “TOPREDUCTIONpr,R Y R1,Aq
R1 “ R1 Y tr1u etF “ F Y F 1

return R1

13.5 Version simplifiée de l’algorithmeF5

On présente maintenant une version simplifiée de l’algorithme. On essaye d’être aussi proche que possible de la
présentation de l’algorithme de Buchberger. SoitI 1 un idéal. On suppose qu’on a déjà calcule une base de GröbnerG1

et on veut calculer la base de Gröbner depf1q ` I 1. On décrit maintenant l’algorithme utilisant le nouveau critère du
théorème47. L’implantation du test de normalisation et de calcul du S-polynôme est immédiat à partir des définitions
35 et 36 (voir aussi la remarque20). L’algorithme fait appel à la fonction REDUCTION (algorithme23) qui retourne
une liste de polynômes réduits (comme dans l’algorithmeF4) . On verra dans l’exemple13.7qu’on peut remplacer
cette fonction par une fonction de réduction totale.
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Algorithme 24. (F5 version de base)

Input: f1 un polynôme etG1 une base de Gröbner
Output: une base de Gröbner depf1q ` G1

R “ tp0, g1q | g1 P G1u Y tp1, f1qu
P “ rpr, r1q | r1 P G1 et pr, r1q est normalisées
while P ‰ H do
Soitd0 le degré minimal deP
Pd0 “ tp P P | degppq “ d0u
Rd0 “REDUCTIONpSpolpPd0q, Rq
for r P Rd0 do

P “ P Y rpr, r1q | r1 P R et pr, r1q normalisées
R “ R Y tru

return R

Remarque 23. Pour un polynôme homogènef1, une variante de l’algorithme est de ne garder dans la liste des paires
critiquesP que les paires de degréď d; dans ce cas on obtient uned´base de Gröbner. On noted´GröbnerF5 cette
variante de l’algorithmeF5.

13.6 Preuve de l’algorithmeF5

On suppose que le polynômef1 est homogène. Soit̃R l’ensemble de tous les polynômes qui sont générés pendant
l’algorithme. On donne la preuve de l’algorithme.

Proposition 48. Pour toutr P R̃, r est admissible et normalisé.

Proof. Au départp1, f1q est admissible. Les nouveaux polynômes sont crées dans:

(i) dans le calcul du S-polynôme:SpolpPdq et par définition la paire est normalisée.

(ii) dans TOPREDUCTION : on utilise alors le lemme3.

Théorème 49.Pour toutd, le résultat ded´GröbnerF5 est une base de Gröbner jusqu’au degréd.

Proof. Pour appliquer le théorème47on considère une paire critique normaliséepr, r1q P R etd son degré. Soitr2 le
résultat de la réduction deSpolpr, r1q parRd´1 et τ “ lcmpLTprq, LTpr1qq.En notantu “ τ

LTprq on a:

Spr2q “ uSprq
et LTpπpr2qq ă lcmpLTprq, LTpr1qq “ u LTprq

et donc

Spolpr, r1q
Rd´1ÝÑ r2 Rd´1Ytru

ÝÑ 0

Commer2 P Rd on en déduitSpolpr, r1q
RdÝÑ 0. D’après le lemme48 on peut appliquer le théorème47 et on en

déduit queRd est une base de Gröbner de l’idéal engendré parpf1q ` I jusqu’au degréd.

Théorème 50. Si on suppose que le polynômef1 est homogène et qu’il n’y a pas de réduction à zéro pendant le
calcul. On noteRd le résultat deREDUCTION dans l’algorithmeF5 24 et R la valeur deR dans l’algorithme avant
REDUCTION. AlorsIdpLTpRqq ‰ IdpLTpR Y Rdqq.

Proposition 51. Soit PSyz le module généré par les syzygies principales (triviales). Pour un système polynômial
génériquepf1, . . . , fmq, alors Syz“ PSyz.

Théorème 52. Lorsque l’algorithme trouve une réduction à zéro ,rik
Ñ 0 alors ceci implique qu’il existes P

SyzzPSyz avecLTpsq “ Sprik
q.

Corollaire 7. Si le système initial est une suite régulière alors il n’y a pas de réduction à zéro.
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13.7 F5: exemple pas à pas

On calcule maintenant la base de Gröbner pour un exemple tiré de l’article (Mora, T. and Möller, H.M. and Traverso,
C., 1992). L’ordre utilisé est l’ordre DRL tel quex ą y ą z ą t et les coefficients sont les nombres rationnels (Q):

$
&

%

f1 “ yz3 ´ x2t2

f2 “ xz2 ´ y2t
f3 “ x2y ´ z2t

L’algorithme F5 calcule successivement les bases de Gröbner des idéauxIdpf3q, Idpf2, f3q et Idpf1, f2, f3q “
xf1y ` Idpf2, f3q. Comme le dernier calcul est le plus significatif on décrit uniquement ce dernier cas. Les polynômes
de la base de GröbnerG1 “ πpR1q deIdpf2, f3q:

R1 “ rr3, r2, r4, r5s où r3 “ p0, f3q, r2 “ p0, f2q, r4 “ p0, x y3 t ´ z4 tq, r5 “ p0, z6 t ´ y5 t2q.
On noteϕ1 “NFp., rr3, r2, r4, r5sq la forme normale par rapport àG1.

r1 “ p1, f1q
R “ R1 Y tr1u “ rr3, r2, r4, r5, r1s
Il y a quatre paires critiques:p7 “ px y z3, x, r1, y z, r2q, p8 “ px2 y z3, x2, r1, z

3, r3q, p9 “ py z6 t, z3 t, r1, y, r5q,
p10 “ px y3 z3 t, x y2 t, r1, z

3, r4q.
Les signatures deSpp7q, . . . ,Spp10q sontx, x2, z3, x y2 sont toutes invariants parϕ1 donc les paires sont normal-

isées.
P “ rp7, p8, p9, p10s

d0 “ 5 , on calculeSpolpP5q avecP5 “ rp7s etP “ rp8, p9, p10s
r6 “ px, y3 z t ´ x3 t2q etF :“ rr6s
On ajoute la règle de réécriturex Ñ r6

Il n’y a aucune réduction possible der6 parG1 donc le résultat retourné estR5 “ rr6s
R “ rr3, r2, r4, r5, r1, r6s
On met à jour la liste de paires critiques:p11 “ py3 z3 t, z2, r6, y

2 t, r1q, p12 “ py3 z6 t, z5, r6, y
3, r5q, p13 “

px y3 z t, x, r6, z t, r4q, p14 “ px2 y3 z t, x2, r6, y
2 z t, r3q, p15 “ px y3 z2 t, x z, r6, y

3 t , r2q. On vérifie queSpz2 r6q “
xz2 et Spz5 r6q “ x z5 sont réductible parϕ1 donc les pairesp11 et p12 sontéliminéespar le critère deF5. Donc
P “ rp8, p9, p10, p13, p14, p15s.

d “ 6 , on calculeSpolpP6q avecP6 “ rp8, p13s etP “ rp9, p10, p14, p15s
Comme on a la règlex2 r1 ÝÑ x r6 on élimine la paire critiquep8.
En revanche on garde l’autre pairep13 puisque Rewritten?px, r6q “ false et Rewritten?pz, r4q “ false; par suite
r7 “ px2, z5 t ´ x4 t2q.
On ajoute la règlex2 ÝÑ r7 et il n’y a pas de réduction possible der7 parR donc on retourneR6 “ rr7s et maintenant
R “ rr3, r2, r4, r5, r1, r6, r7s.
Parmi toutes les paires critiques possibles on vérifie quepr7, r1q, pr7, r6q, pr7, r3q et pr7, r4q sontéliminéespar le
critère deF5.
Les nouvelles paires normalisées sontp16 “ pz6 t, z, r7, 1, r5q etp17 “ px z5 t, x, r7, z

3 t, r2q.
d “ 7 , on calculeSpolpP7q avecP7 “ rp15, p16, p17, p14s etP “ rp9, p10s.

Comme on a la règlex z r6 ÝÑ z r7 on élimine la paire critiquep15.
p16 est normalisée et on calculer8 “ px2 z , y5 t2 ´ x4 z t2q puis on ajoute la règlex2 z Ñ r8.
p17 est normalisée et on calculer9 “ px3 F1, ´x5 t2 ` y2 z3 t2q puis on ajoute la règlex3 Ñ r9.
Comme on a la règlex2 r6 ÝÑ r9 on ne garde pasp14. Il y a donc deux paires à traiter:F “ rr8, r9s
Les éléments deF ne sont pas top réductible parR (dans la fonction REDUCTION) selon la description de l’algorithme
24 mais il est possible deréduire totalementr9 pary t2 ˆ r1: alorsr9 “ px3 , ´x5 t2 ` x2 y t4q et le résultat final est
r9 “ ´ϕ1pr9q “ px3, x5 t2 ´ z2 t5q
Le résultat de REDUCTION est donc:R7 “ rr9, r8s. MaintenantR “ rr3, r2, r4, r5, r1, r6, r7, r8, r9s.
Les paires critiquespr9, r1q, pr9, r6q, pr9, r7q, pr9, r2q, pr9, r3q, pr9, r4q, pr9, r5q, pr8, r1q, pr8, r6q, pr8, r7q, pr8, r9q,
pr8, r2q etpr8, r5q ne sont pas admissibles.
Les paires critiques sontp18 “ px y5 t2, x, r8, y

2 t, r4q etp19 “ px2 y5 t2, x2, r8, y
4 t2, r3q.
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d “ 8 , on calculeSpolpP8q avecP8 “ rp9, p10, p18s etP “ rp19s.
p9 est normalisée etr10 “ pz3 t , y6 t2 ´ x2 z3 t3q est calculée: on ajoute la règlez3 t Ñ r10.
Comme on a la règlex y2 t, r1 ÝÑ y2 t r6 on ne garde pasp10

Comme on a la règlex, r8 ÝÑ z r9 on ne garde pasp18

Maintenantr10 “ ϕ1pr10q “ pz3 t , y6 t2 ´ x y2 z t4q est totalement réduit et le résultat du calcul estR8 “ rr10s,
R “ rr3, r2, r4, r5, r1, r6, r7, r8, r9, r10s.
Toutes les nouvelles paires de la formepr10, riq aveci “ 1, . . . , 8 sontéliminéespar le critère deF5.

d “ 9 , on calculeSpolpP9q avecP9 “ rp19s etP “ H.
Comme on a la règlex2 r8 ÝÑ x z r9 on ne garde pas la pairep19 et il n’y aucun calcul à effectuer.
F “ H etR9 “ H
L’algorithme se termine et retourneG “ πpRq.

On remarque que le calcul n’a généré aucune paire critique inutile. Avec l’algorithme de Buchberger il y a7 paires
inutiles et5 utiles.
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14 Complexité. Systèmes sur-déterminés

Cette section résume des travaux en collaboration avec M. Bardet et B. Salvy et on se réfère aux articles (Bardetet al.
, 2005; Bardetet al. , 2004; Bardetet al. , 2013; Bardetet al. , 2014)).

14.1 Introduction et motivation.

Les études de complexité des bases de Gröbner sont nombreuses: par exemple, le pire cas est bien connu depuis
l’exemple de Mayr-Meyer et on sait que dans ce cas la complexité du calcul est doublement exponentiel. Heureuse-
ment, en pratique, le comportement des bases de Gröbner n’est jamais aussi catastrophique. Le but de cette section
est donner des résultats de complexité non pas dans le pire cas mais dans le cas "générique" (plus exactement on va
donner une définition précise de semi-régularité pour expliciter la notion de généricité).

On trouve des systèmes surdéterminés dans bon nombre d’applications: par exemple dans les codes correcteurs
(décodage des codes cycliques , robotique, conception de filtres et la cryptographie. La sécurité de beaucoup de
primitives cryptographiques repose sur la difficulté de la résolution des systèmes algébriques. Dans le contexte de
la cryptographie publique multivariéeles clés publiques sont directement données sous forme de polynômes en
plusieurs variables. Plus généralement on peut ramener tout cryptosystème à un système algébrique et en évaluer la
robustesse par le biais de l’analyse de complexité du système algébrique: cette démarche porte le nom de Cryptanalyse
Algébrique. Dans la plupart des applications dans les corps finis on recherche les solutions non pas dans une extension
algébrique du corps de base mais dans le corps lui même: ainsi surF2 si on cherche à résoudre un système algébrique
rf1, . . . , fms ayantm ě n équations etn variables on doit lui adjoindre des équations de corpsx2

i ´xi “ xi pxi´1q “
0 (pouri “ 1, . . . , n). On a donc en fait un système avecm ` n ě 2 n équations, donc un système surdéterminé.

Dans le contexte de la cryptographie publique multivariée il est très important de pouvoir distinguer un système
"aléatoire" avec un système algébrique provenant d’une instance particulière: on verra que par exemple la clé publique
de HFE semble constitué de polynômes aléatoires (par exemple en examinant la densité des équations); pourtant le
calcul de la base de Gröbner est beaucoup plus facile que pour un système générique. Un moyen simple est de reporter
sur un graphique le paramètre clé permettant l’analyse de complexité, à savoir le degré maximal atteint par le calcul de
la base de Gröbner; c’est ce qui a été réalisé sur le dessin de la figure2: la courbe rouge représente le degré maximal
observé expérimentalement pour le calcul d’une base de Gröbner d’un système aléatoire den équations quadratiques
(denses) enn variables sur le corpsF2 (par conséquent il faut ajouter encoren équations de corps de degré2); les
autres courbes proviennent du système HFE de taillen (et le paramètred est le degré du polynôme secret):
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n

Degre  maximal  atteint  par  le
calcul  de  la  base  de  Gröbner

HFE  128<d<513
HFE  16<d<129

HFE  3<d<17

systeme  aleatoire

Figure 2: Complexité: degré maximal atteint.
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Cependant, on remarque que, très vite, les calculs sont trop difficiles pour les systèmes aléatoires et il n’est pas
possible d’obtenir les valeurs pour la courbe rouge même pour des valeurs petites (n “ 40q. Avec la connaissance
de la courbe théorique en rouge il sera facile de distinguer un système aléatoire avec un système particulier: on peut
stopper le calcul de la base de Gröbner dès qu’on observe une chute de degré strictement inférieure à la valeur prédite
par la courbe théorique. De plus on voudrait déterminer la pente de la courbe rouge. Le présent chapitre répond à
toutes ces questions: par exemple la pente est de1

11.14 (voir le tableau16.1.2) et toutes les points de la courbe rouge
peuvent être calculés (voir la figure18.6).

Dans la suite la constanteω ă 2.39 désigne l’exposant de la complexité des matrices de multiplication.

14.2 Suites régulières et semi-régulières

D’après la définition géométrique de suite régulière (définition19 ), dès quem ą n, fm devient un diviseur de zéro.
Ainsi, si on calcule une base de Gröbner de l’idéal en utilisant une stratégie Normale (algorithme7), à partir d’un
certain degré on aura des réductions à zéro. Pour étendre la notion de suites régulières à des suites surdéterminées,
il est donc nécessaire de modifier la définition de suite régulière: ainsi la définition40 impose quefi ne soit pas un
diviseur de zéro lorsquedegpfiq est inférieur au degré de régularité de l’idéal (définition39).

14.2.1 Généricité

Les suites régulières représentent bien le comportement d’une suite dont les coefficients ont été tirés au hasard. Plus
précisément, on peut montrer que, lorsque le corps des coefficients est infini, "presque toute" suite est une suite
régulière, où plus rigoureusement que "être une suite régulière1’ est une propriété générique au sens de la définition
suivante :

Définition 38. Considérons l’ensembleEpn,m, d1, ..., dmq des suitesf1, . . . , fm dem polynômes deKrx1, . . . , xns
enn variables, de degrésd1, ..., dm. Lorsque le corpsK est infini, on dit qu’une propriété des suites est générique
si l’ensemble des suites vérifiant cette propriété est un ouvert non vide de Zariski, c’est à dire si elle est vérifiée par
toutes les suites deE, sauf un ensemble algébrique de codimension au moins un.

Montrer que la propriété de semi-régularité est générique est une conjecture difficile de Fröberg (Fröberg, 1997)
démontrée seulement dans le casm “ n ` 1 (la difficulté est de montrer que c’est un ensemble non vide).

14.2.2 Suites régulières et semi-régulières. Degré de régularité.

Afin d’unifier le cas général et le cas particulierF2 on utilise la même notation que dans le chapitre11: δK,F2 est le
symbole de Kronecker qui est égal à1 siK “ F2 et0 sinon.

Si K est le corpsF2 et si on cherche les solutions du système algébriquepf1, . . . , fmq il faut rajouter à l’idéal
I engendré parpf1, . . . , fmq les équations de corpsx2

i ´ xi. Il faut alors remarquer que dans l’anneau quotient
F2rx1, . . . , xns “ F2rx1, . . . , xns{xx2

1 ´ x1, . . . , x
2
n ´ xny, tout polynômef de l’idéal xf1, . . . , fmy est solution

de l’équation triviale
f2 “ f

(dit autrementf est laissé invariant par le morphisme Frobeniusp Ñ p2q.
On noteRK l’anneau de polynômes

RK “ Krx1, . . . , xns siK ‰ F2

et
RF2 “ F2rx1, . . . , xns{xx2

1, . . . , x
2
ny siK “ F2

(il s’agit des polynômessans carré).Ainsi si Mdpnq désigne le nombre de termes enn variables en degréd dansRK

il est facile de prouver queMdpnq “
`
n`d´1

d

˘
etMdpnq “

`
n
d

˘
siK “ F2. Par conséquent:

8ÿ

d“0

Mdpnqzd “

ˆ
1 ´ δK,F2 z2

1 ´ z

˙n

(13)
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Comme il n’existe pas de suite régulière lorsque le nombre de polynômes est plus grand que le nombre de variables,
on doit modifier la définition usuelle de régularité en limitant le degré des non diviseurs de zéro (Bardet, 2004; Bardet
et al. , 2004):

Définition 39. Le degré de régularité d’un idéal homogèneI “ xf1, . . . , fmy dans l’anneauRK est

dreg “ min td ě 0 | dimKptf P I, degpfq “ duq “ Mdpnqu

Cette définition implique en particulier qu’un calcul de base de Gröbner pour un ordre du degré ne dépasse jamais
le degrédreg.

Définition 40. Une suite de polynômes homogènespf1, . . . , fmq est semi-régulière si pour touti “ 1, . . . ,m et g tel
que

g ¨ fi P xf1, . . . , fi´1y et degpg ¨ fiq ă dreg

alorsg est aussi dansxf1, . . . , fi´1`δK,F2
y.

Une suite de polynômes affinespf1, . . . , fmq est semi-régulière sipfH
1 , . . . , fH

m q est semi-régulière ,oùfH
i est la

partie homogène de plus haut degré.

Remarque 24. La notion de généricité est également plus problématique dansF2 est: l’ensemble des suites de
polynômes étant en effet fini, on peut seulement estimer la probabilité qu’une suite de polynômes soit semi-régulière.
Pour des systèmes à coefficients dansF2, l’ensembleE de la définition38est de dimension zéro, et donc cette définition
n’a plus de sens. Nous conjecturons cependant qu’une suite "tirée au hasard" sera semi-régulière surF2, dans le sens
ou la proportion de suites semi-régulières tend vers1 quandn tend vers l’infini. Expérimentalement cette conjecture
est parfaitement vérifiée pour les petites valeurs den.

14.3 Définition alternative de semi-régularité

Dans (Pardue & Richert, 2009) une définition légèrement différente de semi-régularité est donnée:

Définition 41. (Pardue & Richert, 2009) Une suite de polynômespf1, . . . , fmq deKrx1, . . . , xnsm est dites semi-
régulière si pour touti “ 1, . . . ,m, la matrice de multiplication:

pKrx1, . . . , xns{xf1, . . . , fi´1yqd´degpfiq
fiÑ pKrx1, . . . , xns{xf1, . . . , fi´1yqd

est de rang plein pour toutd.

La définition de semi-régularité40est plus générale que la définition de semi-régularité au sens de la définition41:
en effet cette dernière définition implique que toute sous-suitef1, . . . , fi est encore semi-régulière ce qui n’est pas vrai
avec notre définition (il suffit de considérer l’exemplepf1 “ x2

1, f2 “ x1x2, f3 “ x2
2q). Par suite la propriété54 du

théorème54n’est plus vraie pour les suites semi-régulières au sens de Pardue-Richert, mais les résultats de complexité
s’appliquent.

15 Complexité de l’algorithmeF5

Dans cette section on donne des résultats concernant la complexité de l’algorithmeF5: d’une part des résultats
généraux sur le degré atteint par l’algorithmeF5 pour les suites régulières ou semi-régulières: ceci donne un moyen
explicite de calculerdreg. C’est l’objet de la présente section. Dans la section18 on donne des résultats beaucoup
plus précis permettant d’estimer le nombre d’opérations arithmétiques lorsque le système algébrique vérifie des hy-
pothèse supplémentaires (position de Noether simultané). Ces derniers résultats ont été obtenus en collaboration avec
M. Bardet and B. Salvy (Bardetet al. , 2014).
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15.1 Degré maximal atteint par l’algorithme F5

Le but de section est de prédire le degré maximal atteint par l’algorithmeF5 et d’en déduire une estimation de com-
plexité.

Ceci est résumé dans le théorème suivant:

Théorème 53.Pour une suite semi-régulièrepf1, . . . , fmq, il n’y a pas de réduction à0 dans l’algorithmeF5 en degré
inférieur à son degré de régularitédreg; de plusdreg est le degré enz du premier coefficient négatif de la série:

mź

i“1

ˆ
1 ´ p1 ´ δK,F2q zdi

1 ` δK,F2z
di

˙ ˆ
1 ´ δK,F2 z2

1 ´ z

˙n

oùdi est le degré total defi. Par conséquent, le nombre total d’opérations arithmétiques dansK nécessaire àF5

(voir algorithme21) est borné par
Cste¨ Mdregpnqω.

Preuve: On découpe la preuve en deux parties: d’abord le calcul explicite grâce une récurrence des tailles des
matrices puis le calcule des séries génératrices permettant le calcul explicite du degré de régularitédreg.

15.2 Récurrence sur la taille des matrices. Degré maximal

L’idée est on qu’on suit pas à pas l’algorithmeF5 et on va calculer la taille des matrices dans l’algorithme21qui sont
de la forme suivante en degréd:

M pdqprf1, . . . , fisq “

termes de degréd enx1, . . . , xn

t1 f1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
t3 f2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
t3 f3 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

où lesti sont des termes de degréd´degpfiq. Comme ces matrices sont de rang maximal, le degré où l’algorithme
F5 termine est précisément le degréd où le nombre de lignes dans la matriceAd estsupérieurau nombre de colonnes.
Estimer le nombre de colonnes est facile car c’est exactement le nombre de termes enx1, . . . , xn en degréd; pour
estimer le nombre de lignes il suffit d’observer comment on construit les matrices dansF5 (voir algorithme21):

M pdqprf1, . . . , fisq :“
ĆM pdqprf1, . . . , fisq

txjfi ¨ ¨ ¨ xjf

Le critèreF5 implique quetxjfi figure dans cette matrice sitxj R IdpLTpGj´1`δK,F2
qq, où Gj est la base de

Gröbner derf1, . . . , fjs. Par conséquent si on noteUd,ipnq le nombre de lignes de la matriceM pdqprf1, . . . , fisq on a
la relation de récurrence pourd ě 2 :

Ud,ipnq “ i¨ Md´di
pnqloooomoooon

nombre de termes
de degréd ´ di

´
i´1`δK,F2ÿ

j“1

Ud´di,jpnq

looooooooooomooooooooooon
critèresF5

(14)

On notehd,ipnq la différence entre le nombre de lignes et le nombre des colonnes deM pdqprf1, . . . , fisq:

hd,ipnq “ Mdpnq ´ Ud,ipnq

La condition d’arrêt est donc équivalente à trouver le plus petitd tel quehd,mpnq ă 0. Cependant commehd,mpnq
est un polynôme enn il est plus simple de fixerd et de calculerNd la plus grande racine réelle des polynômeshd,ipnq.
Par exemple dans le cas d’équations quadratiques,m “ n surF2: en utilisant la relation de récurrence (14) on peut
calculer explicitement:
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U0,ipnq “ 0
U1,ipnq “ 0
U2,ipnq “ i

`
n
0

˘
´ 0 “ i

U3,ipnq “ i
`
n
1

˘
´

iř

j“1

U1,jpnq “ i n

U4,ipnq “ i
`
n
2

˘
´

iř

j“1

U2,jpnq “ i n pn´1q
2 ´

iř

j“1

j “
ipn2´n´i´1q

2

Puis:
h3,npnq “ M3pnq ´ U3,npnq

“
`
n
3

˘
´ n2

“
npn2´9 n`2q

6

Il suffit ensuite de calculer la plus grande racine réelle de ce polynôme (utiliser l’algorithme d’isolation des racines
réelles??):

h3,npnq“n
´
n ´ 9{2 ´ 1{2

?
73
ˉ´

n ´ 9{2 ` 1{2
?

73
ˉ

la plus grande racine est dans ce cas:9{2 ` 1{2
?

73 « 8.772 et doncN3 “ 9. En poursuivant les calculs on
trouve:

d 3 4 5 6 7 8 9
Nd 9 16 24 32 41 49 58

Table 1: Degré maximal surF2

Pour lire ce tableau il faut partir de la ligne inférieure:

(i) Lorsque le nombre de variablesn est inférieur àN3 “ 9 alors le degré maximal atteint par l’algorithmeF5 est
3; par conséquent la taille de la plus grande matrice estn3 ˆ n3 et donc une complexité arithmétique globale en
Opn9q.

(ii) PourN3 “ 9 ď n ă N4 “ 16 le degré maximal est4 et donc une complexité deOpn12q.

(iii) Pour N4 “ 16 ď n ă N5 “ 24 le degré maximal est5 et donc une complexité deOpn15q.

De cette façon on construit la courbe théorique (rouge) de la figure18.6.

15.3 Série génératrice.

Pour obtenir un calcul plus explicite du degré maximal on va calculer la série génératrice:

Hmpzq “
8ÿ

d“0

hd,m pnqzd

En soustrayant l’ équation (14) on trouve:

Ud,mpnq ´ Ud,m´1pnq “ Md´dmpnq ´ Ud´dm,m´1`δK,F2
pnq

Commehd,mpnq “ Mdpnq ´ Ud,mpnq on a immédiatement

hd,mpnq ´ hd,m´1pnq “ ´hd´dm,m´1`δK,F2
pnq (15)
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d’où en passant aux séries (on noteδ pourδK,F2dans cette preuve):

Hmpzq “
8ř

d“0

hd,m´1 pnqzd ´ zdm

8ř

d“0

hd,m´1`δ pnqzd

“
8ř

d“0

hd,m´1 pnqzd ´ δ z
dm

8ř

d“0

hd,m pnqzd ´ p1 ´ δq z
dm

8ř

d“0

hd,m´1 pnqzd

et donc en groupant les termes:
´
1 ` δ z

dm
ˉ

Hmpzq “
´
1 ´ p1 ´ δq z

dm
ˉ 8ř

d“0

hd,m´1 pnqzd

et par suite:

Hmpzq “ 1´p1´δq zdm

1`δ zdm

8ř

d“0

hd,m´1 pnqzd

“ ¨ ¨ ¨

“
mś

i“1

´
1´p1´δq zdi

1`δ zdi

ˉ 8ř

d“0

hd,0 pnqzd

“
mś

i“1

´
1´p1´δq zdi

1`δ zdi

ˉ 8ř

d“0

Mdpnqzd

“
mś

i“1

´
1´p1´δq zdi

1`δ zdi

ˉ ´
1´δ z2

1´z

ˉn

Pour calculerdreg il suffit donc de développer cette série et de calculer le premier indice dont le coefficient estă 0.
Ceci termine la preuve du théorème.

Corollaire 8. Pour des équations quadratiques les séries sont:

Hmpzq “ p1´z2qm

p1´zqn pour un corps quelconqueK

Hmpzq “ p1`zqn

p1`z2qm pour le corpsF2
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15.4 Exemple: NTRU

Exemple d’application des formule: NTRU.

Le problème fondamental dans cryptosystème NTRU (Hoffsteinet al., 1998) est le suivant: étant donné un polynôme
HpXq de degrén à coefficients dansZ2q on chercheNpXq, DpXq des polynômes de degrén à coefficients dans
t0, 1u tels que:

HpXq “
NpXq
DpXq

mod pXn ´ 1q mod q.

Il est clair que ce problème revient à résoudre un systèmelinéaire sous-determiné:
$
&

%

l1px1, . . . , xnq “ y1

¨ ¨ ¨
lnpx1, . . . , xnq “ yn

où li une équation linéaire à coefficients dans l’anneau2k. On cherche une solutionpx1, . . . , xn, y1, . . . , ynq dans
t0, 1u2 n. En utilisant les deux premiers bits des vecteurs de Witt, Smart Vercauteren et Silverman (Smartet al. ,
2005) montrent que la recherche de la solution se ramène à la résolution den équations quadratiquesn variables
dansF2. Dans (Bourgeois, 2006) l’auteur propose d’utiliser les 3ème et 4ème bit des vecteurs de Witt pour améliorer
l’attaque précédente: on obtient ainsin équations supplémentaires de degré4 (resp.8) pour le 3ème bit (resp. 4ème
bit). Peut on évaluer le gain en complexité pour des valeurs cryptographiquement réalistes (n “ 251 oun “ 503) ?

Il suffit d’appliquer la méthode du théorème53 (avecδK,F2 “ 1): on calcule les séries suivantes et on cherche le
premier coefficient négatif:

1 er bit: p1 ` zqn p1 ` z2q´n “ 1 ` n z ` n pn´3q
2 z2 ` ¨ ¨ ¨

2 ème bit: p1 ` zqn p1 ` z2q´n p1 ` z4q´n

3 ème bit: p1 ` zqn p1 ` z2q´n p1 ` z4q´n p1 ` z8q´n

Dans le tableau suivant on reporte la valeur dedreg ainsi obtenue:

n 1 bit 2bit 3bit
251 29 28 28
503 53 52 52

16 Caractérisation des suites semi-régulières.

Les propriétés des suites semi-régulières sont résumées dans le théorème54; on aura besoin de la notation:

Définition 42. Pour une série
8ř

i“0

aiz
i, la notation

„
8ř

i“0

aiz
i

`

désigne la série
8ř

i“0

biz
i avecbi “

"
ai si aj ą 0, @0 ď j ď i
0 sinon

Proposition 54. Soitpf1, . . . , fmq une suite dem polynômes enn variables,di “ degpfiq . Alors:

(i) La suitepf1, . . . , fmq Ă RK est semi-régulière si et seulement si la série de Hilbert de la suitepfH
1 , . . . , fH

m q
est donné par :

rHmpzqs`

oùHmpzq “
mś

i“1

´
1´p1´δK,F2 q zdi

1`δK,F2zdi

ˉ ´
1´δK,F2 z2

1´z

ˉn

.

(ii) Pour un corpsK quelconque etm ď n, la suitepf1, . . . , fmq est régulière si et seulement si elle est semi-
régulière: dans ce cas les deux notions sont les mêmes.
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(iii) Le degré de régularité de l’idéal engendré parpf1, . . . , fmq est l’indice du premier coefficient négatif de la série
Hmpzq.

Proof. ((Bardetet al. , 2005; Bardet, 2004)) On démontre (i) pour des polynômes homogènes. Considérons la suite
exacte:

0 Ñ
`
krx1, . . . , xns{xf1, . . . , fi´1`δK,F2

y
˘
d´di

fiÑ
`
krx1, . . . , xns{xf1, . . . , fi´1`δK,F2

y
˘
d

Ñ pkrx1, . . . , xns{xf1, . . . , fiyqd

Ñ 0

alors tant qued ă dreg la fonction de Hilbert correspondante vérifie (Coxet al. , 1998):

HFxf1,...,fi´1`δK,F2
ypd ´ diq ´ HFxf1,...,fi´1ypdq ` HFxf1,...,fiypdq “ 0 (16)

pour toutd ă dreg. De plus,HFxf1,...,fiypdq “ 0 pour touti,d; commeHFx0ypdq “ Mdpnq on retrouve la même
relation de récurrence que l’équation (15). Par conséquentHSxf1,...,fmypzq “ Hm.

Réciproquement, considérons la suite exacte

0 Ñ Kd´di`
krx1, . . . , xns{xf1, . . . , fi´1`δK,F2

y
˘
d´di

fiÑ
`
krx1, . . . , xns{xf1, . . . , fi´1`δK,F2

y
˘
d

Ñ pkrx1, . . . , xns{xf1, . . . , fiyqd

Ñ 0

où K est le noyau de la fonction de multiplication parfi, alors pour toutd ă dreg le noyauKd´di
“ t0u, et donc

d’après la définition40 la suite est semi-régulière.
La propriété (ii) découle de (i) et du théorème35 page20. La propriétépiiiq est une conséquence de la définition

39.

16.1 Développements asymptotiques du degré de régularitédreg

Dans cette section nous présentons une analyse asymptotique du degré de régularité d’un idéal de dimension zéro
défini par une suite semi-régulière sur un corpsK ou surF2.

16.1.1 Méthode du col.

Des méthodes de points cols et de points cols coalescents sont utilisées pour calculer un développement asymptotique
du degré de régularitédreg lorsque le nombre de variablesn tend vers l’infini. Nous donnons de nombreux résultats
explicites de ces développements, dont les premiers termes fournissent une approximation quasi exacte du degré de
régularité et ceci même pour des petites valeurs den. On cherche dans la série suivante le premier indiced pour lequel
le coefficient de degréd est négatif.

Hmpzq “
mź

i“1

ˆ
1 ´ p1 ´ δq zdi

1 ` δzdi

˙ ˆ
1 ´ δ z2

1 ´ z

˙n

Pour cela la méthode se résume à:

• écrire led-th coefficient de la série en utilisant la formule de Cauchy:

Inpdq “ sd,mpnq “
1

2ıπ

¿
Hmpzq

dz

zd`1
“

1
2ıπ

¿
en fpzqdz (17)

où le chemin d’intégration est un lacet simple, entourant l’origine et aucune autre pôle deHmpzq.
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Fig 16.1.1: un point col simple.

• calculer le terme dominant deInpdq en fonction ded et n lorsquen Ñ 8, d étant considéré comme un
paramètre.

• trouver la valeur ded qui annule ce terme dominant: ceci nous donne le premier terme dans le développement
asymptotique dedreg .

En itérant ce processus on peut calculer les termes suivants dans le développement dedreg.
Le développement asymptotique deInpdq est calculé en utilisant la méthode du col ou des points cols coalescents.

L’idée de ces méthodes est de faire passer le chemin d’intégration par les points cols (les zéros def 1pzq voir la figure
16.1.1) de la fonction à intégrer. On montre alors que la contribution des parties du chemin qui ne sont pas voisines des
cols est asymptotiquement négligeable, et qu’au voisinage de ces cols la fonction à intégrer peut être approchée par une
fonction gaussienne (pour la méthode des cols) ou une fonction d’Airy (pour la méthode des points cols coalescents)
(Chesteret al. , 1957).

16.1.2 Classification

On considère une suite semi-régulière constituée d’équationspf1, . . . , fmq. Le tableau suivant résume le résultat de
plusieurs théorèmes donne le développement asymptotique dedreg lorsquen Ñ 8 en fonction de la valeur du rapport
entre le nombre d’équations et le nombre de variablesm

n .
Légende des symboles utilisés dans le tableau:
k est une constante (qui ne dépend pas den).
di est le degré total defi.
HkpXq est lek ème polynôme d’Hermite;hk,1 est le plus grand zéro deHk (tous les zéros deHkpXq sont réels).

a1 « ´2.3381 est le plus grand zéro de la fonction d’Airy (solution deB2y
Bz2 ´ z y “ 0).
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Fig 16.1.1: Points cols coalescents.

Φpzq “ z
n

B
Bz log

ˆ

p1 ´ zqn
mś

i“1

p1 ´ zdiq´1

˙

“ z
1´z ´ 1

n

mř

i“1

diz
di

1´zdi
et z0 est la racine deΦ1pzq qui minimise

Φpz0q ą 0.
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Degré de régularité dem “ α n équations quadratiques enn variables
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reg

F2  exact
F2  asympt  2  terms
F2  asympt  3  terms

Figure 3: précision des développements asymptotiques.

Remarque 25. Dans le cas oùm “ n ` 1 on ah1,1 “ 0 et doncdreg “ m
2 ` op1q ce qui est en accord avec le résultat

de Szanto (Szanto, 2004).
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m Degré dreg

m ă n K, di “ 2 m ` 1 (Borne deMacaulay)

n ` 1 K
n`1ř

i“1

di´1
2 (A. Szanto)

n ` k K, di “ 2 m
2 ´ hk,1

a
m
2 ` op1q

n ` k K
n`kř

i“1

di´1
2 ´ hk,1

d
n`kř

i“1

d2
i ´1

6 ` op1q

2 n K, di “ 2 n
11.6569 ` 1.04 n

1
3 ´ 1.47 ` 1.71 n´ 1

3 ` O
´
n´ 2

3

ˉ

k n K, di “ 2 pk ´ 1
2 ´

a
kpk ´ 1qqn ` ´a1

2pkpk´1qq
1
6
n

1
3 ` Op1q

k n K Φpz0q n ´ a1

`
´ 1

2Φ2pz0qz2
0

˘ 1
3 ` O

´
n

1
3

ˉ

n F2, di “ 2 n
11.1360 ` 1.0034 n

1
3 ´ 1.58 ` Opn´ 1

3 q

k n F2, di “ 2

ˆ

´k ` 1
2 ` 1

2

b
2kpk ´ 5q ´ 1 ` 2pk ` 2q

a
kpk ` 2q

˙

n

Table 2: Généralisations de la borne de Macaulay

Remarque 26. Afin d’illustrer la précision de ces développement asymptotique on trace sur même courbe (figure3
p. 65), les points obtenus lors de la preuve du théorème53 dans le cas dem “ n équations quadratiques surF2, les
courbes obtenus en partant du tableau en considérant deux ou trois termes.

Le dessin montre que les courbes ne sont pas discernables et donc que les développements asymptotiques sont
suffisants avec de petites valeurs den.
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17 Degré de régularité: autre cas et systèmes structurés

On considère maintenant des cas où le degré des équations varie aussi avecn, le nombre de variables.

Proposition 55. Soit rf1, . . . , fms un système semi-régulier dansKrx1, . . . , xns. On suppose qu’il y am “ βn

équations que le degré des équation est de la formedegpfiq “ αn alors

dreg
n

«

"
α if α ă α0

fpαq if α0 ď α ă 6

oùfpαq est la racine réelle l’équation:

lnp1 ` lq ´ l lnplq ` l lnp1 ` lq ´ lnp1 ` l ´ αq ` lnpl ´ αql ´ lnpl ´ αqα ´ lnp1 ` l ´ αql ` lnp1 ` l ´ αqα “ lnpβ q

etα0 est le nombre réel tel quefpα0q “ α0. Approximativement:

β α0

2 0.293815373
3 0.641794121

1.1 0.019208159

0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

2

4

6

α

β
“

2
de

gr
é

de
re

gu
la

rt
é

di
vi

sé
pa

r
n

dreg{n for β “ 2
α ÞÑ α

valeurs exactes (n=10000)

0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

α

β
“

3
de

gr
é

de
re

gu
la

rt
é

di
vi

sé
pa

r
n

dreg{n for β “ 3
α ÞÑ α

valeurs exactes(n=10000)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6

8

10

α

β
“

1.
1

de
gr

é
de

re
gu

la
rt

é
di

vi
sé

pa
r

n

dreg{n for β “ 1.1
α ÞÑ α

valeurs exactes (n=10000)
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Proposition 56. Soitrf1, . . . , fms un système semi-régulier dansKrx1, . . . , xns. On suppose que le nombre d’équations
estm “ nnpβ´1q et que le degré de chaque équation estdegpfiq “ nβ avecβ ą 1. Alors

dreg« C1pnq nβ .

où

C1pnq “ 1 ` aβ
1

nβ´1
` bβ

1
n2β´2

` ¨ ¨ ¨

avec
β aβ

1.1 0.99998675
1.2 0.65265401
1.5 0.54537396
1.7 0.54252680
2 0.54222139

1 2 3 4 5 6 7 8

1

1.2

1.4

ln10pnq

de
gr

é
de

re
gu

la
rit

é
di

vi
sé

pa
r

n
β

dreg{nβ pourβ “ 1.5
dreg{nβ pourβ “ 1.2
dreg{nβ pourβ “ 1.7

17.1 Systèmes multi-homogènes

Les résultats suivants sont issus des articles (Faugèreet al. , 2011) et (Faugèreet al. , 2014a).

Nombre de variables Degré dreg

n “ n1 ` n2 Bilinéarep1, n1q 2 ` minpn1, n2q
n “ n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nl Multilinéaire p1, . . . , 1q 2 `

ř
ni ´ maxprni ` 1sq

n “ n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nl Multi-homogènepd1, d2, . . . , dlq 2 `
ř

ni ´ maxp
Q

ni`1
di

U
q

17.2 Systèmes invariant par l’action d’un groupe abélienG

Les résultats suivants sont issus de l’article (Faugère & Svartz, 2013).

Nombre de variables Type desystème dreg

n Équations quadratiques / G-Degré0, 1 2
n Équations quadratiques / G-Degré0, 1, . . . , k k ` 1
n Équations cubiques / G-Degré0 ???
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18 Amélioration des bornes de complexité deF5

Même si les résultats obtenus jusqu’à maintenant sont optimaux pour l’estimation du paramètre de complexitédreg

l’analyse de la complexité arithmétique reste sommaire: une fois connudreg on estime de la plus grande matrice
apparaissant dans le calcul: c’est une matriceMdregpnq ˆ Mdregpnq et donc le coût total est estimé àMdregpnq3. S’il est
vrai que pour un système semi-régulier les matrices sont de tailles croissantes on va voir, et l’expérience le confirme,
que ce n’est pas la dernière matrice qui est la plus coûteuse à traiter: cette dernière matrice est en effet quasi-triangulaire
et il y a peu de travail à effectuer pour la rendre triangulaire. Les résultats suivants sont repris de (Bardetet al. , 2014).

On considère des polynômeshomogènespf1, . . . , fmq dansKrx1, . . . , xns, di est le degré total defi et on se limite
explicitement à l’ordreăDRL. Dans cette étudem ď n.

18.1 Position de Noether

Définition 43. Les variablespx1, . . . , xmq sont en position de Noether par rapport au systèmepf1, . . . , fmq si
dansKrx1, . . . , xns{xf1, . . . , fmy, xi est un entier algébrique surKrxm`1, . . . , xns et de plusKrxm`1, . . . , xns X
xf1, . . . , fmy “ x0y.

Géométriquement cela signifie que le système est de dimensionn ´ m et que dans la clôture algébrique deK le
nombre de solution (avec multiplicité) reste invariant quelque soit la spécialisation des variablespxm`1, . . . , xnq.

La proposition suivante donne une caractérisation commode:

Proposition 57. ((?), lemme 4.1). Les variablespx1, . . . , xmq sont en position de Noether par rapport au système
pf1, . . . , fmq si et seulement si pour tout1 ď j ď m il existenj P N tel quex

nj

j P LTăDRLpxf1, . . . , fmyq c’est à dire

xj P
a

LTăDRLpxf1, . . . , fmyq.

18.2 Position de Noether simultanée.

F5 étant incrémental il est nécessaire d’avoir une propriété plus forte:

Définition 44. (SNP) Les variablespx1, . . . , xmq sont en position de Noether simultané par rapport au système
pf1, . . . , fmq si px1, . . . , xiq est en position de Noether par rapport au systèmepf1, . . . , fmq pour touti P t1, . . . ,mu.

En utilisant la proposition57on obtient la définition suivante:

Définition 45. (SNP). Soient des polynômeshomogènespf1, . . . , fmq dansKrx1, . . . , xns, et l’ordre DRLăDRL. Si
Gi est une base de Gröbner depf1, . . . , fiq pour l’ordre ăDRL pour 1 ď i ď m ď n. On dit quepf1, . . . , fmq est en
position de Noether simultanée si

pour touti P t1, . . . ,mu on axi P
a

LT pGiq etxi R
a

LT pGi´1q.

Remarque 27. C’est une propriété qui est vraie pour des polynômes aléatoires.

Proposition 58. Si pf1, . . . , fmq est en SNP alorspf1, . . . , fmq est une suite régulière.

Lemme 4. Si pf1, . . . , fmq est en SNP alors pour tout1 ď i ď m,

pf1, . . . , fi, xi`1, . . . , xnq

est une suite régulière.

Proof. D’après la définition45,
a

LT pGiq Ă tx1, . . . , xiu et donc

pf1, . . . , fi, xi`1, . . . , xnq

est un idéalzéro-dimensionnel.
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18.3 Structure d’une base DRL.

Dans la suite on suppose queGi est une base de Gröbner depf1, . . . , fiq pour l’ordreăDRLcalculé par l’algorithme
F5. Par conséquent on pour chaqueg P G on a aussi la signatureSpgq “ sg “ pig, tgq P Nˆ T . On rappelle que ceci
implique (voir section11) l’existence d’une écriture:

g “ ptg ` ¨ ¨ ¨ q fig ` p¨ ¨ ¨ q fig`1 ` ¨ ¨ ¨

Le lemme suivant donne la structure des termes de têtes d’une base de Gröbner pour un ordre DRL:

Lemme 5. Pour tout polynômeg apparaissant dans le calcul deGi dont la signature estsg “ pi, tq avec t P
Krx1, . . . , xis on aLTpgiq P Krx1, . . . , xis.

Proof. Soit k le plus grandj tel xj | LTpgq;supposons quek ą i. Alors (d’après algorithmeF5q il existepg1, . . . , giq
tels que

g “
iÿ

j“1

gj fj avecLTpgiq “ t P Krx1, . . . , xis

et gi est réduit modulorf1, . . . , fi´1s. CommeLTpgq “ 0 mod rxk, . . . , xns on a (voir la proposition7) g “
0 mod rxk, . . . , xns; a fortiorig “ 0 mod rxi`1, . . . , xns. De plust est encore le terme de tête degi mod rxi`1, . . . , xns
et doncgi ‰ 0 mod rxi`1, . . . , xns. Ainsi pxi`1, . . . , xn, f1, . . . , fiq n’est pas une suite régulière ce qui est contraire
au lemme4.

Le théorème suivant est plus précis et il donne la structure des signatures des polynômes d’une base de Gröbner:

Théorème 59. Si le systèmepf1, . . . , fmq est en SNP alors pour toutpsg, gq P Gi, LTpgq P Krx1, . . . , xis et sg (la
signature) est de la formesg “ pj, tq avecj ď i et t est un terme dansKrx1, . . . , xj´1s.

Proof. Dans la preuve de ce théorèmeTi est l’ensemble des termes enx1, . . . , xi etT “ Tn. On raisonne par l’absurde
et on suppose que l’ensemble

A “ tpsf , fq P Gi | tel que1 ď i ď n, sf “ pi, tq avect P T zTi´1u

tel que. On prendpsh, hq le plus petit élément deA (c’est à dire avec la plus petite signaturesh). Doncsh “ pi, sq
avecs R Ti´1. La seule façon de créer ce polynômeh dansF5 est d’ajouter dans la matrice une lignet ¨ ph0, sh0q où
h0 P Gi, sh0 “ pi, t0q et t est un terme de degréě 1; ainsish “ pi, t ¨ t0q. Commepsh, hq est le plus petit élément
deA on sait quet0 P Ti´1 et doncLTph0q P Ti (d’après le lemme5). Commet ¨ t0 “ s R Ti´1, on peut trouver un
indice l ě i tel quexl diviset. Maintenant cette lignepsh, hq de la matrice a été réduite par une autre ligne: on peut
donc trouverk ď i, g P Gk etw P T tels quek ď i, sg “ pk, vq ă sh et

w ¨ LTpgq “ LTphq “ t ¨ LTph0q. (18)

À cause de la minimalité deh on av P Tk´1 etLTpgq P Tk. Comme t
gcdpt,wqh0 est réductible parg et quet ¨h0 est

le plus petit élément deA on en déduit quegcdpt, wq “ 1; par suitet diviseLTpgq P Tk et donck “ i “ l, t P Ti. De
l’équation (18) on déduit immédiatement quew P Ti ; mais sixi divisew alorsLTpgq divise w

xi
LTpgq “ t

xi
LTph0q

et comme t
xi

h0 est strictement inférieur à h dansA ceci est impossible. Donc, en fait,w P Ti´1 et sw¨ g “ pi, w ¨ vq
avecw ¨ v P Ti´1. On obtient ainsi une contradiction car l’indice de la ligneh estpi, t ¨ t0q avecxi “ xl divisantt
et donc a fortiorit ¨ t0 qui estăDRL w ¨ v P Ti´1 (c’est une propriété de l’ordre DRL): l’opération élémentaire sur la
ligne est doncinterdite.
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18.4 Nombre d’élément d’une base de Gröbner DRL.

Le théorème suivant donne une nouvelle borne très précise sur le nombre de polynômes dans la base de Gröbner:

Théorème 60.Soitpf1, . . . , fmq un système homogène pour lequel les variablespx1, . . . , xnq sont en SNP. SoitGi la
base de Gröbner réduite depf1, . . . , fiq pour l’ordre DRL et pour1 ď i ď m, alors le nombre de polynômes de degré
d dansGizGi´1 est borné parNd,i, où

8ÿ

d“0

Nd,iz
d “ zdi

i´1ź

j“1

1 ´ zdj

1 ´ z
(19)

Proof. On fait la preuve par récurrence suri. Si i “ 1 alors par définition de la position de Noether, la base est
réduite à un seul polynôme dont le terme de tête estxd1

1 et donc l’équation (19) est correcte. Supposons la propriété
vraie pouri ´ 1. Considéronsg P Gi; on peut toujours l’écrire (algorithmeF5): g “ gifi ` ¨ ¨ ¨ ` g1f1,pour des
polynômesgi. Alors d’après le lemme5 on peut supposer queLTpgiq P Krx1, . . . , xi´1s etLTpgiq réduit par rapport
à Gi´1; or le nombre termes dansKrx1, . . . , xi´1s qui ne sont pas top-réductibles parxf1, . . . , fi´1y est exactement
Nd,i “ HFxf1,...,fi´1ypd ´ diq dansKrx1, . . . , xi´1s (on peut imaginer qu’on substituexi “ ¨ ¨ ¨ “ xn “ 0). En
appliquant le théorème35avecm “ i ´ 1 on a:

ÿ

dě0

HFxf1,...,fi´1ypdq zd “
8ÿ

d“0

Nd`di,iz
d “

i´1ś

j“1

p1 ´ zdj q

p1 ´ zqi´1

ce qui prouve lethéorème.

Corollaire 9. Pour des équations quadratiques
ř8

d“0 Nd,iz
d “ z2 p1 ` zqi´1 et doncNd,i “

`
i´1
d´2

˘
.

Si de plusm “ n, le nombre total d’éléments dans la base de Gröbner est majoré par
řn

i“1

ři`1
d“2

`
i´1
d´2

˘
“

řn
i“1 2i´1 “ 2n ´ 1.

Remarque 28. En fait, en pratique, la borne du théorème60 est exacte. On peut aussi comparer le résultat de ce
théorème avec la borne du corollaire5: on trouvait que le nombre d’éléments étaient bornés parď nDpIq “ n 2n.
Dans le cas d’un SNP la borne9 est meilleure.

18.5 Complexité arithmétique deF5

Théorème 61. Le nombre total d’opérations arithmétique utilisé par l’algorithmeF5 pour calculer une base de
Gröbner basis d’un système homogènepf1, . . . , fmq pour lequel les variablespx1, . . . , xnq sont en SNP est borné
par:

NF5 “
mÿ

i“1

Dÿ

d“di

Nd,i

ˆ
i ` d ´ 1

d

˙ˆ
n ` d ´ 1

d

˙

, (20)

oùD “ 1 `
mř

j“1

pdj ´ 1q etNd,i est donné dans le théorème60.

Lorsquem “ n etdegpfiq “ di “ 2 la formule se simplifie en

NF5 “
n´1ÿ

d“0

ˆ
2d ` 2

d

˙ˆ
n ` d ` 1

d ` 2

˙ˆ
n ` d ` 2
2d ` 3

˙

´

ˆ
n ` 1

2

˙

(21)

Proof. Les opérations arithmétiques proviennent des réductions durant l’élimination de Gauß. Pour tout1 ď i ď m
et toutdi ď d ď D, d’après le théorème60 il y au plusNd,i polynômes dansM pdqprf1, . . . , fisq qui n’était pas dans

M pdqprf1, . . . , fi´1sq et on doit les réduire parĆM pdqprf1, . . . , fi´1sq . D’après le lemme5 les termes de têtes du
résultat sont dansKrx1, . . . , xisd, ce qui limite à

`
i`d´1

d

˘
le nombre de lignes impliquées dans la réduction chacune

de ces lignes ayant au plus
`
n`d´1

d

˘
éléments non nuls. On obtient ainsi la formule (20) . Pour la formule (21) voir

dans (Bardetet al. , 2014).

71



Lorsqu’on applique l’algorithmeF5 on se trouve face à deux stratégies: en degréd utiliser autant que possible les
calculs effectués en degréă d ou générer des matrices très creuses en utilisant uniquement des produits des équations
initiales: dans le premier cas on a tendance à générer des matrices assez denses mais qui ont une structure triangulaires
par blocs; dans le deuxième cas on génère une sous matrice de la matrice de Macaulay.
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Figure 4: comparaison de deux stratégies.

La question naturelle est de déterminer quelle est la meilleure stratégie ? On peut faire le calcul explicitement pour
des valeurs den et comparer la formule (21) et la formule obtenue dans le théorème53: par exemple pourn “ 30
équations quadratiques surQ on trouve

NF5 “ 2122.6 par l’équation (21)

256.7 ω avec le théorème53

par conséquent la borne est bien meilleure pour la valeur réaliste deω “ 3. Pour d’autres valeurs den et deω “ 3
ou 2.5 on reporte sur un dessin les différentes valeurs des bornes obtenues pour l’algorithmeF5. Même si le dessin
montre que la nouvelle borne est bien meilleure que la borne du théorème53, il est cependant délicat de conclure en
faveur d’une méthode ou d’une autre puisqu’on compare des bornes supérieures.

La borne (20) permet aussi de répondre à une autre question: quelle est l’étape la plus coûteuse ? Plus exactement si
on considère un système quadratique SNP ayantn équations etn variables (21) la dernière étape, en degrédreg “ n`1,
nécessite de générer la matrice dont la taille est la plus grande: cette étape est elle la plus coûteuse ? Afin de déterminer
son maximum, on trace maintenant la fonction

F : d ÞÝÑ F pdq “

ˆ
2d ` 2

d

˙ˆ
n ` d ` 1

d ` 2

˙ˆ
n ` d ` 2
2d ` 3

˙

.

On étudie la fonction décroissantefpdq “ F pd`1q
F pdq ´ 1 “ p2 d`3qpn`d`2qpn`d`3qpn´d´1q

pd`3q2pd`1qp2 d`5q
´ 1. On cherche la racine

d0 def dans l’intervallen
2 ă d0 ă n; lorsqued ą d0 on F pdq ă F pd0q. Asymptotiquement on cherched0 sous la

formed0 « λn et on trouve:

fpλnq “
´2λp2 λ3 ` λ2 ´ λ ´ 1qn4 ` ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
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Figure 5: Coût relatif des algorithmes.

Par conséquent le coefficient den4 dans le numérateur doit être nul: ainsi on trouved0 « 0.83n. MaintenantNF5 “řm´1
d“0 F pdq ´

`
n`1

2

˘
est majoré parnF p0.83 nq et en utilisant la formule:

log

ˆˆ
an ` b

cn ` d

˙˙

« pa logpaq ´ c logpcq ´ pa ´ cq logpa ´ cqqn

on trouvelogpF pd0qq « F0 n avecF0 « 4.3. On obtient donc le résultat suivant:

Théorème 62. Le nombre total d’opérations arithmétique utilisé par l’algorithmeF5 pour calculer une base de
Gröbner d’un système quadratique homogènepf1, . . . , fmq pour lequel les variablespx1, . . . , xnq sont en SNP est
borné par:

(i) pour l’algorithmeF5 sous forme matricielle:

NF5 « 24.3 n`opnq

(ii) par la méthode d’élimination de Gauß de la matrice de Macaulay:

NMacaulay «
1

4π
3
2

?
n

26 n

Proof. Pour la matrice de Macaulay en degrédreg “ n ` 1 il y a Mdregpnq “
`
n`dreg´1

dreg

˘
“

`
2 n

n`1

˘
colonnes et

nMdreg´2pnq “ n
`
2 n´2
n´1

˘
lignes. La complexité de l’élimination de Gauß est donc bornée parnMdreg´2pnq Mdregpnq2.

La fonctionasympt de Maple donne lerésultat.

18.6 Conclusion

Dans cette section on a étendu la définition de suite semi-régulière pour les systèmes surdéterminées: on conjecture
que presque tout système est une suite semi-régulière (en caractéristique0 c’est une conséquence de la conjecture
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de (Fröberg., 1985)). Pour ces systèmes on donne des équivalents asymptotiques très précis du degré de régularité.
Par exemple dans le cas de2 n équations enn variables on améliore la borne de Macaulay d’un facteur11. De plus on
répond à la question posée dans l’introduction et on peut étendre la courbe théorique (figs2 et18.6):
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Degré  maximal  atteint  par  le
calcul  de  la  base  de  Gröbner

HFE  128<d<513
HFE  16<d<129
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système  aléatoire

De plus le calcul d’une base de Gröbner d’un système semi-régulier ayantm “ αn équations etn variables se
fait en temps simplement exponentiel; par exemple un système ayant aléatoire avec80 équations quadratiques est
impossible à résoudre par les techniques Gröbner. Les systèmes algébriques constituent donc une source intéressante
de problème difficile qui peuvent être utilisé pour concevoir de nouveaux cryptosystèmes.

Pour des suites réguliers vérifiant une propriété plus forte (être en position de Noether simultanée) on donne des
estimations plus précises de la complexité arithmétique deF5 en utilisant la structure d’une base DRL calculée par cet
algorithme: on améliore ainsi l’exposant de la borne de complexité.
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