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1 Introduction

Le probléeme abordé dans ce cours est le probléme fondamental de la résolution d’équations polynomiales par des
méthodes de Calcul Formel. Il existe de nombreuses méthodes exactes permettant de résoudre ces systémes (résultants
ensemble triangulaires, bases de bord, ...) ou semi-numériques (homotopies). Nous nous restreignons ici au calcul
des bases de GrobnerLa notion de base de Groébner a été introduite par Bruno Buchbé8gehlferger B., 1965
Buchberger B., 197,Buchberger B., 19%Buchberger, 1987 Buchberger a aussi proposé un algorithme permettant
de calculer explicitement cet objet mathématique. Le principal objectif de ce document est de décrire les algorithmes
classiques permettant de rendre le calcul des bases de Grobner (algorithmes FGiM;) efficace en pratique.
En particulier, ce documemte décrit pasles techniques plus récentes permettant de traiter les systémes structurés:
(comme par exemple les systemes bilinéaifemugereet al., 2011, les bases de Grébner creusBaygeéreet al. ,
20143, les systémes avec symétriésggere & Svartz, 20)3I'algorithme Sparse-FGLMRaugere & Mou, 201)1
...) qui seront abordées pendant le cours. Pour traiter des applications, rendre les calculs de bases de Grobner plus
efficace est une nécessité. On verra aussi a travers quelques applications qu'il est souvent primordial d’adapter la mise
en équation du probléme pour tenir compte des spécificités des problemes.

Le probleme est de chercher les solutions d'un systeguditions algébriques

f1($17...,5€n) = 0
fm(fl,...,ifn) =0

oufi,..., fm sont des polyndmes en les variahigs. . ., z,, et a coefficients dans un corfisdans lequel on sait
calculer (par exempl® oulF,).

1.1 Que veut dire résoudre un systeme algébrique ?

On sait que pour résoudre une équation algébrique en une variable, fle<cas= 1 dans le systemel))
f(z) =00uf e K[x]

il est illusoire de chercher des formes closes des solutions.La question se pose alors de ce que veut dire résoudre une
équation et donc a fortiori un systeme d’équations algébriques ? Considérons le systeme algébrique suivant:

1+ a2 +23=0
C3< x129 + 2003 + 2321 =0 (2)
T1X2T3 = 1

Il est clair que ce systeme admet comme solutions complexes:

{.1‘1 =3 (k+2) 4o — e m(ktd) po e%”k} aveck =0,1,25=1,2 3

De méme que l'expression a I'aide de radicaux des solutions d’'une équation algébrique de deghést en
général pas possible, I'expression des solutions d’'un systéme algébrique ne peut se faire explicitement. L'exemple
Cyclic 3 est donc atypique en ce sens. Dans la pratique on devra se contenter d'une exfassiteou approchée
des solutions; toutefois on s’attachera a garantir ou certifier tous les résultats. Pour I'exemple, on peut exprimer
symboliquement toutes les solutions sous la forme:

= SOll ) SOlQ ) SOZJ (4)



z3+a34+1=0 z3+a3+1=0 3 +a3+1=0
SOll $3:1 SOlQ 1‘2:—333—1 5013 .132:1
1‘1=7I271 I1=1 .I1=7.I371

En d’'autres termes, odécomposdensemble des solutions comme umeion de trois sous-ensembles; chaque
sous-ensemble de solutions est représenté formellement par une liste d’équations dont I'une d’entre elles est un
polynéme en une variable. Chacun des systeffigsest aussi une base de Grébner (pour I'ordre lexicographique).

Ainsi pour retrouver, par exemple, la valeur numérique des solutios®iel suffit de résoudre I'équation univariée

x5 + x5 + 1 = 0 et de reporter dans les deux autres équations les valeurs trouvées. De fagon intuitive, la solution
formelle d’un systéme algébrique consiste doméécrirele systeme initial en un autre systeme équivalent plus sim-

ple, ou en une liste de systéemes algébriques plus simples dont la réunion des solutions est I'ensemble des solutions du
systeme de départ. Plus exactement on cherche a se ramener au cas simple suivant:

-Pn(xn) = 07
Tn—1 = Pnfl(xn)
Tl = Pl(xn)

Une base de Grdbner pour I'ordre lexicographique d’'un systéme ayant autant d’équations que d’inconnues est le
plus souvent de cette forme.



2 Bases de Grobner et algorithme de Buchberger

2.1 Introduction

On définit un systéme d’équations polynomiafes= 0, .. ., f,, = 0 comme étant une liste de polyndmes en plusieurs
variablesr, ..., z,, avec des coefficients dans un cofpgles f; sont des éléments de l'anne#iy, ..., z,]). A
un tel systéme on assodiel'idéal engendré pafi, . .., fm; c'est le plus petit idéal contenant ces polyndmes et c’est
aussi 'ensemble des;;" | gi - fx oU lesg, sont dan¥[z1, ..., z,]. Commef; s'annule exactement aux points ou
tous les polyndmes des’annulent, il est équivalent d'étudier le systéme d’équations ou l'ifléal

Pour un ensemble d’équations linéaires on peut calculer un systéme triangulaire équivalent en “éliminant” tous
les termes de tétes de chaque équation par application de I'algorithme d’élimination de Gauf3. On peut appliquer
une méthode similaire pour les polynémes. Pour cela, il est nécessaire de définir ce gu'est le terme de téte d’'un
polyndéme, ou en d'autres mots, il faut se donneroudre sur les mondémes. La définition d’'un ordre compatible
avec la multiplication est donné eh Dans ce contexte, une base de Grébner (plus exactement voir la définition
8) est un systéeme de générateurs de I'idBalyant une structure triangulaire (lorsque I'ordre admissible est I'ordre
lexicographique).

3 ldéaux. Variétés

3.1 Idéaux. Théoremes de Hilbert.

SoitK un corps (ou un anneau euclidien). Parfois on se placeraldansorps contenari€. OnnoteK la cloture al-

gébrique de&K (ainsi par exemple & = Q alors la cléture algébriquestQ < C). La notationK [z, . . ., x,,] désigne
'ensemble des polynémes a plusieurs variables. Un polynddeK [z, . . ., z,] est une somme de monémes:
p= Z Cax®
aeN™

dont presque tous les coefficients sont nuls; on utilise la notatioa z{* - - - x%~.

Nous supposons connu les notions d’idéaux et on pourra consbitire( al., 2007 Van der Waerden B.L., 1991
comme ouvrage de référence. Biest un sous ensemble fini &z, ..., x,], alorsId(F) = (F) désigne l'idéal
engendré paF'.

Si

f1 ($1,...,l‘n) =O
S .
fm(@1,...,2,) =0

est un systeme d’équations algébriques (on écrit aussi un tel systeme en omettant les égalit¢s=a(z¢ro. . , f.,,)
), onlui associd l'idéal Id(f1, ..., fm) = {f1,- .., fm)€ngendré par les équations de départ. Résoudre formellement
un tel systéme c’est trouver un systeme de générateurs de llidphls simple”que les équations de départ.

Le résultat suivant assure que tout idéal est engendré par un nombre fini d’éléments.

Théoreme 1. (Hilbert) Pour tout idéall de K[z, ...,z,], il existe un systéeme fini de génératéyr, ..., gx) de
polynémes tel qué = Id(g1, - .., gk)-

Théoréme 2. (Chaine croissante d'idéaux) &;);en une famille d'idéaux tels que

11CIQC13C--'

alors il existe unN € N tel que

In=INw1=1INy2="""



3.2 \Variété algébrique

Lorsqu’on cherche &ésoudreun systeme algébrique on veut trouver les solutions du systéme algébrique; I'objet
mathématique est alors la variété algébrique. Comme 'ensemble des solutions dépend de I'ensemble dans lequel on
cherche les solutions:

Définition 1. SoitlL un corps contenari, alors la variété algébrique daris associée a un idédl est

Vo(I) = {(ay,...,a,) e L" tel que f(ay,...,a,) =0, Vf e I}

(remarquer que cette définition dépend du corps dans lequel on se place).
Par exemple sK = Q alors on peut chercher les solutions complexes du syst&miE) ou uniquement les
solutions réelled’x (1) = V(1) n R™.

Remarque 1. SiS = (f1, ..., fm) €st un systeme d'équations algébriques a résoudre, on peut donc lui associer deux
objets mathématiques:

o lidéal I =1d(f1,..., fm)-
e la variété algébrique correspondantg (I) qui est 'ensemble des zéros.

Il faut observer qud contient "plus d'informations" quéy,(I): par exemple considérons les systémes suivants
(une variable et une équation):

r} = 0 et lidéal associél; = Id(z?)
x1 = 0 etl'idéal associély = Id(xy).

Dans les deux cas la variété associée est identigud,) = Ve (l2) = {0}. Donc les idéaux; et I, ontla méme
variété algébrique associg@}. De facon intuitive, dans une variété algébrique on perd la notiomd&iplicité.

Le théoreme suivant dit du Nullstellensatz faible , permet de conclure qu’un systéme n'admet pas de solution si et
seulement si I'idéal associé contient le polynéme constant

Théoreme 3. (Hilbert Nullstellensatz faible) On suppose gieest algébriquement clos. $i,-- -, f,, sont des
polyndmes d&|[z1,...,x,] etl =1d (f1, -, fm). AlorsVk(I) = & implique quel = Id(1) = K[z1, ..., 2,].
3.3 Correspondance entre les idéaux et les variétés

Jusqu’a présent nous avons cherché les solutions (des poilits) déun systeme d’équations polynomiales Récipro-
guement, a un ensemble de points on peut associer un idéal:

Définition 2. SoitT un ensemble d&”. Alors
IW) ={feK[z,...,z,] | fla1,...,an) =0,VY(a1,...,a,) € W}
est un idéal.

Le théoréme suivant dit du Nullstellensatz montre que si un polynprae plusieurs variable est nul sur tous
les points d'une variété algébriqu&(7) n’implique pas I'appartenance dea I en général cependant une certaine
puissance d¢ est dans l'idéal:

Théoréme 4. (Hilbert Nullstellensatz) On suppose giieest algébriquement clos. Sif1, - - - , f., sontdes polynbmes
deK[xy,...,z,] alors f e [(Vik(Id (f1,--- , f))) implique qu'il existek € N tel quef* e Id (f1, -, fm)-

Proof. Voir la preuve dans théoréeme €¢x et al., 2007 pagel80. O

Il est possible d’éliminer les multiplicités en calculant I'idéal radical:



Définition 3. SiI est un idéal alors, 'ensemble suivant est le radicallde
VI={feK[ai,...,x,]| Ik e Ntel quef* e I}
Le théoréme est une simple transcription des théoréinees :

Théoréme 5. 1. SiK est algébriguement clos etBiest un idéal d&[z4, ..., z,] alors
I(Ve(I)) = VI
2. SiV est une variété algébrique stit alors
Ve(I(V)) =V

Une interprétation du théoréme est qu’on peut transposer tout énoncé sur les variétés algébriques en un énonce sur
les idéaux radicaux (a condition gliesoit algébriquement clos).

4 Reéduction. Ordres monomiaux.

4.1 Ordres admissibles

Comme indiqué dans l'introduction du chapitre, afin de décrire un analogue de I'algorithme de Gaufd nous devons
définir un ordre sur les mondémes d’'un polynéme.

Dans la suiteT'(z1, . ..,x,) = T estl'ensemble des termes que I'on peut former avec les variébles ., x,,).
Par suitel” est isomorphe &™. Sit = a7 -- -2~ € T, on notedeg(t) le degré totaldet:

deg(t) = 3 o
i=1

Définition 4. Soit < un ordre total sur les exposants (donc dans= N"); on dit que< estadmissiblesi I'une des
conditions équivalentes est vérifiée:

(i) 0 < « pourtouta € T (autrement dit< est un ordre total).

(i) o < gimpliqguea + v < B+ ~ pour touty € T (c’est a dire que I'ordre monomial est compatible avec la
multiplication).

(i) il N’y a pas de suite infiniga; ), strictement décroissante.

Ordres usuels: lexicographique, DRL, ...
On définit ensuite quelques ordres admissibles qui seront les plus utilisés. L'ordre qui induit le plus de structure
sur la base de Grobner est I' ordexicographique:

g =0 r j<i
2 = glorom) < 0P = 2818 ¢l existei tel qued B; pour j<i
. : : a; < f3;

Ordre du degré lexicographique:

a1+...+an<61+...+5n
ou
x® = glovan) cpeah — BB sid g+ =B+ 4 B,
ot { aj =(; pour j<i
a; < B
L'ordre qui sera le plus efficace en pratique (voir l'articlz. & M., 1987) pour une justification) pour le calcul Refaire
des bases de Grobner sematire du degré lexicographique inverse (DRL)(F.S., 1918



041+"'+04n<51+"'+5n
ou
% = x(al,u.,an) <DRL xﬁ — x(ﬁl""’ﬁn) Si o+ o, = ﬁl 4+ -+ ﬁn
ot a; =[(3; pour j>i
a; > B3
Remarquer que I'inégalité est inversee> (,: c’est donc I'ordre obtenu en filtrant par le degré puis en inversant
I'ordre des variables et en prenant I'ordre lexicographigpposé.Pour le calcul des bases de Grdbner, I'ordre DRL
est l'ordre le plus efficace en pratiqued((& M., 1987)) dans la majorité des exemples (cependant pour certains
exemples il peut étre plus efficaces de calculer directement pour un ordre lexicographique).

Exemple 1. e
e Pour 'ordre lexicographique tel que <|ex y <Lex  ON a:

23> 2%y > 2?2z > xy? > ayz > 22 > 47 > P >y’ > 28

e Pour I'ordre DRL tel quez <prL ¥ <prL z ON a:
22 > 2%y > ay? > P > 2’z > ayz >yt > w22 >y’ > 28

Ordre par blocs
On peut aussi fabriquer des ordres en découpant I'ensemble des vaXablegr,,...,z,] en X; u X; avec
X = [x1,...,7;] et Xy = [2i41,...,7,] ; si on se donne deux ordres admissiblgssurN‘ et <, surNm—¢:

e, aq) <1 2(B1se-B4)

Qqy..

ﬁ = (ﬁlv'-wﬁn) S| ou
= {(al,...,ai)=(ﬁl,...,ﬁi)

et ,f(,‘(ai"*'l ..... OL,—L) <2 x(ﬁi+1?"‘7ﬁn)

" = CC( Q) <X1,X2

On peut aussi définir des ordres pondéres (voir un exemple, I'Gigdgedans la sectiof??): par siw = (wy,...,w
est vecteur d’entiers positifs alors on définit un degré total pondéré pour untéremer(*1-n) pardeg,, (z*)
1wy + -0+ apWy,.

~—

n

4.2 Terme de téte

Une fois I'ordre admissible fixé il est facile d’'identifier dans un polyngfreon terme de téte (le plus grand terme du
support def).
Soit f € K[z1,...,z,], f # 0, tel quef = > c(ay, ..., an)x]t - 28 (OUc(ay,. .., a,) Sont des éléments de
K). On peut définir 'ensembl@/ ( /) desmondmes d¢ comme
M(f) ={clan,...,an)af* -z | c(ar,...,an) # 0}
L'ensembleT’(f) destermes def est:

T(f) = {at" - ann | elon, .oy an) # 0
On définitT- (F') comme étant cet ensemble trié pour I'ordre admissible
T<(F) =Sort({T'(f) | f € F},<)
Le degré totalde f # 0 est défini parleg(f) = max {deg(t) | t € T(f)}.

On peut maintenant définir terme de tét&T_(f), le mondme de tetEM_(f), et lecoefficient de t&tEC_ (f)
de f par rapport & de la fagon suivantd:T - (f) = maz(T(f)), LM< (f) = max(M(f)), etLC.(f) comme étant
le coefficient d&LM _(f).



Si F est un sous ensemble &z, ..., x,] on peut étendre ces définitionBM_ (F') = {LM_(f) | f € F},
LE<(F) = (L1<()| f € F} etZ(F) = U T(9)
€

Définition 5. On définit le p.p.c.m. (Icm en anglais) de deux termes par la formule:

lcm(m“, xﬁ) _ x;nax(al,ﬁl) . l,glax(ozn,ﬁn)
Par extension, sk est un ordre admissible on définitm(f,g) = lem(LT-(f),LT(g)) ou f etg sont des
polynémes d& [z, ..., 2,].

Les ordres lexicographique et DRL vont induire des propriétés de structure différentes pour le calcul d’'une base
de Grébner:

Proposition 6. Soientf un polyndme d&[z1,...,x,] et < I'ordre lexicographique tel que; > - -- > x,,, alors si
LT, (f) €e K[z;,...,z,) onaf € K[z, ...,x,]. En particulier siLT . (f) € K[z, ] alors f est un polyndme en
une variable (en:,).

Proposition 7. Soit f un polynébme homogeéne &gz, ..., x,]et < I'ordre DRL tel quez; > --- > z,,. On ales
propriétés suivantes:

1. sizk diviseLT _(f) pour un entiek > 0 alorsz* divise f.
2. pour tout entiek € {1,...,n} sSiLT-(f) = 0 mod {zk, ..., z,}alorsf = 0 mod {xg,...,xn}.

Remarque 2. Comme le montre la propositionla recherche d’éléments minimaux pour un ordre DRL conduira
a 'obtention de polynémes de "bas degré" tandis qu’un ordre lexicographique favorise I'apparition de polynédmes
dépendant du plus petit nombre de variables.

4.3 Réduction d’'un polynédme

Dans I'anneaK [ X] des polyndmes en une variable tous les idéaux sont engendré un seul polynéme. En effet si
(f,g) € K[X]? alors l'idéall = Id(f,g) est engendré par le p.g.c.d. fleetg; c'est & direl = Id (ged (f, g)).

Le calcul du p.g.c.d de deux polynémes par I'algorithme d’Euclide repose essentiellement sur I'opération de division
euclidienne: pour toutf, g) € K [X]? on peut trouvetq, r) € K [X]* tels quef = ¢ g + r avecdeg (r) < deg (g).

Dans cette section nous allons introduire une généralisation de la division euclidienne pour les polynémes en plusieurs
variables.

Plus exactement, nous allons introduire deux notions proches de réduction d'un polyn@aneapport a un
polyndmep; attention, toutefois, il faut distinguer laotion mathématiquele réductionf — ¢ (qu’on pourrait
paraphraser paf peutse réduire ey modulop) et ladéfinition algorithmiqueet doncdéterministg g := REDUC-

TION(f, p). Ces deux définitions sont ensuite étendues pour réduire un polyhpareplusieurs polynémes: alors que
mathématiqguement on considére un sous ensemblB tieiK [z, . . ., 2, ], il est nécessaire d’ordonner les polyndmes
d’'un point de vue algorithmique. Dans ce dernier cas, on utilisera la notibstelele polynémes’ = [f1,. .., fim]-

L'ordre admissible< est supposé fixé.

Définition 6. Soientf, g,p € K[z1,...,z,] tels quep # 0, et soitP un sous ensemble fini &, ..., z,]. Alors
on dit que:

e f se réduit ey modulop (notation f 2~ ¢), s'il existet € T(f) tel queLT(p) diviset etg = f — e *
#(p) * p OU a est le coefficient dedansy .
e f se réduit ey moduloP (notationf —» g), si f £ g pour un certairnp € P.

e f estréductible modulp s'il existeg € K[x1, ..., z,] tel quef - g.



e f estréductible modul® s'il existeg € K[z, ...,z,]| tel quef £, qg.
e f esttop réductible modul® s'il existeg € K[z, ...,z,] tel quef £, g etLT(g) < LT(f).

o f %» g est la cloture réflexive transitive de—.

Nous donnons maintenant une version algorithmique de la réduction d’'un polyndme par rapport a une liste (triée)
de polyndmes:

f un polynéme
Input: { F =1[f1,...,fm] une liste de polyndmes
< ordre admissible
Output un polyndme réduit.
Algorithme 1. REDUCTION| [ :=p
while f # 0 et f est top réductible modulé’ do
kE:=min{i e {1,...,n} | LT(f;) divise LT (p)}
g LM(S)
f . f LM(fk.)fk
return f

Proposition 8. L'algorithme REDUCTION 1 termine.

On remarque que la réduction d’'un polyndme par une liste de polynémes n’est pas unique et que le résultat dépend,
a priori, de la fagon d’'ordonner les polyndmes dans la Iiste

Exemple 2. Voici un exemple de réduction dont le résultat change selon l'ordre des cajtesX? + X, f1 = X2+
1, f2 = X + 2 ('ordre monomial est ici sans importance on peut considérer, par exemple, I'ordre lexicographique).

e CalculonsREDUCTION(f, [f1, f2]): f est top-réductible modulgfy, f»] puisquelT (f1) = X?|LT (f) = X?

on calcule dong”’ := f — %fl = X — 1; de nouveay’ est top-réductible modulpfi, f2] puisquelLT (f;) =
X|LT(f) = X et

on calcule dong” := f* — 1 f, = —3; I'algorithme termine carLT (f) = 1 n’est plus top-réductible.
e On calcule maintenarREDUCTION(f, [ f2, f1]): cette foisLT (f2) = X|LT (f) = X2 etdonc
on calcule dongf’ := f — X f, = X — 1= X — 2X = —X; encore une foidT (f2) = X|LT (f') = X et
on calcule dong” := f* — =L f, = 2; l'algorithme termine carLT (f) = 1 n'est plus top-réductible.
e On a doncREDUCTION(f, [f1, f2]) = 3 # 2 =REDUCTION(f, [ f2, f1])

e Avec la notion mathématique on a simultanément*> —3etf —* 2.

1,f2] [f1.f2
Proposition 9. 1. Sir =REDUCTION(p, F’) alorsr — p € Id(F)
2. Sip % ralorsr —p e Id(F)

Corollaire 1. 1. Sir =REDUCTION(p, F') alors il existe deux suites finigg, )n-o,...r €t (Mn)n=o.,..,
mondémes telles qug, € F etr —p = Zle m;g; avecLT(p) = LT (m1g1) > LT (mag2) > - -+ > LT (migs)

2. Sip % r alors il existe deux suites fini€g,, ),—o,...x €t (M )n=o,... x des mondmes telles quyg € F et
r—p= Zle m;g; avecLT (p) = LT (m;g;) pour touti € {1,...,k}.
Proposition 10. Sip =REDUCTION(f, F') etp # 0 alorsLT(p) ¢ Id(LT(F")).



Lorsqu’on considére deux polyndmgset g, en général on ne peut pas rédufrpar g ou g par f. Par exemple
considérons le cas

fi = dy+a+1
fo = ay’ -3

Dans ce cas il est nécessaire, pour "éliminer les termes de tétes" de mufiigiet, par des mondmes:
yh—zfo=yl@+l)—z(=3)=zy+3z+y

La formule suivante du S-polyndme donne une définition précise pour cette opération dans le cas général, cette
opération est une composante essentielle de 'algorithme de Buchberger:

Définition 7. Le S-polyndmede f et g est défini par

lem(f, g)
LT(f)

f—Loptml9),

Spol(f, g) = LC(g) LT(g)

4.4 Reéduction totale d’'un polynéme

La fonction REDUCTION se contente de simplifier (réduire) le terme de téte d'un polynébme. La foncéou&
TIONTOTALE permet de réduire tous les termes d’'un polyndme (et donc d’obtenir une expression plus canonique):

f un polynébme
Input: < F = [f1,..., fm] une liste de polynémes
< ordre admissible
Output un polyndéme totalement réduit.
p:=fetpy:=0
while p # 0 do
p :=REDUCTION(p, F')
po = po + LM(p)
p:=p— LM(p)
return pg

Algorithme 2. REDUCTIONTOTALE

On peut facilement adapter les propositions liées a la fonction de réduction pour la fonction de réduction totale:
Proposition 11. L'algorithme REDUCTIONTOTALE termine.
Proposition 12. 1. Sip =REDUCTIONTOTALE(f, F') alorsT'(p) n Id(LT(F)) = &

2. Sir =REDUCTIONTOTALE(f, F) alorsr — f € Id(F).

5 Bases de Grobner

5.1 Définition d’'une base de Grobner

La définition suivante de base de Grdbner est purement mathématique et permet donc de définir indépendamment de
tout algorithme une base "canonique” d'un idéal. Fort heureusement, il existe aussi plusieurs algorithmes permettant
de calculer une base de Grdbner (voir la description de I'algorithdeBuchberger plus bas).

Définition 8. Soit] unidéal. Un sous ensemble fili= (g1, ..., gx) deK[z1, ..., z,] est dit une base de Grobner
de pour I'ordre admissible< si pour toutf € I il existel < ¢ < k tel queLT(g;) diviseLT (f).
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Figure5.1: structure en escalier d’'une base de Grébner.

Afin de visualiser le concept de base de Grdbner, il est commode de reporter sur un dessin (vé@rfidesgoints
LT(f) pour f € I; par exemple, en dimension= 2, s'il existe un polynémef, de l'idéalI tel queLT(fy) = zy>

on reporte sur le dessin le point de coordonnéeg). On itére le processus pour tous les polynérfiele I'idéal I.
Dans notre exemple on sait quéy’ f, € I pour tout(i, j) € N%; ainsiLT (z'y’ fo) = z'y’ LT(fo) = a*Ty*™7 et

on reporte sur le dessin tous les poifist 7,2 + j) pour tout0 < ¢, j; c’est donc tout le quadrant supérieur au point
(4,2) qui est ainsi hachuré sur la figure. Le dessin met en évidersteuleture d’escalier. les points minimaux sont
justement les éléments de la base de Grobner.

Théoréme 13. On fixe un ordre admissible. Tout idéall posséde une base de Grobider

Proof. On pourrait démontrer ce théoréme par une preuve non constructive (basée sur le lemme de Dickson) mais nous
allons donner umlgorithmepermettant de calculer une base de Grébner a partir d'un systegendeateurs. [

Théoréme 14. (Buchberger) Soier® = [g1, ..., gx] < K[z1,...,z,] et< un ordre admissible fixé. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) G estune base de Grobner 8#(qg., ..., gx) pour <.

(i) REDUCTION(p, G) = 0 si et seulement gi € Id(G).

Théoréme 15. (Buchberger) Soit7 = [g4,. .., gx] une base de Grébner deél(gs, ..., gx) pour un ordre< fixé.
Alors REDUCTIONTOTALE(p, G) est unique quelque soit la stratégie de réduction (c’est & dire quelque soit la fagon
d’ordonner@).

Définition 9. SoitG = [g1,...,9%] une base de Grobner d'un idédl pour un ordre admissible<; pour tout
polyndmef, on noteNORMALFORM( f, G, <) le résultat de la fonctioREDUCTIONTOTALE( f, G). On notera aussi
NF(f, G, <) cette forme normale.

5.2 Algorithme de Buchberger

La forme la plus simple de I'algorithme de Buchberger est maintenant présentée; une notion fondamentale dans la
description de 'algorithme est la notion de paire critiquee paire critiqueest simplement un couple de polynédmes

(f, g) pour lesquels on va calculer un S-polyndme; I'algorithme maintient une liste de tels couples (ou encore liste des

paires critiques) qu'il faudra tous explorer. A noter que, sous cette forme, I'algorithme de Buchberger est totalement

inefficace, mais on verra plus loin comment lui adjoindre des criteres (les critéres de Buchberger) permettant de limiter
la liste des paires critiques et donc de le rendre plus efficace.
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_ { F =[fi1,...,fs] une liste de polyndmes
Input: .
< un ordre admissible
Output G un sous ensemble (fini) @z, ..., z,].
G:=F etm:=s
P:={(fi,f;)]1<i<j<m}laliste des paires critiques
while P # ¢f do
Choisir et retirer deP une paire critique(f, g)
Fms1 = Spol(f, g)
fm+1 :=REDUCTION(f+1, G)
if frne1 # 0then
m:=m+1
P:=Pu{(fi,fm)] 1 <i<m}
G:=Gu{fm}
return G

Algorithme 3. (Buchberger)

Remarque 3. Pour plus d’efficacité, dans I'algorithme de Buchberger, on peut utiliser la fond&enucTIONTO-

TALE a la place de 'appel a la fonctiolREDUCTION. Sous cette forme, I'algorithme posséde plusieurs degrés de
liberté: ainsi, dans la boucle principale, on peut choisir n'importe quelle paire critique; en pratique, cependant, il
est nécessaire de ne pas choisir les paires critiques dans un ordre arbitraire (voir la séQ@isur les stratégies de
calcul).

Exemple 3. On considére I'ordre lexicographique > y et la liste de polynémeg = [f1 =a2%y—1, fo =ay® — 3]
et on applique 'algorithme de Buchberger:
InitialementP = {[f1, f2]} etG = [f1, f2]

1. P = {[f1, f2]} on calculefs := Spol (f1, f2) = —y + 3z puis f3 :=REDUCTION(f3,G) =3z —y
On ajoute donc un nouvel élément d&iisG = [f1, fo, f3] €t P = {[f1, 3], [f2, f53]}

2. P =/{[f1, f3], [fo, f3]} on calculef, := Spol (f1, f3) = xy? — 3 pUiISREDUCTION(f4,G) = 0

. P ={[f2, f3]} on calculefy := Spol (f2, f3) = —9 + 3> puis f, :=REDUCTION(f,G) = 3> — 9
On ajoute donc un nouvel élément d&isG = [f1, f2, f3, f1] €t P = {[f1, fl, [f2, fal, [f3, f4]}

4. P = {[f1, fal, [f2, fa], [f3, fa]} on calculefs := Spol (f1, fa) = —y* + 9 2* PUiSREDUCTION(f5,G) = 0
5. P ={[f2, f4], [f3, f4]} on calculefs := Spol (f1, f4) = —3y + 9z pUISREDUCTION(f5,G) =0
6
7

w

. P = {[fs, fa]} on calculefs := Spol (f1, f1) = —y* + 27 x pUiISREDUCTION(f5,G) = 0
. P = & I'algorithme termine et retourné&' = [2%y — 1,2y? — 3,32 — y,y> — 9].

Dans un premier temps on montre de fagon non constructive la terminaison de I'algorithme de Buchberger; la
preuve compléte sera donnée dans la section suivante (thédigme

Théoréme 16. L'algorithme de Buchberger termine.

Proof. On sait déja que I'appel a la fonctionERUCTION se termine (voir propositioB) et donc la preuve de la
terminaison de 'algorithme de Buchberger se fait en remarquant que le seul monile&9ichange est lorsqu’on
passe par la ligné& := G u { f,,} dans I'algorithme de Buchberger; dans cekH& U {f..}) 2 Id(G) et, a fortiori,
Id(LT(G) v {LT(fm)}) 2 IA(LT(G)).

Commef,, =REDUCTION(f,,,G) on sait quef,, n'est pas réductible par; autrement difLT(f,,) n'est pas
dansld(LT(G)) (proposition10) d’ou l'inclusion stricte:

1 (LT(G U {f}) 2 [A(LT(G)).

Par conséquent, si l'algorithme de Buchberger ne se terminait pas, on pourrait fabriquer une suite infinie strictement
croissant d'idéaux monomiau¥;, = I,,,—1 + Id (LT (f,,)) pourm > s etl, = Id (F'). D’'aprés le théorém2 on
aurait unecontradiction. O
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Pour compléter la preuve compléte de I'algorithme de Buchberger nous avons besoin d’'un théoréme caractérisant
les bases de Grobner qui fait I'objet du paragraphe suivant (voir thé@&me

5.3 Caractérisation d’'une base de Grobner

Le théoréme de caractérisation suivant permet de prouver I'algorithme de Buchberger , la version forte de Buchberger
avec criteres et I'algorithmeEI'énoncé de ce théoréme dépend de la notion-deprésentation otiest un terme:
lorsqu’on considére un élémejitd’un idéalld(p., ..., px), il existe, souvent, une infinité d'écrituge = Z _19iDi

avecy; € K[z, ..., x,]; unet—représentation permet de "borner" une telle écriture en imposaritT(g; p;) pour

touti e {1,...,k}.

Définition 10. SoientP = [py,...,px] un sous ensemble fini @z, ..., z,], f € K[z1,...,z,], f # 0ett e T.
S'il existe(g1, . .., gx) € K[z, ..., x,]" tels que:

k
f= Z giDi
=1
alors on dit que c’est uné—représentationle f par rapport aP sit > LT(g;p;) pour toutl < i < k. On note
f = Op(t) cette propriété et on notg = op(t) lorsqu’il existet’ € T tel quet’ < tetf = Op(t’)

Exemple 4. On considére I'exemple suivant da@gz, y, z] avec l'ordre DRLz < y < z et les polyndmeg =
22yz — xy?z, f1 = 2y® + 1Yz, f2 = 2%y + 2Y2 Alors

f=afi+yfo

On adonc une écriture dg e Id (f1, f2) souslaformeg = g; f1+g2 f» mais ce n'est pas urdel’( f)—représentation
puisqueLT (z f1) = LT(y f2) = «*y* > LT (f).

Proposition 17. Si f, g sont des polyndmespun terme,P un sous ensemble fini de polynémes alors

f Op(t) g=0p(t) implique f+g=0p(1)

=op(t) g=op(t) implique f+g=op(t)
f Op(t) ueT impligue  uf = Op(ut)
f=op(t) ueT implique uf = op(ut)

Le corollairel nous permet de montrer:
Proposition 18. 1. SIREDUCTION(p, P) = 0 alorsp = Op(LT(p)).

2. Sip %» 0alorsp = Op(LT(p)).

Le théoréme suivant donne une caractérisation non algorithmique des bases de Grobner (car elle impliqgue un
nombre de tests infini):
Théoréme 19. G est une base de Grébner si et seulemelisi f € Id(G), f = Og(LT(f)).

Proof. e Sion suppose qué est une base de Grobner (constitué de polyndmes unitaires)ydlets) € Id(G),
REDUCTION(f,G) = 0 doncf = Og(LT(f)) d'aprés la propositiod.

e Réciproguement, soif un élément quelconque dé(G); par hypothese on peut écrifesous la formef =
Zf 1 higi avecLT(f) > max; LT (h;g;). Linégalité stricte est impossible donc il existe {1, ..., k} tel que
LT(f) = LT(h;g;). Donc f est top réductible pay; donc parG et G est une base de Grobner

O

Le théoreme permet de caractériser les bases de Grobner; il peut servir a la fois dans la preuve de correction de
I'algorithme de Buchberger mais aussi pour la preuve des algorithmes utilisant I'algébre linéaire Epiftné®reme
44):;
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Théoreme 20. SoitG < K|z1,...,z,] un ensemble fini de polyndmes ne contenant pas zéro. On suppose gque pour
tout (g1, g2) € G2, Spol(g1, g2) = 0 ouSpol(g1, g2) = oc(lem(gy, g2)). AlorsG est une base de Grobner 8#(G).

Corollaire 2. (Buchberger) Soit; un sous ensemble fini de polyném@sest une base de Grdbner si et seulement si
Spol(f, ) —Z» 0 pour tout(f, g) € G tels quef # g.

Proof. Soient(f,g) € G2, f # g. On poset = LT(Spol(f,g) < lem(LT(f),LT(g)). SiSpol(f,g) %» 0 alors
d’aprés la propositiot Spol(f, g) = Og(LT(Spol(f, g))) = Oc(t) = og(lem(f, g)). O

Le corollaire suivant donne un moyen algorithme pour vérifier qu’une liste de polynédmes est une base de Grobner:

Corollaire 3. SoitG un sous ensemble fini de polyndm@sst une base de Grdbner si et seulemeRESHUCTION(Spol(f, g), G) =
0 pour tout(f, g) € G2.

Proof. Soient(f, g) € G2, f # g. Onposé = LT(Spol(f, g) < lem(LT(f),LT(g)). Si REDUCTION(Spol(f,g),G) =
0 alors d'apres la propositichSpol(f, g) = Og(LT(Spol(f,g))) = Og(t) = og(lem(f, g)). O

On peut maintenant terminer la preuve de correction de I'algorithme de Buchberger:
Théoréme 21. L'algorithme de Buchberger calcule une base de Grébner de I'idéal engendréfpar. ., f..).

Proof. On noteG,,, la baseGG a I'étapem. G, = F etGy = G la base finale. On &', < G441 < --- < Gg. Pour
toutl < i < j < kona:(fi, f;) est une paire critique donc il existe une étape k ou cette paire a été considérée;
deux cas se présenter:

ou REDUCTION(Spol(f;, f;), Gm) = 0 doncSpol( f;, f;) G—*> 0
k

ou REDUCTION(Spol(fi, fj), Gm) = fm+1 # 0etdoncGp+1 = {fm+1} v G, par conséquent EDUC-
TION(Spol(fi, fj); Gm+1) = 0 doncSpol( f;, f;) Gi> 0. La preuve est terminée grace au coroll&@re O
k

5.4 Base de Grobner minimale et réduite. Unicité
A une normalisation prés, on va montrer qu’'une base de Grébner pour un ordre fixé est unique.
Définition 11. Une base de GrobneF est minimale si pour touf € G

(i) LC<(g9) =1

(i) LT<(g) ¢ Id(LT<(G\{g}))

L'algorithme suivant permet de rendre minimale une base de Grébner:

Input: F = [f,..., fm] une base de Grébner
Output une base de Grébner minimale.
if = ¢ then
return ¢
Algorithme 4. MINGBAsIs| P le plus grand élément d& pour <
G := minGBasi$F\{p})
if p n'est pas top réductible modul@ then
G:=Gu {
return G

p
LC(p)

Proposition 22. SiG est une base de Grobner podretG1, G» des bases de Grébner minimales@@our <. Alors

(i) LT(G1) = LT(G2)
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(ii) cardinal G = cardinal G-

Une de Grobner base minimale rendre une base de Grébner vraiment unique il faut des hypothéses plus fortes que
pour une base minimale:

Définition 12. Une base de GrobneF est réduite si pour towj € G
Proposition 23. (i) LC(g) =1
(i) T(g) n1d(LT(G\{g})) = &

L'algorithme suivant permet de calculer une base réduite:

Input: F = (f1,..., fm) une base de Grobner
Output une base de Grobner réduite.

G = minGBasis(F) = [g1,- .-, gk]

return [REDUCTIONTOTALE(g;, G\{¢:}) i = 1,..., k]

Algorithme 5. BASEREDUITE

On peut facilement modifier I'algorithme de Buchberger pour qu’il retourne une base de Gréthniée

_ { F =[f1,..., fs] une liste de polynémes
Input: L
< un ordre admissible
Output G un sous ensemble (fini) &z, ..., x,].
G:=F etm:=s
P:={(fi,f;) |1 <i<j<m}laliste des paires critiques
while P # & do
Algorithme 6. de Buchberger  Choisir et retirer deP une paire critiqug( £, g)
fm+1 :=REDUCTION(Spol(f, g9), G)
if frne1 # 0then
m:=m+1
P:=Pu{(fi,fm)] 1 <i<m}
G:=Gu{fm}
return BASEREDUITE(G)

L'avantage de calculer une base de Groébner completement réduite est que le résultat est alors unique (et donc
canonique) une fois 'ordre fixé:

Théoreme 24. Soient] un idéal et< un ordre admissible fixé. Alors il existe une unique base de Gréobner compléte-
ment réduite de I'idéal.

5.5 Propriétés des bases de Grébner. Elimination.
Une autre propriété fondamentale des bases lexicographiques est de gtimiogr des variables:

Théoreme 25(Elimination Theorem) Soit7 un idéal deK[x1,...,z,], etk € {1,...,n}. SiG est une base de
Grobner pour I'ordre lexicographique ou un ordre par blocs Bealors G, = G n K[z, ..., x,] est une base de
Grobnerdel, = I n K[z, ..., z,].

Proof. On fixek € {1,...,n}. On veut montrer qué&’;, est une base de Grobner He soit f € I;.. Afortiori f € I,
donc il existeg € G tel queLT(g) divise LT(f) € K[z, ..., z,] dou LT(g) € K[xg,...,z,]; en appliquant la
proposition6 on obtient quey € K[z, . .., z,]. DoncGy est une base de Grobner fe O

Remarque 4. En particulier, si on applique le théorén®s avec! = n on obtient quez n K[z, ] est une base de
Grobner del,, = I n K[z,] dansK][z,] ; commel,, est un idéal principal, il est donc engendré par un polynéme
P, (z,) (éventuellement nul).
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En pratique pour éliminer on préfére éviter 'usage de I'ordre lexicographique qui est en général trés colteux. Pour
cette raison on définit la notion d’ordre d’élimination:

Définition 13. SoitK[z1,...,Zn,y1,--.,Ys], Un ordre< est un ordre d'élimination par rapport &, ..., ys Si
VfeK[z1,...,Zn,y1,---,Us)s LT(f) € feK[yr,...,ys] impliquef e K[y, ..., ys]
Un exemple d’ordre d’élimination est I'ordre par blegr, pr. OU le premier groupe de variables gsf, . . ., x,,]
et le deuxiéme groupe de variablesfest . . ., ys].
Théoréme 26.SiI estun idéal d&[x1, ..., 2, y1,...,ys], < unordre d’élimination par rapport &, ...,y etG
une base de Grébner depour cet ordre alors? n K[y, . . ., ys]| est une base de Grobner de~ K[y, . .., ys].

Base de Grobner pour un ordre du degré

Bien que la forme d'une base de Grébner pour un ordre du degré (par exemple I'ordre DRL) ne soit pas simple a
décrire ces bases ont la propriété de contenir tous les polynémes de plus bas degré dlinRti&aéxactement on
peut calculer une base dg = {g € I | deg(g) = d} lorsqued est le degré minimal d’un élément non nul He

Théoréme 27.Soit!  K[z1,...,2,], d = min{deg(f) | 0 # f € I}, etG une base de Grébner pour I'ordre DRL
de!. Alors:
Vectg ({g € G | deg(g) = d}) = Vectg (14),

oul; = {gel]|deg(g) =d}. Autrement dit, les éléments de plus bas degré&derment une base (comme
espace vectoriel) d&;.

6 Stratégies - Polynbmes homogénes

Dans I'algorithme de Buchberger il existe de nombreux choix (par le choix d’une paire critique) qui n'influent pas sur

le résultat final mais qui ont une incidence trés grande sur le temps de calcul, on appelle ces Gtmxéipss/'idée

commune des stratégies est de se ramener plus ou moins au cas homogene; en effet pour les polyndmes homogeénes il
existe une stratégie — la stratégie normale — qui consiste a traiter en priorité les paires critiques de plus bas degré; la
motivation de cette stratégie provient du fait que pour les polyn6mes homogénes on peut définir une notion de base
de Grobner tronquée en degi@yant les mémes propriétés qu’une base de Grébner lorsqu’on se limite au polynémes

de degréi. Appliquer la stratégie normale revient donc a calculer successivement des bases de Grobner tronquées en
degréd,d + 1,d + 2,.. ..

6.1 Base de Grobner tronquée

Définition 14. Un polyndmef est homogéne si pour tout T'(f) on adeg(t) = deg(f).

Supposons que tous les polyndmesdsont homogenes. Pour toyt, g) € F2, les polyndmesé = Spol(f,g) =
mf—mgetf — f'=f—mp, ouLT(mp) e T(f), sont encore homogenes. La définition suivante est donc bien
fondée:

Définition 15. Si fi,..., f,, sont des polyndbmes homogénes<etin ordre admissible, on not&; le résultat de
l'algorithme de Buchberger tronqué au degiéappliqué a la liste de polyndbmdgi, ..., f,,] (c'est a dire qu’on
élimine toutes les paires critiques dont le degré total (voir la définig@nest> d); on appelleG, uned-base de
Grobner del =1d (f1,..., fm) pour l'ordre <.

Le théoréme suivantl(@zard D., 1988 (Becker T. and Weispfenning V., 199p. 471) permet de donner une
structure a cette liste de polyndmes lorsqu’ils sont homogeénes:

Theoreme 28. Pour des polyndmes homogenfgs. . ., f,, G4 est une base de Grébner “jusqu’au degfépour un
ordre <; les propriétés suivantes sont vérifiees:
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o — ne dépend pas de I'ordre des calculs pour les polyndfriess quedeg(f) < d.
e Pour toutp € I tel quedeg(p) < d onap — 0

e Spol(f,g) — 0 pour (f, g) dansG? tels quedeg(lem(LT(f), LT(g))) < d
On ainclusion des bases de Grobner, et il existetel que

GocGgc---cGy, =Ga41 =G
ou G est la base de Grobnefy, . . ., fin,

6.2 Stratégie normale. Polynbmes homogeénes.
6.2.1 Stratégie sur le choix des paires critiques et la réduction des polynémes

Le choix d'une paire critique est le principal probléme de choix dans I'algorithme de Buchberger.La stratégie la plus
naturelle pour sélectionner les paires critiques est de considérer prioritairement les paires de bas degré:

Input: P # 0 une liste de paires critiques
Output sélection d’'une paire dan®

P = [(fmgl)a 1= ]-7 7k]

to = min_ {lem(LT(f;),LT(g;)), i =1,--- ,k}
Hio tel C]LIEICIH(L’I‘(fio)7 LT(gzo)) =ty

return (fio ’ gzo)

Algorithme 7. SELECTION (Stratégie Normale)

6.2.2 Stratégie pour la réduction d’'un polynéme.

ddg lemLT(f), LT(g)
Pour des polyndbmes homogeénes, en suivant la g
stratégie normale, on obtient le diagramme suiv-
ant (voir figure6.2.2 donnant le degré maximal du
mondémelcm (LT(f),LT(g)) en fonction de I'étape
de I'algorithme. La stratégie est d'un certain point de

3

vue optimale puisqu’on va successivement calculer
bases de Grobner tronquég < Ggi1 < -+ (en

particulier les polyndmes calculés 0 sont dans la Etapes du_calcul
base finale).

Fig 6.2.2 comportement avec des polynémes homogénes.

6.3 Cas affine - Homogénéisation

En revanche, si on applique cette méme stratégie a des polynémes affines, on observe des chutes de degré (voir la
figure6.3). Ceci induit souvent un comportement chaotique de I'algorithme et, par exemple, une croissance exagérée
des coefficients.

16



Pour remédier a ce probléme, on ramene le cas des polyndbmes
affines au cas des polynémes homogénes par homogénéisation :ddg lemLT(f), LT(g)

5
Définition 16. On définit I'opération d’homogénéisation des
polynémes: —
K[xlv"' 7xn] e K[‘rlv"' ,l’n,h] 3
f - fh — pdes(f) .f(:%’... 7476};)
2

On notef /! la partie homogéne de plus haut degréfie
fzI{ = fh(xh" : 71',”,0)

Réciproquement on peut déshomogénéiser:
K[xla"' 7xn7h] - K['rl?"' ,.’L'n7h,]
f and fhzf(xla"'7xn71>

Théoréme 29.SoitF < K[z, - - ,x,] un ensemble fini, on considéfé les polyndmes homogénes obtenus a partir
de I par homogénéisation. On peut ensuite calculer une base de Gribnee " en utilisant la stratégie normale.
Enfin, par déshomogénéisation, on obtient une liste de polyn&ihesG;,. Alors G’ est une base de Grébner (non
réduite) deF'.

Etapes du calcul

Fig 6.3 comportement en affine

Résumons la stratégie sur un diagramme:

homogénéisation

F — Fh
17 !
Gh — G := Groebner (F")

déshomogénéisation

Remarque 5. La base de Grobner ainsi obtenue n’est pas réduite. On peut dire que cette difféfgr@econstitue
des solutions parasites (ou encore "solutions a I'infini") correspondantao.

7 Que peut on lire sur une base de Grébner ?

7.1 Nombre fini de solutions

Si(f1,-.., fm) €stun systeme d'équations, on lui assdci@déal Id(f1, . .., fn) €t on calcule une base de Grébner
réduiteG de I pour un ordre admissible fixé (mais pas nécessairement I'ordre lexicographique).
On peut détecter immédiatement si le systeme admet des solutions:

Proposition 30. Le systéeme admet des solutions dans la cl6ture algébriqliesiet seulement i n'est pas{1}.
il est trés facile de détecter si I'ensemble des solutions est fini.
L™ — L

(1, .y Zpn) T
projection etr; (V1.(I)) est fini alors il existe un polynéme en une variaple K[ X | tel quep(z;) € 1.

Lemme 1. On suppose qué. est algébriquement clos. On note : ( ) est la iéme

Le corollaire suivant est immédiat d'apres la définition d’'une base de Grobner et permet de lire directement la
propriété sur n'importe quelle base de Grébner:

Corollaire 4. Sim;(Vi(I)) est fini etG une base de Grobner dealors il existep € G tel queLT(p) = z¥ pour un
certaink.
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La réciproque est fausse en général sauf si on suppose que I'escalier est fini (c’est a dire sur le dessin que les
points qui se trouvent sous I'escalier sont en nombre fini). La preuve du lemme suivant est constructive et permet de
construire un polynéme univarié:

Théoréme 31. Si pour touti € {1,...,n}, LT(p;) = z¥ otp; € G alors Vi,(I) est fini. Autrement dit, le systéme
admet un nombre fini de solutions.

Théoréme 32.SoitD le nombre de monémes sous I'escalierD&st fini,D est le nombre de racines dans la cl6ture
algébrigue comptée avec multiplicité.
7.2 Fonction et série de Hilbert. Dimension. Degré.

La fonction de Hilbert d’un idéal regroupe des propriétés combinatoires et géométriques associées a cet idéal. Cette
fonction est une donnée intrinseque de I'idéal, et ne dépend pas, en particulier, du systeme de générateurs choisi. Nous
rappelons la définition et les propriétés essentielles de la fonction de Hilbert (pour plus de détaiBoxait &l. ,

2007). La fonction est un outil essentiel pour estimer la complexité des calculs et en particulier la taille des matrices
générées par les algorithmes de typeet F5.

Pourd € NI'ensembleK [z, ..., z,]q = {f € K[z1,...,2,] | deg(f) = d} estunK espace vectoriel de dimen-

sion (”*jfl). SiI estunidéal, aloré; = I n K[zy,...,z,]qs est aussi ufk espace vectoriel.

Définition 17. La fonction de Hilbert d’un idéal homogede= 1d (f1, ..., f.,) en degrél est définie par
HF;(d) = HF(d) = dim(K[z1, ..., z,]/])q = dim(K[z1, ..., z,]q) — dim(I4)
Théoréme 33. (Hilbert) A partir d’un certain degrél, il existe un polynémé tel que
HF;(d) = P(d) pourd = dy

dy est appelé la régularité de Hilbert, ou indice de régularité; on le note #H(é).
Le degré deP est la dimension de I'idéal et notém (7).

Définition 18. La série de Hilbert est la série génératrice H&';:

HS[(Z) = Z HF](d) Zd

d=0

d’aprés le théorem83 c’est une fraction rationnelle, qui peutésrire

(1]\7_(22))(1 avecN(1) # 0

oud est ladimensionde I et N(1) est ledegré de I'idéal (noté aussieg([)).

Remarque 6. Lorsqu’on voudra parler de la dimension d'lf espace vectoriel’ on utilisera la notationdimg (E)
afin de distinguer la dimension d’un idédim (7).

7.3 Calcul de la dimension d’'un idéal

A partir de la fonction de Hilbert d’'un idéal on peut calculer lalimensionet le degréde lidéal. Intuitivement

la dimension d'un idéal premier ou d'une variété algébrique est le nombre de “parameétres libres”. Pour iin idéal
guelconque, la dimension desst le maximum des dimensions dans une décomposition en idéaux premiers. De facon
pratique:

Proposition 34. Si I est un idéal eG une base de Grébner, alotBm (/) = dim(LT(G)) = dim(4/LT(G)).
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Comme de plus la dimension d’un idéal est égale a la dimension de I'idéal radical on peut se contenter de calculer
dim(flat(LT(G))) ottflat(a$t - 207) = 25t .. 2hm ol B, = 1sia; # 0etB; = 0sia; = 0.

L'exemple suivant est un exemple classique dans la résolution des équations algébriques:

Cno=0
O -0 n—1 k

(Cyclicn) C,, ”k - avecCy . = Z H T (i+35) mod n
Cn,n—Q =0 o

Cn,n—l =n

Exemple: Cyclic 4 SoitG, la base de Grébner d&, pour I'ordre DRL sufa, b, ¢, d].

LT(G) = [¢*d?*, c3d?, bd*, bed?, bc?, b2, a)

on calcule le radical:

Id(\/LT(G)) = Id(cd, cd, bd, bed, be, b, a) = 1d(cd, a,b) = 1d(d, a,b) n 1d(c, a, b)

et le systeme est de dimensibn

7.4 Suites réguliéres. Degré de régularité

Considérons un systeme algébridqte= [ f1,. .., f»] auguel on applique un algorithme de calcul de base de Grébner
commeF; (voir la section9) qui utilise I'algebre linéaire pour effectuer les calculs: dire qu’une matrice générée par

cet algorithme n’est pas de rang plein est équivalent a dire que les lignes de cette matrice ne sont pas indépendantes.
Comme chaque ligne de la matrice est un protiuitf out est un terme ef € F', la dépendance linéaire s’exprime

sous laforme ;. ,.r Ats t f = 0 ou en regroupant les termes:

Z gifi=0 (5)
=1
ou lesg; sont des polynémes d&[x, ..., z,]. On dit encore quégs, ..., g.») €St une syzygie. On peut aussi écrire
la relation §) sous la forme:
g1f1 = 0moduloId(fa,. .., fm) (6)

autrement dit on a udiviseur de zérdsi g; # 0).
Pour un systéme linéaire on dit que le systéme est non singulier s'il n'existe pas de combinaison linéaire non nulle

YA fi = 0avec); e K (7)

=1
mais pour les systemes algébriques il n’est pas possible d'imposer la hon existence de réjatiomsi(lles: en
effet il existe toujours des relations

fifi =1 fi=0 ®)

qui sont des syzygies triviales; ainsi il est naturel de dire définir qu'un systéme est régulier s'il n’existe pas de
relation de typeX) hormis les relations triviales (voir aussi la définitibdde la sectior):
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Définition 19. Définition géométrique: le systenié,, ..., f,,) de polyndmesiomogénesst régulier si pour tout

i€{l,...,m}, ladimension défi,..., f;> estn —i. On dit encore que la suitgfy, ..., f,,) est réguliere.
Définition algébrique: le systemid, .. ., f,,) de polyndmekomogénesgst régulier si pour tout = 1,...,m et
g tel que
g-fielfr,- o ficr)
alors g est aussi dansfi, ..., f;_1).
Le systeméfi, ..., fn) de polyndmes (pas nécessairement homogeénes) est régulier si le sygteme, 1)

l'est (f!* estla partie homogéne de plus haut degréfge

Remarque 7. On peut aussi caractériser les suites réguliéres en disant qu'il n’existe pas de relations algébriques non
nulles de la forme:

Dlgi- fi = 0avecg; € K[z1,..., ]
%
hormis les relations induites par les relations trivialés; = f; f;.

Remarque 8. En utilisant la définition géométrique, il est facile de voir qu'il n’existe pas de systéme régulier lorsque
m > n; la définition40 est adaptée au cas des systemes sur-déterminés (la semi-régularité) de lak&ction

Pour une suite réguliere on peut calculer explicite ment la série de Hilbert, la dimension de la variété algébrique
associée qui est nécessairementm. Les suites régulieres sont également caractérisées par I'absence de diviseurs de
zéro : une suite est réguliere sillme polyndme’ n'est pas diviseur de zéro daki$z1, . .., z,]/{f1,..., fm). LeS
propriétés suivantes permettent de caractériser les suites réguli@ree{@l., 1998 Lang, 2002 Froberg, 199)) et
leur comportement par rapport & un calcul de base de Grébner est parfaitement connu:

Théoreme 35. 1. (fy,..., fm) estrégulier si et seulement si sa série de Hilbert (voir définiliBnest égale a:

d=0

2. aprés un changement linéaire générique des variables le degré des polyndmes d’'une base de Grébner pour un
ordre DRL est borné par le I'index de régularité:

Borne de Macaulay:) (d; — 1) + 1
i=1

Proof. Pour la preuve dé:) voir (Lang, 2002 Theorem 6.6 p. 436); ou~(dberg, 1997p. 137). La preuve de
l'assertion(ii) se trouve dand@zard D., 1983Giusti, 1994. O

Remarque 9. L'algorithme F5 11 permettra de faire un calcul de base de Grobner sans calcul inutile lorsque le
systeme algébrique de départ est régulier.. Les suites réguliéres seront au coeur de lalgkction
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8 Algorithme FGLM

L'algorithme FGLM (le nom est la réunion des initiales des auteurs de 'algorithme) a été publid-dagsie, J.C.,
Gianni, P., Lazard, D. and Mora T., 199®es versions plus efficacesgugere & Mou, 201 IFaugereet al., 2014h
ont été publiées récemment.

8.1 Introduction.

L'algorithme FGLM permet de ramener a un calcul d’algébre linéaire I'opération de changer I'ordre d’'une base de
Grobner d’'un idéal zéro dimensionnel. Un avantage théorique de cet algorithme est de pouvoir dériver une estimation
trés précise de la complexité de cet algorithme; de plus, cela permet d’améliorer la complexité du calcul d’une base de
Grébner pour n'importe quel ordre: par exemple en utilisant les résulta@Gaeglia L. and Galligo A. and Heintz J.,
1988 Caniglia L. and Galligo A. and Heintz J., 199dn peut montrer que pour I'ordre DRL, la complexité du calcul
d’'une base de Grobner d’un systéme algébrique d’un systémeédeations em variables est borné par, d“> n?
(ou Cq, Cs sont des constantes). Avec I'hypothése supplémentaire que le systéme admet un nombre fini de solutions
a l'infini cette complexité est majorée p@at d“2™ (voir (Lazard D., 198p. En pratique, le calcul des bases de
Grobner est souvent plus rapide mais on constate que c’est souvent avec I'ordre DRL que le calcul est le plus rapide.
Pour I'ordre lexicographique la combinaison de I'algorithme FGLM et de ces résultats permettent de garder la méme
complexité: par exemple ceci permet d’améliorer la barne®? n® ((Caniglia L. and Galligo A. and Heintz J., 1988
enC; d°2 ™. La sectionl4 contient d'autres résultats de complexité dans le cas ou le systéme initial est régulier ou
semi-régulier.

Pour appliquer I'algorithme FGLM il suffit d’'une base de Grobner calculée pour un ordre admissible; a partir de
cette base on calcule des matrices de multiplications par les variables (voir la §e4t®wt I'algorithme8). A noter
gue ces matrices peuvent étre utilisées pour calculer numériqguement les racines d’un systéme alg&bziqger((
and Stetter H., 19986ller H.M., 1993): les valeurs propres des matrices de multiplications donnent les (projections)
des solutions du systéme. Symboliquement, le plus petit polynédme de la base de Grébner pour I'ordre lexicographique
est aussi le polyndme minimal de la matrice de multiplication par la plus petite variable.

L'algorithme FGLM est implanté dans tous les systemes de Calcul Formel (Mathematica, Maple, Magma, Singular,
...) etl'expérience a montré I'efficacité de cet algorithme par rapport a un calcul direct.

Pour simplifier I'écriture des algorithmes on écarte également le cas triviakoK [z, . . ., 2,].

8.2 Espace vectoriel quotient. Idée de 'algorithme.

On considére uniguement un iddatéro dimensionnel (voir le théorémé pour un moyen algorithmique de vérifier
gu’un idéal est zéro dimensionnel).
On suppose qu’on connait une base de Groldhde I'idéal I pour un certain ordre (par exemple I'ordre DRL);
alors I'application
¢ : p —> NORMALFORM(p, G)

est linéaire et son noyau dstr (¢) = I = Id (G).

On peut définir une relation d’équivalenge= ¢ si et seulemenp (p) = ¢ (q).

On définit ensuite la classe d'équivalence d'un polyngrparp = {q € K[z1,...,z,] | ¢ (¢) = ¢ (p)} . Lensemble
de ces classe d'équivalences constitue I'idéal quottert K[z1,...,z,]/I = {p| p € K[z1,...,2,]}. Une con-
séquence du théorerBé est que cet espace vectoriel est un espace vectoriel de dimensiaB finigeg (7).

Pour donner une idée de I'algorithme supposons qu’on cherche a calculer un polynéme en une variable, disons
dans l'idéal: on considére alors les éléments suivanis: de

CommekL est de dimensiof on sait que ces vecteurs ne sont pas linéairementindépendants: i(axistg
deK non tous nuls tels que:

Mol +MZ7, 22 4 -+ ApzP =0
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D . —
autrement dit on a trouvé le polynonfi® (z;) = > Az telqueP; = 0 c’'esta direP; € I.
=0

Pour I'évaluation de la complexité d'un tel algorithme la principale difficulté est de compter le nombre d’opérations
pour le calcul de

En fait on remarque qu’on peut toujours écrire le calcul de la forme norsfialemmep (2F) = ¢ (2 ¢ (2F71));
on peut calculer incrémentalement ces formes en se contant des opérations élémentaires suivantes:
p— v (p) = ¢ (z:p)

8.3 Escalier. Frontiere d'un idéal.

Définition 20. Etant donné un idéal de dimension zérdansK[xz1, ..., z,] et(G, <) une base de Groébner de on
considere I'ensemble

E-(G) = {teT|tnestpas réductible pafs} trié pour l'ordre <.

On dit que€(G), I'escalier del, est une base canonique par rapporzadu K-espace vectorieéK[z1, . .., x,]/I.On
notedeg(/) la dimension diK-espace vectoriéK[x1, ..., x,]/I: c'est donc le degré de I'idéal (voir définition18
p. 18) et le cardinal de la base canoniqégG). On note

5<(G) = {w1 =1< Wy < - < wdeg([)}

Exemple 5. G, = |2 — 322 — 21 + 1,23 — 21 + x5 — 1] base de Grobner pour I'ordre DRL aveg > ;.
escalieré(G) = {t € T | t n'est pas réductible pai} = {w; = 1,ws = x1, w3 = xTo,ws = T1 Ta}
ew; base canonique de I'espace quotient

// OUOLUUUUUULUNUNUNUUUUUUUUUUUUUUOOUUONONONNNNY
2
T3

¢

€2

w w.
103 4

i

=t @
0 1 2 X1

{wy, w3, ws,ws} est une base de I'espace vectoriel quoti&fty, ..., x,]/I.
Dans cette base le polynémer? — 23 + 72y x5 — —3x1 — 215 + 71 72 €5t le vecteuf0, —3, —2, 7].

L'escalieré (G) est clos pour la division:
Proposition 36. Sil # e € £.(G) alors pour touti tel quex; divisee on afi e E.(G).

Comme expliqué dans la sectiBr2 on cherche a calculer incrémentalement les calculs de formes normales en se
restreignant a des opérations élémentaires du ¢yfagp) ol e € E; on peut donc supposer qpe= ijﬁ(” Aiw;
et on donc calculer des formes normales de la fogie;e) ol e € £(G). Le cas olw,e € E(G) est trivial car
¢ (xz;€) = x;e sans calcul. Reste le cas ot ¢ £.(G). Pour estimer le nombre de tels éléments on introduit la
notion de frontiere, c’est a dire les points qui sont a distahaks|'escalier:
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Définition 21. Soité. (G) la base canonique d§[z1,...,z,] /I, alors
F<(G)={zie|leec€<(G), 1<i<netz;e¢ E.(G)}
est la frontiére de7.

Exemple 6. G, = [2 — 322 — 21 + 1,23 — 221 + x5 — 1] base de Grobner pour I'ordre DRL aveg > ;.
frontiere F. (G) = {zie |e€ E(G), 1 <i<netr;e¢ E.(G)}
Bhorder of the staircase

X 2 / OO AN N
@3
W4
1¢° 1)
a?
w1 ‘wg ‘
0 1 2 Iy

F<(G) = {22, 23, 23x,, 123}
On peut caractériser les élémentsfg(G):

Proposition 37. Si I est un idéal de dimension zér@;, <) une base de Grobner réduite par rapport & un ordre
admissible<, alors pour tout élémente F(G) alors

1. ou il existey € G tel quet = LT(g)
2. ou il existej ett’ € F.(G) tel quet = z;t'.
Proof. On fixet € F(G) et considére I'ensembld; = {1 < j < n tel quez; diviset etxij ¢ E(G)}.
1. SiA; estvide. Comme¢ £_(G) il existeg € G tel queLT(g) diviset: soitu = #’(g). S'il existaitzx; divisant

u alors en posant = -~ on aurait% =LT(g)v ¢ £(G) etdoncj € A; ce qui est absurde. Donc= 1 et
LT(g) = t. ' '

2. Si A; n'est pas vide il existe dong tel quexz; diviset ett’ = L ¢ £_(G). Commet € F_(G) il existe
e € E<(G) tel que:t = z;e. Commez; e =t = z; t/, I'égalité]i = j est impossible car cela impliquerait
t' = ee £.(G). Donci # j etx; divisee; de pluse’ = e/x; (propriété de stabilité) est dads (G); ainsi
t'=ux;-¢ € F-(G) ett estde laforme = z; .

O

Corollaire 5. Le nombre de générateurs d’'une base de Grébner réduite d’'un idéal zéro dimendiastéhférieur
andeg(I).

Proof. Sig € G, alorsLT(g) ¢ £<(G) et pour toutk tel quexy, divise LT(g) on a%ff’) € £(G); doncLT(g) €
F(G). La borne découle du faltT (G) < F(G). O

Remarque 10. On verra une meilleure borne (théorergelorsque le systéme est générique (plus exactement en
position de Noether simultanée) et qiig;(I) est égale a la borne de Bezout.
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8.4 Construction des matrices de multiplication

Dans la suite on travaille dans I'espace vectdKét,, ..., z,]/I et on considére la base canonique pour l'ordre
associee &

5<(G):{w1:1<w2<"‘<wdeg(1)}'

Pour trouver I'expression d’un polynémgdans cette base on doit calcul€F(f, G) en utilisant la procédurg:

cependant il est difficile d’'obtenir une borne de complexité précise en théorie ou en pratique. C’est la raison pour

lagquelle on va ramener ce calcul un produit matrice vecteur dont il sera facile de borner la complexité.
Dans la suite on suppose gu’on connait une fonction linéaire

.(K[xl,...,xn] — K[zl,...,zn]/l)
Pr: p 5

—_ p
qui soit une forme normale, c’est a dire qui vérifie les propriétés:

¢;(p) = 0 sietseulementgie [
er(p-a) =10 ¢1(@) = pi(er(p) - 01(q))

Un moyen pour se donner une telle forme normale est de calculer une base de Grotkadrpour I'ordre
admissible< et ensuite de prendrg;(p) = NF(p, G, <). Dans ce cas on sait que le noyaueest égal al:
ker (¢;) = I. Une solution alternative est d'utiliser les formes normales généralisées. Dans la suite pp(ppte
NF(p) cette fonction de forme normale.

Pour optimiser le calcul on va exploiter la structure He(G) donnée par la propositioB7: on va calculer

uniquement des formes normales de la forméx; - p) ou p est déja réduit. On considere donc les applications
linéaires de multiplication par une variable :

¢ [ — (@i f)

Définition 22. On définit les matrices de multiplication par une variable: pour tbut k£ < n on définit la matrice
M*)de tailledeg(1) x deg(I) telle que:

M*® = e coefficientv; danszy w;

]

Afin de décrire I'algorithme permettant de calculer les matrices de multiplication par une variable, on utilise les

notations:d; ; est le symbole de Kronecker et vausii = j et0 sinon; siM est une matrice aloSol(M, j) désigne
la jéme colonne dé/.
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Input: G une base de Grobner réduite pour I'ordse
E(G) = {w1 =1 <wy < - < Wyeg(r) } base canonique pous.
N :=[] // une table de polynémes indexée ffar
/I et vérifiant pour tout € T': N[t] = NF(¢, G, <)
for i from 1 to deg(/) do
for eachk tel quew; = 1 w; do
Ml(f;f) :=d;; pourtoutl € {1,...,n}
F:=[zjw, pourj=1,...,n,i=1,...,deg(I)]
trier F' pour <, éliminer les doublons et les éléments&dér):
for tin F do
if ¢ estun multiple strict d’'un terme de téte @e
t=uz,t avect’ <t
On a déjacalculéV([t'] = >77_, pw; avecy,; € Ketw, < ¢/
N[t] = 355y 13 Col(M), 1) = S0 N,
for eachk tel quet = x; w; pour un certain do
Mi(f;) := A pour touti € {1,...,n}
else

il existeg = ¢ + ijgl(” \iw; et)\; € K € G tel quet = LT(g)

N[t] = = 380 N w;
for eachk tel quet = x, w; pour un certainj do
M™ .= —\, pour touti {1,...,n}

]

return M®) // matrice de multiplication paty,

Algorithme 8. Matrices de multiplications

Théoréme 38. L'algorithme8 calcule les matriced/(*) et la complexité arithmétique est bornée g3 deg(I)?).

Proof. Pour montrer la correction de I'algorithme il suffit de montrer que dans I'expreagitin= 37, u; Col(M ) 4)
la colonnei de la matriceM /) a déja été calculée auparavant. ComNg'] = >_, y;w; avecws < t' on a
NF(t) = NF(z; t') = >))_; p; NF(z; w;), comme l'ordre est admissiblejw; < z;w, < x; ¢’ = t. Donc tous les
termesz; w; ont été traités et la colonriale la matriceM (/) a donc été remplie.

Dans I'algorithme il est clair qué’ est la frontiéreF (G) et donc le nombre d'itérations dans la boucle principale est
bornée pan D (I); de plus le calcul d&2;_, 11; Col(M ), i) nécessite au plusdeg(I) < deg(I)? opérations. [
8.5 Description de I'algorithme FGLM

Dans I'algorithme suivant s¥ est une liste alors:

e #S désigne le nombre d’éléments fe

e first(S) est le premier élément de la liste guisi S est vide.
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Input: <sun ordre admissible é¥F une forme normale.
Output base de Grobner réduite de I'idédlpour <4
oul = {f eK[zy,...,z,] | NF(f) = 0}

L :=[] /lliste des prochains termes a étudier
S :=[] I/l ’'escalier pour le nouvel ordre<y
V [] /' V =NF(S)

=[],t:=1
|nf|n|te loop

v := NF(¢) ets := #5 le nombre d’éléments dg.
if v € Vectg (V) then

on peut trouvef\;) t.q.v = > A\; - V;
=1

G:—Gu[v—i)\i-si]

i=1

Algorithme 9. FGLM

else
S:=Sult]etV:=V u|[v]
L:=Sort(Lu[z;t]|i=1,...,n],<2)
Eliminer deL les doublons et les multiples d&'(G)
if L = fthen
return G
t := first(L) et supprime de L.

Le théoreme39 prouve que cet algorithme se termine et retourne le bon résultat.

8.6 Version matricielle de FGLM

Afin de rendre explicite la détection de la dépendance linéaire des vectelireshace vectorid [z, ..., z,]/I on
introduit la matrice de passadeentre I'ancienne basg(G) = {wl =l<wy<---< wdeg(I)} et la nouvelle base
S en cours de construction. Si on ndte= [51, . ,sdcg(l)] cette base alors a tout moment de I'algorithme

S =P &G)

InitialementS = [w;], et on construit incrémentalement des vecteus ¢ (x;, w) = M*) . w olv, w sont des

vecteurs exprimés dans la badgr):
deg(I)

v = Z V; Wy

i=1

Pour tester I'indépendance linéaire il suffit de calculer:

deg(I

Z)\wZ

1. sids11 = -+ = Adeg(r) = 0 OU s est le nombre d’éléments dealors le vecteun appartient aik-espace
vectoriel engendré pat.

2. s'ilexistek > stelque); # 0 alorse,, 1 = A estun vecteur linéairement indépendant On calcule une nouvelle

matriceP’ tel que:
P v="100,...,0,1,0,...,0] = €541 9)

La procédure BDATE met a jour la matrice® pour que I'équation9) soit vérifiée:
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Algorithme 10. UPDATE Mise a jour matrice de passage o= ﬁii’; yPjr =
if a # 0 then

return P

Input: s € N, le vecteur), la matrice P
Output la matrice P mise a jour
k:=min{j > stel queX; # 0}

for j from 1 to deg(7) do
Ps+1,j7Ps+1,j =

for i from 1 to deg(I) tel quei # s + 1 do
Pi,j = Pi,j — Oé)\i

On peut donc maintenant décrire explicitement I'algorithme FGLM:

Algorithme 11. Version matricielle de FGLM

Input: < un ordre, M %) les matrices de multiplications; forme normale
Output base de Grobner réduite pour I'ordre deker ().
S :=[1] /I 'escalier pour le nouvel ordrez.
V= [wi] IV =NF(S)
L:=[(i1),i=1,...,(n—1)] /lliste de pairegk,!) correspondant &;
G:=[],t:=(n,1)
P := I4¢g(r) Matrice de passage entre la nouvelle baset £(G)
infinite loop
s := #5 le nombre d’éléments de.
t = (k,1): on calculev = M®*) .V, puisA = P - v

if A1 =+ = )\deg(I) = 0 then
G:=Gu [aszl— 3 Ai-Sz-]
=1
else

P :=UPDATE(s, A, P)
S:=8SuzpSi]etV =V u|v]
L:=Sort(Lu[(i,8)]|i=1,...,n],<)
Eliminer deL les doublons et les multiples @& (G)
if L = ¢fthen

return G
t:= first(L) et supprime de L.

.S,

8.7 Exemple pas a pas

On se place dan®[z1, z2] et soitG ., = [xf -3z —x1 + 1,23 — 221 + 29 — 1] qui est une base de Grébner

pour I'ordre DRL avecr, > x1 et on chercher a calculer la base pour I'ordre lexicographiquemavecz.

E(Q) = {w1 = 1wy = 1, w3 = Ta,wy = T Ta}

On obtient les matrices de multiplication par et parzs:

1 Wi T W2 T1 ws 1 Wq T2 W1
w1 0 -1 0 3 w1 0
MO = w, |1 1 0 6 M3 = wy | 0
ws | O 3 0 -4 ws | 1
w4y 0 0 1 1 Wy 0

On commence pak := [(2,1)],5 := [1],V := [u1],G := [] ,t := (1,1) correspondant au monéne S

].,P = I4
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Etape 1: On calculev := MM . V; = M) .1 = wy puisA = P - v = ws

comme); # 0, S :=[1,21], V := [w1, w2] etla matrice” reste inchangee, puls:= [(1,2), (2,1), (2,2)].
Etape 2:t = (1,2). Oncalculev := MM . Vo = MM -y =7 [-1,1,3,0] puisA = P-v =T [~1,1,3,0]
10 1/3 0
. 01 —1/3 0
. o 2 L Tr_ .: .
commel; # 0, S := [Lz1,27], V = [wi,we,’ [-1,1,3,0]], puis P : 00 1/3 0 , Lo
00 0 1
[(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)].
Etape 3: ¢t = (1,3). On calculev := M® . V5 = M® .T[-1,1,3,0] =7 [~1,0,3,3] puisA = P-v =T
[0,—1,1,3]
1 0 1/3 0
._ o]0t -1/3 13
commels # 0, S := [1,z1,23,23], V = [w1,ws, V3,7 [-1,0,3,3]], puis P := 00 13 —1/3]
00 0 1/3
L:=[(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2, )]-
Etape 4:t = (1,4). On calculer :— M) . Vi=MD .T[-1,0,3,3] =T [9,17,—12,6] puisA = P-v =T

5,23, —6,2]
comme)s =0, G := [z] — 223} + 623 — 2321 — 5], puisL := [(2,1),(2,2),(2,3), (2,4)].
Etape 5:t = (z2,1). On calculey := M® -V} = M® - w; = ws puisA = P-ws =T |1, 3, 1,0]
commels = 0, G := [z — 22} + 627 — 2321 — 5,20 — 21 + 221 — 1], puis en éliminant les multiples de
LT(G3) = z2, on obtientL := [] et 'algorithme FGLM se termine.

8.8 Preuve de l'algorithme

Théoréme 39. Les algorithme® et 11 se terminent et calculent une base de Grébner Le nombre d’opérations dans
K de I'algorithmell est borné paO(n deg(I)3).

Proof. On fait la preuve de I'algorithmgl, la preuve de I'algorithme non matriciel étant similaire.

L'entrée de I'algorithme étant la forme normate on note! le noyau de cette forme normale; par hypothése
est un idéal et soiZ’ = [g}, g5, . ..] la base de Grobner réduite depour I'ordre < (on suppose quET(¢}) <
LT (¢5) <---)eté(G") = {w] =1 <wh <--- <whp} I'escalier deG’ pour l'ordre< avecD = deg (I).

On noteG; = [g1, 92, - - - , g;] (respectivemens;) la valeur de la variablé& (resp.S) lorsqu’on ajoutey; dansG
(resp. lorsques := S v [x1.5;]) dans l'algorithmell. Pour touti, tous les éléments d&; sont dans l'idéal: en
effet lorsqu’on rajoute le polyndme= x;S; — fol A; + S; on a par constructiop(p) = 0 etdoncp € I = ker ().
De plus, il est clair que les éléments Sg sont linéairement indépendants moddlo comme I'espace vectoriel
K[z1,...,2z,]/I est de dimension finie ceci implique la terminaison de I'algorithme. Sleihombre d’éléments de
G = G4 lorsque I'algorithme se termine.

Supposons qué- (G’) # S; on notei := min {j | S; # {w},...,w}}} (ce nombre existe caff; = {1} = {w}}
donci > 1). On noteS; = {w; = 1 < wy < --- < w;}; par hypothése; # w,. Iy adeux cas

1. w; > w}: pour toutz; divisantw; on sait qu% e £<(G') donc il existek; < i tel que— = wa = wy,. ON
a donc traité le monéme= wy; dans une etape précédente et on a ajouté Haoss les multlplesnwk donc
en particulierw;. Comme[yp (w}), ..., (w})] sont linéairement indépendant et gue< w; on a donc ajouté
w; dansS. Absurdité.

2. w; < wj: onadoncw; ¢ £<(G’) etdonc[p (w)),...,¢ (w]_,),¢ (w;)] ne sont pas linéairement indépen-
dants. Donc, dans I’aIgorithme FGLM lorsqu’on traite le monbmeon trouve une combinaison linéaire
@ (w;) = A1 (wh) + -+ + Xi—1¢ (w)_,) et on ajoute le polyndme = w; — Ajw| — -+ — \i_jwj_, dansG
etw; n'est jamais danS.

Comme dans les deux cas on obtient une contradiction 89(G’) = S;. Maintenant pour tout polyndémee G’

(unitaire) et pour touj tel quez;| LT(g) on sait queLTl# € £-(G') donc il existek; tel queLT(g) wy, etdonc
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a ajoutéx; wy, = LT(g) dansL. De plus pour tout € T'(g — LM(g)) on at € £.(G’) etdonct = w;, pour un

certaing,. En notant = max {k;} on a doncj; < [ puis{w}, ..., w;} sont linéairement indépendant mais Comme
{LT(g)} v {w],...,w;} sont linéairement dépendant: I'algorithme FGLM trouve la relation de dépendance linéaire
¢ (LT(g)) = Mip (W) + -+ + N (w)) et ajoute &G le polyndbmeLT(g) — Mqw) — -+ — \_wj_; = g. Par

conséquent’, = G'.

Il est clair que la complexité de I'algorithni® est bornée paP (n deg(I)?); de plus dans I'algorithme principal
FGLM on augmentd. seulement lorsqu’on détecte un vecteur linéairement indépendant; par conséquent la taille de
L et le nombre d'itérations de I'algorithme est borné pdp. Les autres opérations arithmétiques sont des produits
M - v dont la complexité est bornée paD?). Par conséquent la complexité globale@sn D?). O

8.9 Complexité de FGLM.

Dans cette section on résume les résultats de complexité obtenus dans cette section. Les résultats sont complétement
différents si les opérations arithmétiques se font en temps constant (corps fini de petite taille) ou si on prend en compte
la croissance des coefficients. Dans ce dernier il est toujours préférable de calculer une forme RUR ou RR qui permet
de limiter la croissance des coefficients dans les calculs et dans le résultat (voir I'@frex®ouillier, 1999). On

se réfere a l'articleRaugeére, J.C., Gianni, P., Lazard, D. and Mora T., J§2®ir une estimation de la complexité
booléenne de I'algorithme FGLM.

Corollaire 6. Soit un idéal zéro dimensionnel é61, <1), une base de Grobner réduite par rapport & un ordre
admissible<;. Etant donné un ordre admissible,, il est possible de calculer la base de Grobner du méme ifléal
par rapport a I'ordre <, enO(n deg(I)?) opérations arithmétiques.

Proof. En utilisant I'algorithme8 on calcule erO(n deg(I)3) opérations les matrices de multiplications. On peut
ensuite appliquer I'algorithm#l pour effectuer le changemedibrdre. O

En combinant ce résultat avec des résultats de complexité pour le calcul d'une base de Grobner pour un ordre DRL
on obtient le résultat général:

Théoreme 40. Soit un idéal de dimension zéro engendré par des polyndmesvemiables de degré au plus Si

les générateurs dé ont un nombre fini de solutions a I'infini alors on peut calculer la base de Grébndr mizur
n'importe quel ordre en temps polynomial éh. SiI'ensemble des zéros a l'infini est infini, alors la complexité est
polynomiale eni™’.

Proof. Sile nombre de solutions a I'infini est fini alofsazard D., 198B8montre que le calcul de la base de Grébner
par I'algorithme de Buchberger se fait en temps polynomiad’erie méme résultat est obtenu avec les algorithmes
F, ou Fy (voir la section14). On applique ensuite I'algorithme FGLM pour calculer la base pour n'importe quel
ordre. Le résultat résulte de la bor@gn deg(7)*) (du corollaire6) et de la borne de Bezodeg(I) < d*. Sion
prend en compte la croissance des coefficients voir la preuve Baungdre, J.C., Gianni, P., Lazard, D. and Mora T.,
1993). O
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9 Algorithme F}

9.1 Introduction

Si on se contente d’appliquer les algorithmBsi¢hberger B., 1968Buchberger B., 197Buchberger B., 198déja

décrit dans la sectioB sur une liste de problémes typiques provenant d'applications diverses on constate que méme
les meilleures implantations sont incapables de calculer les bases de Grobner pour des calculs de taille moyenne. Dans
cette section, on va décrire un autre algorithme (dont le nori.@giour calculer efficacement des bases de Grobner

et principalement des bases pour un ordre du degré (DRL). Il sera donc nécessaire en pratique d’appliquer un autre
algorithme d’élimination ou de changement d’ordre sur le résultat fournifjpa®n verra cependant des exemples ou

le calcul pour un ordre d’élimination est aussi trés efficace. En simplifiant, on pourrait suggérer deux amé liorations
de I'algorithme de Buchberger: comre% du temps est passé a réduire des paires critiques vers zéro il serait utile

de posséder des critéres plus fort que les criteres de BuchbBrgdtherger B., 197%our éliminertoutesles paires

critiques inutiles (de facon théorique il existe un tel critere mais son application en pratique est trés colteuse). Cet
aspect fondamental est I'objet de la section suivante (&hpfd.a seconde amélioration concerne les stratégies: durant

un calcul de base de Grobner on est confronté a plusieurs choix: choisir une paire critique dans une liste de paires
critiques, choisir un réducteur dans une liste. On sait que quelque soit les choix le résultat final de I'algorithme ne
change pas (théoreme de Buchberger), en revanche les calculs peuvent devenir impossible en cas de mauvais choix.
Méme si diverses stratégies ont été proposéaiey{ni A. and Mora T. and Niesi G. and Robbiano L. and Traverso C.,

1991 ou méme Gerdt V.P., 1999, les heuristiques sur lesquelles elles reposent ne sont pas entierement expliquées

et sont plus ou moins efficaces sur divers exemples; il est difficile d’en désigner une qui soit optimale dans tous les
cas. L'objectif de cette section est de présenter un algorithme plus puissant de réduction. Dans ce but on va chercher
a réduiresimultanémenplusieurs polyndmes par une liste de polyndmes en utilisant des techniques d’'algebre linéaire

(la réduction de Gauf principalement).

L'algorithme F; de base est présenté dans la section suivante. Cette section est divisée en plusieurs parties:
premieérement nous établissons le lien entre algébre linéaire (matrices) et I'algébre des polynémes et la méthode de
MacaulayMacaulay, 191pet lien entre et le calcul des bases de Grdbner est explicité. Ensuite nous présentons dans
la sous-sectiord0.1 une version simplifiée de I'algorithme qui n’utilise que partiellement le résultat de la réduction
de Gauf3. Une version améliorée de I'algorithme incluant les critéres de Buchberger est donnk@ ZlaNsus
terminons cette section dai®.4 en donnant des indications sur le choix d’'une bonne stratégie de sélection des
paquets de paires critique. Cet algorithme a été implanté dans un logiciel écrit par I'auteur nommé FGb (Fast Gb)
accessible via le logiciel généraliste Maple et plus récemment dans d’autres logiciels dont en particulier Maple. Le
nom de cet algorithme est simplement I'algorithme nun#émans le reste du documeiit; désigne cet algorithme.

9.2 Bases de Grbbner et Macaulay

9.3 Représentation matricielle des polyndémes.

Définition 23. Si F = [f1,..., fm] €St un vecteur de: polyndmes et un ordre admissibleT . (F) = [t1,...,t]
les termes du support d€ triés pour I'ordre < (voir la définition dans la sectiod.2p. 6). Alors une représentation
matricielle Mr_ ) (F) de F' est une matrice:

t1  ta 13

Myp_py(F) = }f;

fs

dont le coefficient d'indicéi, j) est le coefficient du termtg dansf; . De plus,My_r)(F) vérifie 'équation:
F = Mr_p)(F) - T<(F)

Pour alléger les notations on nofe (F') = Myp_ (g (F).
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Définition 24. Réciproquement sif est une matrice de taille x m a coefficients danK et X = [¢1,...,t,] Un
vecteur de termes alors la représentation polynomialdfipar rapport aX est le vecteur dépolynémes déterminé
par I'équation:

F=M-X

A partir de polyndmes on peut toujours construire une matrice, généralisation naturelle de la matrice de Sylvester,
qui consiste a multiplier tous les polynémes par tous les termes possibles:

Définition 25. Matrice de Macaulay ({lacaulay, 191§. SoientF’ = [f1,..., f] un vecteur den polynémes et
un entier positif alors la matrice de Macaulay en degrde F, notee/\/lm“lay(F), est la représentation matricielle
de
FWOD = [t; - fi|1<i<m ett;eT avec deg(t;) < d — deg(f;)]
mp Mz Mg
Macaulay( ) _ M(F(d)) _ tl fl
ta fo

L'opération de base pour les matrices est le calcul d’une forme échelon; ce sera I'opération principale et bien
souvent la plus colteuse.

Définition 26. Si M (F') est la représentation matricielle d’'un vecteur de polynorfiesn noteM( ) le résultat
d’'une élimination de GauR de la matridd (F') (sans faire de pivot sur les colonnes).

Pour simplifier I'exposition de I'algorithme on définit également I'élimination de Gaul3 d'un vecteur de polynémes:

Définition 27. Soit F' un sous ensemble fini @&z, ..., z,] et < un ordre admissible. A partir d& on construit

sa représentation matricielle\/ (F'), puis on calcule sa forme echelOﬂPTI(\J) enfin on consideére la représentation
polynomiale, notéé’ de cette derniére matrice; on dira queest la forme échelonnée de(ou élimination de GauR)
par rapport a<.

9.4 Methode de Macaulay

L'utilisation de I'algébre linéaire pour résoudre un systeme algébrique remonte a Macaulaji@caulay, 1915;
Macaulay généralise la matrice de Sylvester {853 (c’est la matrice utilisé pour le résultant de deux polyndmes
univariés) aux polyndémes a plusieurs variables.

Le lien entre le calcul d’une base deGrdbner (voir définitiorl5 p.15) et I'algébre linéaire découle du fait qu’on
peut calculer une base de Grébner a partir de la matrice de Macaulay suivant le théoréme de D. Lazard:
Théoréeme 41. (Lazard (azard D., 1983 Lazard D. 198)) SiF = {f1,..., fm} est un ensemble de polyndmes
homogeénes alors la représentation polynomiale\dg” “““y (F) est unei-base de Grobner (non réduite) de

Par conséquent gl estassez grandilors la matrice de Macaulay correspondante contient la base de Grdbner
compléte; en particulier:

Théoréme 42. (borne de Macaulay). Soft = {f1,..., f.n} un ensemble de polynémes homogenes réguliers. On
définit:

= idegfz 71

—_—

alors M®1% (") est une base de Grébner (non réduite)ide
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Remarque 11. D'un point de vue pratique l'utilisation de la matrice de Macaulay est désastreuse; en effet les lignes

de cette matrice ne sont pas indépendantes et donc appliquer une élimination de Gaul3 est inutilement colteux. Le but
de cette section et de la section suivant (s&&}.est de construire des matrices définissant le méme espace vectoriel
mais dont la taille sera beaucoup plus petite. De plus dans la méthode de Macaulay il faut unébsunée degré

maximal des calculs ou une hypothése sur le systéme initial. La présente section permet de réduire considérablement
les tailles de ces matrices; la section suivante (sddi. construit des matrices dont la taille est optimale dans le

sens ou les matrices seront de rang pleins. Toutefois il est important de noter que des matrices de plus petites tailles
n’impliqguent pasautomatiqguemerdes calculs plus rapides.

Remarque 12. En cryptographie, I'algorithme XLGourtoiset al., 2000 a été créé pour cherchemesolution d’'un

systéme algébrique dans un corps fini. En résumé, le principe est de construire la matrice de Macaulay sans un certain
degré puis de trianguler la matrice pour faire apparaitre un polyndme univarié dont il est facile d’extraire une solution
dans le corps fini. Cet algorithme peut toujours étre simulé par un calcul de base de GrébneAfgat al., 2004

G., 2009).

10 Lalgorithme F;
10.1 Description de I'algorithme F;

On sait que durant I'exécution de I'algorithme de Buchberger, on dispose de plusieurs degré de liberté:

e choisir une paire critique dans une liste de paires critique.

e choisir un réducteur dans une liste de réducteurs lorsqu’on réduit un polynéme par une liste de polynémes.

Bruno BuchbergerBuchberger B., 1965a prouvé que ces choix ne sont pas importants en regard de la preuve
de I'algorithme, en revanche ces choix influent de manigoeiale sur le temps de calcul. De plus les meilleures
stratégies Giovini A. and Mora T. and Niesi G. and Robbiano L. and Traverso C., )@&lbasent uniquement sur le
terme de tétes des polyndmes pour faire un choix. Sion prend le cas extréme ou tous les polyndmes ont le méme terme
de téte, toutes les paires critiques sont égales et il n'est pas possible de faire un choix. Nous résolvons ce probléme
d’'une maniere simple et un peu surprenarte:ne fait pas de choixPlus exactement au lieu de choisine paire
critique & chaque étape, on considéresaus-ensemblde paires critiques que I'on va traitsimultanémentA partir
de ce choix on construit une matrice la plus creuse possible mais contenant toutes les rédystmms Ensuite il
faut appliquer une réduction de Gaul} sur cette matrice. Par conséquent, on reporte les choix nécessaires (choix de
pivot par exemple) dans la seconde phase de I'algorithme qui est la phase d’algébre linéaire de I'algorithme.

Nous modifions Iégérement la définition usuelle de paire critique:

Définition 28. Une paire critique de deux polyndme@s, f;) estun élément d&? x K[z, ..., 2, | xTxK[z1, ..., z,],
Pair(f;, f;) := (lemyj;, ti, fi, tj, f5)
tel que
lem(Pair(f;, f;)) = lem;; = LT(t: f;) = LT(¢; ;) = lem(LT(f;), LT(f;))
On définit les deux opérateurs de projections:

Définition 29. On dira que le degré d'une paire critiqyg ; = Pair(f;, f;), deg(p; ;), estdeg(lem; ;). De plus on
définit les opérateurs:
Left(pi’j) = ti . fz et Right(pi’j) = tj . fj

Nous avons maintenant les outils pour présenter une version simplifiée de I'algorithme. Toutes les matrices appa-
raissant dans les algorithmes suivants sont la représentation matricielle d’'une liste de polynémes tel que décrit dans la
définition23.
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Algorithme 12. AlgorithmeF} (versionsimplifiée)

F un sous-ensemble fini @z, ..., z,]

Input: Sel une fonctionList(Pairs) — List(Pairs)
tel queSel(l) # F sil # &

Output un sous ensemble fini @&+, ..., z,].
G:=F,F) :=F,d:=0 etP:= {Pair(f,9) | (f,9) € G* avec f # g}
while P # ¢§ do
d:=d+1
Pd = S@l(P)
P:=P\P,

Ld = Left(Pd) U nght(Pd)
F:j :=REDUCTION(L, G)
for he F} do

P := Py {Pair(h,g) | g€ G}

G:=Gu{h}
return G
Nous devons maintenant étendre la définition de la réduction d’'un polyndme modulo un sous-ensé&thble.de, z,, ],
a la réduction d'un sous ensembleldfry, . .., z,,] modulo un autre sous-ensemblelder, ..., z,]:
Algorithme 13. REDUCTION
Input: L, G sous-ensembles finis @@z, ..., z,]
Output un sous-ensemble fini @&z, . .., z,] (éventuellement vide)

F :=SYMBOLICPREPROCESSINGL, G)
F := Réduction de GauR d&é par rapport a<
Fto= {f e F|LT(f) ¢ LT(F)} JI partie "utile” deF”

return F'+

Nous décrivons maintenant la fonction principale de I'algorithme, c’est a dire la constructiBretidonc de la
matriceM (F'). Elle ajoute, en fonction des donnée®t GG, tous les polyndmes nécessaires pour que la réduction de
Gaul3 contienne les réductions moddale I'ensemblel.. Dans la mesure ou aucune opération arithmétique n’est

utilisée, c’est vraiment un pré-traitemesyimbolique

Algorithme 14. SYMBOLIC PREPROCESSING

Input: L, G sous-ensembles finis @8z, ..., x,]
Output un sous-ensemble fini d&z1, ..., z,]
F:=1L

Done := LT(F)

while T(F") # Done do
choisirm un élément d&'(F')\ Done
Done := Done u {m}
if m top réductible moduld- then
il existeg € G etunm’ € Ttel quem = m’ - LT(g)
F:=Fou{m g}
return F

Remarque 13. La procédureSYMBOLIC PREPROCESSINGSt tres efficace puisque sa complexité est proportionnelle
en la taille de sa sortie sitG est plus petite que le taille finale @& F’) ce qui est souvent le cas en pratique. Comme
I'ordre monomial n’intervient pas on peut aussi envisager une implantation en paralléle.

Nous renvoyons a ?j) pour des preuves compléetes de terminaison et de correction de I'algorithme et nous con-
tentons d’en esquisser les grandes lignes:
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Lemme 2. Pour tout polynéme e L,on ap “=5" 0

Théoréme 43. L'algorithme F; calcule une base de Grébnét dansK[zy,...,z,] telle queF < G etId(G) =
Id(F).

Proof. TerminaisonPar I'absurde. Supposons que la bouetele ne se termine pas. On en deduit qu'il existe une
suite croissantéd;) d’entiers naturels tels quEdt # & pour touti. Fixonsg; € Fdf_ (et doncg; peut étre n'importe

quel élément danEdt). On définitU; comme étant I'idéalV;_, + Id(LT (¢;)) pouri > 1 etU, = 1d(0). La ligne

Ft o= {fe FILT(f) ¢ LT(F)}

implique quel;_; < U,. Ceci contredit le fait qu&|[x, ..., z,] soit noethérien.
validité: On aG = Ud;QFJ. On montre que les quantités suivantes sont des invariants de la bdilde G est

un sous-ensemble fini €[z, , . .., z,] tel queF c G c Id(F), etspol (g1, g2) —— 0 pour tout g1, g») € G2 tel que
(91,92) ¢ P. Pour cette derniére assertion(gi, g2) ¢ P, ceciimplique quePair(g1, g2) = (lemq 2,1, 91,t2,92) @
été sélectionné lors d'une précédente étape (disons a I'étqqae la fonction de sélectiofiel. Par conséquent - g,

etts - go sont dand.,, doncspol(g1, g2) =t1 - g1 —t2 - go -2, 0 d’aprés le lemmé. O

Remarque 14. Si #Sel(l) = 1 pour tout! # ¢ alors I'algorithme F; est exactement I'algorithme de Buchberger.
Dans ce cas la fonctiofel correspond a la stratégie de sélection des paires critiques de I'algorithme de Buchberger.

Remarque 15. Dans la preuve de terminaison on peut se demander pourquoi on ne considere gu’'un seul élément de
F} etpasF, en entier. En considérons I'exemple suivant:

pour I'ordre lexicographique tel que > y > z, soientF = [f; = zy? + 1, fo = 222 + 1, f3 = 3> + y?] et
Sel = la fonction identité. On trouve successivem@nt= {Pair(f1, f2), Pair(fa, f3), Pair(f1, f3)} puisF}r =

{y?> — 2%,y + 1} etdonc qudd(LT(F;")) = {y}. Par suite, et contrairement a I'algorithme de Buchberger, il n’est
pas vrai qu'apres chaque opération
G =G u{h},

onaitId(LT(G")) 2 Id(LT(G)).

10.2 Ajout des critéres de Buchberger dang’,

Afin d’obtenir une version vraiment efficace de I'algorithme il est indispensable de lui adjoindre des critéres pour
éviter des calculs inutiles. Dans cette section on intégfg &es critéres de Buchberger; une autre possibilité est
d'utiliser les criteredts de la sectiofil. Dans la description suivante on utilise I'implantation standard de ces critéres
((Gebauer & Mdller, 1988:

Algorithme 15. Critéres de Buchbegy

(Gneun Pnew) ::UPDATE(Golch Polda h)
un sous-ensemble fifil,;; de K[z1, ..., 2,]
Input: un ensemble finP,;; de paires critiques d&[z1, ..., z,]
0+#heK[z,...,24]
Output un sous-ensemble fini @&z, . .., z,] et une liste de paires
critiques correspondant a la mise a jour de la liste des paires
critiques.

10.3 \Version optimisée de I'algorithmef

Dans la version initiale de I'algorithme nous avons utilisé seuleroertaineslignes de la matrice mise sous forme
échelonnée (les lignes correspondaﬁf(j&). Dans la nouvelle version de 'algorithme on va garder ces lignes inu-
tilisées en essayant de remplacer certains produity’ apparaissant dans les lignes de la matficpar un produit
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équivalentn’ - f" avecm > m’ (en pratique on ne conserve que des produits de la fagm¢g’. Une nouvelle variable
F estintroduite dans I'algorithme# est un vecteur contenant toutes les formes échelons qui ont été calculées:

Algorithme 16. AlgorithmeF, (versionaméliorée)

F un sous-ensemble fini &gz, ..., z,]
Input: Sel une fonctionList(Pairs) — List(Pairs)
tel queSel(l) # F sil #

Output un sous ensemble fini d&z1, ..., z,].
G:=getP:=Cetd:=0
while F' # ¢f do
f = first(F)
F:=F\{f}
(G, P) :=UPDATE(G, P, f)
while P # & do
d:=d+1
Pd = Sel(P)
P:= P\P,
Ld = Left(Pd) U Right(Pd)
(Fy, Fu) :=REDUCTION(Ly, G, (F)a=1,....(a-1))
for he F do

P := Py {Pair(h,g) | g€ G}

(G, P) :==UPDATE(G, P, h)
return G

La nouvelle fonction de réduction est identique a la précédente a I'exception d’'un nouvel argument en entrée; en
sortie on retourne d’une part les nouveaux éléments de la base de Grébner mais aussi la matrice compléte mise sous
forme échelon:

L, G sous-ensemble finis @z, ..., z,]
Input: F = (Fk)k-zl,...,(d—l)a ou Fj,
est un sous ensemble finil¢xy, ..., x,]
Output deux sous-ensembles fini Bé¢x4, ..., z,].

Algorithme 17. REDUCTION | F :=SymBOLIC PREPROCESSINGL, G, F)
F := Réduction de Gaul3 d€ par rapport a<
Ft = {f e F|LT(f) ¢ LT(F)}

return (F, F+)

La variante principale avec la version simplifiée de I'algorithme se trouve dans la fonctieBd® IC PREPRG
CESSING c’est ici qu'on opeére la substitution d’'un produit- f par un "meilleur” produitn’ - f’:
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L, G sous-ensemble finis @z, ..., z,]
Input: F = (Fr)k=1,....(d—1)> OU Fy,

est un sous ensemble finil¢x1, ..., z,]
Output un sous-ensemble fini &€z, ..., z,]
F:=1L
Done := LT(F)

Algorithme 18. SYMBOLIC PREPROCESSING While T'(F') # Done do
choisirm un élément d&'(F')\ Done
Done := Done u {m}
if m top réductible modulds then
il existeg € G etunm’ € T tel quem = m’ - LT(g)
F:=F U {SIMPLIFY(m/, g, F)}
return F

La fonction SMPLIFY cherche a remplacer le produit- f par un produif{ut) - f* ou (¢, f') est une étiquette de
ligne dont on a déja calculé la forme échelom etivise le termen’; si on trouve effectivement un meilleur produit on
ré-appelle récursivement la fonctiom&LIFY (voir I'exemple dans la sectiokD.5pour un exemple d’appel récursif):

t € T'un terme

|nput- f € K[xla ce 7$n] un p0|yn6me
| F = (Fk)r=t,...(a-1), OUF}
est un sous ensemble finiKgzy, ..., x,]

Output un élément de la forme - f’
for u € liste des diviseurs dedo
if 35 (1<j <d)telque(u- f) e F; then
F} est la forme échelonnée @& par rapport a<
il existe un et un seyl € F;" tel queLT(p) = LT (u - f)
if u # t then
return SIMPLIFY (L, p, F)
else
return1-p
returnt - f

Algorithme 19. SIMPLIFY

Remarque 16. L'expérience montre que I'effet de Simplify est de retourner, @afis des cas, un produit; - p ou

x; est une variable (et méme le plus souvent le prodyit p par la derniére variable). Cette technique est un peu
similaire & I'algorithme FGLM (voir la sectio page21) ou on utilise des matrices de multiplication pour calculer
des formes normales.

Encore une fois on se référe a I'article origina)j(pour la preuve compléete de I'algorithme modifi€; le théoreme
suivant permet de se ramener au théore20g( 13) caractérisant les bases de Grobner:

Théoréme 44. Soit I un sous-ensemble fini &z, ..., z,], F = (Fi)r=1,...,a—1), OU Fy est un sous-ensemble
fini deK[x1,...,z,], Pair(gi, g2) = (lema2,t1, 91,12, g2) aveclema o,t1,to € T tel que les conditions suivantes
soient vérifiées:

() (Fp)y c Gpourk=1,...,(d—1)
(i) fi =SIMPLIFY (t;,¢;, F) pouri = 1, 2.
(iii) spol(f1, f2) = op(lem(LT(f1),LT(f2))) (voir sectionl0pagel?).

Alorsspol(g1, g2) = or(lemy 2).
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Proof. Soit (¢}, g;) le résultat de 84PLIFY (¢;, g;, F). D'aprés le lemmé&?on aLT (¢ g]) = LT(t191) = lemy o =
LT(t292) = LT(t595) de telle sorte que (en supposant tous les polyndmes unitaires):

spol(g1,93) = thg) — t595
= (thg1 —tig1) + (t1g1 — tage) + (t2g2 — t5g5)
=7+ spol(fi, f2) + 1/

avecr,r’ € 1d(F+ u F) c Id(G) tel quemax(LT(r), LT(+')) < lemio. Ainsispol(gi,ga) = Op(t') pour
t' = max(LT(r), LT ('), t) < lemq 2. Le résultat découle du théorérp@ O

10.4 Fonction de sélection

Le choix d’une bonne fonctiofel, c’est a dire une stratégie de calcul, est trés important pour les performances de
I'algorithme.

Calculer une base de Grdbner pour un ordre du degré est souvent une partie trés difficile dans la chaine des
calculs aboutissant a la résolution compléte d’un systéme algébrique. Une explication est que I'entrée de I'algorithme
est simplement un sous-ensemblelde, . . ., z,] sansstructure mathématique. On peut se donner une certaine
structure dés le début de I'algorithme en utilisant le conceptldases de Grobner (val5 p. 15). C'est a dire que la
fonction de sélection choidibutesles paires critiques de degré minimale:

Input: P une liste de paires critiques
Output une liste de paires critiques.

d := min {deg(lem(p)) | p € P}

F := Réduction de GauR dE par rapport a<
Py = {pe P |deg(lem(p)) = d}

return Py

Algorithme 20. Sel

On appelle cette stratégies stratégie normale pour l'algorithmé’;. Ainsi si les polynbmes de départ son
homogenes, on obtient, en degtéuned base de Grobnei§el sélectionne donc a I'étape suivante toutes les paires
qui sont nécessaires pour calculer une base de Grobner jusqu’enidedré

Une variante serait de changesg(lcm(p)) pardegg,, ., (lem(p)) oUdegg,, .- représente le "sucre” (voir I'article
(Giovini A. and Mora T. and Niesi G. and Robbiano L. and Traverso C., )991

10.5 Exemple détaillé étape par étape

L'exemple suivant est donné a titre d'illustration; il est malheureusement impossible de montrer le gain en efficacité
sur un exemple de petite taille. On considére le probléme cyckan prend comme ordre admissible I'ordre degree
reverse lexicographical ordering (DRL) et la stratégie normale (voir aussi sé€tign

fo=ab+bc+ad+cd, fr=a+b+c+d
Au départG = {f,} et P, = {Pair(fs, f4)} de telle sorte qué, = {(1, f3), (b, f1)}.

[ [ fa = abed — 1, f3 = abc + abd + acd + bed, ]

On rentre dans la fonctionYMBOLIC PREPROCESSINGL,, G, &); F1 = L1, Done = LT(Fy) = {ab} et
T(Fy) = {ad, ab,b?, bc, bd, cd}, on choisit un élément dan¥ F; )\ Done, par exemplewd, maisad est top réductible
parG; ainsi Done = {ab,ad}, F1 = Fy U {dfs} etT(Fy) = T(Fy) u {d?}.

Comme les autres élémentsTéF; ) ne sont pas top réductible p@r SymoLIC PREPROCESSINGetourne

Fl = [f37bf4adf4]'
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La représentation matricielle deé est:

00011110
10110100
Ay = M(Fy) =
11101000

et la réduction de Gaul3 dg, est:

0001 1 1 1 O
A, = 1010 -1 0 -1 0
0100 2 0 1 O

par conséquent; = [fs = ad + bd + cd + d?, f¢ = ab + bc — bd — d?, f; = b + 2bd + d?] et comme
ab,ad € LT(Fy) on aFy, = [f;] et maintenan€ = {f,, f7}.

Lors de la prochaine étape on doit considé@Per= {Pair(f2, f4)}, @insiLs = {(1, f2), (be, f1)} etF = {F1}.

Dans MBOLIC PREPROCESSIN®N cherche a simplifier les produitsfs etbe- f4 avecF. Onvoit quebfy € Fy
et quefs est 'unique polyndme dang) tel queLT(fs) = LT(bfs) = ab, ainsi SMPLIFY (b, f4, F) = ¢ - fe.
MaintenantFy, = [ f2, cfe] etT(F2) = {abc, bc?, abd, acd, bed, cd?}. On choisitabd qui est réductible pardf, mais
encore une fois on peut remplacer ce produittpafs. Aprés quelques itérations de I'algorithme on trouve que

F2 = [Cf57df77bf57f27cf6]

00001 1 10 1 0O0
00010 0 02 0 10
00110 1 01 0 0O
Ay = M(F) =
10101 1 00 0 00
11000 -1 00 -1 00
[0 0 00 1 1 1 0 1 0 0]
00010 O 2 1 0
- =g 0 01 00 1 0o -1 0 -1 0
Ay = M(Fy) =
tr 0000 -1 -1 1 -1 1 0
01000 O 1 -1 0 -1 0

Fy = [fo = acd + bed + c2d + cd?, fi9 = b?d + 2bd? + d3, f11 = abd + bed — bd®> — d2, f12 = abe — bed —
Ad + bd? — cd?® + d3, f13 = bc? + c*d — bd? — d®] et

G = {f47f77f13}'
Lors de la prochaine étape on a

Lz = {(1, f1), (bed, f4), (%, f7), (b, f13)}

et on appelle récursivement la fonction SimplifytMBLIFY (bed, fa) = SIMPLIFY (cd, fg) = SIMPLIFY (d, f12) =
(d, f12). On obtient

By = [f1,df12, ¢ fr,bf13].
On remarque qué? f; ne peut étre simplifié. Aprés quelques étapes damss®LIC PREPROCESSINGN trouve

Fy = [fl, df12, C2f77 bfis, df1s, df10]
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puis Fs = [fi5 = 2b® — Pd? + 2bd® + 2d*, frg = abed — 1, fi; = —bed® — Pd? + bd® — cd® + d* + 1,
fis = cbd + *d? — bd?® — d*, fig = b2d® + 2bd® + d*].
Un rapide calcul montre que le rang fig est seulemeri. Cela signifie qu'il y a une réduction & zéro qui n'a pas

,,,,,

L'étape de mise sous forme échelon des matrices est I'étape la plus colteuse en temps d’exécution et en espace
mémoire.

10.6.1 Algebre linéaire dédiée

Afin de tenir compte de la structure quasi-triangulaire des matrices générées par I'algdrithmes avons proposé,

avec S. Lachartd-augére, Jean-Charles and Lachartre, Sylvain, 2&10. Eder, des algorithmes dédiés. Une librairie
GBLA?, sous license LGPL, est également disponible et permet de réduire ces matrices sur des machines avec plusieurs
processeurs.

http://www-polsys.lip6.fri~jcf/Software/GBLA/index.html
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10.6.2 Compression des matrices

Lorsque les matrices sont grosses il est nécessaire d’adopter un schéma de stockage des données plus compliqué afin
de réduire I'occupation mémoire: si on considére une mafrite* x 5.10* avec10% d’éléments non nuls (c'est
exactement le cas pour le benchmark Cygligar exemple); méme si on alloue un seul octet pour chaque coefficient

(ce qui est plutdt optimiste si on considere que les coefficients ont souvent plusieurs centaines de chiffres) il faut
250 * 10° octets pour stocker la matrice. Dans notre implantation on évite de dupliquer les coefficients (en effet la
plupart des lignes sont des multiplication d’'un méme polyn@rpar plusieurs mondémes); ainsi on a juste a considérer

les positions des éléments non nuls des éléments de la matrice: c’est une succession de 1 et 0 qu'il faut compresser
(c’est donc une bitmap). Nous avons testé plusieurs méthodes:

(i) Pas de compression: inefficace a la fois d’un point de vue temps de calcul et d'un point de vue mémoire.

(i) Compression bitmap: si on note par

jlaijjB,

les positions des éléments non nuls dans une ligne de la matrice Y3l@s ! est la forme bitmap. Cette
méthode est efficace mais ne compresse par beaucoup la matrice (et seulement d’'un facteur constant).

(i) Une autre technique consiste a considérer les différences entre les positions non nulles:

[ 32— s — ga

quand les la différencg, — j.—1 est petite £ 128), et ceci arrive souvent, on peut la stocker sur un octet. Cette
méthode est plus efficace en terme d’occupation mémoire que la précédente et seulement un peu pl& lente (
plus lente).

(iv) On peut aussi appliquer une technique & la gzip sur la représentation précédente: par on peut identifier des
patternsde r blocs de 1 consécutifs (c’est a dife= j;01 — 1 = j;42 — 2 = --- . Cette méthode est plus
complexe a mettre en oeuvre mais elle est beaucoup plus efficace.
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11 Critere F; et algorithme Fr.

11.1 Introduction

Une premiére méthode pour améliorer I'efficacité de I'algorithme de BuchbeBgehberger B., 1965Buchberger

B., 1979 Buchberger B., 1985a déja été décrite dans la secti@nle but de cette section est de décrire un nou-

veau critere pour remplacer les critéeres de Buchberger et élimaomplétementoutes les réductions inutiles lors

d’'un calcul de base de Grébner (ou de maniere équivalente générer des matrices de rang plein pour un algorithme
matriciel de typeFy). En effet, les criteéres de Buchberger sont trés efficaces puisqu’ils permettent d’éviter beaucoup
de calculs inutiles; cependant, pour un pourcentage élevé d’exemples, aprés application desO6fitedes,paires
critiques se réduisent a zéro apres application des critéres de Buchberger. Il faut préciser aussi qu'il n’est pas toujours
possible d’éliminetoutesles réductions inutiles puisque ce n'est déja pas vrai pour un systeme linéaire d’équations
singulier (c’est a dire dont le rang n’est pas maximal). Il faut aussi indiquer qu’on cherche a obtenir ce résultat sans
sacrifier I'efficacité de 'algorithme; ainsi des techniques calculant en méme temps que la base de Grobner le premier
module des syzigiesMora, T. and Méller, H.M. and Traverso, C., 19%bnt a exclure. On verra que I'algorithme

F5 (Faugere, 2002permet, en pratique, de gagner un ordre de grandeur par rapport a I'algofithseue une large

classe d’exemples; ceci est également illustré dans plusieurs applications. On se reporte a I'article Feaiggyeaé

2002 pour une comparaison avec des méthodes connexes:

e les criteres de BuchbergeB{chberger B., 197,8Buchberger B., 198%t I'implantation de ces critere&gbauer
& Moller, 1986).

e les "staggered linear baseS€bauer & Moller, 1986

e le calcul simultané de la base de Grébner et du module des syzipes,(T. and Mdller, H.M. and Traverso,
C., 1992.

e Le concept des bases involutivasK. Gerdt and Yu.A.Blinkov, 199&eut étre vu comme un moyen d’interdire
certaines réductions et donc d’éviter des calculs. Lartidle¥(R., 2002 présente un analogue du deuxiéme
critere de Buchberger pour le calcul des bases involutives.

Notons toutefois qu'aucune de ces méthodes ne permet de répondre a I'ensemble des spécifications: élimina-
tion totale des calculs inutiles et efficacité; sselon les auteurs de I'affiitdea( T. and Méller, H.M. and Traverso,
C.,1992: “many useless pairs are discovered, but it involves a lot of extra computation, so the execution time is in-
creased” Depuis la parution de I'article original, beaucoup de chercheurs ont étudié le critére et les notions théoriques
associees. Ceci a donné lieu a de nouvelles idées pour optimiser les algorithmes ainsi que de nouvelles variantes de
I'approche par signatur&gler, C., 2008Eder, C. & Perry, J., 201 @\rri, A. & Perry, J., 201). Beaucoup de nouvelles
variantes de-sont ainsi été introduites comme par exemple , GB44, S. & Volny IV, F., 201presp. GVW Gao,

S. & Wang, D., 2010Volny, F., 2011 Gao, S. & Wang, D., 203XGao, S. & Wang, D., 200)3u SB Roune, B. H. &
Stillman, M., 2012aRoune, B. H. & Stillman, M., 2012b Il faut aussi mentionner I'existence de plusieurs articles
essayant de classifier les différentes variantes d'algorithmes fondés sur I'utilisation des sighatares (., 2010

Eder, C. & Perry, J., 20t5Sun, Y. & Wang, D. K., 2011Pan, S. & Wang, B., 201Pan, S. & Wang, B., 201 Eder,

C. & Roune, B. H., 2018 En conséquence, la littérature sur le sujet est tellement vaste qu'il est impossible de la
résumer dans ce document. Avec Christian Eftele¢ & Faugére, 20)4nous avons donc proposé de classifier tous
ces articles (voir figur&1.1p. 42) dans le but d’'identifier les différences et les similarités entre ces algorithmes.

La stratégie de l'algorithmé’; est de calculer degré par deg@€équation par équation letbase de Grobner
des systeme§f,.), (fm—1,fm)s -+ (f1,---, fm). On montre (voir corollairg) que si le systéme initial est régulier
alors il n'y a pas de réduction a zéro. De plus, en pratique, pour la plupart des systemes il n'y a pas ou trés peu de
réduction a zéro. Méme si la complexité du pire cas (doublement exponentiel) n’est pas amélioré on constate expéri-
mentalement que pour une large classe de systémes l'algorithmest plus rapide que toutes les autres implantation
(en particulier I'algorithmeFy). L'idée de 'algorithme est d’abord détaillée pas a pas sur un exerhpld puis une
version matricielle £5 matriciel) est ensuite décrite: en effet, cette version est, d’'une part, facilement implantable et
d’'autres le programme est déja treés efficace pour traiter des exemples denses (par exemple c’est cette version qui a
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été utilisée pour résoudre le challenge HFE 1). De plus, cette version permet des extensions multiples comme le cas
creux Faugereet al., 20143 et le cas des bases SAGBIaugere & Rahmany, 20D9

Modifications not
specific to
signature-based
algorithms to compute
Grobner bases Frended

F& Criterl

DMatrixF5

(2010)

GYW(v1)
51
bihomogeneous [51]

SAGEIL Grob-
ner bases
[46]

globally iovart-

Figure 1: Dépendances entre divers algorithmes fondés sur les signatures (Janvier 2015)

11.2 Lidée préliminaire a I'algorithme Fs.

Afin d’introduire I'idée on considére un systeme algébrique de d2gré3 variablesr, y, = dépendant d’'un parameétre
b qui prendra la valeub ou 1:

fa=a2+ 182y + 1992 + 82z + 5yz + 722
Spd fo=322+(T+b) oy +2222+ 11yz+ 2222 + 82
fi=6x%+12zy +4y> + 14z +9yz + 722

On veut calculer la base de Grébner fle f2, f3 modulo23 pour un ordre du degré tel que> y > z. Sion
applique I'algorithme de Buchberger (avec les critéres de Buchbergerpipaaes critiques utiles étpaires inutiles
(qui se réduisent &). Dans un premier temps on suppése 0. Pour calculer la base de Grébner on procéde degré

42



par degré. En degréon construit directement la représentation matricielle (voir se@ipde [ f1, fo, f3]:

22 zy y? rz yz 22

1 18 19 8 5 7
£33 7 8 22 11 22
6 12 4 14 9 7

ce qui donne aprés mise sous forme triangulaire de la matg¢eontrairement a la sectidhon calcule des mises
sous forme triangulaire de matrice et pas la forme échelonnée compléte, la raison en sera explicité plus bas):

22 zy Yy xz yz 22

g f3|1 1819 8 5 7
274 1 3 2 4 -1
f1 1 —-11 -3 =5

(afin de mieux faire ressortir la structure des matrices on rempladganun espace). Donc on a construit deux
"nouveaux” polynémes dans l'déa] = xy + 4yz + 22z + 3y? — 22 etfs = y?> — 1lxz — 3yz — 522
En degré3 on pourrait construire la représentation matricielle de

[xflayflazfl,mf27yf27zf27$f37yf37Zf3:|

et obtenir la matrice suivante:

w
N
»
w
[

x Yy Ty Yy x°z
zfs |0 0 0 0 1
yfs | 0 1 18 19 0
zfs |1 18 19 0 8

Ao 2RO 0 0 0 3

3T yfkl0 3 7T 8 0
zfo | 3 7 8 0 22
zLl0 0 0 0 6
yfi | 0 6 12 4 0
zfi| 6 12 4 0 14

Pour trianguler la matrice on peut réduire les ligngs et x f1 par la lignex f3. Mais ce serait une perte de temps
puisque ceci a déja été réalisé a I'étape précédente: par exgmple- f> + 3 f3, etdoncr fy = —x fs + 3z f3. C'est
une idée importante de l'algorithme de Buchberger: on utilise le plus possible ce qui a déja été calculé en degré plus
petit. Il est clair qu'on ne doit pas mettg et f4 simultanémentlans la méme matrice car ces deux polynémes ne
sont pas linéairement indépendants. Par conséquent on remplacdgsdgnsgresp. f1) par f4 (resp. f5) et on calcule
la représentation matricielle de f5,v f5, z f5.2 f1,Y fa, 2 fa.x f3,9 f3, 2 f3]:

2 22y oz Y 2z wyz Pz x2® oyt 2B

zfs 1 18 19 8 5 7

yfs 1 18 19 0 8 5 0 71 0

zfs| 1 18 19 0 8 5 0 7 0 0

A= 2 1 3 2 4 22
37 yfa 1 3 0 2 4 0 22 0
zfa 1 3 0 2 4 0 22 0 0

zfs 1 12 20 18

yfs 1 0 12 20 0 18 0

zfs 1 0 12 20 0 18 0 0

Aprés mise sous forme triangulaire:
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22 2%y xy? Y 2%z wyz Pz x2? y? 2B

zfs| 1 18 19 0 8 5 0 7 0 0

yfs 1 18 19 0 8 5 0 71 0

yfo 1 3 0 2 4 0 22 0

T xf 1 0 o0 8 1 18 15
37 fs 1 18 19 8 5 7
zfa 1 3 2 4 22

2f1 1 12 20 18

yf 1 11 13

xf1 1 18

Donc on construiB nouveaux polyndmes (ligne dont I'index est en fonte grasse) comme par exggmpie
3 +8y?%z + 222 + 18 y22 + 15 23 ; il faut noter que ce polyndme provient, en fait, de la ligne étiquetée gaelle
méme équivalente & fo; plus exactement on sait qu’on peut trouver un polyn@gyede degré 1 tel que

fo=(agx+---) fo+ go,3 f3 avecas € K

et de maniére similaire il existgs 2, 9s 3, 97,2, 97.3) € K[z1,...,z,]* tels que:
fr = (Oé7+"') fi+ 972 f2+ 973 f3 avecar e K (10)
fs = (as[X]+--+) fi +gs2fo+gssfsavecas € K (11)

Pour la suite de I'algorithme on peut noter également que si on remfiguar une combinaison linéaire faisant
intervenir les ligneg~, fs, fe alors I'écriture (1) est préservée: g, = Bq fs + B, fr + B¢ f6 (avecSy # 0) alors

fs = <a8 + - ) Ji+gso fo+9gs 3 [3avecag € Ket (g&z,gw) eK[zy,...,2,]?

En revanche ceci n’est pas vrai si on modifie la ligh@ar f; = v fs + v+ f7 + 76 Js la structure 10) n’est pas
conservée:

Iz = <a7 + - ) f1+ 972 f2 + 975 f3 aveca; e K et <g7’27g7’3> eK[zy,...,2,]?

Dans l'algorithme on pourra donc réduire la ligfiepar f; mais pas l'inverse; autrement dit on pourra réduire
la ligne fs d’étiquettex f; par une ligne dont I'étiquette est strictement plus petite. Ceci explique pourquoi on se
contente d'une forme triangulaire et pas d'une forme échelonnée.

En degrét un nouveau phénomeéne apparait: la représentation matricielle de:

[foiaxyfhnyiafoi7nyiaz2fi, 1= 172a3]

n'est pas de rang plein ! (ceci correspongl gaires critiques inutiles dans 'algorithme de Buchberger). La raison en
est que partant de la relation triviafefs — f3fo = 0 on peut la réécrire:

322 fa+ (T+b)ay fz+8y? f3+22xz f3 + 11yz f3 + 2222 f3
AP fo |- 180y fo— 1997 o~ 8wz fo—5yz fo— T2 =0
Cette écriture permet d’expliciter la dépendance linéaire entre les lignes et méme, plus précisément, quelle ligne on
peut retirer de la matrice: ici on enléw@f, de A4. En utilisant la deuxieme relation trivialg f3 — f3f1 = 0 on peut

retirer de la méme facon la lign€ f; de la matriced,. Comme il existe une derniére relation trivigigf, = fof1
on sait qu’il existe une autre ligne inutile dans la matricemais comme on a déja retisé f; quelle autre ligne peu
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on retirer ? peut on retirery f; ? Pour cela il faut combiner les relations triviales entre elles (et dans ce calcul on
reprend les polynémes originaux 8gavecb € {0, 1}):

(fofi = f1f2) = 3(fsf1 — fifs)

= (fo=3f3)fi — fife +3fif3

fafi = fifa+3f1f3

((1 —b)+4yz +2xz+ 3y — 22) fi

622+ ) fo+ 3622+ --) fs

o oo o
I

On en déduit qu’'on peut retirer de la matride la lignez y f;lorsque qué + 0 et la ligney z f; lorsqueb = 0.
Par conséquent des calculs sont nécessaire pour savoir quelle est la ligne a éliminer (car cela dépateliddda
b). Plus généralement, si on combine les trois relations triviglgs= f; f; on obtient:

u(fofi — fife) +o(fsfi — fifs) +w(fofs — f3f2) =0

ol u, v, w sont des polyndmes quelconques. En regroupant les termes:

(ufo +vfa)fi —ufifo—vfifs + wfafs —wfsfo =0

Ainsi toutes les relations trivialgsf; sont telles qué est dans l'idéal engendré p#r et f3. Si on calcule une base
de GrobneG e, de I'idéal engendréf,, f3) on élimine les lignes: f; oum estun monéme divisible par le terme de
téte d’'un élément dé/,e. Plus généralement, si on a calculé une base de Grobrigs de., f,,,), lors du calcul de
la base de Grobner dg:) + Gprev ON Va construire des matrices dont les étiquettes des lignes sont de larfofime
avecm un mondéme irréductible par rapporGiyrey.

Pour terminer 'exemple (on suppose a nouvkau0) et afin d'utiliser les calculs en deg2éet 3 on applique les
regles de réécriture (dans cet ordre):
rfo—fo, fa—fa
rfi—fs, yh—Jfq
Ji—fs

Maintenant les lignes de la matrigk, sont donc

[yf%Zf8>Zf7aZ2f5,yf6»y2f4»2’f67ny4aZ2f4,$2f379€yf37y2f37$2f37y2f3,22f3]

et la matrice est

[ 1 1819 0 0 8 5 0 0 7 0O O 0 O O
1 1819 0 0 8 5 0 0 7 0 0 O O

1 1819 0 0 8 5 0 0 7 0 0 O

1 3 0 0 2 4 0 0 22 0 0 O

1 0 0 0 8 0 1 18 0 15 O

1 1819 0 8 5 0 7 0 O

1 18 19 0 8 5 0 7 O

Ay = 1 3 0 2 4 0 22 0
1 0 0 8 1 18 15

1 18 19 8 &5 7

1 11 0 13 0

1 12 20 18

1 11 13

1 18

1 3 2 4 22

Ainsi A, est pratiquement triangulaire si on excepte un Bloc5 :
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wyz2 y2z2 xz° y23 2
2Z2fa| 13 2 4 22
/ 22 fs 1 12 20 18
Ay = 2fr 1 11 13 12)
zfs 1 18
yf7 111 13

La réduction de la matrice donne le nouveau polyndfpe= z* et comme il comme correspond a la ligne
d'étiquettey f; ~ y? f1 on sait qu’on peut trouver une écriture fiede la forme:

fgz(a9y2+...) A+C) fot () fa

Dans cet exemple le calcul se fait sans aucune réduction a zéro. Il en ressort également que dans I'algorithme il est
nécessaire de conserver I'étiquette originelle de chaque ligne pour chaque polynéme calculé: se sera la “signature”.
Par exemple la signature dig seraz f5.

12 Algorithme F5 matriciel

Le but de cette section est la description de la version matricielle de I'algorifiyntpii sera adaptée a une anal-

yse de complexité et efficace pour des systémes denses. Une différence fondamentale avec la version originale de
l'algorithme F; (Faugére, 2002est que, d’'une part le degré maximal atteint par les calculs doit étre donné en entré

de I'algorithme (c’est le paraméti@ dans la description de 'algorithmi®l); d’autre part on ne tient pas compte du
caractére éventuellement creux des polynémes. L'algorithme qui en résulte est particulierement simple a décrire et a
implanter.

12.1 Représentation matricielle avec étiquette

Comme cela a été illustré dans la sectldn?, il nécessaire d’adjoindre & chaque polynédme, et donc a chaque ligne de
matrice, uneétiquette;pour cette raison il nous faut étendre la définition de la représentation matri3elle

Définition 30. SiF = [f1,..., fm] €St un vecteur dex polyndmesg = [eq, ..., e,,] Un vecteur den étiquettes ek
un ordre admissibleT - (F') = [t1, ..., ;] les termes du support d€ triés pour I'ordre <. Alors une représentation
matricielle M, r_¢p)(F) de F' est une matrice dont les lignes sont indexées[par. . ., e, ]:

(S
e DY .. ...
Mezn(F)= | ﬁ
63 DREEY DR ... f3

et dont le coefficient d’indicé;, j) est le coefficient du terme dansf; . Dans la notation précédente on ajoute la
colonne de droite simplement pour indiquer I'origine des coefficients de la matrice; cette colonne est donc optionnelle
dans la notation. De plus\/, _p)(F') vérifie I'équation:

F = M,z (r)(F)  T<(F)

Pour alléger les notations on nof¥,.(F') ou M (F') la matrice M, r_ ) (F).

Réciproquement s/, est une matrice étiquetée par= [eq,...,e,], de taillem x [, & coefficients dank, et
X = [t1,...,t;] un vecteur de termes alors la représentation polynomiale étiquet@é.dear rapport a X est le
vecteur den polynémes déterminé par I'équatidh= M - X et d'étiquettes.

Par exemple la matricd; (équationl2) d'étiquettes| 22 fo, 22 f1, yz fi, 22 f1,y? fi1]:

46



xyz2 Yz xrz y23 z
2% fo 1 3 2 4 22|22
1

A — 22 f1 12 20 18| 2%fs
17 gz fi 1 11 13 | zf7
xz f1 1 18 | zfs

vAHa 1 1 13 0 | yfs

devient aprés mise sous forme triangulaire (on utilise la méme notatas on autorise uniquement une réduction
de ligne par une ligne dont I'étiquette est strictement plus petite):

QL’yz2 y2z2 x> yz3 2
22 fo 1 3 2 4 22 | 22 f4
T 22 f1 1 12 20 18| 2%fs
4 yz fi 1 11 13| zf~
xz fi 1 18 | zfs
y> f 1

et la derniére ligne de cette matricg, correspond au polyndme* d'étiquettey? f;. Dans la description de
I'algorithme il sera commode d’employer une notation simple pour décrire la fagcon de rajouter unedigdle , . . . , ,,]
d’étiquettes & une matrice étiqueté¥, (F):

M (F
MeF i) = | M
Par exemple

ayz? PRt w2 oy 2t
21 3 2 4 2]
T 2 i 112 20 18| 2%fs
iy e A designe la matrice:yz fi 1 11 13| zf;
rz f1 1 18| zfs
xz fi 1 18| zfs

y* fi 1

(remarquer qu’on trie les lignes et les colonnes).

12.2 Algorithme F5 matriciel

On va décrire maintenant I'algorithnié, matriciel. Afin d'unifier le cas général et le cas particuligron utilise la
notation suivantedx r,, le symbole de Kronecker, est égal &i K = F5 et 0 sinon. En effet dans le cas ou cherche

a calculer une base de Grobner &yd'un systeme algébriqugfi, . .., f.»] on doit ajouter les équations de corps
x? — x;. Par conséquent, il faut tenir compte de nouvelles relations triviales
=

provenant de I'action du morphisme de Frobenius (voir la sedtibpour la justification du nouveau critére). A
noter que c’est cette version dg matricielle qui a été utilisée pour résoudre le challenge 1 de HFE .
Avec ces notations on peut décrire trés simplement I'algorithpmmatriciel:

Algorithme 21. AlgorithmeF;matriciel.
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un entierD
Output une D-base de Grobner d&' pour un ordre admissible .

MO([]) = &, ME)([]) == &

le corpsK
Input: < F =[f1,...,fm] polyndbmes de degrés total < --- < d;n,

for d from d; to D do // Boucle sur le degré
for i from 1 tom do /I Boucle sur les équations
/I Construire la nouvelle matrickl (D ([ £y, ..., fi]):
if d = d; then
MD([fr,..., fi]) = MD([f1,. .., fim1])
else

MO([fry.o, fi]) = M@y, fiea])

Il Jcriteres €St un lidéal monomial:
JCritéres =1d (LT (M(d_di)([fla ceey fi—1+5u(,1<‘2])))

for toute lignef d'étiquettet f; dansM (@1 ([f,..., f;]) do
Soitk le plus grand entier tel quey, diviset
for j from k + ék , ton do
if tx; ¢ Jcriteres then
/I SIK = 4 alorsdans la matrice suivante on
/I remplace dans le produit; f les carrés:? parz;.

(d) T .— M@ ([f1,..., fi])
CalculerM@ ([ f1,..., fi]) la réduction de GauR (en
respectant I'ordre des étiquettes).
return la représentation polynomiale de (®)([f1, ..., fm])
13 Algorithme Fj version simplifiée
Soit I’ un idéal deK[zy, ..., z,]; on suppose qu'on a déja calculé une base de GrdBfde I’ pour un ordre fixé
< et qu'on veut calculer une base de Grobner de l'idga) + I'pour f; € K[z1,...,x,]. Les différences entre

I'algorithme de cette section avec I'algorithmie matriciel 21) de la section précédente sont:

1. il n'est pas nécessaire de donner le degré maxivnaés calculs.
2. c’'est une version adaptative de I'algorithme matriciel (on ne considére pas systématiquement le produit par
toutes les variables).

13.1 Signature d’'un polynéme

On veut tout d’abord définir une signature unigue et canonique pour tous les éléme@iify de 7" les termes de téte
de tous les polyndmes de l'idéal

Définition 31. Pour toutp dans I'idéall on définitw(p) comme étantnin{g; € K[x1,...,2,]| (g1 /1 —p) e I'} =
min< ((I' : (f1))/I'). On définitv; (p) comme étant le terme de tétedép):

o ( b () = LT (i) )

Proposition 45. Sip; etp, sont deux polyndmes detels queL.T(p;) # LT(py) alorsvy (p1) # v1(p2).
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Dans I'algorithmeFs, v; (p) sera lasignaturedu polyndmep: elle est unique et ne dépend pas des calculs. Le
nouveau critére utilise la signature pour éliminer des paires critiques. Par rapport a la version matriciglle de
la signature correspond a I'étiquette associée a chaque ligne de la matrice. Dans la représentation interne il faut
inclure la signature dans la représentation interne des polyndémes; mathématiquement on doit "agrandir” I'anneau des
polynémes:

Définition 32. On définit un nouvel anneau de polyndries= T x K[z1,...,z,]. Pourtoutr € R,sir = (¢, f)
alors on définit la projectionr(r) = f € K[, ..., x,] et signature de r comme étafitr) =t € T.

On verra que durant I'exécution de 'algorithmig on aura toujourss (r) = vy (w(r)).

Définition 33. (admissibilité) On dit que € R est admissible s'il existg, € K[z, ..., x,] tel quegy f1 — w(r) e I’
etLT(g1) = S(r).

Remarque 17. Avec les notations de I'exem@é.2 p.42on a: I’ = Id(f5) et on considerd = (fs) + I":

ro = (1,322 + Ty + 2222 + 11yz + 2222 + 8y?)
re = (v, +8y*2z 4+ a2l + - )=(x+-)fa+t (- )f3

Remarque 18. Pour toutr € R tel quen(r) € I’ onaS(r) = 0.
Définition 34. Soient) # A € K, v € T, etr = (u,p) € R on définitAr = (u, A\p) etvr = (uv, vp).
Remarque 19. On doit aussi étendre la définition des opérateurs usuelsur

pourr € R, LT(r) = LT(x(r)) etLC(r) = LC(x(r)).

pourr € R, etG c K[zy,...,z,], NF(r,G, <) = (S(r), NF(x(r), G, <)).
pourr,r’ € R?, lem(r,7’") = lem(LT(x(r)), LT (7 (r")))

R est une base de Grébnerss{R) est une base de Grébner.

13.2 Réductibilité, paire critique, S-polyndme au sens déx
Dans le reste de cette section on restreint les réduction valides:

Définition 35. (normalisé)

On dit quer € R est normalisé siS(r) est0 ou n'est pas top-réductible paf’. On dit que(u,r) € T x R est
normalisé siur est normalisé. On dit encore qu’une paire critique orientée’) € R? est normalisée si les deux
conditions sont vraies:

@) v'S") <uS(r)

lem(r,r’) lem(r,r")

LT ¢ = TTT -

(i) (u,r)et(v,r") sont normalisées ou =

Remarque 20. Si G’ est une base de Grébner dél'implantation de la définition précédente est immédiateest
normalisé si et seulementSir) n’est pas réductible pafy.

Remarque 21. (suite de I'exemple)s = (z,y> + 8y%2 + x2% + 18y2% + 15 23)
x x ¢ N'est pas normalisé car S(rg) = 22 etz? € LT(f3)
y x r¢ est normalisé cay S(rg) = zy etay ¢ LT(f3)

Définition 36. (S-polynéme)
Soit(r, ') une paire critique normalisée alors

lem(r, 7)

Spol(r,r’) = ( T

S(r), Spol(n(r), W(r’))) eR
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Définition 37. (strong reduction)
Soientr,r’, 7" € R et R un sous ensemble @&. Alors on dit que

(i) r estfortement réductible paf, siLT(r’) diviseLT(r) et

*
1, est la clbture réflexive transitive débs.
Proposition 46. Soientr, 7’ € R et R un sous ensemble de. Alors
(i) sila paire (r, ') est normalisé&pol(r,r’) est admissible.

(i) pour A e Kett e T, (\t)r estadmissible.

*
(iii) si r 5 1 alors il existet < S(r') tel que(t, w(r')) est admissible.

13.3 Nouveau critereFs;

Le théoréme principal de cette section est aussi une nouvelle caractérisation des bases de Grobner:

Théoréme 47. (critere F5) SoitG’ une base de Grébner d’'un idéal et f; un polyndme. Soik un sous ensemble
fini de'R tel que:

(i) tous les éléments dec R sont admissibles et unitaires.
(i) {re R|S(r)=0} =G et(1, f1) € R.
(iii) pour toute paire critique normaliséer, ') € R, on aSpol(r, ') 0.
Alors R est une base de Grobner (non réduite)ide (f;) + I'.

Remarque 22. Dans le théoréme si on restreint la condition (iii) aux paires critiques de degralors on obtient
uned—base de Grébner.

13.4 Réduction au sens dé’

Lorsqu’on réduit un des polyndmes on doit garder tous les polyn6mes admissibles et on doit modifier la définition

usuelle de réduction; ainsi dans la fonctiooPREDUCTION(r, ') si r est réductible par’: il existet € T tel que
LM(r') - t = LM(r) et sir, 7' sont unitaires et admissibles on peut troufterw’) € K[z1, ..., zn]> et(h,h') € I”
tels que

m(r)=wfi+h w(")=w'fi1 + 1 etS(r) = LT(w), S(r') = LT(w’).

Par conséquent
() = w(r) —tr(r') = (w —tw') f1 + (h — th')
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et une condition suffisante pour g€ (w—tw’) = LT(w) estque LT (w’) < LT(w) c'estadire-S(r') < S(r);
dans ce ca&S(r), n(r) — tw(r’)) est admissible.

Sinon,t LT (w’) < LT(w), et on doit construire unouveau polyndmeS ('), «(r) — t=(r’)) qui est admissible
(si on pense I'algorithme en termes d’'algebre linéaire cela signifie qu’on doit échanger deux lignes dans la matric).
Donc il est nécessaire de retourner plusieurs polynémes dans la foncifREDUCTION et c’est donc une différence
essentielle avec I'algorithme de Buchberger. De plus on doit s’assurer de ne pas générer deux polynémes avec la méme
signature: on maintient donc une liste de terndesontenant toutes les signatures déja crées: un réducteur potentiel
r’ sera considéré seulementir’) n’est pas déja dand.

Input: re R, Rc R, AcT
r" = —~— sir est réductible et sinon.
Output: (r” ) LC(r) .
utput: (r, 5) ou { S est un ensemble dg1 ou?2 polynébmes
if 7(r) = 0then
return (&, &) /I réduction a zéro !

forr’ € Rdo
H _ LT(") ’ ., ,
Algorithme 22. TOPREDUCTION if (¢t = TR0 € T) et ((t,r') est normalis€) et(¢(S(r') ¢ A) then

if S(tr') < S(r) then
return (&5, {(S(r), = (r) — tw(r'))})

else
=S, tn(r')—w(r)eR
A=A0S(r)

return (&, {r',r})

return (e 7> &)

Lemme 3. Si{r}u R est constitué de polyndmes admissibles alors tous les polynémes retourmésRa&pUCTION
sont admissbles.

Proof. Ceci découle de la discussion au début dparagraphe. O

On peut maintenant décrire la fonctiorERUCTION qui est une fonction globale au sens de la réduction dans
l'algorithme Fy.

Input: F, R listes de polyndmes normalisés dds
Output: une liste de polynémes.
F = éliminer dansF’ les doublons (pour la signature)
A=S8(F),R =&
Algorithme 23. REDUCTION| while F' # ¢ do
Prendre et retirer dang” I'élémentr avec la plus petit signature.
(r', F') =TOPREDUCTION(r, R U R, A)
R=R u{r'}etF=FUF'
return R’

13.5 \ersion simplifiée de l'algorithmeFs;

On présente maintenant une version simplifiée de I'algorithme. On essaye d'étre aussi proche que possible de la
présentation de I'algorithme de Buchberger. 3biin idéal. On suppose qu’on a déja calcule une base de Grébner

et on veut calculer la base de Grébnerde) + I’. On décrit maintenant I'algorithme utilisant le nouveau critére du
théorémet7. Limplantation du test de normalisation et de calcul du S-polynéme est immédiat a partir des définitions
35 et 36 (voir aussi la remarqug0). L'algorithme fait appel a la fonction BoucTION (algorithme23) qui retourne

une liste de polyndmes réduits (comme dans l'algoritifpe. On verra dans I'exempl&3.7 gu’on peut remplacer

cette fonction par une fonction de réduction totale.

51



Input: f; un polynéme e€¥’ une base de Grobner
Output une base de Grébner dg;) + G’
R={(0,g') g €G}u{(l,f)}
P =[(r,7) |7 € G’ et(r,r") est normalisép
while P # ¢f do
Soitdy le degré minimal de?
Py, = {pe P | deg(p) = do}
R4, =REDUCTION(Spol(Py,), R)
for r € Ry, do
P=Pul(rr)]|r e Ret(r,r") normalisée
R=Ru{r}
return R

Algorithme 24. (F5 version de base)

Remarque 23. Pour un polyndme homogeétrfe, une variante de I'algorithme est de ne garder dans la liste des paires
critiques P que les paires de degkg d; dans ce cas on obtient urke-base de Grdbner. On note-Grdbner Fi cette
variante de I'algorithmeFs.

13.6 Preuve de I'algorithmers

On suppose que le polyndnfe est homogéne. Soi I'ensemble de tous les polynémes qui sont générés pendant
I'algorithme. On donne la preuve de l'algorithme.

Proposition 48. Pour toutr € R, r est admissible et normalisé.
Proof. Au départ(1, f1) est admissible. Les nouveaux polyndmes sont crées dans:
(i) dans le calcul du S-polyndmé&pol(FP;) et par définition la paire est normalisée.

(i) dans TOPREDUCTION : on utilise alors le lemma@.

Théoreme 49. Pour toutd, le résultat dai—Grobner F; est une base de Grobner jusqu’au dedré

Proof. Pour appliquer le théorén#& on considére une paire critique normaligée”’) € R etd son degré. Soit” le
résultat de la réduction d&ol(r,r’) parRs—; et = lem(LT(r), LT(+')).En notant: = TGy ona:

Sy =uS(r)
et LT(7(r")) < lem(LT(r), LT(r")) = uLT(r)

etdonc
y Ra—1 u{r}
—_—>

R 1
Spol(r,7') = r 0

Commer” € R; on en déduiSpol(r,r’) Fa, 0. D’aprés le lemmel8 on peut appliquer le théorénd& et on en
déduit queR, est une base de Grobner de 'idéal engendrd par+ I jusqu’au degrél. O

Théoreme 50. Si on suppose que le polyndrfie est homogene et qu'il N’y a pas de réduction a zéro pendant le
calcul. On noteR, le résultat deREDUCTION dans I'algorithméd’s 24 et R la valeur deR dans I'algorithme avant
ReDuUCTION. AlorsId(LT(R)) # Id(LT(R u Ry)).

Proposition 51. Soit PSyz le module généré par les syzygies principales (triviales). Pour un systéme polynémial
générique(fi1,. .., fm), alors Syz= PSyz.

Théoréme 52. Lorsque I'algorithme trouve une réduction a zére;, — 0 alors ceci implique qu'il existe €
SyzPSyz ave®T(s) = S(ri, ).

Corollaire 7. Sile systéme initial est une suite réguliére alors il n’y a pas de réduction a zéro.
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13.7 F5: exemple pas a pas

On calcule maintenant la base de Grobner pour un exemple tiré de I'aMiola(T. and Méller, H.M. and Traverso,
C.,1992. L'ordre utilisé est I'ordre DRL tel que > y > z > ¢ et les coefficients sont les nombres rationn@lk (

f1 = y23 — 2242
fo = x2% —y?t
fs = 2%y — 2%

L'algorithme F5 calcule successivement les bases de Grobner des idéaf, 1d(f2, f3) etId(f1, fa, f3) =
{f1)+1d(f2, f3). Comme le dernier calcul est le plus significatif on décrit uniquement ce dernier cas. Les polynémes
de la base de Grébnét' = n(R’) deld(fs, f3):

R’ = [r3,ra,r4,75] 0Ur3 = (0, f3), 72 = (0, f2), 74 = (0,293t — 2% 1), r5 = (0,25t — y° t2).

On notey’ =NF(., [r3, 72,74, 75]) la forme normale par rapportGy.
r= (1, f1)

R=R u{r}=[rs,ro,r4,75,71]
Il'y a quatre paires critiquegi; = (vy 23, 2,71,y 2,72), ps = (22 y 23, 2%,r1,2%,73), po = (y 25,23 t,71,y,75),
pro = (zy? B t,xyt,ry, 23 ry).

Les signatures d&(p7), . .., S(p1o) sontz, 22, 23, x y? sont toutes invariants par donc les paires sont normal-
isées.

P = [p77p87p97p10]

, on calculeSpol(Ps) avecPs = [pr] et P = [ps,pg, p1o]
re = (z, y> 2t — 23 t?) et F := [rg]
On ajoute la régle de réécriture— r¢
Il N’y a aucune réduction possible dg parG’ donc le résultat retourné eBf = [rg]
R= [7’3,7‘2,7"471"577’1,7’6]
On met a jour la liste de paires critiquepi; = (y°23t, 22,16,y t, 1), P12 = (3 2%¢t,2%,76,9°,75), p13 =
(ydzt,z,re,2t,m4),p1a = (X2 Y3 2t, 22, 16,92 2t,73), P15 = (23 22 t,w 2,76, y> t, 72). On Vérifie queS (2% rg) =
xz? etS(z°rg) = x 2° sont réductible pap’ donc les pairep;; etp;, sontéliminéespar le critére deFs. Donc
P = [ps, po, P10, P13, P14, P15]-

[d = 6], on calculeSpol(Ps) avecPs = [ps, pis] etP = [po, pio, pia, p1s]
Comme on a la régle? r; — 2 r¢ on élimine la paire critiques.
En revanche on garde l'autre pajsg; puisque Rewritten(2:, rg) = false et Rewritten®z,r4) = false; par suite
re = (22,25t — 2t t?).
On ajoute laregle? — r; etil n'y a pas de réduction possible depar 2 donc on retournés = [r] et maintenant
R = [7'33 T2,T4,75,71,76, 717]'
Parmi toutes les paires critiques possibles on vérifie @we), (r7,76), (r7,73) €t (r7,r4) sontéliminéespar le
critere deFs.
Les nouvelles paires normalisées spit= (2°t, 2,77, 1,75) etpir = (x 25 t, z, 77, 23 t,79).

, on calculeSpol(Pr) avecP; = [p1s, P16, P17, P14] €LP = [pog, p10].
Comme on alaregle zr¢ — z 77 on élimine la paire critique;s.
p16 €st normalisée et on calcute = (22 z,y° t2 — x* 2 t2) puis on ajoute la régle? z — 7.
p17 est normalisée et on calcute = (23 Fy, —2° 2 + y? 23 2) puis on ajoute la régle® — 7.
Comme on a larégle? r¢ — 79 on ne garde pagsy4. Iy a donc deux paires a traiteF: = [rg, 9]
Les éléments dé' ne sont pas top réductible pAr(dans la fonction RDUCTION) selon la description de I'algorithme
24 mais il est possible deéduire totalementy pary t? x r: alorsrg = (23, —2°? + 22 y t*) et le résultat final est
rg = —¢'(rg) = (23,25 % — 221%)
Le résultat de RDUCTION est donc:R; = [rg, rs]. Maintenantk = [rs,re, 74,75, 71,76, 77, 7'8, 9]
Les paires Critique$7“97’l"1), (’I"g,’l’ﬁ), (’I”g,’f‘7), (7‘9,7"2), (Tg,’l“g), (’I"g,’f’4), (’I”g,’f‘5), (7‘8,7"1), (Tg,’r'@), (’I“S, 7’7), (7’8,7‘9),
(rs,r2) et(rs, r5) ne sont pas admissibles.
Les paires critiques sopts = (7 y° t2, 2,78, y% t,74) €tpro = (2% y° 12,22, 15, y* t2,73).
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, on calculeSpol(Pg) avecPs = [pg, p10, p1s] €LP = [p19].
po est normalisée et = (22t,y% 12 — 22 23 ¢3) est calculée: on ajoute la reglét — 1.
Comme on a larégley?t,m, — y?tre on ne garde pagio
Comme on alaregle, rs — zr9 On ne garde pass
Maintenantr;p = ¢/(ri9) = (23t,y%t? — xy? 2 t*) est totalement réduit et le résultat du calcul Bst= [rio],
R = [7’3,7‘2,7"477"577”1,7’6,7‘7,7"877"977”10].
Toutes les nouvelles paires de la for(mey, ;) aveci = 1,. .., 8 sontéliminéegar le critere dds.
, on calculeSpol(Py) avecPy = [p1g] etP = .
Comme on a la régle? rs — x z 9 on ne garde pas la paipgy et il n’y aucun calcul a effectuer.
F=CletRy=(
L'algorithme se termine et retourri@ = 7 (R).

On remarque que le calcul n’a généré aucune paire critique inutile. Avec I'algorithme de Buchbergepaiyes
inutiles et5 utiles.
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14 Complexité. Systemes sur-déterminés

Cette section résume des travaux en collaboration avec M. Bardet et B. Salvy et on se référe auBatitdést @l.
, 2005 Bardetet al., 2004 Bardetet al., 2013 Bardetet al., 2014).

14.1 Introduction et motivation.

Les études de complexité des bases de Grobner sont nombreuses: par exemple, le pire cas est bien connu depuis
I'exemple de Mayr-Meyer et on sait que dans ce cas la complexité du calcul est doublement exponentiel. Heureuse-
ment, en pratique, le comportement des bases de Grébner n’est jamais aussi catastrophique. Le but de cette section
est donner des résultats de complexité non pas dans le pire cas mais dans le cas "générique” (plus exactement on va
donner une définition précise de semi-régularité pour expliciter la notion de généricité).

On trouve des systémes surdéterminés dans bon nombre d’applications: par exemple dans les codes correcteurs
(décodage des codes cycliques , robotique, conception de filtres et la cryptographie. La sécurité de beaucoup de
primitives cryptographiques repose sur la difficulté de la résolution des systémes algébriques. Dans le contexte de
la cryptographie publique multivariédes clés publiques sont directement données sous forme de polynémes en
plusieurs variables. Plus généralement on peut ramener tout cryptosystéme a un systeme algébrique et en évaluer la
robustesse par le biais de I'analyse de complexité du systéme algébrique: cette démarche porte le nom de Cryptanalyse
Algébrique. Dans la plupart des applications dans les corps finis on recherche les solutions non pas dans une extension
algébrique du corps de base mais dans le corps lui méme: airf&j suon cherche a résoudre un systeme algébrique
[f1,-.., fm] @yantm > n équations et variables on doit lui adjoindre des équations de ceipsz; = z; (z;,—1) =
0 (pouri = 1,...,n). On adonc en fait un systeme avect+ n > 2n équations, donc un systéme surdéterminé.

Dans le contexte de la cryptographie publique multivariée il est trés important de pouvoir distinguer un systéme
"aléatoire" avec un systéme algébrique provenant d’'une instance particuliére: on verra que par exemple la clé publique
de HFE semble constitué de polyndmes aléatoires (par exemple en examinant la densité des équations); pourtant le
calcul de la base de Grébner est beaucoup plus facile que pour un systéme générique. Un moyen simple est de reporter
sur un graphique le paramétre clé permettant I'analyse de complexité, a savoir le degré maximal atteint par le calcul de
la base de Grobner; c’est ce qui a été réalisé sur le dessin de laZigareourbe rouge représente le degré maximal
observé expérimentalement pour le calcul d’'une base de Grobner d’'un systéme aléaiatgudéons quadratiques
(denses) em variables sur le corpE; (par conséquent il faut ajouter encoreéquations de corps de dedtg les
autres courbes proviennent du systeme HFE de tai{lt le parameétréd est le degré du polynéme secret):

1 Degre maximal atteint par le

calcul de la base de Grobner
14

12

10

systeme aleatoire

s \ "

° HFE 128<d<513
HFE 16<d<129
4

Wi HEE 3<d<17

Figure 2: Complexité: degré maximal atteint.
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Cependant, on remarque que, trés vite, les calculs sont trop difficiles pour les systémes aléatoires et il n’est pas
possible d’obtenir les valeurs pour la courbe rouge méme pour des valeurs petited()). Avec la connaissance
de la courbe théorique en rouge il sera facile de distinguer un systéme aléatoire avec un systéme particulier: on peut
stopper le calcul de la base de Grobner dés qu’on observe une chute de degré strictement inférieure a la valeur prédite
par la courbe théorique. De plus on voudrait déterminer la pente de la courbe rouge. Le présent chapitre répond a
toutes ces questions: par exemple la pente esﬁ@g (voir le tableaul6.1.9 et toutes les points de la courbe rouge
peuvent étre calculés (voir la figuid.6).

Dans la suite la constanie < 2.39 désigne I'exposant de la complexité des matrices de multiplication.

14.2 Suites régulieres et semi-réguliéres

D’aprés la définition géométrique de suite réguliere (définitién, des quen > n, f,, devient un diviseur de zéro.

Ainsi, si on calcule une base de Grobner de I'idéal en utilisant une stratégie Normale (algofjthémgartir d’'un

certain degré on aura des réductions a zéro. Pour étendre la notion de suites régulieres a des suites surdéterminées,
il est donc nécessaire de modifier la définition de suite réguliére: ainsi la défi@iimnpose quef; ne soit pas un

diviseur de zéro lorsquéeg( f;) est inférieur au degré de régularité de I'idéal (définitash

14.2.1 Généricité

Les suites régulieres représentent bien le comportement d’une suite dont les coefficients ont été tirés au hasard. Plus
précisément, on peut montrer que, lorsque le corps des coefficients est infini, "presque toute" suite est une suite

réguliére, ou plus rigoureusement que "étre une suite régulierel’ est une propriété générique au sens de la définition
suivante :

Définition 38. Considérons I'ensemblB(n, m, dy, ..., d,,) des suites1, . .., fn dem polyndmes d&[z1, ..., x,]

enn variables, de degréd,, ..., d,,. Lorsque le corpK est infini, on dit qu’une propriété des suites est générique

si 'ensemble des suites vérifiant cette propriété est un ouvert non vide de Zariski, c'est a dire si elle est vérifiée par
toutes les suites dE, sauf un ensemble algébrique de codimension au moins un.

Montrer que la propriété de semi-régularité est générique est une conjecture difficile de Fribbeyg, 199y
démontrée seulement dans le eas= n + 1 (la difficulté est de montrer que c’est un ensemble non vide).

14.2.2 Suites régulieres et semi-régulieres. Degré de régularité.

Afin d’'unifier le cas général et le cas particuli®s on utilise la méme notation que dans le chaplite ok r, est le
symbole de Kronecker qui est égal &i K = F, et0 sinon.

Si K est le corpsF; et si on cherche les solutions du systeme algébrigue .., f,,,) il faut rajouter a I'idéal
I engendré paffi,..., fm) les équations de corpg — z;. Il faut alors remarquer que dans I'anneau quotient
Fol[Z1,...,Tn] = Fo[x1,..., 2]/ 2% — 21,...,22 — x,), tout polynémef de lidéal {fi,..., f,.) est solution
de I'équation triviale

=

(dit autrementf est laissé invariant par le morphisme Frobenius p?).

On noteRyx I'anneau de polyndmes

RK:K[Z‘l,...,JJn] SiK # Fo

et
Rr, = Fo[zy,...,z,]K22,. .., 22) SiIK = Fy

(il s’agit des polyndmesans carré) Ainsi si M;(n) désigne le nombre de termesenariables en degré dansRk

il est facile de prouver quaf;(n) = ("*471) etMy(n) = (7) siK = F.. Par conséquent:
% 1-96 2\"
> Myt = (1) (13)
= 1—2

56



Comme il n’existe pas de suite réguliére lorsque le nombre de polynémes est plus grand que le nombre de variables,
on doit modifier la définition usuelle de régularité en limitant le degré des non diviseurs d®aédet( 2004Bardet
etal., 2009:

Définition 39. Le degré de régularité d’'un idéal homogehe- {f1, ..., f.,» dans 'anneauRi est
dreg = min{d > 0| dimg({f € I, deg(f) =d}) = Ma(n)}

Cette définition implique en particulier qu’un calcul de base de Grobner pour un ordre du degré ne dépasse jamais
le degrédeg.

Définition 40. Une suite de polyndmes homoge(és .. ., f,.) est semi-réguliére si pour tout=1,...,m etg tel
que
g-fie <fla cen 7fi—1> et deg(g : fz) < dreg
alors g est aussi dansfi, ..., fi—1+s,5,)-
Une suite de polyndmes affings, . .., f..) est semi-réguliére <iff, ..., fH) est semi-réguliére ,ofi est la

partie homogene de plus haut degré.

Remarque 24. La notion de généricité est également plus problématique danest: I'ensemble des suites de
polyndmes étant en effet fini, on peut seulement estimer la probabilité qu’une suite de polynémes soit semi-réguliére.
Pour des systémes a coefficients désd’ensemblel de la définitiorB8est de dimension zéro, et donc cette définition

n'a plus de sens. Nous conjecturons cependant qu’une suite "tirée au hasard" sera semi-réguligrelans le sens

ou la proportion de suites semi-régulieres tend verpiandn tend vers l'infini. Expérimentalement cette conjecture

est parfaitement vérifiée pour les petites valeurade

14.3 Définition alternative de semi-régularité
Dans Pardue & Richert, 200une définition Iégérement différente de semi-régularité est donnée:

Définition 41. (Pardue & Richert, 200pUne suite de polyndmes, ..., f,) deK[z,...,z,]™ est dites semi-
réguliére si pour tout = 1,...,m, la matrice de multiplication:

(K[xh BRI 7xn]/<f17 ceey fi71>)d—deg(f7:) L) (K[‘rh v 7$n]/<f17 RN fi71>)d
est de rang plein pour tout.

La définition de semi-régularit€ est plus générale que la définition de semi-régularité au sens de la dé#idition
en effet cette derniére définition implique que toute sous-gulite ., f; est encore semi-réguliere ce qui n’est pas vrai
avec notre définition (il suffit de considérer 'exemle = 2%, fo = 122, f3 = x3)). Par suite la propriété4 du
théorémeb4 n’est plus vraie pour les suites semi-régulieres au sens de Pardue-Richert, mais les résultats de complexité
s'appliquent.

15 Complexité de I'algorithme Fj

Dans cette section on donne des résultats concernant la complexité de I'algofithntkune part des résultats
généraux sur le degré atteint par I'algorithdfigpour les suites régulieres ou semi-réguliéres: ceci donne un moyen
explicite de calculetlsq. C’est I'objet de la présente section. Dans la secfiBron donne des résultats beaucoup

plus précis permettant d’estimer le nombre d’opérations arithmétiques lorsque le systéme algébrique vérifie des hy-
pothése supplémentaires (position de Noether simultané). Ces derniers résultats ont été obtenus en collaboration avec
M. Bardet and B. SalvyRardetet al., 2019.
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15.1 Degré maximal atteint par I'algorithme F;

Le but de section est de prédire le degré maximal atteint par I'algoriffyvet d’en déduire une estimation de com-
plexité.
Ceci est résumé dans le théoréme suivant:

Théoreme 53.Pour une suite semi-réguliefd, . . ., f), il N’y a pas de réduction & dans I'algorithmeF; en degré
inférieur a son degré de régularigeg, de plusd.ey est le degré en du premier coefficient negatif de la série:

ﬁ 1— (1 — 5]&]}:2) 2z 1-— (5]1@1:2 22\"
1+ 5]1&[5‘2 zdi 1—=2

i=1

oud; est le degré total d¢;. Par conséquent, le nombre total d’opérations arithmétiques &anécessaire &
(voir algorithme21) est borné par
Cste- My, (n)“.

Preuve: On découpe la preuve en deux parties: d'abord le calcul explicite grace une récurrence des tailles des
matrices puis le calcule des séries génératrices permettant le calcul explicite du degre de régylarité

15.2 Reécurrence sur la taille des matrices. Degré maximal

L'idée est on qu’on suit pas a pas I'algorithrig et on va calculer la taille des matrices dans I'algoritftieui sont
de la forme suivante en degié

termes de degréenzy,...,x,
tfi s
t3 fo
t3 f3

ou lest; sont des termes de degié deg( f;). Comme ces matrices sont de rang maximal, le degré ou I'algorithme
F; termine est précisément le degréu le nombre de lignes dans la matri¢g estsupérieurau nombre de colonnes.
Estimer le nombre de colonnes est facile car c’est exactement le nombre de termes.en,, en degrél; pour
estimer le nombre de lignes il suffit d’observer comment on construit les matriceg'génsir algorithme21):

]\/[(d)([flvafl]) =

MD([fr,..., fi]) == MO ([frs-os £

tz; fi x; f

Le critere F5 implique quetz; f; figure dans cette matrice &i; ¢ Id(LT(G;-144,5,)), OUG; est la base de

Grobner dd f1, ..., f;]. Par conséquent si on ndtg ;(n) le nombre de lignes de la matridé® ([f1, ..., f;]) on a
la relation de récurrence podr= 2 :

7;71“1’6]](7]5*2
Ud’i (n) =i Md_di (n) - Z Ud—d'hj (n) (14)
j=1
nombre de termes —
de degréj —d. critéresFs
On noteh, ;(n) la différence entre le nombre de lignes et le nombre des colonn&&4€[ 1, . . ., f:]):

hai(n) = Ma(n) — Ug(n)

La condition d’arrét est donc équivalente a trouver le plus gett queh, ,,, (n) < 0. Cependant commi, ,,, (n)
est un polynéme en il est plus simple de fixed et de calculefV, la plus grande racine réelle des polyndrhgs(n).
Par exemple dans le cas d'équations quadratiques, n surlF,: en utilisant la relation de récurrenc® on peut
calculer explicitement:
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Up,i(n) =0

Uii(n)=0

Uz,i(n) =i (3) — 0=i

Usi(n) =i (1) = X Ur(n) = in

Usi(n) = i(3) = 3 Vgl = 12572 - 5 j = =)
Puis ’ J

Il suffit ensuite de calculer la plus grande racine réelle de ce polyndme (utiliser I'algorithme d’isolation des racines
réelles??):

han(n)=n (n—9/2=1/2/73) (n—9/2+1/273)

la plus grande racine est dans ce c@& + 1/2+/73 ~ 8.772 et doncN3; = 9. En poursuivant les calculs on
trouve:

d |3|4]|5|6|7|8]|9
Ng | 9|16|24|32|41| 49| 58

Table 1: Degré maximal suf,

Pour lire ce tableau il faut partir de la ligne inférieure:

(i) Lorsque le nombre de variablesest inférieur aVs; = 9 alors le degré maximal atteint par I'algorithrig est
3; par conséquent la taille de la plus grande matrice:€&st n3 et donc une complexité arithmétique globale en

o(n?).
(i) Pour N3 =9 <n < Ny = 16 le degré maximal est et donc une complexité de(n'2).

(iii) Pour Ny = 16 < n < N5 = 24 le degré maximal est et donc une complexité de(n'%).

De cette fagon on construit la courbe théorique (rouge) de la fiRige

15.3 Série génératrice.

Pour obtenir un calcul plus explicite du degré maximal on va calculer la série génératrice:

Hp(2) = Y. ham (n)2°
d=0

En soustrayant I équatiorig) on trouve:
Uam(n) = Uam—-1(n) = Ma-q,, (n) = Ud—d,,,m—1+x ¢, (1)
Commehg,,(n) = Mg(n) — Ugm(n) on aimmédiatement

ham(n) = ham-1(n) = —hd—d,, m—1+6x 5, (1) (15)
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d’ou en passant aux séries (on néteour ik r,dans cette preuve):

o0 d 0] d
Hm(z) = Z hd,nL—l (n)z - de Z hd,7n—1+5 (n)z
do:oo d:go -
=3 hamo1 (02" = 62" S ham (n)2% — (1 =8)2"" Y] ham_1 (n)z*
d=0 d=0

d=0
et donc en groupant les termes:

0
(1 +5zdm) Ho(z) = (1 —(1-9) z) > ham-1 (n)2"
. d=0
et par suite:

C(1—8) 20m &
Hpn(2) :%th (n)z"

m (1—8) 24 0
= (%) > hao ()2
d;o

—(1=5) 2%
(H52) 3 Mam)=t
d=0

_ 1-(1-8) 2%\ (1-522\"
- | 146 2% 1—z
i
Pour calculetlq il suffit donc de développer cette serie et de calculer le premier indice dont le coefficiendest
Ceci termine la preuve du théoreme.

-
Il
-

bl jan k)

Corollaire 8. Pour des équations quadratiques les séries sont:

H,(z) = ((11__222))? pour un corps quelconqui

Hp,(z) = ((11;22))7; pour le corpsF,
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15.4 Exemple: NTRU

Exemple d'application des formule: NTRU.

Le probleme fondamental dans cryptosysteme NTRoffsteinet al., 1998 est le suivant: étant donné un polynéme
H(X) de degré: a coefficients danZ,. on chercheV(X), D(X) des polynémes de degréa coefficients dans
{0,1} tels que:

H(X)= Jgggmod (X" —1) mod gq.
Il est clair que ce probléme revient a résoudre un systéréaire sous-determiné
L(z1,. ., 2n) =11
(21, Tn) = Un
ol /; une équation linéaire a coefficients dans 'ann2auOn cherche une solutiofxy, . .., ,, y1, - - ., ¥,) dans

{0,1}2™. En utilisant les deux premiers bits des vecteurs de Witt, Smart Vercauteren et SilvGmartet al.

20095 montrent que la recherche de la solution se raméne a la résolutiorédeations quadratiquesvariables
dansF,. Dans Bourgeois, 200pI'auteur propose d'utiliser les 3éme et 4eme bit des vecteurs de Witt pour améliorer
l'attaque précédente: on obtient ainséquations supplémentaires de defj(éesp.8) pour le 3éme bit (resp. 4éme
bit). Peut on évaluer le gain en complexité pour des valeurs cryptographiquement réalistesi(oun = 503) ?

I suffit d’appliquer la méthode du théorérb8 (avecdx r, = 1): on calcule les séries suivantes et on cherche le
premier coefficient négatif:

1 er bit: (1+z)"(1+22)7”=1+nz+@22+~-
2emebit: (1+2)"(1+22)™ (1+24)™"
3emebit: (1+2)"(1+22)"" (1+24)™"(1+28)™"
Dans le tableau suivant on reporte la valeutldgainsi obtenue:
n | 1bit 2bit 3bit

251 | 29 28 28
503 | 53 52 52

16 Caractérisation des suites semi-régulieres.

Les propriétés des suites semi-régulieres sont résumées dans le thBdrémaura besoin de la notation:

o) 0 + 0 i R
P L. . . . L. L. . .Sl a: <ji<
Définition 42. Pour une série}’ a;z*, la notauon[Z aizl] désigne la série), b,z" avech; = { a; Sl a; >0, V0 <j<i

i=0 i=0 i—0 0 sinon
Proposition 54. Soit(f1, ..., f) une suite den polyndbmes en variables,d; = deg(f;) . Alors:

(i) Lasuite(fi,..., fm)  Rx est semi-réguliére si et seulement si la série de Hilbert de la giifte. .., fH)

est donné par :

[Hm(z)]+
N M (1—(1—6 i 1-6 2\ "
OUH,,(z) = 1_[1( 1(+5K“<F-;Fi{); ) ( 1K7,1F222 ) .
i ,

(i) Pour un corpsk quelconque etn < n, la suite(f1,..., f,,) est réguliére si et seulement si elle est semi-

réguliére: dans ce cas les deux notions sont les mémes.
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(iii) Le degré de régularité de I'idéal engendré pgf;, . . ., f.,) estl'indice du premier coefficient négatif de la série
H,,(2).

Proof. ((Bardetet al., 2005 Bardet, 200§ On démontre (i) pour des polyndmes homogenes. Considérons la suite

exacte:
0 — (k[-rh"'7xn]/<f17'-'afi—1+5K,y2>)d_di

L (ke el [ fimtvoen))

g (()k[l?l, . .,acn]/<f1, .. "f'i>)d

alors tant quel < dreq la fonction de Hilbert correspondante vérifiedx et al., 1998:
HF ¢y imaisg g p(d = di) =HF¢p, g5 (d) + HE gy gy (d) = 0 (16)

pour toutd < dreg. De plus,HF(y, . f,(d) = 0 pour touti,d; commeHF g (d) = M(n) on retrouve la méme
relation de récurrence que I'équatidkd). Par conséqueiiS s, ., (2) = Hp,.
Réciproquement, considérons la suite exacte

0 — Kg_g,
(k[xla cee 71'n]/<f13 ) fi*1+51k<,n<‘2 >)d—di

ﬁ’» (k[l'la Ce ,l'n]/<fla AR fi71+6K’F2 >)d

— (klz1, ..,z ] /{1 i)y
-0

ou K est le noyau de la fonction de multiplication pér alors pour tout! < dreg le Nnoyauk,_4, = {0}, et donc
d’'aprés la définitiod0 la suite est semi-réguliere.

La propriété (i) découle de (i) et du théoré®epage20. La propriété(iii) est une conséquence de la définition
39. O

16.1 Développements asymptotiques du degré de regulariti,
Dans cette section nous présentons une analyse asymptotique du degré de régularité d'un idéal de dimension zéro
défini par une suite semi-réguliére sur un cdkpsu surFs.

16.1.1 Méthode du col.

Des méthodes de points cols et de points cols coalescents sont utilisées pour calculer un développement asymptotique
du degré de régularité.g lorsque le nombre de variablestend vers l'infini. Nous donnons de nombreux résultats
explicites de ces développements, dont les premiers termes fournissent une approximation quasi exacte du degré de
régularité et ceci méme pour des petites valeurs.den cherche dans la série suivante le premier indiseur lequel

le coefficient de degré est négatif.

o - [1(5458) (F2)

Pour cela la méthode se résume a:

e &crire led-th coefficient de la série en utilisant la formule de Cauchy:

B U 2o

1 dz 1
To(d) = 54.m(n) Hon(2) 7 = 5 jQ ) g 17)

ou le chemin d'intégration est un lacet simple, entourant I'origine et aucune autre phlg [dg.
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Fig 16.1.1 un point col simple.

e calculer le terme dominant dg,(d) en fonction ded et n lorsquen — oo, d étant considéré comme un
parametre.

e trouver la valeur de qui annule ce terme dominant: ceci nous donne le premier terme dans le développement
asymptotique déyeg .

En itérant ce processus on peut calculer les termes suivants dans le developpefpgnt de

Le développement asymptotiquefig(d) est calculé en utilisant la méthode du col ou des points cols coalescents.
L'idée de ces méthodes est de faire passer le chemin d’intégration par les points cols (les Z&roswiér la figure
16.1.] de la fonction a intégrer. On montre alors que la contribution des parties du chemin qui ne sont pas voisines des
cols est asymptotiquement négligeable, et qu’au voisinage de ces cols la fonction a intégrer peut étre approchée par une
fonction gaussienne (pour la méthode des cols) ou une fonction d’Airy (pour la méthode des points cols coalescents)
(Chesteet al., 1957).

16.1.2 Classification

On considére une suite semi-réguliére constituée d'équatifins. ., /). Le tableau suivant résume le résultat de
plusieurs theoremes donne le développement asymptoticiig,dersquen — co en fonction de la valeur du rapport
entre le nombre d’équations et le nombre de variaBles

Légende des symboles utilisés dans le tableau:

k est une constante (qui ne dépend pas)e

d; est le degré total dé,.

Hi(X) estlek eme polyndme d’Hermitgy,, ; est le plus grand zéro dg;, (tous les zéros d&l;, (X) sont réels).

a1 ~ —2.3381 est le plus grand zéro de la fonction d’Airy (solutionglié —zy =0).
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1
dreg/T
0.8} 5
0.6 || 5
0.4 | 5
0.2 5
0 | |
1 1.5 2 2.5 3 ¢
Degré de régularité de. = an équations quadratiques ervariables
dyeq
14 T T T T T T T T T l
13 F F2 exact —
12 + F2asympt2terms }
11+ F2 asympt 3 terms : i
10+ 1
9 - -
8 - -
7 - -
6. 1
5r: .
4 r: .
3 - - -
2 -
3 S S N S N S S S SO L
49 16 24 32 41 49 58 67 77 86 95

Figure 3: précision des développements asymptotiques.

Remarque 25. Dans le cas oun = n+10onah;; = 0 etdoncdeg = %5 +o(1) ce qui est en accord avec le résultat
de Szanto%zanto, 2004
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m Degré dreg
m<n | K d; =2 | m+ 1 (Borne deMacaulay)
n+1
n+1 | K > 4L (A. Szanto)
=1
n+k K,d; =2 %_hk’lw/%‘i_()(l)
n+k dil n+k 21
n+k | K D F5m —hpay| 2 5 +o(l)
i=1 i=1
2n | Kodi=2 | g + 1040t — 147+ 1710 F 40 (n7H)
J— _1_ —1 _—a
kn K,di =2 | (k-1 —/k(k—1)n+ Q(E(k_l))%m +0(1)
kn K ®(20)n — a1 (—39"(20)23)° + O <n%)
n Fo,di =2 | 1ibgg + 1.0034n5 — 158 + O(n~5)
kn Fo,d; = 2 (—k+§+§\/2k(k—5)—1+2(k+2) k(k+2)>n

Table 2: Généralisations de la borne de Macaulay

Remarque 26. Afin d'illustrer la précision de ces développement asymptotique on trace sur méme courbe3(figure
p. 65), les points obtenus lors de la preuve du théor&8edans le cas den = n équations quadratiques siik, les
courbes obtenus en partant du tableau en considérant deux ou trois termes.
Le dessin montre que les courbes ne sont pas discernables et donc que les développements asymptotiques sont
suffisants avec de petites valeurside
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17 Degré de régularité: autre cas et systemes structurés

On considére maintenant des cas ou le degré des équations varie aussilaveambre de variables.

Proposition 55. Soit[fi,..., fm] Uun systétme semi-régulier daqz,...,z,]. On suppose quily an = G"
équations que le degré des équation est de la fdegf;) = an alors
dr769 _J aifa<ag
n = f(a)ifa0<a<6
ou f(«) est la racine réelle I'équation:
In(1+0)—Iln(l) +iln(1+)—-In(l+!—a)+In(l—a)l —In(l —a)a—In(1+I—a)l+In(1+1— a)a = In(F)

etag est le nombre réel tel qu&(ag) = ap. Approximativement:

B |

2 0.293815373
3 0.641794121
1.1 0.019208159

dreg/n for g = 2

o —

o valeurs exactes (n=10000)

2 degré de regularté divisé par
g
T

3=

—— dregnforg =3
a—

o valeurs exactes(n=1000

3 degré de regularté divisé par

B=

1.1 degré de regularté divisé par

8=

2.5 3
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Proposition 56. Soit[f1, . .., fm] un systéme semi-régulier daii§z , . . ., ,,]. On suppose que le nombre d’équations
estm = n"(#=1 et que le degré de chaque équationdst(f;) = n® avecs > 1. Alors

dreg~ Cy(n)n”.

ou 1 1
avec
B ag
1.1 0.99998675
1.2 0.65265401
1.5 0.54537396
1.7 0.54252680
2 0.54222139
QU
G
o
‘O
0
>
51.4 B
9
3
>
2 ——dreg/n” pour = 1.5
%1.2 : ——dreg/n” pourg = 1.2
0 dreg/n” pours = 1.7
(@)
(]
© \\\\\~ S~-a
1bF----- "= - : _ .:.:.:.:_
! ! ! ! ! ! lnlo(n)

17.1 Systémes multi-homogenes

Les résultats suivants sont issus des artidtesi§erest al., 2017 et (Faugereet al., 201434.

Nombre de wriables| Dgré | dreg
n=mny+ Ny Bilinéare(l, nl) 24+ min(n1, ng)
n=ny+---+mn; | Multilinéaire(1,...,1) 2+ > n; — max(|n; + 1])

i

n=ny+--+n Multi-homogene(dy, ds, ..., d;) | 2+ Y.n; — max(["idﬂb

17.2 Systémes invariant par I'action d’'un groupe abélierG

Les résultats suivants sont issus de I'artickaygére & Svartz, 20)}3

Nombre de wriables| Type deystéme | dieg
n Equations quadratiques / G-Dedrél 2
n Equations quadratiques / G-De@d, ...,k | k+1
n Equations cubiques / G-Degpé 27?7
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18 Ameélioration des bornes de complexité déx

Méme si les resultats obtenus jusqu’a maintenant sont optimaux pour I'estimation du parametre de codhglexité
lanalyse de la complexité arithmétique reste sommaire: une fois cdpgpon estime de la plus grande matrice
apparaissant dans le calcul: c’est une mathitg, (n) x Maq,,(n) et donc le codt total est estimé\d,,(n)?. S'il est

vrai que pour un systéeme semi-régulier les matrices sont de tailles croissantes on va voir, et I'expérience le confirme,
gue ce n’est pas la derniére matrice qui est la plus colteuse a traiter: cette derniére matrice est en effet quasi-triangulaire
etily a peu de travail a effectuer pour la rendre triangulaire. Les résultats suivants sont repesdixef al., 2014.

On consideére des polyndmksmogeénesfi, . .., f,) dansK[z1, ..., z,], d; estle degré total d§ et on se limite
explicitement a I'ordre<pgr,. Dans cette étuda < n.

18.1 Position de Noether

Définition 43. Les variables(zy,...,z,,) sont en position de Noether par rapport au systéffig. .., f,.) Si
dansK[z1,...,xn]/{f1,.-., fm), T; €St un entier algébrique sW[z,,+1,...,z,] etde pluK[z,11,...,2n] N
<f17"'7fm> = <0>

Géométriqguement cela signifie que le systeme est de dimensiom et que dans la cl6ture algébrique de
nombre de solution (avec multiplicité) reste invariant quelque soit la spécialisation des vafighles. . ., z,,).
La proposition suivante donne une caractérisation commode:

Proposition 57. ((?), lemme 4.1). Les variablgsy,...,z,,) sont en position de Noether par rapport au systéme
(fi,-.., fm) si et seulement si pour tolit< j < m il existen; € N tel quex;‘-’ € LT oo (f1,- .., fmy) C'estadire

Tj € \/LT<DRL(<f17 [ fm>)'

18.2 Position de Noether simultanée.
F; étant incrémental il est nécessaire d’avoir une propriété plus forte:

Définition 44. (SNP) Les variablegx, ..., z,,) sont en position de Noether simultané par rapport au systeme
(f1,---, fm) si(x1,...,2;) esten position de Noether par rapport au systéfie. . ., f,,) pour touti € {1, ..., m}.

En utilisant la propositio7 on obtient la définition suivante:

Définition 45. (SNP). Soient des polyndmesmogeéenesf,. .., fm) dansK|z1,...,z,], etl'ordre DRL<pg,. Si
G, est une base de Grobner @, ..., f;) pour I'ordre <pr_ pourl < i < m < n. Onditque(fy,..., fn) esten
position de Noether simultanée si

pour touti € {1,...,m} onax; € /LT(G;) etx; ¢ \/LT(G;-1).
Remarque 27. C'est une propriété qui est vraie pour des polynémes aléatoires.
Proposition 58. Si(f1, ..., fm) esten SNP aloréfy, ..., f,,) est une suite réguliére.
Lemme 4. Si(f1,..., fm) esten SNP alors pour tout< ¢ < m,
(fla"'vfivl.iJrlv"'axn)
est une suite réguliére.
Proof. D’aprés la définitior5, /LT (G;) < {x1,...,2;} etdonc
(fla"'7f7l7xi+17"-axn)

est un idéakéro-dimensionnel. O
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18.3 Structure d’'une base DRL.

Dans la suite on suppose qag est une base de Grobner g, .. ., f;) pour I'ordre <pg,_calculé par 'algorithme
F5. Par conséquent on pour chague G on a aussi la signatug(g) = s, = (i4,t5) € N x T'. On rappelle que ceci
implique (voir sectiorlll) I'existence d'une écriture:

g=(g+-)fi, + () figr1+--
Le lemme suivant donne la structure des termes de tétes d'une base de Grébner pour un ordre DRL:

Lemme 5. Pour tout polyndme; apparaissant dans le calcul d&; dont la signature est, = (i,t) avect €
K[l‘l, - ,.’I}i] on aLT(gl) € K[Z‘l, - ,a:i].

Proof. Soitk le plus grandj tel z;| LT(g);supposons quk > i. Alors (d’aprés algorithmés) il existe (g1, ..., g;)
tels que

9=, 9;fiavecLT(g;) =t € K[xy,..., ;]

j=1
et g; est réduit moduld fi,..., fi—1]. CommeLT(g) = 0 mod [zg,...,x,] On a (voir la propositior?) g =
0 mod [z, ...,x,];afortiorig = 0 mod [x;41,...,2,]. De plust estencore le terme de tétegemod [x; 41, . . ., Tn]
etdoncg; # 0 mod [zi41,...,Z,]. AINSI (Tj41,..., T, f1,-.., [;) N'ESt pas une suite réguliére ce qui est contraire
au lemmed. O

Le théoreme suivant est plus précis et il donne la structure des signatures des polyndmes d’'une base de Grdbner:

Théoréme 59. Si le systéméf, ..., f,,) est en SNP alors pour to(s,, g) € G;, LT(g) € K[z1,...,z;] ets, (la
signature) est de la forme, = (j,t) avecj < i ett estun terme dank[z1,...,z;_1].

Proof. Dans la preuve de ce théorémeest I'ensemble destermesen ..., x; et7 = 7,,. Onraisonne par I'absurde
et on suppose que I'ensemble

A={(sf,f) e G, |telquel <i<n, sf = (i,t)avect e T\7;_1}

tel que. On prends;, h) le plus petit élément del (c’est a dire avec la plus petite signatusg. Doncs;, = (i, s)
avecs ¢ 7,_;. La seule facon de créer ce polynémeansF; est d'ajouter dans la matrice une lighe(hg, sp,) oU

ho € Gy, sp, = (i,t0) ett est un terme de degeg 1; ainsis;, = (i,t - tp). Comme(sy, h) est le plus petit élément
de A on sait que € 7,1 et doncLT(hg) € 7; (d’aprés le lemmé). Commet -ty = s ¢ 7;_1, On peut trouver un
indice! > i tel quex; diviset. Maintenant cette lignés;,, h) de la matrice a été réduite par une autre ligne: on peut
donc trouverk < i, g € G etw e T tels quek < i, s, = (k,v) < s, et

w-LT(g) = LT(h) =t - LT(hg). (18)
A cause de la minimalité deon av € 7;,_; etLT(g) € 7y. Commemho est réductible pag et quet - hg est

le plus petit élément dd on en déduit quecd(t, w) = 1; par suitet divise LT (g) € 73 etdonck =i = [, t € 7;. De
I'équation (L8) on déduit immédiatement que € 7; ; mais siz; divisew alorsLT(g) divise ;> LT(g) = wi LT (ho)
et comm&ho est strictement inférieur a h damsceu est impossible. Donc, en fait,e 7;_1 ets,., = (i,w - v)
avecw - v € 7.—1. On obtient ainsi une contradiction car 'indice de la lignest(i,t - t;) avecz; = x; divisant¢
etdonc a fortlont to qui est<pr. w - v € T;_1 (C'est une propriété de I'ordre DRL): I'opération élémentaire sur la
ligne est dondnterdite. O
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18.4 Nombre d'élément d’'une base de Groébner DRL.

Le théoréme suivant donne une nouvelle borne trés précise sur le nombre de polynémes dans la base de Grébner:

Théoreme 60. Soit(f1, ..., f») un systeme homogene pour lequel les variablgs. . ., z,,) sont en SNP. Soff; la
base de Grobner réduite d¢, . . ., f;) pour I'ordre DRL et pourl < i < m, alors le nombre de polynémes de degré
d dansG;\G,_; est borné patV, ;, ou

1

-
|

1— 2%

1_
=1 z

0
S Nyat = 5 (19)
d=0

Proof. On fait la preuve par récurrence sur Sii = 1 alors par définition de la position de Noether, la base est
réduite a un seul polynédme dont le terme de tétez:é’stat donc I'équation19) est correcte. Supposons la propriété
vraie pouri — 1. Considérong € G;; on peut toujours I'écrire (algorithmes): g = g;f; + --- + g1 f1,pour des
polyndmesy;. Alors d’apres le lemmé& on peut supposer quel'(g;) € K[z1,. .., x;—1] etLT(g;) réduit par rapport

aG;_1; or le nombre termes darfi§[z1, . . ., z;—1] qui ne sont pas top-réductibles i, . . ., f;—1) est exactement
Nai = HF(y, 5 y(d — d;) dansK[xy, ..., 2;1] (on peut imaginer qu'on substitug = --- = 2, = 0). En
appliquant le théorém@gs avecm = ¢ — 1 on a:
i—1
[e'e) H (1 - Zd})
d _ d _J=1
2 HF<f1,~-,f1:71>(d)Z = 2 Naya; 2" = W
d=0 d=0
ce qui prouve lehéoreme. O

Corollaire 9. Pour des équations quadratiqud%;_, Ny = 2% (1 + z)" ! etdoncNg,; = (/73). -

/ Si de plusm = n, le nombre total d'éléments dans la base de Grobner est major&far >4 (7L) =
Y2t =2m — 1
Remarque 28. En fait, en pratique, la borne du théorerf est exacte. On peut aussi comparer le résultat de ce
théoréme avec la borne du corollaife on trouvait que le nombre d’éléments étaient bornésgat D(I) = n2™.
Dans le cas d’'un SNP la borrieest meilleure.

18.5 Complexité arithmétique def;

Théoreme 61. Le nombre total d'opérations arithmétique utilisé par I'algorithndg pour calculer une base de

Grobner basis d’'un systéme homogéife, . .., f,,) pour lequel les variable$zy, ..., z,) sont en SNP est borné
par:
L i+d—1\(n+d—1
Np. = Ny 2
reX 2 (T) () (20)

ouD =1+ )} (dj —1)etNgy, estdonné dans le théorérée.
j=1
Lorsquem = n etdeg(f;) = d; = 2 la formule se simplifie en

n—1
2d+2\ n+d+1\(n+d+2 n+1
NFS‘?:)( d >< d+2 )<2d+3)_(2) (21)

Proof. Les opérations arithmétiques proviennent des réductions durant I'élimination de Gaul3. Paugtout m
ettoutd; < d < D, d'aprés le théorém@0il y au plus N, ; polyndmes dand/ () ([f1,. .., f:]) qui n’était pas dans

MD([f1,..., fi—1]) et on doit les réduire pakl (D ([f1,..., fi_1]) . D'aprés le lemmé les termes de tétes du

résultat sont dan¥ [z, ..., x;]4, C€ qui limite a(”j—l) le nombre de lignes impliquées dans la réduction chacune
de ces lignes ayant au leQ%*j‘l) éléments non nuls. On obtient ainsi la formud®)(. Pour la formule 21) voir
dans Bardetet al., 2014. O
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Lorsqu’on applique I'algorithmé’; on se trouve face a deux stratégies: en ddgréliser autant que possible les
calculs effectués en degtéd ou générer des matrices trés creuses en utilisant uniguement des produits des équations
initiales: dans le premier cas on a tendance a générer des matrices assez denses mais qui ont une structure triangulaires
par blocs; dans le deuxieme cas on génére une sous matrice de la matrice de Macaulay.

400 7 Comparaison des strategies: creux vs recursif

log(T)

350

300

=== Methode recursive

250 + ===Creux w=2.5

Creux w=3 /
200 //
150

100 -

50

0 T T T T T )
0 10 20 30 40 50 60

Figure 4: comparaison de deux stratégies.

La question naturelle est de déterminer quelle est la meilleure stratégie ? On peut faire le calcul explicitement pour
des valeurs de et comparer la formule2@) et la formule obtenue dans le théoréBf par exemple poun = 30
équations quadratiques sQron trouve

Np, = 2'%28 parléquation 21)
2567« avec le théorems3

par conséquent la borne est bien meilleure pour la valeur réaliste=l8. Pour d'autres valeurs deet dew = 3

ou 2.5 on reporte sur un dessin les différentes valeurs des bornes obtenues pour 'algétjthiiéme si le dessin
montre que la nouvelle borne est bien meilleure que la borne du thé&®&hest cependant délicat de conclure en
faveur d’'une méthode ou d’une autre puisqu’on compare des bornes supérieures.

La borne 20) permet aussi de répondre a une autre question: quelle est I'étape la plus coliteuse ? Plus exactement si
on considére un systeme quadratique SNP ay&quations et variables 1) la derniére étape, en degigg = n+1,
nécessite de générer la matrice dont la taille est la plus grande: cette étape est elle la plus colteuse ? Afin de déterminer
son maximum, on trace maintenant la fonction

2d+2\ /n+d+ 1\ (n+d+2
F.:d— F = .
d—r = () (") ()
_ F(d+1) g _ (2d43)(ntd+2)(n+d+3)(n—d-1)

On étudie la fonction décroissanféd) = D) (@13 (i) @ drs) — 1. On cherche la racine

do de f dans l'intervalley < dy < n; lorsqued > do on F(d) < F(dy). Asymptotiquement on cherchlg sous la
formedy ~ A\n et on trouve:

22N AT A=)t 4
I p— -
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Figure 5: Co(t relatif des algorithmes.

Par conséquent le coefficient dé dans le numérateur doit étre nul: ainsi on trodye~ 0.83n. MaintenantVy, =
e R(d) - (") est majoré pan F(0.83n) et en utilisant la formule:

an+b
~ (al —cl —(a—c) log(a —
e((2071)) = @iosta) - ctog(e) - (a - ) og(a—
on trouvelog(F(dp)) ~ Fyn avecky ~ 4.3. On obtient donc le résultat suivant:

Théoréeme 62. Le nombre total d’opérations arithmétique utilisé par I'algorithnig pour calculer une base de
Grobner d'un systeme quadratique homogéfig . .., f,,) pour lequel les variable$z, ..., z,) sont en SNP est
borné par:

(i) pour I'algorithme F5 sous forme matricielle:

NF5 ~ 2443 n+o(n)

(i) par la méthode d’élimination de Gaul? de la matrice de Macaulay:

1 n
NMacauIay% 47r%\/526
Proof. Pour la matrice de Macaulay en degigy = n + 1 ily a My, (n) = (”*j:g*l) = (,2I") colonnes et
n Mg,,—2(n) = n (>"7?) lignes. La complexité de I'élimination de GauR est donc bornée pay,,,»(n) Mq,,(n)?.
La fonctionasympt de Maple donne leésultat. O

18.6 Conclusion

Dans cette section on a étendu la définition de suite semi-réguliere pour les systémes surdéterminées: on conjecture
gue presque tout systeme est une suite semi-réguliére (en caractéfistigst une conséquence de la conjecture
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de (Froberg., 1985. Pour ces systemes on donne des équivalents asymptotiques trés précis du degré de régularité.
Par exemple dans le cas 2le équations em variables on améliore la borne de Macaulay d'un factduiDe plus on
répond & la question posée dans l'introduction et on peut étendre la courbe théorig2e(fi§<o):

16

Degré maximal atteint par le
calcul de la bage de Grébner

systéme aléatoire

HFE 128<d<513

HFE 16<d<129
HFE 3<d<17

De plus le calcul d’'une base de Grobner d’'un systéme semi-régulier ayanton équations et variables se
fait en temps simplement exponentiel; par exemple un systéme ayant aléatoii®) &euations quadratiques est
impossible a résoudre par les techniques Grébner. Les systémes algébriques constituent donc une source intéressante
de probléme difficile qui peuvent étre utilisé pour concevoir de nouveaux cryptosystemes.

Pour des suites réguliers vérifiant une propriété plus forte (étre en position de Noether simultanée) on donne des
estimations plus précises de la complexité arithmétiquisden utilisant la structure d’'une base DRL calculée par cet
algorithme: on améliore ainsi I'exposant de la borne de complexité.
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