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1 JOHDANTO

Tarkastelemme tédss& muutamia perusasioita, joita tuonnempana tarvitaan. Ensinnakin merkit-
semme lukujoukkoja seuraavasti:

N={1,2,...,n,...} luonnollisten lukujen joukko
No={0,1,2,...,n,...} peruslukujen joukkolf lisattyna luvulla0)
Z=A...,—2,-1,0,1,2,...} kokonaislukujen joukko
Q={2|n,meZ,m+#0} rationaalilukujen joukko

R reaalilukujen joukko

Kukin lukujoukko on jarjestetty joukko-operaatioideni’ja ’ >’ suhteen. Lisaksi joukot sisal-
tyvat toisiinsa seuraavalla tavalla:

NCcNyCcZcCcQcCR.

Jos rajoitumme tarkastelemaan jonkin lukujoukon joko pelkastaan positiivista tai negatiivis-
ta osaa, ilmaisemme tdman etumerkilla, joka sijoitetaan lukkujoukon symbolin alaindeksiksi,
esimZ, tarkoittaa positiivisten kokonaislukujen joukkoa.

Lause 1.0.1 (induktioperiaate). Kokonaislukuan koskeva véite voidaan todistaa kaikille ko-
konaisluvuillem, joka on suurempi tai yhtasuuri kuin tietty kokonaisluku, sanokaamyne
seuraavalla kahdella askeleella:

() Todistetaan, etta vaite patee kokonaisluvulje

(i) Todistetaan seuraava lemma: Olkobnk > ay, mik& tahansa kokonaisluku. Jos vaite
on tosik:lle, niin lause on tosi kokonaisluvulie+ 1.

Askel (ii) on ns. induktioaskel ja lemman oletusta kutsutaan induktio-oletukseksi. Sanomme,
etta vaite on todistettu induktiolta:n suhteen.

Tassa on toinen tapa tarkastella induktioperiaatetta. Oletetaan, ettd on vaite, jonka vaitetaan
pitavan paikkansa kaikilley:aa suuremmille tai yhta suurille kokonaisluvuille. Jos néin ei ole,

niin on oltava sellainen pienin kokonaislukyh > ay, jolle vaite ei pade. Nyt on selvasti#

ap, koska olemme todistaneet askeleessa (i), etta vaite pdtlee Tatenh > ag, jah—1 > ay.
Edelleen, koska on pienin kokonaisluku, jolle vdite ei pade, taytyy vaitteen patea luvié.

Mutta jos asetammk = h — 1 askeleessa (ii), jolle vaite on todistettu, paattelemme, etta vaite

on tosi kokonaisluvullé: + 1 eli h:lle. Taten vastaoletus vaitteen patemattomyydgsté on

vaara.

Esimerkki 1.0.2. Maarataan lukujond.S,,) seuraavasti:

n

Sp=) (2i—1)=1+3+5+...+(2n+1).

=1

Tarkastellaan tata lukujonoa jarjestyksessa alusta alkaen muutaman alkion verran. Saamme
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Sy =1 = =12

So=1+3 =4 =22
S3=1+3+5 =9 =232
Sy=1+3+5+7 =16 =42
Ss=1+3+5+7+9 =25 =5?

Se=14+34+5+7+9+11 =36 =6

Otaksuma:S,, = n? kaikille n € N. Todistetaan tama kayttaen matemaattista induktiota.
Viite: S, = n? kaikille n € N.

Tod. (1) vasen puoli= S; = 1, oikea puoli= 1% = 1

Siis véite on tosi, kun = 1.

(2) Induktio-oletus:S;, = k?

Induktiovaite: Sy, = (k + 1)?

Induktiovaitteen todistussy, ; = (2i—1) = > (2i—1)+(2(k+1)—1) = k*+2k+1 = (k+1)?

=1
Siis induktiovaite on tosi. Talléin induktioperiaatteesta seuraa, etta myos alkuperainen vaite
S,, = n? kaikille n € N on todistettu.



2 KLASSISTA INTUITHVISTA JOUKKO-OPPIA

card(X).

Klassisen joukko-opin paapiirteittdinen tuntemus on valttamatonta diskreettien rakenteiden ja
mm. sumeiden joukkojen tutkimuksessa, mutta se toimii yleensakin hyvin kielend matemaatti-
sia asioita esitettdessa. Lisaksi tieddmme paremmin, mista on kysymys algebrassa, topologias-
sa, sumeissa joukoissa tai yhtaldiden ratkaisemisessa, kun hallitsemme klassista joukko-oppia,
vaikkapa vain intuitiivisella tasolla.

2.1 Alkio, joukko ja osajoukko

Asetamme joukko-oppimme perustaksi (loogisesti hamaran) ilmauksen:

Joukkoon kokoelma objekteja, joita kutsutaan tdmén jouktoiksi. Joukkoa ei
saa asettaa itsensé alkioksi.

Joukon ké&sitteen pitaa olla siind mielessa selked, etta jokaisesta alkiosta voidaan (ainakin peri-
aatteessa) selvittaa kuuluuko se annettuun joukkoon vai ei.

Joukon alkiot voivat itsekin olla joukkoja, mutta tassa tulee olla varovainen! Jos sallisimme
joukon olevan itsensa alkio, saisimme muodostaa houkuttelevan "kaikkien joukkojen joukon”.
Toisaalta tdma johtaa ikavyyksiin, kuten osoittaa esittdjansa filosofi ja matemaatikko Bertrand
Russellin mukaan nimettiRussellin paradoksiJoukko, jonka alkioina ovat ne joukot, jotka
eivét ole itsensé alkioita, on itsensa alkio, jos ja vain jos se ei ole itsensé& alkio.

Seuraavassa kuvataan erilaisia keinoja konkreettisen joukon ilmaisemiseksi:

e kaytetaan sovittua nimitysta tai muuta merkintatapaa; esimerkikisii reaalilukuvali
[1,5]

e kuvataan joukon alkiot sanallisesti: "parilliset luonnolliset luvut alta kymmenen”
e luetellaan joukon alkiot{2, 4, 6, 8}

e esitetdaan joukon alkiot tdysin maaraava ehto:

{neN|n=2k<10jollekin k € N }. (2.1)

e muodostetaan joukko-operaatioilla muista joukoista (ks. L2i&u

Aina kun joukko ilmaistaan luettelona tai ehtomuodosdidpt suljetaan aaltosulkujen sisal-
le.
Ehtomuodossa tarvitaan jokin alkioita rajaava ominaistiumukko

{z| Px)}

on siten kaikkien niiden alkioiden joukko, joille ominaisuus® péatee eli ehta’(x) on tosi.



Esimerkki 2.1.1. Joukko
{zeR|2?-20-3=0}

on niiden reaalilukujen joukko, jotka ovat yhtaléh — 22 — 3 = 0 reaalisia ratkaisuja.

Tehtava 2.1. Esita esimerkkijoukor2(1) alkiot maaraava ehtd.

Joukossga} alkio a on sen ainoa alkio; tallaista joukkoa kutsutaan nimglsio (singletor).
Kun a # b, on joukossda, b} tarkalleen kaksi alkiota. Sita kutsutaanjarjestetyksi pariksi

ja sille on tietenkin voimasséa, b} = {b,a}. Adreton joukko voidaan esittda joskus myos
alkioiden luettelointiperiaatteella, esimerkik$imuodossg 1,2, 3, .. .}.

Usein joukkoja tarkastellaan jonkin laajemman joukdnosajoukkoina. Talldin joukkoX
sanotaamperusjoukoks{universal setuniverse of discourge

Alkion kuuluminen joukkoon merkitaan tavalliseen tapaaaymbolilla:

Merkintdxz € A tarkoittaa, ettd alkia: kuuluu joukkoonA.

Maaritelm& 2.1.2. Joukot A ja B ovatidenttiseteli samattarkalleen silloin, kun niilla on
tdsmalleen samat alkiot; tatd merkitadn= 5. Muulloin merkitddnA # B.

Maaritelma 2.1.3. Sanomme, etté on joukon B osajoukko(subse}, jos kaikki joukon A
alkiot ovat my6s joukonB alkioita. Tall6in sanotaan myos, ettisisaltyyjoukkoon B; tata
merkitdédanA C B. Kun A C Bja A # B, sanomme, ettdl on joukon B aito osajoukko
(proper subs@t merkitaanA C B.

Maaritelm& 2.1.4. Jos P on sellainen ominaisuus, etfd(z) ei pade millaén alkiollaz, ei
joukolla{x | P(x)} ole yhtaan alkiota. Talléin joukko otyhj&, merkitdar (void, empty sek
Tyhja joukko sisaltyy jokaiseen joukkoon, t5C A, kun A on mika tahansa joukko.

Esimerkki 2.1.5. (a) Tyhjan joukor{) ainoa osajoukko off itse.
(b) Yksion{z} osajoukot ovaf ja {x}. Niité on siis kaksi.
(c) Kunzx # y, on joukolla{z, y} osajoukot), {z}, {y} ja{z,y}, siis nelja kappaletta.

2.2 Operoiminen joukoilla

Maaritelm& 2.2.1. Olkoot A ja B joukkoja. JoukkojeM ja B
(a) yhdisteeli unioni (union) on joukko

AUB ={z |z € Ataiz € B};
(b) leikkaus(intersection on joukko
ANB={z|x € Ajaz € B}.
JoukotA ja B ovat keskenaaalkiovieraita, pistevieraitaeli erillisia (disjoint), jos AN B = (.

Kuvat/l ja'2 havainnollistavat yhdistetta ja leikkausta Menn-diagrammiravulla.
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Kuva 2:JoukkojenA ja B leikkaus perusjoukoss¥.

Lause 2.2.2.Yhdisteella ja leikkauksella on seuraavat ominaisuudet:
1) AUA=A; AnNA=A (idempotenssi)
(2) AUB=BUA; AhB=BnNA (kommutatiivisuus)
B) Aub=A4;, Anh=10
(4) (AuB)UC =AU (BUC) (assosiatiivisuus 1)
(ANB)NC =ANn(BNC) (assosiatiivisuus 2)
(5) AUB =B, josjavainjosA C B
ANB=A,josjavainjosA C B
(6) ACAuBjaBC AUB
ANBCAj@aANBCB

Unionin ja leikkauksen kesken vallitsevat myasttelu-eli distributiivisuuslait



(D1) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributiivisuus 1)
(D2) Au(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributiivisuus 2)
Todistus. Esimerkiksi distributiivisuuslaki 1 todistuu seuraavasti:

AN(BUC) = {zx|xe€eAjaxe BUC}={z |z € Aja(x € Btaiz € C)}
= {z|(xre€Ajar e B)tai(zr € Ajaz € C)}
= {z|ze AnBtaiz € ANC}
= (ANB)U(ANC)

u

Seuraus 2.2.3.Distributiivisuuslait voidaan yleistda muotoon

(D1) AN(B1UByU...UB,)=(ANB)U(ANBy)U...U(ANB,)

(D2) AU(B1NByN...NB,)=(AUB)N(AUBy)N...N(AUB,)

Todistus. Todistus matemaattisella induktiolla; sopiva harjoitustehtavéaksi.

Maaritelmé 2.2.4. PerusjoukorX osajoukonA komplementtid on joukko
A={z|zeXjaz ¢ A}.

Lause 2.2.5.Joukon komplementilla on mm. seuraavia ominaisuuksia:

(C1) A=A (kaksoiskomplementin laki)
(C2) AUB=ANnB (DeMorganin laki 1)
(C3y ANB=AUB (DeMorganin laki 2)

(C4) ANA=0,AUA=X

(C5P=X,X=0

(C6) A C BjosjavainjosB C A

(C7) A= Bjosjavain josA = B

Todistus. Sopivia harjoitustehtaviaa

Maaritelmé 2.2.6. JoukkojenA ja B erotusA ~. B on joukko
ANB={x|x € Ajax ¢ B}

Lause 2.2.7.Joukkojen erotuksella on mm. seuraavia ominaisuuksia:

(E1) AN A=10



(E2) AND=A

(E3) 0N A=10

(E4) (ANB)NC=A~(BUC)=(ANC)\ B

(E5) ANB=ANB

Todistus. Kuten edella.m

Maaritelméa 2.2.8. JoukkojenA ja B symmetrinen erotud A B on joukko

AAB = (AN B)U(B~\ A)

Lause 2.2.9.Symmetrisella erotuksella on mm. seuraavia ominaisuuksia:
(SE1) ANA =10
(SE2) AAB = BAA
(SE3) AAD = A
(SE4) AAB = (AN B)U (AN B)
(SE5) AAB = (AU B) ~ (AN B)

Todistus. Kuten edella.m

PerusjoukonX osajoukkojen unioni, leikkaus, komplementti, erotus ja symmetrinen erotus
ovat edelleen perusrjoukdX osajoukkoja. Naiden operaatioiden valilla I16ytyy riippuvuuksia.
Voimme valita ns. perusoperaatioiksi esimerkiksi unionin, leikkauksen ja komplementin, kuten
yleensa tehdaankin. Muut joukko-operaatiot voidaan esittda naiden perusoperaatioiden avulla.
Kuten edellda nahdaan, riippuu symmetrinen erotus unionista ja erotuksesta. Se voidaan kuiten-
kin esittaéd komplementin avulla kayttamatté erotusta, koska erotus voidaan esittaa leikkauksen
ja komplementin avulla sekad komplementti erotuksen avulla;&uyn X, on

A=XA

Perusoperaatiot unioni, leikkaus ja komplementin muodostus, jotka muodostavat joukoille ns.
hilaoperaatiot(ks. Luku??).

Seuraus 2.2.10DeMorganin laeilla (C2) ja (C3) on voimassa luonnolliset yleistykset:

(C2) AyUAU...UA,=A N4, N...NA,

(C3) AiNnA;N...NA, =AUAU...UA,

Todistus. Induktioperiaatteellam

10



Kuva 3:JoukkoA N B

Esimerkki 2.2.11. Viite: A C B jos javainjosAN B = ().

Kuvassag ristikoitu alue edustaa joukkad N 5. Se, etta tAméa joukko on tyhja, on yhtapitava
sen kanssa, ettd on kokonaisuudessaan joukéhsisalla. Tasmallinen todistus on seuraava:
joukolla A on esitys

A=ANX=AN(BUB)=(ANB)U(ANB)

Téaten, josA N B = (), niin A = A N B. Tasta seuraa unionin ja leikkauksen ominaisuuden (5)
nojalla, ettdA C B. Toisaalta, josA C B, on em. ehdon (5) nojalld = A N B ja taten

ANB=(ANB)NB=AN(BNB)=ANH=10.

2.3 Karteesinen tulo eli tulojoukko

Joukkoalgebraan saadaan lisdulottuvuutta ottamalla kaytt6on tulojoukot. Naill& voidaan mal-
lintaa tai kuvata rinnakkain kahta tai useampaakin ilmiota.

Maaritelma 2.3.1. Kahden joukorX ja Y karteesinen tuleli tulojoukko X xY on jarjestet-
tyjen parien(a, b) joukko, miss& € X jab € Y; siis

XxY :={(a,b) |acX,beY}.

Esimerkki 2.3.2. JoukkojenX := {z1,z5,23} ja Y := {y1, 9} tulojoukossa o8 - 2 = 6
alkiota

XXY = {(z1,y1), (x1,92), (T2, 1), (2, 42), (T3, 91), (T3, 2) }-

Tulojoukko voidaan muodostaa useammallekin joukolle. Tulojoukko toimii mm. relaation ja
matriisien perusjoukkona, ks. luku "Relaatiot ja funktiot".

Suuntaamattoman verkon yhteydessa kaytetaaaiglrjestettyé tulogks. luku "Suuntaamat-
tomat verkot".

2.4 Potenssijoukko ja joukkokunta
OlkoonP(X) joukonX kaikkien osajoukkojen joukko, ts.
P(X)={B|BCX}.

11



JoukkoaP (X) sanotaan joukoX potenssijoukokgjpower se}.

Esimerkki 2.4.1. JoukollaX := {1, 2,3} on yhteens& osajoukkoa ja

P(X) =A{0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3},{1,2,3}},
Esimerkki2.4.1havainnollistaa tuonnempana esitettavaa lau2eta

Maaritelméa 2.4.2. JoukkojerkunnallaF joukossaX tarkoitetaan sellaist&:n osajoukkojen
kokoelmaa, etta kud, B € F, niin AU B, AN Bja A ¢ F. Talléin sanomme, ett& on
suljettuoperaatioiden yhdiste, leikkaus ja komplementti suhteen.

Koska DeMorganin lakien mukaan

AUB=(ANnBjaANB=AUB,

tama seikka riittdd osoittamaan sulkeutumisen seka komplementin ja unionin etta komplemen-
tin ja leikkauksen suhteen.

Esimerkki 2.4.3. Joukkokuntia ovat esimerkiksi
(a) JoukonX potenssijoukkd (X),
(b) JoukonX kaikkien aarellisten osajoukkojen ja niiden komplementtien joukko, ja

(©) {0, X}.

Mika tahansa perusjoukoK osajoukkojen kunte sisaltaa jouko) ja X, silla jos A € F,
niin A € Fjataten) = AN Aec F,jolloin X = () € F.

2.5 Adarellisista ja aarettdmista joukoista

Alkeisjoukko-opin lopuksi luomme pinnallisen katsauksen joukkojen kokovertailuun. Tarkem-
pi koneisto esitellaan luvussa "Mahtavuus ja kardinaliteetti”.

Maaritelma 2.5.1. Aarellinenjoukko on joukko, joka on joko tyhja tai sen alkiot voidaan nu-
meroidal:sta n:aén, missan on aéarellinen kokonaisluku. Tasmallisemmin taméa voidaan il-
maista siten, etta on olemassa bijektio joukéna enintdann:n suuruisten ei-negatiivisten
kokonaislukujen joukon valilla. Jas = 0, A on tyhja. Joukkod on aretdnjos se ei ole 4a-
rellinen. JoukkoA on numeroituvasti aaretgnos ja vain josA:n alkiot voidaan numeroida
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla, ts. on olemassa bijektio joukkajéja A valilla.

On selvaa, etta aarellisen joukon osajoukko on aarellinen. Myds minka tahansa joukon &a-
rellisen joukon leikkaus on aarellinen. Selvaa on mygs, ettd kahden aarellisen joukon unioni
on &érellinen. Selvasti jokainen joukko, jolla on &&retdn osajoukko, on daretdon. Kuitenkaan
kahden aarettoman joukon leikkauksen ei tarvitse olla dareton. Esimerkiksi parittomien koko-
naislukujen ja parillisten kokonaislukujen leikkaus on tyhja.

Joukon alkioiden méara ilmaisee joukaorahtavuudemli kardinaalisuudenJoukonX mahta-
vuutta esittaa nkardinaaliluky jota merkitdan symbolilla card .
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Esimerkki 2.5.2. (a) Positiivisten parillisten kokonaislukujen joukko on numeroituvasti &are-
ton. Bijektio on talléin muotod (n) = 2n.

(b) Kokonaislukujen joukko on numeroituvasti aareton. Numeroiminen suoritetaan seuraavasti:
0,1,-1,2,-2,3,—3,.... Bijektio on muotoa

5, kunn on parillinen
g(n) =
—2=1 kunn on pariton

Selvasti aarellisen joukon ja numeroituvasti darettbman joukon unioni on numeroituvasti aare-
ton ja kahden numeroituvasti 4arettbman joukon unioni on numeroituvasti aaretén. Jos nume-
roituvasti aarettbmasta joukosta vahennetdén aarellinen joukko, on erotus numeroituvasti 4a-
retén. Joukko on numeroituva, jos ja vain jos se on joko aarellinen tai numeroituvasti &areton.
Selvasti numeroituvan joukon osajoukko on numeroituva. Siitd, mita edella sanottiin aarellisis-
ta ja numeroituvasti aarettomista joukoista, seuraa, ettd kahden numeroituvan joukon unioni on
numeroituva.

2.6 Joukkojen alkiomé&arista

Puetaan lauseiksi intuitiivisesti iimeiset aarellisten joukkojen yhdisteiden ja tulojen alkiomaaria
koskevat tulokset. Olkoo#X aarellisen joukorX alkioiden lukumaara.

Lause 2.6.1.Aarellisille joukoille A ja B on voimassa
#(AUB) =#A+#B — #(ANDB)
Aarellisille joukoille A, B ja C on voimassa

#(AUBUC) = #A+#B+ #C
—#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)
+#(ANBNC).

Vastaava joukkojeryleinen yhteenlaskukaayahdetaann:n joukon unionin alkioiden luku-
maaralle luvussa "Mahtavuus ja kardinaliteetti.

Lause 2.6.2.Aarellisten joukkojerX ja Y alkiomaarille on
#(XXY) = #X - #Y.

Esimerkkier2.1.5ja’2.4.1perusteella voitaneen arvata seuraava potenssijoukkojen alkiomaaria
koskeva tulos, joka todistetaan induktiotodistusharjoitukseksi.

Lause 2.6.3.Jokaiselle ei-negatiiviselle kokonaisluvullgétee: Jos joukossd onn alkiota,
niin sen potenssijoukosg(A) on 2" alkiota.

Todistus. Perustellaan vaite matemaattisella induktiolla joukon alkiom&éarsuhteen.
(1) Kunn = 0, on asia selva Esimerkia1.5kohdan (a) nojalla.
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(2) Oletetaan, ettd lauseen vaite on tosi, kua- £ > 0. Olkoon A joukko, jossa ork + 1
alkiota, ts.

A={ay,a9,...,ax, a1}

On osoitettava, etta joukolld on 28+! osajoukkoa. OlkooB = {ay, as, . .., a;}. Koska jou-
kossaB on k alkiota, on silla2* osajoukkoa. Kun lisataan joukahl jokaiseen osajoukkoon
alkio a;, 1, saadaan tate2f uutta osajoukkoa. Kosk&B C A, ovat joukonB osajoukot myos
A:n osajoukkoja. Myds uudet joukot ovat konstruktionsa perustethaosajoukkoja. Taten
joukolla A on

2k+2k:2_2k:2k+1

osajoukkoa. Taten induktiovaite on tullut todistetuksi. Matemaattisen induktion periaatteen no-
jalla on taten lause tullut todistetukaa.

2.7 Osajoukkojen algebra

OlkoonX ei-tyhja joukko. Tarkastellaan sen potenssijoukiRgX ). Edelld esitettyjen tarkaste-
lujen perusteella tieddmme, etta mille tahansa joukélie P(X) patee mm. seikalUA = X,
ANA=0,AnX = AjaAUd = A. Myds kommutatiivi- ja distributiivilait ovat voimassa
X:n osajoukoille leikkauksen ja unionin suhteen.

Naita ei-tyhjan joukon ominaisuuksia kayttden saamme seuraavan osajoukkojen algebran.

Maaritelma 2.7.1. Olkoon X ei-tyhja joukko. Olkoon (leikkaus) jau (unioni) sellaisia bi-
naarisia operaatioita ja- (komplementti) sellainen yksipaikkainen operaatio joukd3gX)
ja olkoot alkiot ja X joukonP(X) sellaisia alkioita, ettéd seuraavat aksioomat ovat voimassa:

(BA1) N ja U ovat kommutatiivisia, ts. kaikille alkioilld, V' € P(X) on voimassa

AUB=BUAjaANB=BnA.

(BA2) Jokaiselle alkiollaA € P(X) on voimasssA Ul = Aja AnNX = Aeli ) ja X ovat
vastaavasti identiteettialkioita operaatioidenja U suhteen.

(BA3) Operaatiotn ja U ovat distributiivisia, ts. kaikille alkioilled, B, C' € P(X) on voimassa
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC), AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC).
(BA4) Jokaista alkiotad € P(X) kohti on olemassa sellainen alkib € P(X), etta
AUA=XjaANnA=0.
(BAS5) B:n alkioille () ja X patee) # X.
Talloin joukkoP(X) yhdessa joukko-operaatioiden kanssa muodostaa Boolen algebran
(P(X),N,U,”,0,X). (2.2)

Algebra 2.2) on erikoistapaugoolen algebrastaBoolen algebroja tarkastellaan [&hemmin
omassa luvussaan.
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2.8 Joukon karakteristinen funktio

Tarkastelemme joukon esittamista karakteristisella funktiollaTama vastaa sita tapaa, jolla
sumeita joukkoja esitetdén, ts. kaytetaan jasenyysfunktiota.

JosX on tavallinen numeroituva joukko X = n (n = 1,2,...), on tunnettua, ettX:n
kaikista osajoukoista koostuva joukkosystedntX) on numeroituva, ja siin o alkiota.
JosA C X, ts. A € P(X), niin joukon A karakteristinen funktio on

fA X — {07 1}a (23)
missa jokaiselleX :n alkiolle = patee

kunz & A
fale) = { 0 ns ¢4 24)

On helppoa osoittaa, etfa(X) ja kaikkien karakteristisen funktioiden joukko
Ch(X) = {f|f : X —{0,1}} (2.5)

ovatisomorfisetts. P(X) ja Ch(X) vastaavat struktuuriltaan téysin toisiaan. Tama tarkoittaa
sitd, etté on olemassa sellaiset bijektiiviset kuvauksetP(X) — Ch(X)jay : Ch(X) —
P(X), etta niiden yhdistetyt kuvaukset ovat identiteettikuvauksia, ts.

po) = Iopxyjay op = Iprx), (2.6)

missal,; on kuvausly, : M — M, Iy (z) = = kaikille x € M. Téllaisia kuvauksia ovat
esim.

p(A) = fajad(f) = {z € X| f(z) = 1} (2.7)

Nama konstruktiot osoittavat, kuinka klassisessa joukko-opissa voidaan joukko korvata karak-
teristisella funktiollaan. Voimme sanoa tarkastelemalla isomorfisuutta

P(X) = Ch(X), (2.8)

ettd intuitiivinen malliP(X) korvataan matemaattisella mallii&:(X). KayttamallaC'h(X): a4
hylkddamme intuitiivisen pohjan, jot®(X) esittdd, ja saavutamme enemman abstraktisuutta.
Tama tarkastelu korostaa tavallisen joukon teravyytta siind mielessa, etta annettu alkio tasmal-
lisesti joko kuuluu tiettyyn joukkoon tai ei kuulu siihen.

JoukkoonC'h(X) kuuluvien funktioiden arvojen joukko on si{$), 1}. Tarkastelemm&:n os-
ajoukoille maariteltyjen joukko-operaatioiden unioni, leikkaus ja komplementti vastineita ka-
rakterististen funktioiden joukosgah(X) ja niiden arvojoukossgo, 1}.

Olkoot A, B C X. Talléin mydsA U B C X. Tutkimme, miten voimme yhdistaa funktigt

ja fp siten, etta tulos kuuluu joukkoafih(X) eli on unioninA U B karakteristinen funktio.

Jos alkioz € X on sellainen, etta € AU B, niinz € Ataixz € B,taiz € Ajax € B,

seké kaantaen. Joukko-opillista unionia vastaa siis ns. 'mukaanlukeva tai’, eli sovimme, etta ei
ole valttamatonta merkita nakyviin erityisesti sité seikk&a, etté tapaus A jaxz € B’ on

myds mahdollinen. Sovimme siis, etta 'tai’ iliman "lisukkeita” on mukaanlukeva tai. Jos meilla
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Unionin A U B karakteristinen funktio.

| falfe|faV f5]
010 0
01 1
110 1
111 1

on tilanne, jossa tapaus ‘e A jax € B’ ei ole mahdollinen, sanomme, etgko z € A

tai + € B. Tatd ei joukko-opissa vastaakaan unioni vaan symmetrinen erotus. Siis unionin
kohdalla meilld on tilanne € A U B, jos ja vain jost € A taix € B. Sama asia ilmaistuna
karakteristisilla funktioilla on

fale) = 11ai fa(z) = 1. (2.9)
Merkitsemme tata symbolisesti ilmaisulla
fa(z)V fp(z) = 1. (2.10)

Jos alkior € X on sellainen, etté& # A jax # B, vastaa tama tarkalleen tilannetta¢ AU B.
Siis kunz # AU B, niin fa(zx) = 0 tai fg(x) = 0 ja kA&ntéen. Tasta seuraa edellisen kaavan
symboliikkaa kayttaen

fa(x) V fp(z) = 0. (2.11)

Voimmekin maaritella joukomlU B karakteristisen funktion muodossg, 'tai fz’ eli muodossa

Jaus = faV [B (2.12)

kaikille joukoille A, B C X, jolloin f4, fg € Ch(X).KoskaAuU B C X eli AU B € P(X),
niin myosfaV fg € Ch(X). (2.11):n perusteella siis sek@ (z) = 0 ettd fz(x) = 0 tarkalleen
silloin, kunz # A U B. Jos olisi jokofs(z) = 1ja fg(x) = 0tai fa(z) = 0ja fp(x) = 1,
olisi tilanne 2.10):n mukainen, elifs,z(z) = 1. Kokoamme yhteen funktioris V fz arvot
esitettyndf4:n ja fz:n arvojen avulla taulukoB.8 mukaisesti.

PerusjoukonX osajoukkojenA ja B leikkaukselleA N B saamme karakteristisen funktion
seuraavasti. Olkoon alkio € X sellainen, ett&r € A N B. TAméa on yht&pitava sen kanssa,
ettdr € Ajax € B. Siis fa(z) = 1ja fp(x) = 1. Josz ¢ Ataix ¢ B, ninz ¢ AN B,

ts. josfa(x) = 0 tai fg(z) = 0, niin f4np(z) = 0. Voimme siis ilmaista leikkaukseA N B
karakteristisen funktion muodossgy’ja f5’, jota symbolisesti merkitsemme ehdolla

Jans = fa N [B. (2.13)

Funktion f 4~ arvot riippuvat funktioidery, ja fz arvoista tauluko2.8 osoittamalla tavalla
PerusjoukorX osajoukond komplementinAd karakteristinen funktio saadaan seuraavasti. Ol-
koon ensin alkior € X sellainen, etta: € Aeliz € X ~ Aeliz ¢ A. Tama on yhtapitava
sen kanssa, etti;(z) = 1. Jos taas € A, niinz ¢ A, jolloin f4(x) = 0. M&arittelemme
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Leikkauksend N B karakteristinen funktio.

| falfe|fanfs]
010 0
01 0
110 0
111 1

KomplementinA karakteristinen funktio.

siis komplementim karakteristisen funktion muodossa J&y’, jota merkitsemme symbolisesti
ehdolla

fa(z) == fa. (2.14)

Taulukko2.8 antaa funktionf;(x) arvon, kun funktionf4 arvo tiedetaan.

Eo. taulukoita vastaavat seuraavat laskennalliset kaavat, joiden avulla joukkojen unionin, leik-
kauksen ja komplementin karakterististen funktoiden arvot voidaan laskea, kun ko. joukkojen
karakterististen funktioiden arvot tiedetddn. Nama laskukaavat ovat vastaavasti muotoa

faV fp = max(fa, [B) (2.15)
faNfp = min(fa, fB) (2.16)
“fa = 1—fa (2.17)

Kaavojen R.15), (2.16) ja (2.17) mukaisia ilmauksia tarkastelemme viela runsaasti tuonnem-
pana. Kun vertaamme naitd kaavoja edella olleisiin vastaaviin taulukoihin, havaitsemme, etta
ne ovat taysin yhteensopivat. Kaavoj2nlf), (2.16) ja (2.17) esittamat operaatiot muodosta-
vatkin ensimmaisen ja viela paljon kaytetyn yleistyksen loogisille operaatioillé A\’ ja’ —’,

jotka edella esitetylla tavalla sidottuna arvojoukkofdn1} esittavat klassisen logiikan ope-
raatioita. Naita operaatioita kutsutalmnnektiiveiksikoska ne yhdistavat toisiinsa yksittaisia
ilmaisuja, jotka téassa ovat karakteristisia funktioita. Edella olemmekin saaneet muodostettua
muotoa’r € A’ ja’x ¢ A’ olevia vaitteita koskevan klassisen propositiologiikan. Kun laajen-
namme arvojoukkoa siten, ettéa siihen kuuluu lukujga 1 lisaksi lukuja esim. mainittujen lu-

kujen valilta, olemme karakterististen funktioidemme kanssa jossakin ei-klassisessa logiikassa,
joka talléin on jokin moniarvologiikka. Jos maarittelemme konnektiivit kaavozehs, (2.16)

ja (2.17) mukaisesti, saamme jonkin Lukasiewiczin moniarvologiikan riippuen mm. siita, mi-
ten arvo-joukkoon valitaan lukujan ja 1:n valilta ja mita muita ominaisuuksia moniarvoisella
systeemillamme on.

Pitaydymme kuitenkin viela klassisissa joukoissa ja karakteristisissa funktii€Xg.yhdes-

sa perusoperaatioiden unioni, leikkaus ja komplementti muodostaa erdén algebrallisen struk-
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tuurin, jota merkitsemme symbolijonolla
(P(X),u,n, ,0,X).

Tama struktuuri on jo edelta tuttu Boolen algebra. Vastaava algebrallinen struktuuri karakteris-
tisten funktioiden joukolle”h(X) on (Ch(X), V, A, =, 0, 1). Koska on tunnettua, etta.():ssa
maaéritelty kuvaus toteuttaa ehdot

() ¢(AUB) = ¢(A)V ¢(B)

(i) (AN B) = @(A) A p(B)

(i) p(A) = —p(4)

(iv) ¢(0) =0, p(X)=1
ovat (P(X),u,n, ,0,X) ja Ch(X) on (Ch(X),V,A,—,0,1) isomorfiset, mikéa seikka al-
gebrallisesti perustelee, ettad tavallinen joukko voidaan esittda karakteristisella funktiolla.
Yleisesti ottaen Boolen algebra maaritelladn seuraavasti: Otkfathtaus) jav (yhdiste) sel-
laisia binaarisia operaatioita jagkomplementti) sellainen yksipaikkainen operaatio joukossa

B(+# 0) ja olkoot alkiot0 ja 1 joukon B sellaisia alkioita, ettéd seuraavat aksioomat ovat voi-
massa:

(BA1) A jaV ovat kommutatiivisia, ts. kaikille alkioille:, y € B on voimassa
rVy=yVrjarANy=yAx.

(BA2) Jokaiselle alkiollar € B on voimassa V0 =zjax A1l =z eli0jal ovat vastaavasti
identiteettialkioita operaatioiden ja A suhteen.

(BA3) Operaatiot\ ja VvV ovat distributiivisia, ts. kaikille alkioiller, y, = € B on voimassa
cAyVz)=(@Ay)V(eAz), aV(yAz)=(zVy A(zV=2).
(BA4) Jokaista alkiota: € B kohti on olemassa sellainen alkib € B, etta
zvr =ljaz ANz’ =0.
(BA5) B:n alkioille 0 ja1 patee0 # 1.
Talloin joukko B yhdessa mainittujen operaatioiden kanssa muodostaa Boolen algebran
B={(B,AV,,0,1). (2.18)
On helppoa todeta taman maaritelman perusteella, etta
(P(X),U,n, ,0,X)
ja
(Ch(X),V,A,—,0,1)
ovat todella Boolen algebroja.

Emme syvenny sen tarkemmin nyt Boolen algebroihin, mutta tdmé& olkoon linkkina logiikan
algebralliselle tarkastelutavalle. Tassa kappaleessa esitetyt asiat muutenkin antavat lahtékohdan
laajempaan matemaattiseen tarkasteluun, johon tassa luvussa ei kuitenkaan viela menna.
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2.9 Joukko-opin laajennuksesta

Laajennamme karakterististen funktioiden joukkoa(X) siten, etta lisdamme naiden funk-
tioiden kuvajoukkoor{ 0, 1} lukujen 0 ja 1 vélilla olevia reaalilukuja sopivasti. Kutsumme néin
saatavia funktioitayleistetyiksi karakteristisiksi funktioikgli jasenyysfunktioiksiKun jase-
nyysfunktioiden arvojoukoksi valitaan suljettu yksikkovili 1], meilla on jasenyysfunktioi-
den joukko

FX)={p|p:X—1[0,1]} (2.19)
Miten on tulkittavissa esimerkiksi sellainen tapaus, &té osajoukonA kohdalla eras alkio
1o € X suhtautuud:han seuraavasti:

/“LA('IO) = 07 77

Luonnollinen tulkinta on se, ettd, kuuluu joukkoonA jasenyysasteella 0,74 ei ole siis
tavallinen ns. 'terava’ joukko. Se ei ole ns. 'hyvinmaaritelty’ siind mielessa, etté perusjdikon
jokaisesta alkiosta voidaan yksiselitteisesti todeta, etté alkio joko kuuluu tai ei kuulu joukkoon
A. Esimerkkina lallaisesta tapauksesta voidaan mainita vaikKapahmisten joukkpjolla on
osajoukkonad = kookkaiden ihmisten joukkd@alldin mm. tietty henkildr, saattaa hyvinkin
kuulua kookkaiden ihmisten joukkoon jasenyysasteella 0,7. Siis terdvaa rajaa ei kookkaiden
ihmisten joukolle voida méarittdd. Reaalimaailmassa taman kaltaisia ilmidita on lukemattomia.
Jos perusjoukkooiX sisaltyy tallaisia ei-hyvinmaariteltyja osajoukkoja, voimme merkité in-
tuitiivisessa malliss&:n potenssijoukkoa vaikkapa ilmaisulfgP (X). Otamme nyt nsmeta-
aksioomaksjoukkojenFP(X). ja F(X) valisen isomorfian

FP(X) = F(X). (2.20)

Taté ei luonnollisestikaan voida todistaa, niink@X):n ja C'h(X):n vélinen isomorfia taval-

listen joukkojen kohdalla voidaan tehda. Tama johtuu siita, etté intuitio ei riita sellaisen riitta-
van helpon intuitiivisen mallitFP(X):n muodostamiseen, jossa joukkafaoitaisiin kasitella

ja niilla operoida vastaavalla tavalla kuin intuitiivisessa klassisessa joukko-opissa voidaan teh-
da. Siis laajentaessamme klassista joukko-oppia meidéan on jo heti aluksi hylattava intuitiivinen
malli ja kaytettava jasenyysfunktioille rakentuvaa mallia.

Annamme edella esitettyyn tarkasteluun ja isomorfi@a@(f perustuersumean joukomaa-
ritelman.

Maaritelma 2.9.1. Ei-tyhjan joukonX sumeaa osajoukkoa A esittaa jasenyysfunktio
p: X —[0,1].
Sumean (osa)joukor jasenyysfunktiotg: 4 (=) merkitd&n usein suoraaf:ta kayttamaalla

muodossal(z). Jasenyysfunktioiden joukk®d (X) on aareton.
Maarittelemme seuraavaksi(X):ssé& maaritellyt operaatiot.

Maaritelméa 2.9.2. F(X):ssa& maaritellaén perusoperaatiohioni, leikkausja komplementti
vastaavasti ehdoilla

(kVv)(z) = max(u(z),v(@)); (2.21)
(wAv)(z) = min(u(z), v(z)); (2.22)
Az) = 1-p(z). (2.23)
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Nama maarittelyt vastaavat tarkalleen ko. operaatioiden méarittelyja karakterististen funktioi-
den joukossa. Tassakin mielessa jasenyysfunktiot ovat karakterististen funktioiden laajennus.
Operaatiotnax ja min eivat ole ainoat operaatiot, jotka esittdvat sumeiden joukkojen unionia
ja leikkausta. Niitéa on paljon muitakin (ns-normitja t-normit). Niitd emme tassa kasittele.

Maaritelmé& 2.9.3. X:n sumeat joukot ja B ovatidenttisettarkalleen silloin, kun
A=B<«<=VzeX, A(r) = B(z). (2.24)
Sumea joukkal siséltyysumeaan joukkoom tarkalleen silloin, kun
VeeX, A(z) < B(x). (2.25)

Merkitdan seuraavass$a 1| = I. I:n algebralliset omianisuudet siirtyvat myos jasenyysfunk-
tioiden joukkoonF(X). Korostettaessa tata seikkaa jaenyysfunktioiden joukkoa merkitaan
usein mydg*:lla. Oikeastaan tama joukko on tulojoukk®, _x 7., missél, onI indeksoituna

X:nyli.

Kokoamalla yhteen edella esitetyt seikat jAsenyysfunktioista voimme muodostaa eraan sumei-
den joukkojen algebran. Se koostuu itse asiassa prof. Lotfi A. Zadehiril@fsviionna 1965
esittAmasta ensimmaisesta sumeiden joukkojen teoriasta. Han ei tosin esittanyt sitd algebran
muodossa, vaan algebralisointi on tehty jalkikateen muiden toimesta. Taten kuitenkin nimi-
tamme ko. algebradadeh-algebraksi

Maaritelmé 2.9.4. (Zadeh-algebra).OlkoonX ei-tyhja joukko. Olkooh ja V sellaisia binaa-
risia operaatioita jay = 1 — p sellainen yksipaikkainen operaatio joukodsg etta seuraavat
aksioomat ovat voimassa:

(QBAL) operaatiotA ja \V ovat kommutatiivisia joukossi&;

(QBA2) kaikille p € I*, VO = pandu A1 = y;

(QBA3) operaatiotA ja \ ovat distributiivisia joukossdX;

(QBA4) jokaista funktiotg: € I* kohti on olemassa sellaingr ¢ I, ettay/ = 1 — p;

(QBA5) 0 # 1.
Silloin (I*, A, V,1 — 11,0, 1) on Zadeh-algebra

0ja 1 ovat vakiofunktioita/*:ssa saaden vastaavasti arvot 0 ja 1 kaikilka X.

Talla algebralla on tutunomaisia piirteita, kun vertaamme sita Boolen algebraan. Se ei kui-
tenkaan ole varsinainen Boolen algebra, koska siin& ei ole varsinaista komplementtia, joka
toteuttaa edella esitetyt komplementin ehdot (C4), vaakvesi-Boolen algebraSita kutsu-

taan myddMorgan-algebrakstai pehmeéksi algebrakdehto (QBA4) méaarittelee eréagoseu-
dokomplementinPseudokomplementti ei toteuta yleisesti ehtoja (C4), mik& on helposti ha-
vaittavissa, kun tarkastellaan unionia ja leikkaugth:v A)(r) = max(A(z),1 — A(z)) ja

(AN A)(z) = min(A(z),1 — A(x)). Jos nyt vaikkapal (z,) = 0, 6, ei A:n ja A:n unioni ole =

1 eik& leikkaus ole = 0 kohdassa.
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Esimerkki 2.9.5. Tarkastellaan autojen joukoK osajoukkoaA = ’kalliden autojen joukko’.
Otetaan kasittelyyn muutama automerkki: BMW, Buick, Ferrari, Fiat, Opel, Lada, Mersedes
ja Rolls Royce. Jotkin néista autoista, kuten ainakin Ferrari ja Rolls Royce, varmasti kuuluvat
A:han, kun taas Lada tai Fiat eivat kuuld:han. Sitten on kolmas ryhma autoja, joista on
vaikeampaa sanoa, kuuluvatko dehan vai eivat. Liséksi eri ihmisilla on erilainen kasitys
siitd, minka hintainen auto on kallis. Jonkun mielesta em. autojen kuulurziriean voi olla

seuraavanlainen:

A(Ferrari) = 1, A(Rolls Royce) = 1, A(Mersedes) = 0,8,
A(BMW) = 0,75, A(Buick) = 0,7, A(Opel) = 0,6,
A(Fiat) = O, A(lada) = 0.

Esimerkki 2.9.6. Olkoon joukonR osajoukkoA =’likimain 6’. Se voidaan esittdd vaikkapa
seuraavalla jasenyysfunktiolla:

3 ?

1—4/28 kun3 <z <o,
0 muulloin

Toisaalta joku saattaa olla sitd mieltd, etta funktio

esittda paremmim:ta.
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3 RELAATIOT

3.1 Relaation mé&aritelma ja esitystapoja

Maéarittelemmagéarjestetyn parin(x, y) siten, etta jogz,y) = (u,v), niinz = u jay = v. Siis
jarjestetyn parin alkiot ovat maaratyssa jarjestyksessa. Jos siis jarjestetyn parin alkiot vaihtavat
paikkaa keskenaan, ei jarjestetty pari ole enda sama kuin alkuperainen pari.

Jarjestetty kolmikk@n jarjestetty pari, jonka jompikumpi jasen tilanteesta riippuen on jarjes-
tetty pari, ts(a, b, c) = ((a,b),c) = (a, (b, c)).

Jarjestettyn-jono voidaan maaritella vastaavalla tavalla jarjestetyn parin laajennuksena

(a1, a9, ... a,) = ((a1,...,an-1), ap). (3.1)
JoukkojenA ja B karteesinen tulod x B on kaikkien jarjestettyjen parien joukko
Ax B={(a,b)|ac Ajabe B}. (3.2)
Tama voidaan laajentaa koskemaan yleisestijoukon karteesista tuloa seuraavasti:
Ay x Ag x ... x Ay = {(ag,a9,...,a,) | a; € Ajyi =1,2,... n}. (3.3)

Relaatio on joukko, johon liittyy tietty tulkinnallinen ominaisuus ominaisuuksien ja suhtei-
den universumissa. Joukko-oppi tarjoaa relaatioteorialle matemaattisen mallin, jota sovelletaan
tutkittaessa ominaisuuksia ja suhteita. Relaatioita esiintyy kaikkialla. Niita tapaamme yhteis-
kunnan, yhteis6jen, ryhmien jne. parissa. Esim. viinipullon oleminen pdydalla on viinipullon

ja poydan valinen relaatio, ja viinin kaataminen lasiin on pullon, viinin, lasin ja kaatajan vali-
nen relaatio (viinipulloista yleensa: vrt. Kantin oppi oliosta sindnsa, "das Ding an sich”, josta
tieteenfilosofian uuskonkretisoijat ovat saaneet enemman tai vihemman loogisen johdannaisen
"das Ding am Tisch”.) Mm. sukulaisuussuhteet ovat hyvia esimerkkeja relaatioista.
Seuraavassa esitetaan relaatioiden tavallisimpia merkintatapoja. Relaatioita merkitaan, kuten
joukkoja yleensakin, isoilla kirjaimilla. Relaatiot ovat nspaikkaisia,n = 0,1, 2, .. .. Nolla-
paikkainen relaatio kiinnittda vakion, ja sitd merkitdan yleensa ko. vakion arvolla. Muita mer-
kintatapoja relaatiolld? ovat mm. seuraavat:

yksipaikkaisia: Rz, R(z),x € R, ...

kaksipaikkaisia: xRy, Rry, R(z,y), (y,z) € R, ...

kolmipaikkaisia: Rzyz, R(z,vy,z2),(x,y,2) € R, ...

n-paikkaisia: Rzyxy ... .2y, R(x1, 29, ..., x,), (T1,22,...,2,) €ER
Maarittelemme nyh-paikkaisen relaation tasmallisesti tapauksissaN:

Maéritelmé& 3.1.1. n-paikkainen relaatidn = 1,2, ...) R joukossaS on joukonS™ osajoukko,
ts. sellaisten jarjestettyjen-jonojen joukko, jotka koostuvatn alkioista.
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Taman maaritelman mukaan yksipaikkainen rela&tippukossasS on tietty S:n osajoukko.
Yksipaikkainen relaatio nimeaa usein jonkin ominaisuuden. Kaksipaikkainen eli bindéarinen re-
laatio R joukossaS on maaritelméar®.1.1mukaan jarjestettyjen parién, b), a,b € .S, joukko,

joka on joukonS x S osajoukko. Talléin voidaan merkita

R ={(a,b)|a,b e S,ajab liittyvéat toisiinsaR:n ilmaisemalla tavalla (3.4)

Esimerkki 3.1.2. RelaatioP = ’olla pienempi kuin’ merkitaan tasmallisesti seuraavalla ta-
valla:
P ={(a,b)|a,b € S,aon pienempi kuirb}

Kun nyt halutaan esim. ilmoittaa, ett®n pienempi kuirr, voidaan tama tehda merkitsemalla
(-,2) € P, tai -Pz, tai P(:,z, tai Pz, jolloin . ja z ovat koirien joukonS alkioita, missa
joukossaP on méaaritelty. Yleensa lukujen keskindisessa vertailussa kaytetaan tasta relaatiosta
merkintaa <’. Esimerkiksi, kuns = R, on

<= {(a,b)|a,b € R,a on pienempi kuib}.
Tallgin yleensa merkitaan < b.

Esimerkki 3.1.3. Tarkastellaan relaatiota: Ry = '« ony:n tekij&’ joukossaS = {2,3,5,6}.
Talléin 2R2,2R6,3R3, 3R6, 5R5 ja 6 R6, jolloin relaatio R on joukko

R = {<27 2)7 (2v 6)7 (3’ 3)7 (37 6)7 (57 5>’ (67 6)}
R on siis joukonS x S osajoukko.

Suoritamme tassa erilaisia tarkasteluja paaasiassa kaksipaikkaisille relaatioille, jolloin tietyt
tarkastelut voidaan helposti laajentaa koskemaan myds useampipaikkaisia. Yksipaikkaisilla re-
laatioilla on tAsmalleen samat ominaisuudet kuin tavallisilla joukoillapjapaikkaiserrelaa-

tion tarkein ominaisuus on vakion arvon kiinnittdminen. M&arittelemme seuraavassa joitakin

kasitteita binaarisille eli kaksipaikkaisille relaatioille.

Maaritelmé 3.1.4. Olkoon S jokin ei-tyhja joukko A ja B sen osajoukkoja sekée Ajab €
B. Relaatiossa? = {(a,b) |a € A,b € B} joukkoA on relaationR etualuga joukko B taka-
alue A:n alkioita sanotaanR:n etujaseniksja B:n alkioita takajaseniksiTalloin relaation
suunta onA:sta B:hen.

Maaritelma 3.1.5. RelaationR kaanteisrelaatid ! joukossaS on sellainen, etta se toteuttaa
ehdon
tRy = yR 'z (3.5)

Maaritelmar3.1.5mukaan, kun relaatid vallitseeS:n alkioidenz ja y valilla, vallitsee sen
kaanteisrelaatid®? ! y:n jax:n valilla. Siis kaanteisrelaatio vallitsee samojen alkioiden valilla
kuin alkuperainen relaatio, mutta semuntaon vastakkainen.

Esimerkki 3.1.6. (a) Olkoonz Ry = 'z ony:n jalkeen'. Talloiny R~z =y on ennenv:a4d’.
(b) Olkoona Kb = "a on oikealleb:sta’. Silloin bK ~'a ='b on vasemmalle:sta’.
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Maaritelma 3.1.7. (a) Relaationk komplementtiR joukossaS madritellaan ehdolla
rRy < xRy ei pade (3.6)

(b) OlkootA ja B relaatioita joukoss&'. A:nja B:ntulo A - B (voidaan my0s merkitd B tai
AN B) joukossaS on relaatioidenA ja B leikkaus

A-B={(z,y)|zAy jaxBy}. (3.7)

(c) Olkoot A ja B relaatioita joukossaS. A:n ja B:n summaA + B (voidaan myods merkita
AU B) joukossas on relaatioidenA ja B unioni

A+ B = {(z,y) | xAy tai xBy}. (3.8)

Huom. Relaatioiden tulo ja summa ovat vastaavasti joukko-opillinen leikkaus ja unioni. Maari-
telmassa kaytetyt nimitykset tarkoittavat tarkalleen ottaen ns. loogista tuloa ja loogista summaa.

Maaritelmé 3.1.8. Olkoot A ja B relaatioita joukossés.

(a) Jos ehtar Ay = x By on voimassa':ssd, sanomme, ettd sisaltyy B:henja kirjoitamme
ACB.

(b) JosA C Bja B C A, sanomme, ettd ja B ovat identtiset, jolloin merkitsemme= B.

Maaritelmé 3.1.9. (a) Universaalirelaatid/ joukossaS on relaatio

V = {(z,y) € S x S|kaikille z,y € S patee,
ettd on olemassa sellaine®, ettdz Ry} . (3.9)

(b) Tyhja relaatioA joukossaS on relaatio

A = {(z,y) € S x S|kaikillez,y € S patee,
ettei ole olemassa sellaistaaa, ettdz Ry} . (3.10)

MaaritelmérB.1.9mukaan universaalirelaatio joukossaallitsee kaikkienS:n alkioiden valil-
14, ts. se muodostuu kaikista mahdollisista alkioiden jarjestetyista pareista, siis= S x 5,
kun taas tyhja relaati®:ssa ei vallitse yhdenkaésin alkioparin valilla, eliA = (). limeisesti
A=VijaV=A,

Maaritelmé 3.1.10. Olkoot A ja B relaatioita joukossaS. RelaatioidenA ja B suhteellinen
tulo A|B vallitseeS:n alkioidenz ja y valilla, jos ja vain jos on olemassa sellainéhn alkio
z, ettd ehtar Az ja z By on voimassa.

Esimerkki 3.1.11. Relaatio z on y:n setd’ ihmisten joukossa on relaatioiden 'veli’ ja 'is&’
suhteellinen tulo, sill& ony:n set4, jos ja vain jos on (tai on ollut) olemassa sellainen henkild
z, ettdx onz:n velija z ony:n isa.

Maaritelmé 3.1.12. RelaationR potenssejavat seuraavat ilmaisut:

() R' =R
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(i) R?=R|R
(i) R® = (R|R)|R.

Esimerkki 3.1.13. Relaatio 'isois&’ on relaation ’'isd’ toinen potenssi, 'isoisanisa’ kolmas po-
tenssi jne.

Maaritelmé 3.1.14. Sanomme, ett&-ketju vallitseez:n ja y:n valilla, jos niiden valilla val-
litsee jokinR:n potenssi.

Esimerkki 3.1.15. Relaatio isanpuoleinen esi-isd’ on yleisessa muodossa esktetstju, kun
R ="isd.
3.2 Binaaristen relaatioiden ominaisuuksia
Olkoon R binaarinen relaatio joukossa R:ll& on seuraavia ominaisuuksia:
(1) R onrefleksiivinerjoukossas, jos ja vain jos kaikiller € S pateerRz.
(2) R onirrefleksiivinenjoukossas, jos ja vain jos jokaiselle ¢ S pateerRz.

(3) R onnon-refleksiivineoukossas, jos ja vain jos on olemassa sellaisia alkiait& S,
ettaxr Rz, ja on olemassa sellaisia alkioigac S, ettdy Ry. TallGin S:11& on sellainen os-
ajoukko, jossak on refleksiivinen, seka sellainen osajoukko, joBsan irrefleksiivinen.

(4) R on symmetrinerjoukossas, jos ja vain jos jokaiselle alkioparille,y € S patee
xRy = yRz.

(5) R onasymmetrinenoukossas, jos ja vain jos jokaiselle alkioparille,y € S patee
xRy = yRz.

(6) R onnon-symmetrinejoukossas, jos ja vain jos on olemassa sellaisia alkiopateja €
S, ettd sek& Ry ettay Rz, ja on olemassa sellaisia alkiopareja € S, ettdr Rs mutta
ei sRr.

(7) R on antisymmetrinenpoukossas, jos ja vain jos kaikille alkiopareille:,y € S patee
xRy jayRx = © = y.

(8) R on transitiivinenjoukossas, jos ja vain jos kaikiller,y,z € S patee ehtarRy ja
yRz = xRz.

(9) R onintransitiivinenjoukossas, jos ja vain jos Kkaikiller,y, z € S patee ehtaRy ja
yRz = eiole niin, ettdr Rz.

(10) R onnon-transitiivinerjoukossas, jos ja vain jos on olemassa sellaiset alkioy, = € .S,
ettdx Ry, yRz, r Rz sekd on olemassa sellaiset alkiot, ¢ € S, ettdrRs ja sRt mutta
eirRt.
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(11) R onyhtenéinerjoukossas, jos ja vain jos jokaiselle alkioparille,y € S, x # y, patee
ehtox Ry tai yRx.

(12) R onvahvasti yhtenéinerjos ja vain jos kaikille alkioiller,y € S péatee ehta Ry tai
yRx.

Esimerkkeja bin&éaristen relaatioiden ominaisuuksista

(1) xRy = = > y kokonaislukujen joukosséd. Koskax > x kaikilla alkioilla z € Z, on R
refleksiivinenZ:ssa.

(2) xRy = "x ony:n &iti’, S on ihmisten joukko. Koska kenen tahansa ihmisen kohdalla
patee, ettei h&n ole itsensa aiti, BrrrefleksiivinenS:ssa.

(3) xRy ="z ony:n nelid’ reaalilukujen joukossR. Esim.1 = 12, mutta2 # 22. Siis R on
non-refleksiivinerR:ssa.

(4) xPy ="z ony:n puoliso’, S on yksiavioisten avioliitossa eléavien inmisten joukko. Tal-
[6in, kun z ja y ovat mita tahans&:n alkioita, r Py = yPx on voimassa. Siig’ on
symmetrinenS:ssa.

(5) zAy ="z ony:n aiti’, S on ihmisten joukko. Talldin, kum jay ovat keta tahansa ihmisia,
patee, etta jos Ay, niin y Ax ei ole voimassa. Siig on asymmetriney:ssa.

(6) xVy ="x ony:n veli’, S on ihmisten joukko. TallGin, kurr ja y ovat sellaisia ihmi-
sia, ettdr 'y on voimassa, joillekin alkiopareille ja y patee myds, ettal =, mutta ei
kaikille. SiisV' on non-symmetriney:ssa.

(7) xRy = = < y joukossaZ. Joszx < yjay < z, niin valttamattée = y, mika patee
yleisestiZ:ssa. SiisR on Z:ssa antisymmetrinen.

(8) zFEy ="z ony:n esimies’,S on sotilaiden joukko. Jas, y ja =z ovat keita tahansa sellaisia
henkiloita, ettér E'y ja y £z, niin mydsx Ez. Siis E on transitiivinenS:ssa.

(9) 2Ty ="x ony:ntytar, S onihmisten joukko. Olkoat, y ja z keitéd tahansa sellaisia hen-
kiloita, ettaxTy jayT 2. Talloin relaatioxT =z ei ole voimassa. Sii$’ on intransitiivinen
S:ssa.

(10) zYy ="z ony:n ystavad’,S on ihmisten joukko. Talldin, josYy ja yY z, niin voi olla
myOsxY z, mutta ei valttamatta. Siig on non-transitiivinert:ssa.

(11) zRy = x > y joukoss&. Tallgin, kunzx ja y ovat mité tahansa erisuuria kokonaislukuja,
Z:ssa vallitseer > y taiy > x. Siis R on yhtenainelZ :ssa.

(12) xRy = x < y R:ssa. Talloin kaikille luvuiller,y € R pateexrRy tai yRx. Siis R on
vahvasti yhtendineR:ssa.
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3.3 Erityisia relaatioita

Maaritelmé 3.3.1. RelaatioR on ekvivalenssirelaatigpoukossas, jos R on (i) refleksiivinen,
(i) symmetrinen ja (iii) transitiivinen.

Esimerkki 3.3.2. Relaatio =’ on ekvivalenssirelaatid®R:ssa.

Esimerkki 3.3.3. Tarkastelemme relaatiotaSy = 'z:lla on sama sukunimi kuip:ll&’ suku-
nimellisten ihmisten joukossa. Maaritelma3.1kohta (i) on triviaali ko. relaation suhteen, eli
refleksiivisyys patee selvasti. Lukija toteaa helposti, ettd myos kohdat (ii) ja (iii) ovat voimassa
S:lle. Siis S on ekvivalenssirelaatio.

Esimerkki 3.3.4. Tarkastelemme relaatiotaQOy = '« opiskelee samaa paaainetta kujh
opiskelijoiden joukossX . On helposti todettavissa, ettd on ekvivalenssirelaatix(:ssé. Re-
laatio O jakaa joukonX ns.ekvivalenssiluokkiirseuraavasti:

A; = kansantaloustiedettd padaineenaan opiskelevat

A1 = markkinointia padaineenaan opiskelevat
Joukoilla A; on mm. seuraavia ominaisuuksid; ¢ X,i = 1,2,...; 4, N A; = 0, kuni #
Jyi,7=1,2,...; AiUAsU. .. = X. Olkoon opiskelijarm pd&aine talousmatematiikka. Tallgin

relaatio sOa ilmaisee sen, ett& opiskelee samaa paaainetta kuinKaikkien opiskelijoiden
joukko, jotka opiskelevat samaa paaainetta kuimoidaan ilmaista joukkona

Ay ={z|z € X jazOa} (3.11)
JoukkoA,, ona:n maaraamaD-ekvivalenssiluokka.
Maarittelemme yleisesti ekvivalenssiluokan:

Maaritelmé 3.3.5. Jos R on ekvivalenssirelaatio joukoss$g niin S:n alkion a maaraamar-
ekvivalenssiluokkaon niidenS:n alkioiden joukko, jotka ovat relaatioss@ a:n kanssa, ts.

lalg = {z |z € SjazRa}. (3.12)

Esimerkki 3.3.6. Olkoot xSy = 'x on saman varinen kuig’ kukkien joukossak ja a =
sinivuokko. Talléin sinivuokon maaraaméaekvivalenssiluokka on niiden kukkien joukko, jotka
ovat sinivuokon varisia, eli

la]s = {z|x € K jaxSa}.
Luokittelu perustuu yleisesti ekvivalenssirelaatiolle.
Jarjestysrelaatiot maarittelevét tietyn jarjestyksen joukossa.
Maaritelmé 3.3.7. (a) RelaatioR on kvasijarjestygoukossas, jos ja vain josR on S:ssa (i)
refleksiivinen ja (ii) transitiivinen.
(b) RelaatioR on joukossé on (aito osittainen jarjestysos ja vain josR on (i) refleksiivinen,
(if) antisymmetrinen ja (iii) transitiivinerb:ssa.
(c) RelaatioR on (aito) kokonaisjarjestypukossas, jos ja vain josR on osittainen jarjestys
S:ssda ja yhtenéinery:ssa.
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Esimerkki 3.3.8. (a) 'C’ ei-tyhjan joukonS osajoukkojen joukossB(S) on sekéa kvasijarjes-
tys ettd osittainen jarjestyB(.S):ssa.
(b) '<’ on kokonaisjarjesty®:ssa.

Maaritelma 3.3.9. Funktioeli kuvausf joukostaA joukkoonB on keino liittda kuhunkim:n
alkioon jokin B:n alkio. TAmé& voidaan sanoa tdsmallisemmin esim. seuraavilla tavoilla:
(i) f on sellaisten jarjestettyjen parien joukko, etté jasy) € fja (z,z) € f, niny = z;

tai

(i) jokaista A:n alkiotax kohti on olemassa jokin sellaingstn alkio y, etté(x, y) € f. Tallgin
merkitaany = f(x).

Koska funktiossar:n vastineena oleva maaraytyy yksikasitteisesti, on merkinga= f(z)
perusteltu.

Maaritelmé 3.3.10. Alkiota y kutsutaanz:n kuvaksieli funktion arvoksipisteessé:. Alkiota
x kutsutaan puolestaamn alkukuvaksieli argumentiksi

Maaritelm& 3.3.11. Jos f on sellainen funkticd:sta B:hen, merk.f : A — B, etta B:n
jokainen alkio onA:n jonkin alkion kuva, ory surjektio(eli funktio A:sta B:lle). Jos f liittaa
kuhunkin argumenttiin eri arvon, tg(x) = f(y), jos ja vain jost = y, on f injektio (eli yksi
yhteen, one-oneJosf on seka surjektio etta injektio, sanotagréa bijektioksi.

Esimerkki 3.3.12. Olkoon f : R — R sellainen funktio, ett§ (z) = x2. Tallgin f ei ole
surjektio, koska kuvien joukko d@in aito osajoukko. TAmd ei myodskaan ole injektio, koska
f(—=a) = a®> = f(a), kuna € R. Josf olisi funktio f : R — R_, olisi se injektio, koska
identiteetista:? = v? seuraau = v, mika on voimassa kaikille ei-negatiivisille reaaliluvuitie
ja v. Lisaksif olisi tallgin surjektio, koska kuvajoukko olisi sama kuin arvojoukko.
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4 KLASSISTA LOGIIKKAA

4.1 Looginen péaattely

Paattelyn tuloksena syntypaatelméeli argumentti Paatelma koostuus siita, etta joistakia-
tuksistaeli premisseisté&euraa tiettyjohtopaatos Siis paattely on johtopaatoksen muodosta-
mista premisseista tai sen osoittamista, etta johtopaatds seuraa premisseista. Paatelma voi olla
oikeaeli (loogisest) patevatai epdpatevaSeuraava paattely nayttaa patevalta:

| Oletukset eli premissit —-  Johtop&étés|

Sokrates on ihminen. oletus
Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia. oletus (4.2)
Sokrates on kuolevainen. johtopéaéatoés

(4.1):ssé oletukset ovat tosia, samoin johtopaatts. Talloin paatelma on ilmeisesti oikea eli (loo-
gisesti) pateva.
Seuraava paatelma ei ilmeisestikaan ole pateva.

Sokrates on ihminen. oletus
Eraat ihmiset ovat kuolevaisia. oletus (4.2)
Sokrates ei ole kuolevainen. | johtop&aatos

(4.2):ssa premissit ovat tosia, mutta johtopaatds on epatosi.
Valttdméaton ehtpéaatelman patevyydelle:

| Jos premissit ovat tosia, niin johtopaétds on tdsi. (4.3)

Tama on tarked ominaisuus. Pateva paattely ei sen mukaan johda 'totuuden ulkopuolelle’, mi-
kali premissit ovat tosia. Sanomme, etta pateva paattetgtonden sailyttava
Ehto 4.3) ei oleriittAva ehtopatevélle paattelylle, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Sokrates on ihminen. oletus
Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia. oletus (4.4)
Sokrates on filosofi. johtopéaéatos

(4.4):ss& premissit ovat tosia ja johtopaatds on tosi, mutta paatelma on silti epdpateva. Ehto
(4.9 onkin vaatimus, joka paatelman taytyy vahintaan toteuttaa, jotta se olisi pateva.
Paattely saattaa olla pateva myos seuraavissa tapauksissa.

Tosi premissi — =
Epatosi premiss = | Epétosi johtopaatos
| Epéatodet premissit — | Tosi johtopaatos
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Paatelméan patevyydelle ei sinansa ole merkitysta silla, ovatko premissit tosia vai eivat, kuten
seuraava esimerkki osoittaa

Sokrates on suomalainen. oletus
Kaikki suomalaiset ovat kuolemattomia. oletus (4.5)
Sokrates on kuolematon. johtopaatos

Seka premissit etta johtopaatds ovat epatasi):.6sa.

Pekka on korppi. oletus
Kaikki korpit ovat mustia. oletus (4.6)
Pekka on musta. johtopaatos

Tarkastellaan paatelmid.q), (4.5 ja (4.€). Niilla on selvasti sam#oginen muotceli sama
looginen rakenngoka voidaan alustavasti esittad seuraavasti:

a on A. (a :lla on ominaisuusi)
JokainenA on B. (Kaikilla, joilla on ominaisuusad
o (4.7)
on ominaisuug3)
Siis:a onb. (a :lla on ominaisuus’)

Syntaktinen kriteenpéaéatelman patevyydelle:

Paatelman patevyys ei niinkaan riipu
siina esiintyvien lauseiden aktuaalisesta (4.8)
siséllésta kuin niiden loogisesta muodosta.

Syntaktinen kriteeri4.8) on yhteydessa semanttiseen kriteerdn3]. Tuonnempana tarkas-
tellaan kysymystéa, mita loogisella muodolla tarkoitetaan ja miten paatelman patevyys riippuu
Siita.

Edella tarkastellun tapaisia paatelmia kutsutdaduktioiksi Deduktiossa johtopaatds seuraa
valttamattapremisseista.

Paattely, jossa johtopaétds ei seuraa premisseista valttamatta tai varmuudella, vaan esim. suu-
rella todennékdisyydelld, anduktiivinenpéaatelma.

Kaytannollisiaeli jokapaivaisia paattelyj@i useinkaan esiteta taydellisina.

Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia.

Siis Sokrates on kuolevainen. (4-9)
tai: "Sokrates on ihmisené kuolevainen.”
Pekka on korppi.
Siis Pekka on musta. (4.10)

tai: "Pekka on musta, koska on korppi.”
Kysymys kaytannollisen paattelyn loogisesta patevyydesta voi ratketa, jos 16ydetddn puuttuvat
premissit.
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4.2 Mahdolliset maailmat

Olemme todenneet, ettei paatelman patevyys kovin suuressa maarin riipu premissien aktuaa-
lisesta totuudesta tai epatotuudesta eika siitd, mik& niiden aktuaalinen tulkinta on. Se riippuu
naista seikoista ainoastaan siind maarin kuin ehto (1.3) sanoo. Kun tassa yhteydessa puhu-
taan premissien 'aktuaalisesta totuudesta’, 'aktuaalisesta siséllostd’ tai lyhyesti vain 'totuudes-
ta’, tarkoitetaan sen totuutta tai tulkintaa suhteessa tdh&n maailmaan tai siihen tilanteeseen tai
asiaintilaan, jossa asianomaisella hetkella olemme tai jota jostain syysta tarkastelemme. Jos
esimerkiksi ollessani tybhuoneessani sanon:

Taman huoneen ovi on kiinni; (4.12)

niin aktuaalinen tilanndai aktuaalinen maailmanuodostuu niisté seikoista, tapahtumista jne.,
jotka liittyvat asianomaiseen huoneeseen ja siihen seikkaan, ettd olen siind huoneessa. Mitéa
kaikkea tasmallisemmin sanottuna siihen liittyy, on ainakin osittain sopimuksenvarainen asia.
Mutta ymmarrdmme kuitenkin, mitd aktuaalinen tilanne tai maailma tassa yhteydesséa suurin-
piirtein tarkoittaa. Kun ajattelemme aktuaalisen maailman talla tavoin kiinnitetyksi, ymmar-
ramme myos sen, mita tarkoitetaan lause®il) aktuaalisella totuudella tai epétotuudella,

ts. silla, ettd se on tosi tai epatosi, tai mik& on sen aktuaalinen tulkinta. Tallaisten lauseiden
yhteydessa puhutaan usein sktintekstistaeli asiayhteydestgossa lause sanotaan.

Samoin, jos tarkastelemme lausetta

Helsinki on Suomen péaakaupunki; (4.12)

huomaamme, ettd se on tosi, siis tosi tassa aktuaalisessa maailmassamme, joka ehka voidaan
intuitiivisesti ajatella 'laajemmaksi’ tai ‘'suuremmaksi’ maailmaksi kuin askeinen. Mitaan tark-
koja rajojoa maailman koolle kummassakaan tapauksessa ei tarvitse kuitenkaan asettaa, jotta
ymmartaisimme naiden lauseiden merkityksen ja nakisimme, ovatko ne tosia vai eivat. Niinpa
voimme esimerkiksi todeta, etté tiettyyn historialliseen tilanteeseen ndAdeh €i ole tosi.
Osoitamme nyt, etta patevaa paatelmaéa voidaan luonnehtia siina esiintyvien lauseréten
tyksienavulla, kun 'merkitys’ maaritellaén sopivalla tavalla. Saamme nain paattelylle semant-
tisen tulkinnan, joskin paattelya, sikali kuin sen muodosta on kysymys, voidaankin pitdd syn-
taktisena toimituksena, kuten on jo aikaisemmin todettu.

Koska siis puhuminen aktuaalisesta totuudesta ei riitd, meidan on aktuaalisen maailman lisaksi
tarkasteltava muitakin nsnahdollisia maailmojamahdollisia asiaintilojatai tilanteita. Voim-

me kuvitella esimerkiksi sellaisen tilanteen tai maailman, jossa Helsinki ei ole Suomen paakau-
punki, eli jossa laused(12) on epatosi. Se ei ole tamanhetkinen aktuaalinen maailma, mutta se
on jossain mielessa mahdollinen; ja on jopa ollut tietyssa historian vaiheessa aktuaalinen. Ta-
man maailmamme tila esimerkiksi vuonna 2020 voisi edustaa nahdollista maailmaa, joka ei ole
aktuaalinen, mutta tulee aktuaaliseksiattualisoituutai realisoituutuona vuonna. Toisaalta
voidaan myo6s puhua mahdollisista maailmoista (asiaintiloista, tilanteista jne.), jotka eivat kos-
kaan aktualisoidu; esimerkiksi maailma, jossa on siivekkéaita hevosia, voisi ehka olla sellainen.
Se on mahdollinen jossain mielessa; se on esimerkikgisesti mahdollinemaailma, vaikka

se ei olisikaartyysisestibiologisestitai fysikaalisestmahdollinen. Meilla voi siis olla erilaisia
kriteereja sille, mika on mahdollista, mika ei; mutta logiikan yhteydesséa tarkastellaan tavalli-
sesti loogista mahdollisuutta (joka sekin on usein suhteessa annettuun logiikkaan).
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Siitd, mitda mahdolliset maailmat tarkkaan ottaen ovat, meidan ei tarvitse tassa vaiheessa valit-
taa. Silloin, kun tarkastellaan jonkin logiikdormaalista semantiikkgdarvittava mahdollisen
maailman kasite méaritelladn aina tasmallisesti (matemaattisesti, joukko-opillisesti). Tallbin
puhutaan useimallista eikd niinkdan maailmasta. Tassa vaiheessa riittaa kuitenkin ajatella,
ettd mahdollinen maailma on jotakin, jossa sopivan, tarkasteltaetenlauseet ovat tosia tai
epatosia, ts. jossa niilla adwtuusarvo Toisaalta sovimme, ettd nimenomdanseiksikutsu-

taan niita kielen ilmaisuja, joilla on totuusarvo malleissa tai maailmoissa; lauseetiotwat
denkantajia Niinp& luonnollisen kielen lauseita tassa merkityksessa ovat ns. indikatiiviset ja
muut vaitelauseet, mutta eivat esimerkiksi kysymyslauseet. Usein luonnollista kielta kaytet-
tdessa konteksti maaraa, onko lause vaitelause vai ei. Lauseet ovat kielen syntaksiin kuuluvia
olioita, kun taas mahdolliset maailmat ja totuusarvot kuuluvat semantiikkaan.

olkoon A tarkasteltavan kielen lause4amahdollinen maailma. Merkitaan

ukF A,

jos A ontosimaailmassa. Jos se taas ei ole tosi maailmassali onepatositdssa maailmassa,
merkitaan
uk A.

Totuus mailmassa (tai mallissa) voidaan maaritella formaalisessa semantiikassa, joskin sen
merkitys riippuu tarkasteltavasta logiikasta.

Oletamme nyt, ettd voimme puhua sellaiseta kokonaisuudesta kuin kaikkien mahdollisten maa-
ilmojen kokoelma (luokka, avaruug). Tosiasiassa tallaista kokoelmaa ei kuitenkaan voida
tarkasti rajata tai méaaritella; se on epamaarainen, ja siitd puhuminen voi jopa johtaa ristirii-
taan. Se on jo sindnsa epamaarainen, mutta toisaalta se on epamaarainen myos sen suhteen,
missa mielessad maailmaa pidetaan 'mahdollisena’; talla voi olla eri merkityksia, kuten edella
todettiin. Sité voidaan paremmin rajata, jos tehdéaan sopivia oletuksia sen suhteen, millainen on
mahdollisen maailman rakenne, mita siihen ajatellaan kuuluvaksi ja millaista mahdollisuutta
tarkoitetaan. Kun tarkastellaan jotakormaalistalogiikkaa, kysymykseen tulevat mahdolliset
maailmat eli mallit ja niiden rakenne maaritellaan tdsmallisesti. Tallbon hyvinmaaritelty
luokka, joskin tavallisesti hyvin suuri.

Seuraavia tarkasteluja varten tama kasite on epamaéaaraisenakin hyoddyllinen. Tallin voimme
puhua my6s kaikkien niiden maailmojen kokoelmasta, joissa annettu tarkastelemamme kielen
lause on tosi. Olkoon siiE annettu 'kaikkien’ mahdollisten maailmojen kokoelma. Olkobn
tarkasteltavan kielen lause. Sovitaan seuraavista nimityksista ja merkinndgista:

P(A)

'kaikkien niidenU:hun kuuluvien

maailmojen luokka, joissa A on tosi’

{ueUluE A} (4.13)
A:n maarittdmaropositio

A:nintensio (merkitys).

Siis P(A) on aina avaruudeti osaluokka:P(A) € U.
Voimme nyt maaritella eréita tarkeitd semanttisia kasitteita, jotka liittyvat lauseiden ominai-
suuksiin ja keskinaisiin suhteisiin. Maaritelmissa pitaisi avaruudesila parametrina, koska
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se ei ole yksikasitteisesti annettu kaikissa tapauksissa, kuten ylla todettiin. Ajatellaan kuitenkin
seuraavassa, ettaon kiinnitetty niin, etta kaikki maaritelmét on suljettu tahan annettuun mah-
dollisten maailmojen avaruuteen, jolloin sita ei aina tarvitse erikseen mainita. Tama on oerus-
teltua jo siitdkin syysta, etta esimerkiksi formaalisessa semantiikassa tarkastellaan tavallisesti
hyvinmaariteltyj&, ns. loogisesti mahdollisia maailmoja, joiden luokka on méaéaratty.

Oletetaan my0s, ettéeli, jonka lauseita tutkitaan, on annettu. Olkoon edellega U "aktu-

aalinen’ maailma jossakin taman sanan merkityksessa.

Tarkastellaan ensin yhté lausetta kerrallaan. Seuraavia lauseiden ominaisuuksia voidaan kutsua
niidenmodaaliominaisuuksiksiLauseA on

tosieli aktuaalisesti tosijos A on tosi aktuaalisessa maailmassakE A;

loogisesti tos(yleispatevaeli valttamaton(valttdmatta tos), jos A on tosi kaikissa mahdol-
lisissa maailmoissa?(a) = U;

loogisesti epatostli mahdotonjos A ei ole tosi missddn maailmassa, eli on epatosi kaikissa
maailmoissa(A) = 0.

satunnaisesti to®li kontingenttj jos A on tosi mutta ei valttaméaton, = A ja P(A) # U;

toteutuvaeli mahdollinen(mahdollisesti togi jos A on tosi jossakin maailmassa: F A
jollekin u € U, eli P(A) # 0;

kumoutuvajos A on epatosi jossakin maailmassaz A jollekinu € U, eli P(A) # U.
Tarkastellaan seuraavaksi kahta tai useampaa lausetta. Sanomme, etta

B on A:nlooginen seurausli A:staseuraa loogisestB3, jos B on tosi jokaisessa maailmassa,
jossaA on tosi: P(A) on P(B):n osaluokka.

Jos A:sta seuraa loogisest, niin merkitdanA F B. Yllaolena mé&aritelma voidaan esittaa
my6s muodossa

AE B, jos aina, kunu E A, niinu E B.

Tama merkitsee, ettd 'sallii’ vain osan (tai enintdé&dn samat) niistd maailmoista, jotkaal-

lii. TAssa mielessa voidaan sanoa, ettan ’loogisesti voimakkaampi’ kuiB. Intuitiivisesti
katsoen tuntuukin luonnolliselta ajatella, ettd mita voimakkaamman ehdon lause ilmaisee, sita
'vihemman’ voi olla maailmoja, joissa se on tosi.

Merkinnalla A, A,, ..., A; E B tarkoitetaan, ettd3 on lauseidenA;, A,, ..., A, looginen
seuraus. Loogisen seurauksen méaritelm& voidaan yleistaa seuraavasti:

Ai,..., Ay E B, josaina, kunu F A;ja ... jauFE Ay, ninukE B.

Maaritelmé& voidaan ilmeisella tavalla yleistaéa myos tapaukseen, jossa ladseita As, . ..

on aaretdn maara.

MerkitddnA;, As, ..., Ay F B, jos premisseistd,, A,, ..., A, voidaan paatelld. Jotta loo-

ginen seuraus, joka on semanttinen kasite, ja pateva paatelma, joka on syntaktinen kasite, vas-
taisivat toisiaan, pitda seuraavan ehdon olla voimassa:

Aq, Ay, ..., Ay F B, josjavain josA;, Ay, ..., AL E B, (4.14)
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eli premisseista voidaan paatella johtopaatos tasmalleen silloin, kun johtopaéatds on premissien
looginen seuraus.

Voidaan osoittaa, etta formaalisten logiikkojen yhteydesséa tdma ehto on voimassa, kun mah-
dollisten maailmojen avaruutena on kussakin tapauksessa (kutakin logiikkaa vastaten) kaikkien
loogisesti mahdollisten maailmojen luokka. Ehtoa ei voikaan osoittaa oikeaksi, ennen kuin sii-
na esiintyvat kasitteet on tehty tasmallisiksi. Tassa kurssissa tarkasteltavien logiikoiden yhtey-
dessé ehtoa ei kuitenkaan todisteta.

Maarittelemme viela lisaa semanttisia kasitteita:

A ja B ovatloogisesti ekvivalenttejali loogisesti yhtapitavigjos ne maarittelevat saman
proposition:P(A) = P(B) eliu E A, jos ja vain josu F B.

A ja B ovatyhteensopimattomjgos A:lla ja B:lla ei ole yhteisia maailmoja, ts. maailmoja,
joissa ne molemmat olisivat tosi&(A) N P(B) = 0.

A ja B ovatyhteensopivigjos on olemassa ainakin yksi sellainen maailmattaw = A ja
uF B.

On viela syytad muistuttaa, ettda nama nimitykset on suhteutettu johonkin tiettyyn mahdollisten
maailmojen avaruuteefi, vaikka tata seikkaa ei maaritelmissa erikseen mainita. Edelleen on
huomattava, ettd mitd nimitysta kussakin maaritelméasséa annetuista vaihtoehdoista kaytetaan,
riippuu jonkin verran kayttoyhteydesta. Niinpa ilmaisua 'valttamaton’ ja 'valttdmaéatta tosi’ kay-
tetdanmodaalilogiikanyhteydessa, kun taas ilmaisua ’loogisesti tosi’ tai 'yleispatevd’ kayte-
taan tavallisen ei-modaalisen logiikan yhteydesséa. Modaalilogiikka on juuri logiikkaa, joka tut-

kii valttamattomyyden ja mahdollisuuden kasitteitd. Usein myos kasitteen 'valttmatta tosi’ ala
katsotaan laajemmaksi kuin kasitteen ’loogisesti tosi’. Tama tarkoittaa, ettad kaikkia loogisia
totuuksia pidetaan valttamattomina totuuksina, mutta jotkin valttamatta todet lauseet eivat ole
loogisesti tosia.

4.3 Formaalisista teorioista

Formaalinen kielimuodostuu joukosta primitiivisid symboleja ahkkosiaseka naista lauseen-
muodostussaantojen avulla muodostetkgavojatai lauseita. Formaalisen kielen aakkoset
ovat merkkityyppeja, joiden esiintyméat kaavoissa tai lauseissa ovat konkreettisia, esim. pape-
rille kirjoitettuja merkkeja. Samalla aakkosella voi siten olla usearapiemtymiaformaalisen

kielen kaavassa tai lauseessa.

Formaalisen kielesyntaksillatarkoitetaan sen tutkimista kielen omassa piirissa - riippumatta
kielen ilmausten merkityksista tai kaytosta. Syntaksiin kuuluu siten formaalisen kielen “kie-
lioppi”, aakkoston ja lauseenmuodostussaantdjen spefisiointi seka formaalise rtdiédums-

teoria, sen kaavojen ja lauseiden valiset keskinaiset suhteet.

Formaalisen kielen todistusteoriassa valitaan jotkin kielen lawdessbomiksijoista annettu-
jenpaattelysaantdjeavulla voidaan johtaseoreemojaTeoreemoja kutsutaan todistuviksi; nii-

den todistukset ovat kielen kaavojen &arellisia jonoja. Todistusteorialla varustettua formaalista
kieltd kutsutaarkalkyyliksi.

Formaalisiksi jarjestelmiksnimitetaan sellaisia teorioita, joilla seuraavat ehdot ovat voimassa:
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1. On annettumuotosaannodjptka ilmoittavat, mitké merkit ovat teoriassa sallittuja.

2. On annettdauseenmuodostussaannotka ilmoittavat, miten sallituista merkeista muo-
dostetaan teorian piirissa korrekteja ilmaisuja.

3. On annettiaksioomatjoista teorian muut ilmaisut voidaan johtaa.

4. On annettypaattelysaannototka ilmoittavat, miten teorian ilmaisuista voidaan johtaa
uusia ilmaisuja.

Formaalinen kieli on taysin maaratty, kun ehdot (1)-(4) vallitsevat sen piirissd. Nama ehdot
maarittelevakalkyylin periaatteen.

Objektikieli ja metakieli

Formaalinen kieli voi olla joko kayton véalineena tai tutkimuksen kohteena. Kun kieli on tutki-
muksen kohteena, sitéa kutsutaatnjektikieleksiToisaalta tallaisen tutkimuksen valineena tar-
vitaan myads kielta. Tata sanotaaretakieleksiMetakielen avulla esitetdén objektikielta koske-
via tuloksia. Néita tuloksia kutsutaametateoreemoikgrotukseksi teoreemoista, joita voidaan
todistaa objektikielessa.

David Hilbert pyrki kehittdmé&éan erityisesti logiikan jarjestelmien aksiomaattisen teorian. Tasta
kaytetaan nimitystéodistusteoriamatemaattisten todistusten yleinen teoria.

Todistusteorian nelja padongelmaa ovat

1. Jarjestelmamistiridattomuudenosoittaminen: osoitetaan, ettei jarjestelmassa voida to-
distaa lausetta ja sen negaatiota.

2. Jarjestelman aksioomiemppumattomuuderosoittaminen. Vrt. esimerkiksi paralleel
aksiooman asemaa euklidisessa geometriassa.

3. Jarjestelmaraydellisyydermsoittaminen: tutkitaan, voidaanko aksioomista johtaa jarjes-
telman kaikki todet lauseet.

4. Ratkaisuongelmavoidaanko jarjestelmén lauseet todistaa jonkin aarellisen mekaanisen
menetelman avulla. Menetelmaa, jos sellaista on, kutsutdkaisumenetelmaksi.

Hilbert ajatteli, etté kaikkien matemaattisten ongelmien ratkaisuun 16ytyy menetelma.

Edella esitetyt ongelmat voidaan ratkaista mm. propositiologiikan (eli lauselogiikan) osalta.
Predikaattilogiikan osalta voidaan todistaa riippumattomuus, taydellisyys ja ristiriidattomuus.
Ratkaisumenetelmaa ei sen sijaan 16ydy (Church).

Aritmetiikan osalta tiedetaan myos, ettei ratkaisumenetelmaa ole olemassa. Aritmetiikka on
myos epataydellinen (Gdodel). Ristiriidattomuuden osoittaminen tuottaa my6s vaikeuksia mo-
nilla matematiikan alueilla.
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5 PROPOSITIOLOGIIKKAA

Sanallepropositiologiikkaon synonyymeja kutelauselogiikka, lausekalkyyji nollannen ker-
taluvun logiikka.Propositiologiikka on erdformaalinen kieli Tasséa tarkasteltavaa erityista
propositiologiikkaa kutsutaan nimellduselogiikka merkitaanc.

5.1 Aakkosto ja lauseenmuodostus

Tarkastelemme tassa kielénsyntaksimperuskasitteitd. Propositiologiikka formaalisena kiele-
na voidaan maaritella useilla eri tavoilla rippuen kaytettavan aakkoston valinnasta.

Maaritelma 5.1.1. Lauselogiikanl aakkostanuodostuu seuraavista symboleista, joita kutsu-
taanL:n primitiivisiksi symboleikseli aakkosiksi

(1) numeroituva joukkdp; | i € N} symboleja (propositiokirjaimet),
(2) implikaation merkki—,

(3) negaation merkki-,

(4) sulkumerkit(, ).

Mielivaltainen aarellinen jona:n aakkoston primitiivisid symboleja ofi:n ilmaisu Esimer-
kiksi jono p; = —p, on L:n ilmaisu. se ei kuitenkaan ole nfiyvinmuodostettu’ Kielen £
hyvinmuodostetut kaavaterkitadnhmk (wellformed formula, wff), maaritellddn seuraavan
induktiivisen maaritelman avulla.

Maaritelméa 5.1.2. £:n hyvinmuodostetut kaavamkovat seuraavat:n ilmaisut
() p. onhmkkaikille n € N,
(i) jos A ja B ovat lauseita, niifA — B) on lause,
(iii) jos A on lause, nii—A) on lause,
(iv) ilmaisu on lause vain, jos se on lause edellisten ehtojen (i)-(iii) perusteella.

Maaritelmén 5.1.2) ehdot (i)-(iv) ovat kielenC lauseenmuodostussaannghto (i) méaaritte-
lee £:n atomilauseetEhdot (ii) ja (iii) ilmaisevat, miten atomilauseista voidaan muodostaa
yhdistettyja lauseita

Esimerkki 5.1.3. llmaisups — ((—p2) — p1)) on L:n lause. Koska , p, ja p; ovat maari-
telmén 6.1.2) kohdan (i) nojalla lauseitap, on kohdan (iii) nojalla lause, niin tallgin ilmaisu
((=p2) — p1)) on lause kohdan (ii) nojalla, joten ko. alkuperéinen ilmaisu onzirslause
kohdan (ii) nojalla.

Kielen £ lauseiden joukko on yksikasitteisesti maaratty, kuten seuraava tulos osoittaa.

Lause 5.1.4.0n olemassa yksikasitteinen joukky sellaisiaZ:n ilmaisuja, etta
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(1) p, € W kaikille n € N,

(2) jos A € W, niin (-A) e W,

(3) josA e W, niin (A — B) e W,

(4) jos W' toteuttaa ehdot (1)-(3), niinV sisaltyy joukkoonV'.

Todistus. Todistus seuraa maaritelmis&1.J) ja (5.1.2) tdydellisen induktion nojallaa
Kun haluamme todistaa, etta kaikillan lauseillaA on ominaisuusy, voimme osoittaa tdman
seuraavasti:

(1) Osoitetaany(p,,) kaikille n € N,
(2) Osoitetaanp(—A), josp(A),
(3) Osoitetaanp(A — B), josp(A) jap(B).

Tallaista todistusmenetelmaa kutsutaaduktioksi lauseen pituuden suhteen
Metakielisessd maaritelmassa1.2) L£:n primitiivisia symbolejap,,, -, —, ) ja ( k&ytetédan
itseisesti. Tassd maaritelmassa esiintyvat symbbja B eivat oleL:n, vaan sen metakielen
symboleja, nsmetamuuttujiajotka saavat arvoikseefin lauseita.

Kun viittaamme metakieless&n lauseisiin, noudatamme seuraasapimusta:

(i) Lauseen uloin sulkumerkkipari voidaan jattaa merkitsematta,

(i) Negaatiomuotoisen lauseen ymparilta voidaan sulkumerkkipari jattaa merkitseimatta
nakintapauksessa, etta se esiintyy osana lausetta.

Sitomisjarjestys; Ensin sitoo negaatio ja sitten implikaatio.
Otamme kayttoon seuraaughennykset:

AvB ™ -4 B, (5.1)
AANB ™ —(==A > -B), (5.2)
Ao B "™ o(==(A— B) — (B — A)). (5.3)

Merkinnat 6.1), (5.2) ja (5.9 esittavat vastaavasti konnektiivesjunktio (ei) konjunktio (ja)
sekaekvivalenssi (joss)
Kohdan 6.1) nojalla saadaan koht&.€) muotoon

ANB = —=(A— -B).

Edelleen saamme kohtieB.{) ja (5.2) nojalla kohta .3) muotoon

A—B = (A= B)AN(B—A).
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Huomautus 5.1.5. Valitsemamme aakkoston nojalla symbolit A, ja < ovat metakielen
merkkeja, joilla viitataan kielel lauseisiin lyhennysmerkintdjen mukaisesti. Sitomisjarjestys,
nama uudet konnektiivit mukaanlukien, on nyt seuraava: ensin vahvimpana sitoo negaatio, sit-
ten samanarvoisina disjunktio ja konjunktio, joiden keskinainen sitomisjarjestys on osoitettava
sulkumerkeilld, seka viimeksi implikaatio ja ekvivalenssi, jotka ovat keskendan samanarvoiset.
Naiden keskinainen sitomisjarjestys taytyy myos osoittaa sulkumerkein.

lImausta, joka on lauseeA yhtendinen osa ja joka itse on lause, kutsutaan laugeesa-
lauseeksi Jokainen yhdistetty lause voidaan taten kirjoittaa jossakin seuraavista muodoista:
-(A), (AANB), (AV B), (A — B),ja(A < B), jossaA ja B ovat annetun lauseen osalausei-

ta. TaAssa muodossa esiintyvaa konnektiivia, ts. negaatiota tai lauseen uloimpia sulkumerkkeja
vastaavaa konnektiivia, kutsutaan lauspéékonnektiiviksiEm. lyhennysmerkintojen lisaksi
esitiamme muut em. konnektiivien valiset keskinaiset riippuvuussuhteet:

AV B merk. —\(—\A/\ —\B).
A—B "™ “(AA-B),
A< B merk. —\(A/\—\B)/\—\(B/\—\A).

5.2 Arkikielen propositioita

Propositioksisanomme vaitelausetta, johon voidaan liittétuusarvo Propositio siis vaittaa

tietyn asiantilan tai tiettyjen asiantilojen vallitsevan.

Asiantila ja sen vallitseminen on propositiossa itse asian ydin. Jos sanomme "T&naan on tiistai”,
tai "Eilen oli tiistai”, ilmaisevat ne saman proposition, jos ensimmainen lause sanotaan tiistai-
na ja toinen keskiviikkona. Siis kielen kannalta sama propositio voidaan ilmaista eri lauseilla.
Myds kielellisesti sama lause voi eri tilanteissa ilmaista eri propositioita. Jos esimerkiksi Jo-
sephine puhuessaan Napoleonista olisi sanonut 6.1.1806 klo 2: "Han on nyt nalkainen”, han
olisi sanonut aivan muuta kuin Krupskaja olisi sanonut, jos han olisi sanonut saman lauseen
7.1.1920 klo 3 viitaten Leniniin.

Kun arkikielessa haluamme osoittaa propositioita, kdytamme usein etta -lausetta. Jonkin verran
yksinkertaistettuna voidaan sanoa, ettd perimmainen ero suoran ja epasuoran esityksen valilla
vastaa eroa lauseesta puhumisen ja propositiosta puhumisen vélilla. Tarkastelkaamme seuraavia
esimerkkilauseita:

(a) John Lackland sanoi: "Verot ovat hyvia talonpojille”.
(b) John Lackland sanoi, etté verot ovat hyvia talonpojille.

Lause(a) on tosi ainoastaan, mikéli Lackland todella kaytti sandgeot ovat hyvia talonpojille
Lause(b) on tosi, jos han ilmaisi ettd -lauseen siséllétia verot ovat hyvia talonpojilleHan
on voinut kayttaa toisia sanoja ja jopa toista kieltd. Lauseégsgossa on epasuora esitys,
sanomme siis, etta Lackland esittaa jonkin proposition eika lausetta.

Ns. klassisessa logiikassgonka puitteissa paddasiassa likumme, on kaksi totuusatesga
epatosi
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Kielen lauseiden muodollisia ominaisuuksia ja lainalaisuuksia voidaan tiakizalisoimalla
lause logiikan formaaliselle kielelle, jolloin lauseen sisélldllinen merkitys jaa taka-alalle.

Esimerkki 5.2.1. Formalisoimme kielelle seuraavan lauseen:

"Jos janoinen Mutikainen menee outoon soittoruokalaan, jossa lantrinki maksaa
enemman kuin viski, niin h&n ei tilaa mitaan, tai janoisuus kay ylivoimaiseksi ja
Mutikainen pyytaa lasillisen jaavetta”.

Merkitsemme atomilauseita seuraavasti:

j = janoinen Mutikainen menee outoon soittoruokalaan
[ = siellalantrinki maksaa enemman kuin viski
h = han tilaa jotakin
y = Jjanoisuus kay ylivoimaiseksi
m = Mutikainen pyytaa lasillisen jaavetta
Saamme siis

Josj jal, niin eih, taiy jam.
Kun korvaamme viela sidesanat vastaavilla konnektiiveilla, saamme
JAL— =hV (yAm).

Kuten esimerkissamme huomasimme, vastaa kutakin sidegfrjaatai, jos. .. niin ja joss
konnektiivit negaatio~, konjunktioA, disjunktioV, implikaatio— ja ekvivalenssi-.

5.3 L:n semantiikkaa

Kieli on aina kielta jostakin; se kasittelee, kuvaa, esittaa tai merkitsee jotakin. Kielaan-

tilkkka eli malliteoriaon teoria kielen merkityksesta, siitéd mité kieli esittaa.

Formaalisen kielen semantiikan teoria kayttaa, kuten syntaktinen todistusteoriakin, matemaat-
tisia k&sitteitd ja menetelmia, usein vaativampia kuin syntaktinen todistusteoria.

Keskeiset semanttiset kasitteet otatiuusja epéatotuus Jos lause kuvaa asiantilan, joka val-
litsee, lause onosi. Jos lause kuvaa asiantilan, joka ei vallitse, lauseétosi Seuraavsaa
esitetadn paapiirteittaid:n semantiikkaa.

lImaisujatosi ja epatosivoidaan merkita mm. seuraavilla tavoilla:

merk

1) tosi™=“T epatosi™® £,
p
(2) tosi™* 1 epatosi™* 0.
L:n lauseiden totuusarvot voidaan maarittdavasuaationavulla;
Maaritelm& 5.3.1. £:n valuaatiokiinnittdd kuhunkinZ:n lauseeseep,,, missan € N, to-
tuusarvor! tai E.
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Maaritelmé 5.3.2. Valuaatio laajennetaafin lauseista muodostettujen yhdistettyj&n lauseij
den joukosta joukkoof £, T'} seuraavasti:

1. Joslausel on muotoaB — C, niin A :=T,josB := EtaiC := T. Muussa tapauksessa
A=F.

2. JosA on muotoa-B, niin A := T, jos B := E. Muussa tapauksessa:= F.
3. JosA on muotoaB A C, niin A := T, jos sekdB := T ettaC :=T.

4. JosA on muotoaB Vv C, niin A := T, jos vahintdan toinen ehdoista:= T'jaC =T
patee.

5. JosA on muotoaB « C, niin A := T tarkalleen silloin, kunB ja C' saavat saman arvon.

Esimerkki 5.3.3. Olkoon P := T ja @ := E. Silloin —P := E. Minka totuusarvon saa lause
P = (P = —Q)? Maaritelman.3.2 nojalla-Q =T, P = =@ := T, jotenP = (P =
-Q) :=T.

Seuraava Lause osoittaa, ettd jokain&m lause on joko tosi tai epéatosi valuaation suhteen,
eika mikaan lause ole seka tosi etta epatosi.

Lause 5.3.4.Jokainen’:n lauseA saa yksikasitteisesti arvantai £.

Todistus. Maaritelman 5.3.2) nojalla voimme maératé:n jokaisen yhdistetyn lauseehto-
tuusarvon, kun kaikkien:ssa esiintyvien propositiokirjainten totuusarvot tunnetaan. Jokainen
lauseA maarittelee siten funktion

fA : {EvT}n - {E7T}7

jossan on A:ssa esiintyvien eri propositiokirjainten lukumaara. Funktibt&utsutaan lauseen

A maaraamaksiotuusfunktioksi Yleisesti voidaan sanoa, ettd totuusfunktio on kuvens
tuusarvojakeluideoukosta totuusarvojen joukkoon. Téaten jokaisen totuusfunktionaalisen il-
maisun kohdalla patee, etta totuusfunktio liittaa jokaiseen totuusarvojakgksiki@sitteisesti
tietyn totuusarvorm

Esimerkki 5.3.5. Tarkastellaan ilmaisu& A —(Q) — R) puhtaasti totuusfunktionaalisena il-
maisuna. Talldin se eréas kolmen muuttujan funkti@, @, R), ts. f on funktio
f : {EaT}?) - {EvT}

Joukon{E, T'}* alkiot ovat jarjestettyja totuusarvokolmikoita. Sen kaikki alkiot muodostavat
ko. ilmaisun totuusarvojakelut, joita tassa tapauksessa®os 8 kpl. Olkoon esimerkiksi
(P,Q,R) = (T, E,T). Talloin saamme

PA(Q@—R)
T ET

L)
E_/

E/
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Siis f(T, E,T) = E.

Huomautus 5.3.6. Totuusarvojakelut ovat funtioita lauseiden joukosta totuusarvojen jouk-
koon, ts. valuaatioita. My0s tété seikkaa voidaan havainnollistaa totuustauluilla.

Toteutuvuus ja validisuus
Keskeisia semantiikan kéasitteita ovateutuvuudeifsatisfiability) javalidisuuderkasitteet.

Maaritelmé 5.3.7. Ei-tyhja joukko M kielen £ lausemuuttujia (propositiokirjaimia) ofi:n
malli.

Itse asiassa malli on asiantilojen kokonaisuus, joka ilmoitetaan niiden lauseiden joukkona, joi-
den ilmaisema asiantila vallitsee ko. mallissa. Lause on tosi joss lauseen ilmaisema asiantila
vallitsee. Kun ilmaisemme taman tadsmallisemmin, saamméhsuden korrespondenssiteo-

rian: LauseP on tosi mallissaM, joss sen ilmaisema asiantila vallitsee mallidga

Maaritelm& 5.3.8. LauseA ontoteutuvajos on olemassa sellaingvi, ettaA := T joukossa
M, tsA e M, merk M = A.

Maéritelmé& 5.3.9. LauseA onvalidi, jossA € M pétee kaikille malleilleM, ts. M = A
patee kaikille malleilleM, merk.|= A.

Esimerkki 5.3.10. Olkoon M = {P,Q}. Talldin M = P A @, koskaM = PjaM E Q.
My6s M = PV R, koskaM = P jaM = —(P — —Q), koskaM |= —P ei pade, jolloin
myosM = P — —(Q ei pade, josta seuraa, etfd = (P — —Q) pétee.

LauseP on toteutuva, koska se on tosi mm. eo. mallissa. Samoin laffsen toteutuva, koska

se on tosi sellaisessa mallissa , jogsan epatosi. Lausé’ ei ole validi, koska on olemassa
sellainen malli, jossa se on tosi ja toisaalta sellainen malli, jossa se on epatosi. SiiB lause
sen negaatier P voivat olla yhta aikaa toteutuvia, mutta sama malli ei voi niita talldin toteuttaa.
Mm. lause—(P — —(Q) on toteutuva, koska1 = —(P — —Q) patee.

LauseP — P on validi, kosa se on tosi missé tahansa mallissa. TAma voidaan todeta mm.
totuustauluilla.

Seuraavat lauseet ovat selvia ja helppoja todistaa.

Lause 5.3.11.(a) Lause() seuraa loogisesti lauseedta joss lauseP — () on validi. (b)
LauseetP ja (Q ovat loogisesti ekvivalentteja, joss lauBe— () on validi.

Lause 5.3.12.LauseA on validi, joss—A ei ole toteutuva.
Lause 5.3.13.LauseA on toteutuva, joss: A ei ole validi.

Toteutuvuus ja validisuus voidaan maaritella koskemaan myos lausejoukkoja. Téalléin puhutaan
simultaanisesta toteutuvuudesta

Maaritelm& 5.3.14. Olkoon A joukko £:n lauseita ja- mallin M valuaatio. Valuaatio toteut-
taa (simultaanisestii\:n, josv toteuttaaA:n jokaisen lauseen. Lausejoukkg joka toteutuu
simultaanisesti, ototeutuvaeli konsistentti
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Esimerkki 5.3.15. Olkoon A = {P — @, -Q, P — P} ja M = {R}. Tall6in ei ole niin,
etta
M PjaM = Q,

jolloin joukon A lauseet saavat seuraavat totuusarfot> Q :=7,-Q :=TjaP — P :=T
tSMEP—-Q ME-QjaMEP— P.

(Semanttinen) looginen seuraus

Semantiikassa voidaan tutkia, milla ehdoilla lausseuraa jostakin lausejoukosha Sanom-
me, ettédA implikoi lauseenA, jos A on tosi aina, kun jokaineA:n lause on tosi. Maéarittelem-
me taman tasmallisesti:

Maaritelmé 5.3.16. Olkoon A joukko £:n lauseita. Lausel seuraa loogisestausejoukosta
A (A implikoi semanttisesti:n), jos A on tosi kaikissa niissa malleissa, jois&an jokainen
lause on tosi. Talldin merkitééh = A.

Esimerkki 5.3.17. Olkoon A = {P,Q — —P}jaM = {P,R}. TAllGin M E -Q jaM =
@ — —P. Helposti havaitaan, ett&! on ainoa malli, joka toteuttaa simultaanisestn. Koska
se toteuttaa myos lauseei®, niin A = —Q.

Esimerkki 5.3.18. OlkoonA = {P — =P, =(P — —P)}. Mikdan malli ei toteuta joukkoa.

A on (semanttisesti) ristiriitainerisemanttisesti inkonsistentti). Silloin jokaisesta valuaatiosta
patee, ettd jos se simultaanisesti toteutlan, se toteuttaa myos lauseén Siis A = Q, el
inkonsistentti lausejoukko implikoi semanttisesti minka lauseen hyvansa.

Lause 5.3.19.A E A, jossk= A. (Merkintéa|= A tarkoittaa, ettd4 on validi.)
Lause 5.3.20.J0sA € A, niin A = A.

Lause 5.3.21.J0SA = A, nin AUQ = A.

Lause 5.3.22.J0sA = AjaQ U {A} = B, ninAUQ E B.

Lause 5.3.23.J0sA = A — B, nin AU {A} = B.

Lause 5.3.24.J0sA U {A} = B,nin A = A — B.

Vrt. Todistusteorian vastaavia tuloksia.

Semanttisen seurauksen maaritelméan nopsdittely on validijos johtop&étos on tosi kaikissa
niissd malleissa, joissa premissit ovat tosia. Paattely ei ole validi, jos on olemassa sellainen
malli, jossa premissit ovat tosia, mutta johtopaéatés on epéatosi.

Esimerkki 5.3.25. On osoitettava, ettd seuraava paattely ei ole validi.

Jos kaki kukkuu,
kevat on pitkalla.
Kevét on pitkalla.
Siis kaki kukkuu.
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Formalisoidaan paattely seuraava#fi:= 'kéki kukkuu’, P = 'Kevat on pitkalla’. Saamme
formaalisen paattelyn

1. K—P pr
2. P pr.
3. K J.(=johtopéaatos)

On siis loydettava sellainen malli, jossa lauskgh 2. ovat tosia, mutta lausg epatosi. Ko-
keilemme malliaM = {P}, jolloin P :=T'ja K := E. Tallin K — P :=T, P := T, mutta
K := E elijuuri niin, etta premissit ovat tosia ja johtopaatos epéatosi.

Totuustaulut

L:n lauseiden loogisen luonteen selvittdmiseksi kaytetdén useitotnsistaulumenetelmaa
Tassa esitamme paakohditt&#astintotuustaulumenetelmén. Muodostamme ensin negaation,
implikaation, konjunktion, diskonjunktion ja ekvivalenssin totuustaulut, joita kutsupeneas-
totuustauluiksi

P/ -P|P|Q|P—-Q|PANQ|PVQ|P—Q

T|E |T|T T T T T

E|T |T|E E E T E
E|T T E T E
E|E T E E T

Perustotuustaulut on konstruoitu etsimalla konnektiiveille kaikki mahdolliset valuaatiot. Naita
totuusarvokombinaatioita eli totuusarvojakeluja, joita vastaavat kunkin konnektiivin taulussa
(my6s lukumaaraisesti) vaakarivit, @ kpl, missak ilmaisee propositiokirjainten maaran.
Kaikki £:n lauseiden totuustaulut voidaan konstruoida perustotuustaulujen avulla.

Esimerkki 5.3.26. Muodostamme lauseé® — —Q) V (—Q A @) totuustaulun.

PlQ|-Q|-P|P—-Q|-QNQ|(P=-Q)V(-QAQ)
T|T|E|E E E E
T|\E|T | E T E T
E|T|E|T T E T
E|E|T | T T E T

Totuusarvoja maaratessamme etenemme siis siten, etta ensin merkitsemme nakyviin vasem-
malle lauseider? ja () alle kaikki totuusarvokombinaatiot ja muodostamme konnektiivien to-
tuusarvot vastaaville arvokombinaatioille katsomalla ne perustotuustauluista.

Maaritelma 5.3.27. Lause ontautologia jos sen totuustaulu muodostuu pelkastaan totuusar-
voistaT’, ts. lause on tosi kaikilla totuusarvojakeluilla.

Maaritelmasta’.3.27) seuraa

Lause 5.3.28.£:n lause on tautologia, joss se on validi.
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Esimerkki 5.3.29. Tutkimme totuustaulun avulla, onko lauséP A Q) — (=P V Q) tauto-

logia.
P|Q|-P|-Q|PA=Q|~(PA-Q)|-PVQ|~(PA-Q) = (=PV Q)
T|\T| EF | E E T T T
T|\E| E | T T E E T
EN\T| T | FE E T T T
EV\E| T | T E T T T

Totuustauluilla voidaan tutkia, (i) onko lause tai lausejoukko toteutuva, kumoutuva vai ristirii-
tainen (eli inkonsistentti), (i) onko lause validi, ja (iif) onko p&éattely validi.

Esimerkki 5.3.30. Tutkimme totuustauluilla, onko laug® — Q) A (P A —Q) toteutuva.

PlQ|-Q|(P=Q)|PA-Q|(P—QA(PA-Q)
T\T| FE T E E
T|\E| T E T E
E|\T| FE T E E
E\E| T T FE E

Esimerkki 5.3.31. On tutkittava ovatko lauseet P v —Q)) ja —P A () loogisesti ekvivalentteja.
Tama suoritetaan tutkimalla totuustauluilla, onko laus&e® 1)) ehto (b) voimassa eli pateeko

=-(PV-Q) = (mPAQ).

Looginen paattely voidaan esittaa, kuten edella on nahty, luettelemalla premissit ja johtopaatos.
Se voidaan esittdd myo6s implikaatiomuodossa, jossa implikaation etujasen muodostuu kaikkien
premissien konjunktiosta ja takajasen johtopaatoksesta. Siis paaitdly, ..., P, | @ voi-

daan esittdda muodossa

Kun paattelyn validisuutta tutkitaan esim. totuustauluilla, kaytetaan paattelysta implikaatio-
muotoa.

Esimerkki 5.3.32. Tutkimme, onko seuraava paattely validi:

1. P——-Q pr
2. QAP pr.
3. =PVv(Q@Q J.(=johtopaatos)

Paattely implikaatiomuodossa on lauge — —Q) A (-Q A P) — (=P Vv Q). Jos tama

lause on validi, on myds alkuperainen paattely validi. Lause taas on validi, jos se on tautologia.
Muodostamalla totuustaulu todetaan, ettd tdméa lause ei ole tautologia eiké siten validi, mita
myo6skaan alkuperainen paattely ei ole.

Disproof -menetelma

Tama epasuoran todistuksen sd&dnnon kanssa analoginen menetelma soveltuu hyvin kaytannon
validisuustodistuksiin.

Yritetdan osoittaa lause kumoutuvaksi. Jos toteamme sen mahdottomaksi, niin olemme 0soit-
taneet ko. lauseen validiksi.
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Esimerkki 5.3.33. On osoitettava, etta lause
(A— BVvVC(C)— (A— (=C — B)) on validi.

1. Jos ko. lause olisi kumoutuva, niin on valttamatonta, dtté (B v C') on
tosijaA — (-C — B) on epatosi.

2. JottaA — (—C — B) olisi epatosi, niin on valttamatonta, ettéon tosi ja
-C' — B epatosi.

3. Jotta—~C' — B olisi epatosi, on valttamatonta, ettéd’ on tosi jaB epatosi.
4. Jotta—C olisi tosi, on valttdmatonta, ettd olisi epatosi.

Siis valttamattéd := 7', B := E ja C := E. Mutta talloin lauseA — (B Vv C) on epato-
si vastoin kohdan (1) vaatimusta. Siis ko. lausetta ei voida kumota, joten se on tosi kaikilla
totuusarvojakeluilla ja taten validi.

Lause 5.3.34.Josk= Pjal= P — @, niin = Q.

Todistus. Jos( ei olisi tautologia, tsk= @) ei pade, niinQ saisi jollakin totuusarvojakelulla
arvon . KoskaP — (@ on tautologia oletuksen nojalla, niiR saa talla totuusarvojakelulla
arvonE. Talloin P ei olisi tautologia, mika on vastoin oletusis.

Huomautus 5.3.35.E0. metateoreemaa voidaan tulkita siten, ettd modus ponens sailyttaa tau-
tologian.

Ratkaisuongelma

L:n ratkaisuongelma on ratkeava, koska silla on ratkaisumenetelméy)lélion menetelmia,
joiden avulla voidaan tutkia jokainefi:n lause mekaanisesti aarellisella askelmaaralla, onko
se validi vai ei. Mm. totuustaulut ovai:n erds ratkaisumenetelma. Muita menetelmid ovat
semanttiset puut, disproof -menetelma sekéa muut RAA:n sovellukset.

5.4 Todistusteoriaa

L:n aksiomatisointi

L:n aksiomatisointi suoritetaan spesifioimalla joukko aksioomia ja paattelysaantja. Seuraa-
vassa esitettdva aksiomatisointi perustuu Lukasiewiczin esittamaan aksioomasysteemiin, kui-
tenkin siten, ettd aksioomat Von Neumannin idean mukaisesti esitetégsimmakaavioina

Tama systeemi on kayttokelpoinen erityisesti silloin, kun halutaan todistaa lagsesta
Lahestymistapaa, jossa logiikan tutkimisen menetelman muodostavat aksiomatisointi ja todis-
taminen, kutsutaatodistusteoreettisekdkaytadmme seuraavassa aksioomakaavioista lyhyesti
nimitysta aksiooma.

L:n aksioomat JosP, () ja R ovat mita tahans&:n lauseita, niin seuraavat kaavat ovat ak-
sioomia:

(Al) P — (Q — P)
(A42)  (P—=(Q—R))—=((P—Q)— (P—R))
(A3) (-Q — —P) — (P — Q).
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Huomautus 5.4.1.Aksioomia on aarettéman monta, koska() ja R voivat olla mita tahansa
L:n lauseita. AksioomatAl) — (A3) ovat ns.aksioomakaavioita

Paattelysdantondn Modus (Ponendo) Ponenmerk. M P, joka sanoo, ettéd lauseisfa ja
P — @ paatellaanP. Tama esitetaan npaattelykaaviongeuraavasti:

p
P—Q (MP)
Q

Viiva on nimeltaan ngpaattelyviiva sen ylapuolella olevat lauseet oyaemissejéli oletuksia
ja viivan alapuolella oleva lause gohtop&atos

Maaritelma 5.4.2. Olkoon joukkoA kielen£ lauseita (premissit). Aarellinen lausejofia . . . , S|}
on lauseerd, A-paattely joss jokaisella indeksify 1 < i < n arvolla ainakin yksi seuraavista
ehdoista on voimassa:

(i) S; on aksiooma,
(i) S; € A,

(i) On olemassa sellaiset luvptk < i, ettaS, on S; — S;. (Talléin S; paatellaany/ P:lla
sitd edeltavista lauseistg ja S; — 95;).

Ko. jono Sy,...,S, on S,:n deduktioeli johto joukostaA. Talloin merkitddnA + S, ja
sanomme, ettd,, on johdettavissgoukostaA. Jos erityisestiA on darellinen, esimA =
{A1,..., Ay}, merkitsemme

Ay, ... A FS,.

Semanttisen implikaation ja johdettavuuden kasitteen valilla vallitsee selva analogia;

AF A: Aonjohdettavissa lausejoukosia
A E A: AonA:n semanttinen seuraus.

Maaritelma 5.4.3. Jos lauseP on johdettavissa tyhjasta lausejoukostaniin P on £:n teo-
reemamerk.- P. Adrellinen jonol:n lauseitaS;, . . ., S, (S, = P) on P:ntodistusL:ss4, jos
se tayttaa maaritelmab.4.2) ehdot(i) ja (ii7). Sanomme talldin, ett® ontodistuval:ssa.

Lause 544+ P — P.

Todistus.
LFP—=((P=P)=P)=(P—=(P—=P)—(P=P) A2
2. P— ((P— P)— P) Al
3.(P—(P—P)— (P—P) MP, 1,2
4. P — (P — P) Al
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5.

Lause 5.45.F =P — (P — Q).

P—-P

Todistus.

1.

2
3.
4

o

(+Q = =P) = (P = Q)

Q)))

(=P = (-Q — ~P)) = (P = (P = Q))
<P (-Q = ~P)
.oP— (P —Q)

Lause 5.4.6.-P, P F Q.

Todistus.

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.

-P
<P — (-Q = —P)
-Q — —P

(-Q — —-P) = (P —Q)
P—Q

P

Q

Lause 5.4.7.——P - P.

Todistus.

(@ = =P) = (P = Q) = (-P = ((-Q — ~P) = (P = Q)))
P = ((-Q = ~P) = (P = Q))

a7

MP,4,3

A3
Al

MP,1,2

(P = ((-Q = =P) = (P = Q))) = (=P = (-Q — =P)) = (=P — (P —

A2
MP, 3,4
Al
MP,6,5

pr.
Al
MP,1,2
A3
MP,3,4
pr.
MP,6,5



1. -=P pr.

2. —-—=P — (=P — =—=—=P) Metat.2.3
3. -P — —-——P MP, 1,2
4. (=P —- —-—=P) — (——P — P) A3

5. =P — P MP, 3,4
6. P MP, 1,5

|
Lauseess&(4.7) on kaytetty hyvaksi lausetta (?). Tama on luvallista, silla riviihalle voidaan
kirjoittaa lauseen (?) todistus.

Halutaan johtaa\ + P. Jos on jo johdettd® - @, miss&P € A, niin P:n A-paattelyssa
voidaan kirjoittaa suoraa, kuten aksiooman tai premissin ollessa kyseessa. Kirjoittamalla
Q:n tilalle Q:n A-paattely saadaaR:lle maaritelman$.4.2) mukainenA-paattely.

Lause 5.4.8.F A joss( - A.

Todistus. (1°) Olkoont A. Talléin on olemassal:n todistusBy, .. ., B,, joka ei sisalla yh-
taan premissia maaritelméhb.4.3 nojalla. Saman maaritelmén nojalla téallainen jono on johto
tyhjasta joukosta. Siis on olemassa tallainen joht@ eliA.

(2°) Olkoon{) - A eli on olemassa:n johto By, . . ., B,, tyhjésta joukostél. Koska( on tyhja,
johto ei sisélla premisseja, ja se siis on maaritelntad.g nojalla A:n todistus. Siis- A. m
Seuraava lause on mielenkiintoinen, fben daretén. Jos silloifi = A, niin tdma lause takaa,
ettd on olemassa aarellinen joukko, midtén johdettavissa ja kdantaen.

Lause 5.4.9.A - A jossA:n jostakin &arellisesta osajoukosfapateeP + A.

Todistus. (1°) Olkoon A + A. Tall6in A:lla on johto A:sta, jota merkitsemme,, ..., B,,.
Koska tdméa jono on aarellinen (méa#®.4.2)), se voi sisdltaa vain darellisen maaran joukon
lauseita. Olkoom\° = AN{By,..., B,}. Talldin A°:n alkiot muodostavati:n johdonA°:sta,
koskaB,,...,B, - Aeli A° + A. A° on aarellinen, koska se koostuu alkioifta . .., B,
joita on &arellinen maara, koska nama muodostdvatdeduktionA:sta. Siis, josA + A, niin
on olemassa\:n aarellinen osajoukk®, josta pateé® - A.

(2°) Olkoon P aéarellinen jaP - A. Olkoon lisdksiA sellainen, etta se sisaltd&n. Talldin
on olemassal:n johto By, ..., B, P:std. KoskaP:n jokainen alkio on myodg\:n alkio, niin
maaritelman$.4.2) nojallaB; . .. B, on mydsA:n johtoA:sta, tSAF A. m

Tarkastellaan lauseit®3.1)) ja (5.3.12. Edellinen saadaan jalkimaisesta siirtamalla ersin
ja sitten—P symbolint oikealle puolelle seuraavasti:

-P,P F @
-P F P—Q
- —|P—>(P—>Q)

Deduktiolausesanoo, ettéd nain voidaan aina tehda. Lausgehl1?) todistus on lausee®(3.1)Hl
todistusta huomattavasti helpompi. Deduktioteoreema on hyvin hyodyllinen siksi, ettd sen avul-
la voidaan teoreeman todistus korvata premisseista |ahtevalla todistuksella eli johdolla.

Lause 5.4.10.(Deduktiolause)JosA, P+ @, nin A - P — Q.
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Todistus. Todistus sivuutetaan. Mainittakoon kuitenkin, ett&d deduktiolauseen todistuksessa tar-
vitaan vain aksioomiall ja A2 seka paattelysaantd P. Deduktiolause on siis voimassa,
vaikka kolmatta aksioomaa muutettaisiinkin.

Lause 5.4.11 (DT:n kédanteisteoreema)JosA - P — Q, niin A, P - Q.

Todistus.
1. P pr.
A (P — Q):n A-péaattely
2. P—Q
3. Q MP, 1,2
[ ]

Esitdmme vieléd seuraavat lauseet.

Lause 5.4.12.J0sA € A, niin A - A.

Lause 5.4.13.J0sA F A, nin AU P + A.

Lause 5.4.14JosA - AjaP, A+ B,nin AUP I B.

Todistus. Todistukset harjoitustehtavind.

Lause 5.4.15.
(a) FP— P,
(b) F=P— (P—Q),
(¢) F—==P— P,
(d) l— P — ﬁ_|P,
(e) F(P—Q)— (@ —R)— (P— R)),
(f) F(P—=Q)— (-Q — —P),
(9) FQ— ("R— =(Q — R)),
(h) H(R— P)— ((wR— P)— P).

Todistus. Kohdat (a) ja (b) on todistettu jo lauseiss®.B.4 ja (5.3.1)). Kohta (¢) saadaan
lauseested.3.19 DTllA. (d):n todistus on seuraava:

1. -—=P — =P lause5.4.15c¢)
2. (ﬂ—\—|P—>—\P)—>(P—>ﬁﬁP) A3
3. P —--P MP,1,2

(e) DT:n nojalla riittda osoittaa, ett® — @, Q — R, P - R.
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1. P pr.
2. P—qQ pr.
3. Q MP,1,2
4. Q—R pr.
D. R MP, 3,4

(f) DT:n nojalla riitté& osoittaa, ett® — Q - -Q — —P.

L. =P — P lause5.4.15c¢)
2. (—-P—-P)— ((P—Q)— (—P—Q)) lauseb.4.15e¢)
3. (P—-Q)— (—P—Q) MP, 1,2
4. P—qQ pr.
d. ——P — @ MP, 3,4
6. (—|—|P — Q) — ((Q — —|—\Q) — (—|—|P — —|—|Q)) |aUSEf5.4.1E(€)
7. (Q — Q) — (-=P — —-=Q MP,5,6
8. Q— —Q lause5.4.15d)
9. =P — —Q MP,8,7
10. (==P — ==Q) — (-Q — —P) A3
11. =) — —P MP,9,10
|
(9) DT":n nojalla riittdé osoittaa, eti@ - -R — —(Q — R).
1. Q pr.
2. Q@ — R pr.
3. R MP 1,2
4. (@Q—R)— R DT,2,3
d. (@Q— R)— R)— (-R— —(Q — R)) lause5.4.15 f)
6. -R — —=(Q — R) MP 4,5

Todistuksen askeleesgatehtiin lisdoletus) — R, josta paastiin askeleesgaeroon DT':n
avulla. Ne lauseet, joissa lisdoletusta tarvitaan, on siirretty seuraavassa hiukan oikealle muista.
(h) Osoitetaan, ett® — P+ (-R — P) — P.

1. R— P pr.
2. -P pr.
3. (R— P) — (=P — —R) lause5.4.15 f)
A P — R MP,1,3
5. -R MP,2,4
6. -R — (=P — =(-R — P)) lause5.4.15g)
7. -P — =(-R— P) MP,5,6
8. -(-R — P) MP,2,7
9. P — =(=R — P) DT, 2,8
10. (=P ——-(-R— P)) - ((wR— P)— P) A3
1. (-R—P)—P MP,9,10
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Edell& mainitsimmenduktion lauseen pituuden suhte&elvitimme sielld, kuinka osoitetaan

se seikka, ettd:n kaikilla lauseilla on tietty ominaisuus. Tarkastelemme tassa erityisesti ta-
pausta, jossa halutaan todistaa, €ita teoreemoillaon tietty ominaisuusp. TallGin riittda
osoittaa, etta

(1) ©(A), jos A on aksiooma,
(2) jos A on paateltyM P:lla lauseistaB ja C, ja josy(B)
jap(C), niin myodsp(A).

Tarkastelemme erasta lausejoukkoa, joka muodost&uppesin-Genzenin paattelysaantojar-
jestelmanSiihen luonnollisesti kuuluu myds Modus Ponens. Annamme nama lauseet paattely-
kaavion muodossa ilman todistuksid.P ei siis ole lause. Suppesin paattelysdantojarjestelma
on joustavakayttdinen, koska siiné esiintyvat myos muutkin kuin primitiiviset konnektiivit.

1. Modus (ponendo) poners/ P) 2. Modus (tollendo) tollen§7'T")
P—Q P—qQ
P -Q
Q P
3. Modus (tollendo) ponend’P) 4. Vaihdantalai{ K'V')
PV @ PAQ
-P
QAP
5. (DV)
Pv@Q
QVP
Tuonti- ja eliminointisd&nnot:
6. KNT 1.KNFE 8. KT 9.KFE
P -—P P PAQ
— — Q
—=P P — P
PAQ
10.DT 11.DFE 12.ET 13.FFE
P PVP P—Q P Q
- Q - P
PVvQ P P—qQ
QVP P—Q Q— P

DeMorganin lait:
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14.DL1 15.DL2 16.DL3 17.DLA4

P A=Q ~(PVQ) ~PV-Q ~(PAQ)
-(PVQ) P A-Q —(PAQ) PV -Q
18. Hypoteettinen syllogisntiH S)
P—qQ
Q—R
P—R

19. Disjunktiivinen syllogismi{ D.S)
PvQ
P—R
Q—5

RV S

20. Ehdollisen todistuksen saantb L)
[P]
Q

P—qQ

21. Epasuoran todistuksen saaaks)
[~
P AN-P

Q

20. Ehdollisen todistuksen sdant®L): Jos laus&) voidaan johtaa lauseestaja joukosta
premissejd, voidaan lauge=- () johtaa pelk&staan ko. premisseista.

21.Epéasuoran todistuksen saantf's): Jos premisseisté ja lauseest@ voidaan johtaa loo-
ginen ristiriita, niin lause) voidaan johtaa pelkéstaan ko. premisseista.

Joitakin vihjeita deduktion I6ytamiseksi

1. Jos deduktion konstruoinnissa on vaikeaa paasta alkuun tai se juuttuu paikalleen, yri-
tetdan epasuoraa todistusta; Otetaan johdettavan lauseen negaatio apupremissiksi ja py-
ritdén johtamaan ristiriita eli muotoR A —P oleva lause. Jos tama onnistuu, voidaan
(ES):lla paatella vaite.

2. Jos véite on (moninkertainen) implikaatio, niin otetaan ko. implikaation etujasen (etu-
jasenet) apupremisseiksi ja yritetaan paatella (sisimman) implikaation takajasen. Sovel-
tamalla(DL):44 saadaan haluttu implikaatio (kun vaite on moninkertainen implikaatio,
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sovelletaan( D L):4& sopivassa jarjestyksessa yhtd monta kertaa kuin implikaatiossa on
nuolia).

Seuraavassa tarkastelemme formaalisten teorioiden eréita keskeisia kasitteita sovittaen ne tassa
L:.aan.

Konsistenssi (ristiriidattomuus)

Johdettavuuden kasitteen avulla voidaan kasitella syntaktisesti lauseiden ja lausejoukkojen ris-
tiriidattomuutta. Esimerkkeja inkonsistenteista eli ristiriitaisista lausejoukoista ovatxnra.
{P,—P}jalA; ={P — Q, P, -Q}. Naist& lausejoukoista voidaan johtaa ristiriita.

LausejoukkaA onristiriitainen, josg\ - Aja A F —A. Lausejoukosta voidaan johtaa ristiriita,

joss siita voidaan johtakaikki lauseet. Taten siis lausejoukk® on konsistentti, jos jotakin
lausetta ei voida siita johtaa.

Maaritelmé 5.4.16. £:n lausejoukk@\ on konsistenttiC:ss&, jos siina on sellainen lausg,
etteiA - A pade. Lausejoukko dnkonsistenttjjos se ei ole konsistentti.

Lause 5.4.17.L£:n lausejoukkd) on inkonsistentti, joss on olemassa sellain&n lause A,
ettAA F Aja A+ —A.

Todistus. (i) Josl) on inkonsistentti, niin maaritelmas.4.1¢ nojalla ei ole olemassa yhtaan
lausetta, jota siita ei voida johtaa. Talloin on olemassa mm. selladnettdA - Aja A - —A.
(77) Olkoon A sellainenl:n lause, ettd\ - A ja A - —A. Talléin lauseen§.3.12) nojalla
A, -AF B, jolloin B on mik& tahans#&:n lause.

KoskaA - AjaA F —A sekdA, -A + B, niin lauseen$.3.28 nojalla A - B. Talléin
maaritelman’%.4.16 nojallaA on inkonsistenttim

EsitAmme joitakin konsistenssia koskevia tuloksia.

Lause 5.4.18.£:n lausejoukkaA on konsistentti, joss jokainefi:n &arellinen osajoukko on
konsistentti.

Lause 5.4.19.A F A, jossA U {—A} on inkonsistentti.
Lause b.4.6) on Suppesin paattelysdann8m A perustana.

Lause 5.4.20.JosA on konsistentti, niin kaikist&:n lauseistaA péatee, etté joka\ U { A} tai
A U{—-A} on konsistentti.

Maéritelmé 5.4.21. L£:n lause Aon inkonsistentti, jos joukkpA} on inkonsistentti.
Lause 5.4.22.£:n lause A on inkonsistentti, josis —A.

L:n ristiriidattomuus, taydellisyys ja riippumattomuus
Ristiriidattomuudestaoidaan puhua monessa merkityksessé. Seuraavassa annamme nelja ris-
tiridattomuuden maaritelmaa.

Maaritelméa 5.4.23. 1. Formaalinen kieli onabsoluuttisesti ristiriidatgnos sen jokainen
lause ei ole teoreema.
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2. Formaalinen kieli onristiriidaton tulkintaan ndhden (sound, tervgs kielen jokainen
teoreema on tautologia.

3. Formaalinen kieli orkanonisesti ristiriidatonjos lauseenP ollessa tietty teoreemarP
ei ole teoreema.

4. Formaalinen kieli orristiriidaton negaatioon nahdgjos kielessa ei ole sellaista lausetta
Q, ettd- Q jaF —Q.

Seuraus 5.4.24 Jos formaalinen kieli on ristiriidaton negaatioon nahden, niin se on kanoni-
sesti ristiriidaton.

Lause 5.4.25 Edella esitettyC:n aksiomatisointi on ristiriidaton kaikissa maaritelmén4.23
merkityksissa (1)-(4).

Todistus.

1. Osoitetaan ensin, etta jokainen teoreema on tautologiantsstiriidattomuus tulkintaan
nahden. Jokainen aksioom#l, A2 ja A3 on tautologia (totea!). Paattelysaamor
sailyttéa tautologian, ts. jos P ja = P — @, niin = . Todetaan tamé epasuorasti.
Jos( ei olisi tautologia, niiny saisi jollakin totuusarvojakelulla arvaii. KoskaP — @
on tautologia, niinP saa talla totuusarvojakelulla arvén Talléin P ei olisi tautologia,
mik& on vastoin oletusta. Koska sii$ P sailyttaa tautologian, niin jokainen teoreema on
taten tautologia.

2. Jokainen lause ei ole tautologia, esim. atomilgus®e ei voi olla teoreema, koska muu-
ten se olisi maaritelméb.4.23kohdan (2) nojalla tautologia.

3. Oletetaan, etta maaritelmént.23kohta (4) ei olisi voimassa, ts. olisi olemassa sellainen
lauseP, etté- P jal —P. Lauseen$.4.5 nojalla on- —P — (P — Q) olipa@ mika
lause tahansa. Siis saamme oletuksemme avulla deduktion

1. —-P—(P—-Q) lause5.4.15b)
2. P ol.

3. -P ol.

4. P—Q MP,3,1

5 Q MP,2,4

Siis F @, jolloin jokainen lause olisi teoreema. Tama on vastoin maaritelmarP3
kohtaa (1).

4. Méaaritelmarb.4.23kohta (3) seuraa kohdasta (4).

|
Taydellisyydest®uhutaan myés monessa mielessa. Tassa annamme kolme maaritelmaa tay-
dellisyydelle.

Maaritelméa 5.4.26.
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1. Formaalinen kieli onabsoluuttisesti taydellingerjos kielen jokainen lausé& on joko
teoreema tai sen lisddminen aksioomaksi aiheuttaa sen, etta kielen jokainen lause on
teoreema.

2. Formaalinen kieli ortaydellinen tulkintaan nédhdenos kielen jokainen tautologia on
teoreema.

3. Formaalinen kieli ortdydellinen negaatioon nahdgjos kielen jokaiselle lauseelle patee,
etté se on teoreema tai sen negaatio on teoreema.

Lause 5.4.27.L£:n edella esitetty aksiomatisointi ei ole absoluuttisesti taydellinen.

Todistus. TarkastellaanC:n atomilausetta. Se ei ole teoreema, koska muuten se olisi meta-
teoreemani.4.25 todistuksen mukaan tautologia. Lisatgaaksioomaksi. Jog olisi abso-
luuttisesti taydellinen, niirp :sta voitaisiin johtaa mm. seuraava laugeeli p - —p. Deduk-
tioteoreeman nojalla on talloin p — —p. Koska metateoreemah.4.25 todistuksen mukaan
jokainen teoreema on tautologia, njin— —p on tautologia. Tama on kuitenkin mahdotonta,
silla antamalla :lle totuusarval” saa lause — —p totuusarvon®. m

L on taydellinen tulkintaan nahden.

Lause 5.4.28.(L:n taydellisyys tulkintaan n&hden.) Jokainen tautologia ol:n teoreema,
ts. josk= P, niintk P.

Todistus. Lauseella on k&anteinen teoreema.
Lause 5.4.29.(Terveys)Jokainen:n teoreema on tautologia, ts. jesP, niin = P.

Lauseista$.4.29) ja (5.4.29 saadaampropositiologiikan paéatulos
P &EP.

Lause 5.4.30.(Laajennettu taydellisyyslause) A - P — A | P, misséA on lausejoukko.

5.5 Eraita usein esiintyvia tehtavatyyppeja
1. Osoitettava laus® validiksi (invalidiksi).

Tehtava voidaan aina ratkaista totuustaulumenetelmalla. Se voidaan myos ratkaista to-
distamallaP (—P) ja nojautumalla tdydellisyystulokseen. Tehtava voidaan johtaa myds
distproof -menetelmalla.

2. Osoitettava, ettd = P.

JosA on aarellinen, niin tehtava ratkeaa totuustaulukkomenetelmalla. My6s muita edel-
lisessa kohdassa esitettyja menetelmia voidaan soveltaa.

3. Osoitettava, ettd\ - P.

Tehtava voidaan ratkaista deduktiivisesti tai kayttamala em. semanttisia menetelmia ja
nojautumallal:n taydellisyyteen.
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4. Osoitettava lausejoukKp' ristiriitaiseksi (ristiriidattomaksi).

Tehtava ratkaistaan joko johtamalla lausejoukdstamuotoaP A —P oleva lause tai
osoittamalla, ettei mikaén totuusarvojakelu tee kaiRkjan lauseita tosiksi, ja vetoamal-
la tdman jalkeen laajennettuun taydellisyyslauseesee. Josaérellinen, voidaah :n
looginen luonne maarata totuustaulumenetelmalla tutkinmatia lauseiden konjunktio-
ta.

> osoitetaan ristiriidattomaksi etsimélla touusarvojakelu, joka totedffaskaikki lausedj]
ja vetoamalla laajennettuun taydellisyyslauseedemmsejoukkoa ei voida osoittaa risti-
riidattomaksi deduktion avulla.

5. Osoitettava lause(joukkd)’ toteutuvaksi (kumoutuvaksi).

> osoitetaan toteutuvaksi antamalla sellainen totuusarvojakelu, joka tot@uiteleaik-
ki lauseet.> " osoitetaan kumoutuvaksi antamalla sellainen totuusarvojakelu, joka tekee
vahintdan yhden :n lauseista epatodeksi.

Esimerkki 5.5.1. Osoitettava lausejoukko
S ={=(CV D), B— C,C — D, -B} ristiridattomaksi.

1. =B on tosi jossB on epatosi.

2. B — C ontosiB:n ollessa epatosi joss joko on epatosi tai tosi. Valitaaft' epatodeksi
ja katsotaan mita siitd seuraa.

3. ' — D ontosiC:n ollessa epatosi joss joko on epatosi tai tosi. ValitaaP epatodeksi.
4. Talldin myés—(C' Vv D) on tosi.

Siis mm. malliM = {A} on > :n malli, joten laajennetun taydellisyyslauseen nojalleon
ristiriidaton. Mallia.M = {A} vastaa totuusarvojakelu, jossaon tosi ja muutZ:n atomit
epéatosia.

5.6 Resoluutiomenetelma

Havainnollistamme tasséa yhteydesssoluutiomenetelmagésimerkin avulla.
Resoluutiomenetelmaa kaytetaan formaalisen logiikan soveltamisessa logiikkaohjelmaan.
Logiikkaohjelmointi liittyy mm.automaattiseen teoreemojen todistamiseen

Logiikkaohjelmoinnin perusta:
e samaistus
e haku
e takaisinjaljitys
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"Yhteinen nimittaja": TEKOALY
Sovellusalue:ASIANTUNTIJAJARIJESTELMAT

Resoluutiomenetelma on idealtaan yksinkertainen ja sen "mekanisoitavuusaste”on niin suuri,
ettd menetelma voidaan toteuttaa tehokkaasti tietokoneella.

Esimerkki 5.6.1. Toteamuspalkat eivat nouse.

Tutkitaan taloudellispoliittista tilannetta mahdollisen syyn selvittdmiseksi. Havaitaan seuraa-
via seikkoja:

¢ Jos palkat tai hinnat nousevat, tulee inflaatio.

¢ Jos inflaatio tulee, niin hallituksen on hillittava sita, tai kansa saa kéarsia.

e Jos kansa saa karsia, ministerit joutuvat epasuosioon.

e Hallitus ei hillitse inflaatiota eivatka ministerit joudu epasuosioon.
Voidaanko tasté vetaa johtopaatds: PALKAT EIVAT NOUSE.

Tutkimme probleemaa ensin klassisen logiikan keinoin "perinteelliselld"tavalla ja sen jalkeen
katsomme, 10ytyisikod tapauksen selvittdmiseen "mekaanisempi“keino, jota voitaisiin periaat-
teessa samalla tavalla soveltaa yleisesti mihin tahansa vastaavanlaisiin loogisiin tilannekuvauk-
siin.
Formalisoidaan luonnollisella kielella esitetty tilannekuvaus:

P = palkat nousevat

H = hinnat nousevat

F =inflaatio tulee

L = hallituksen on hillittava inflaatiota

K =kansa saa kérsia

M = ministerit joutuvat epasuosioon

Tilannekuvaus formaalisesti:

1.PVH—T
2F - LVK
3K - M
4-LN-M

Premissit
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5. M KE, 4
6. -L KE, 4
7. K 1T, 3,5
8. —-LA-K KT,6,7
Johto: ¢ 9. —(LVK) DM,8

10. —F 1T, 2,9
11. ~(PV H) TT,1,10
12. -PAN-H DM, 11
13. —-P KE, 12

\

Siistavoitelause- P seuraa loogisesti premisseista.

Ohjelmoinnillisia hankaluuksia:

e Kaavoilta puuttuu tietty yhtendinen esitysmuoto.

o Paattelysaanndilla on suuri lukumaarasta ja muodosta johtuva kirjavuus.

Pulman ratkaisu:

e Muutetaan tilannekuvauksen lauseet disjunktiomuotoonjolloin koko tilannekuvaus
voidaan esittdéionjunktiivisessa normaalimuodossa

e Talloin kukin lause voidaan esittda ndornin klausuulinatai ns.Kowalski-muodossa

propositio Hornin klausuuli  Kowalski-muoto
Kv-LyVv...v-L, Ki,-Ly,...,L, K<+« L V...VL, ohjelmalause
K (& tosi— K) K K fakta
-LyV...V—L, =Lqy,...,~L, — Ly,...,L, tavoitelause

e Hyddynnetaarepasuoran todistukserkaavamaista periaatetta.

Tuloksena on ngesoluutiomenetelma Epasuoran todistuksen periaatteen mukaiseswti lisa-
taan tilannekuvaukseen alkuperaisen tavoitelauseen negaatio ja tutkitaan, onko nain muodos-
tettu lausejoukko loogisesti ristiriitainen. Jos nain on, menetelma tuottaa tyhjan lauseen (= ris-
tiriidan, loogisen epatoden), merk.

Esimerkkitehtavan logiikkaohjelma:

Hornin klausuuleina:

P = {{_'P7 F}7 {_'H7 F}> {_'F7 L7 K}7 {_'K7 M}, {_'L}u {_'M}7 {P}}7
Kowalski-muodossa:
P={F—P,F—H,L,K— F;M «— K;«— L;«— M;P «}.

LogiikkaohjelmaP tuottaa seuraavaesoluutiorefutaation
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N

— L K LK —F
N

— F F—P
NS

— P P «—
N
O

Tuloksena os siis tyhja lauge, joten—P on tilannekuvauksen premissien looginen seuraus.
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6 PREDIKAATTILOGIIKKA

6.1 Syntaksi

Motivoiva esimerkki, joka osoittaa predikaattilogiikan tarpeellisuuden:

Esimerkki 6.1.1.

Kaikki linnut ovat elaimia.
Jokin varis on lintu.
Jokin varis on elain.

Paattelyn formalisointC:ssa on muotoa

A
B

C

Maaritelm& 6.1.2. PredikaattilogiikanP aakkosto on seuraava:

V1, V2 ..oy Uy - e muuttujat
C1,Coy vy Crye e (nimi)vakiot
P, i, j=12,....n,... predlkaa.l.ttlisymbollta'(: paikkaluku,j=jérj.nro)
AV, = konnektiivit
= identiteettisymboli
= eksistenssikvanttori
v universaalikvanttori
() sulut ja pilkku
SOPIMUS: Otamme kaytt6on seuraavat metamuuttujat:
ToYy 2y viittaavat muuttujiin,
a,b,c, ... viittaavat vakioihin,
A B,C,...,P,Q,R Vvittaavat predikaattisymboleihin,
tti,. .. t,. .. viittaavat yleisesti termeihin.

LUONNEHDINTA: . ) o
Muuttujat: Luonnollisessa kielessd muuttujia vastaavat pronominit ja niiden

kaltaiset ilmaisut.
Kun muuttujien paikalle sijoitetaan ilmauksia, jotka nimeavat yk-
siloita, saadaan joko tosi tai epatosi lause.
Vakiosymbolit: Vakiosymboleja k&ytetd&n vastaamaan ilmauksia, jotka nimea-
vat jonkun tunnetun yksilon.

ti=1t;,(1 <i<n1l<j<n)jaP(,...,t,), ovat atomeja (eli atomikaavoja)

atomeja ei ole.
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SOPIMUS: Kaavoihin viittaavina metamuuttujina kaytetaan pienia kreikkalaisia kirjaintia
..., ©, U, ... jakaavajoukkoihin viitataan isoilla kreikkalaisilla kirjaimilka, ¥, . . .. Merkinta

o(viy ..., vp)

tarkoittaa kaavaa,jossa muuttujat . . ., v, esiintyvatvapaina(ks. maaritelmé.1.7), jossa
maaritelladrvapaa muuttuja

Maaritelméa 6.1.3. Atomit ovat kaavoja. Jog ja ¢ ovat kaavoja, niin myog, (¢ A ), (¢ —
W), (p < 1), Jxyp ja Vo) ovat kaavoja. Muunlaisia kaavoja ei ole.
Kukin kaava voidaan esittaa yksikasitteisen rakennepuun avulla.

Esimerkki 6.1.4. Atomikaavoja
KUVA

Maaritelmé 6.1.5. Kun kaavadz tai Vxe on muodostettu maaritelman5.1 avulla ¢:sté,
sanotaan kaavaa kvanttorindz tai Vo laajuudeksieli vaikutusalueeks{scope) esiintyipa
Jzy tai Vxp osana pidempaa kaavaa tai ei.

Esimerkki 6.1.6. Nuolet liittavat kunkin kvanttorin kuhunkin esiintymaan sen laajuuden: KU-
VA

Maaritelma 6.1.7. Muuttujax esiintyy kaavassa sidottuna, joss esiintyy::ssa kvanttorin
Jz tai Vo lagjuudessa. My6s ilmauksisSa ja Vx esiintyvaa muuttujaa sanotaan sidotuksi.
Jos kaavassa esiintyvad muuttuja: ei ole sidottu, se on vapaa.

Maaritelma 6.1.8. Kaava, jossa ei esiinny vapaita muuttujia, on suljettu kaava eli lause.

Esimerkki 6.1.9. Mitkaan pommit eivét ole vaarallisia.
P(xz) — x on pommi.
V(x) — x on vaarallinen.

Va(P(z) — —V(x)) tai —3Jz(P(x) AV (x))
Nama kaavat voidaan lukedKaikista olioistax patee, etta jos: on pommi, niinz ei ole
vaarallinen’ ja "Ei ole niin, ettd on olemassa vaarallisia pommejdama lauseet kuvaavat
selvasti sammaa asiaintilaa, joten ne molemmat ovat laudd@kdaan pommit eivat ole vaa-
rallisia” formalisointeja. Saadut perdikaattilogiikan ilmaisut voidaan osoittaa olevan loogisesti
ekvivalentteja.

Esimerkki 6.1.10. Kaikki sitruunat eivat ole happamia.
Tulkinta: S(x) — x on sitruuna.
H(z) — z on hapan.
Formalisointi:  —Vz(S(z) — H(z)),
tai yhtapitavasti Jz(S(x) A =(H(x)).
Esimerkki 6.1.11. Kukaan Marxin kannattaja ei pida kenestakaan positivistista.
Tulkinta: M (x) — x on Marxin kannattaja.
P(z) — x on positivisti.
R(z,y) — x pitdd y:sta.
Formalisointi: V(M (z) — YyP(y) — —R(z,y))),
tai yhtapitavasti VavVy(M(z) A P(y) — —(R(x,y)).

61



Lause”Kaikki oliot ovat hyvia” on formalisoitunavz H (x). Tama tarkoittaa samaa kuin "Ei
ole olemassa ei-hyviéa olioita”, mik& on formalisoitundx—H (z).
Kvanttoreilla on seuraava yhteys:

Vap &g 73z,
Kaksoisnegaation eliminointisaantd

—Vrp & Jre
V- & drp
V- & Jdzg

Esimerkki 6.1.12.

VxS (z) — H(z))
Jz=(S(z) — H(x))
Jr—=(S(z) AN —H(x))
Jz(S(x) AN —H(x))

Rajoitetut kvanttorit/y ja dy
Maaritelma 6.1.13.
Aprp(r) 4 Je(H(x) A p(2))
Vrap(a) g Yo(H(x) — o(2))
Rajoitettuja kvanttoreita kaytetdan usein muodossa
dr e H : ¢(x)
Ve e H: p(z)
Esimerkki 6.1.14.

Formalisoinnin kulmakivia:
) (6.1)
x)) (6.2)
) (6.3)
) (6.4)

Ve(l(z) — P(x)) = —-Ja—(I(x) — P(x)) = ~Fz—(—1(x) V P(z)
= —Jdz(I(z)V -P(x))
Maaritelm& 6.1.15. 3! On olemassa tdsmalleen yksi.

ANap(X) <4 Frp(r) AVeVy(p(z) Ap(y) — 2 =y(z =y))
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7/ BOOLEN ALGEBROISTA

7.1 Yleista taustaa

Boolen algebrabvat hyddyllinen apuvaline mm. tietotekniikassa, mutta ne tarjoavat myos hy-
van esimerkin algebrallisista struktuureista, joilla on keskeinen merkitys matematiikassa.
Taman logiikan algebralisoinnin tutkimuksen pani alulle ja kehitti edeli@eorge Bool¢1815{}
1864), englantilainen loogikka ja matemaatikko. Teoksessaan "The Mathematical Analysis of
Logic” (1847) Boole ensimmaisend sovelsi matemaattisia menetelmia logiikkaan, mink& no-
jalla hanta pidetaan yhtenéd nykyaikaisen logiikan perustajista. Paateoksessaan "The Laws of
Thought” (1854) Boole kehitti ajatuksiaan edelleen. Syntyi joukkoja kasitteleva matemaatti-
nen teoria. Tata joukkoja kasittelevaa logiikan osaa, luokkakalkyylia, nimitetadn kehittajansa
mukaanBoolen algebraksi

7.2 Operaatioista

Operaatioita on matematiikassa monenlaisia. Niiden eras luokitteluperusta on se, kuinka moni-
paikkainen operaatio on. Vastaavasti, kuten esim. relaatioillakin, on olemassa mm. 1-paikkaisia,
2-paikkaisia, . ., n-paikkaisia operaatioita. Maarittelemme operaation yleisesti seuraavalla ta-
valla.

Maéaritelma 7.2.1. n-paikkainen operaatid(n = 0, 1,2, . . .) joukossaS # () on kuvaus, joka
liittdd jokaiseen jarjestettyyn-jonoon(ay, . .., a,),a; € S,i = 1,2,..., n, yksikasitteiser:n
alkion, ts.

O:5"—- S

Huom. Kun n = 1, on jarjestettyn-jono S:n yksittdinen alkio. Kunn = 0, sovimme, etta
jarjestettyn-jono on tyhja.
Maaritelman mukaanollapaikkainen operaatippukossaS # () on kuvaus

SO {0} — S

Tama operaatio kiinnittaa vakion joukossdse on operaation anvblle).
Yksipaikkainergeli unaariner) operaatiojoukossaS # () on kuvaus

Sst.5 -8

Esimerkki 7.2.2. ltseisarvo| : R — R on yksipaikkainen operaatio. Yleensa merkitadan
|(z) = |z|. Kaksipaikkainer(eli bindarinef operaatigoukossasS # () on kuvaus

S52:9x8— 8

Esimerkki 7.2.3. Operaatio+ onZ:n bindarinen operaatio. Mn2,3 € Z, +(2,3) =2+ 3 =
5 € Z. Operaatio+ ei ole joukonS = {0, 1,2} bindérinen operaatio, sill® + 2 =4 ¢ S.

Bin&arista operaatiota havainnollistetaan jos@psraatiotaulunavulla, mikali joukko, missa
operaatio on maaritelty, on &arellinen.
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Esimerkki 7.2.4. Modulaarinen yhteenlasku(mod 3) on bindérinen operaatio joukossa—=
{0,1,2}.

+(mod3) 0
0
1
2

O = =
= O NN

0
1
2

Huom. JosO on joukonsS # () operaatio (eli operaatio joukosS3, sanotaan, etté onsuljettu
operaatior® suhteen.
JoukonS # () bindarinen operaatio (ts.Va,b € S = aob € S) on

(a) kommutatiivinenjoss
VeVy (r,y€ S —xoy=yox)

eli
roy=youx, Vr,y € S

(b) assosiatiivinenjoss
VeVyVz (z,y,2€ S — (xroy)oz=uzo0(yoz))

eli
(xoy)oz==xzo0(yoz), Vo,y,2z€ S

JoukonS alkio u onidentiteettialkio(eli ykkosalkid S:n binaarisen operaatiansuhteen, jos
Ve (re€S—uox=xo0ou=ux)

eli
uox=xou=ux, Vr €S.

Esimerkki 7.2.5. (a) Yhteenlasku ja kertolasku ovat kommutatiivisia bin&érisia operaatioi-
taR:sséa.

(b) Yhteenlasku ja kertolasku ovat myds assosiatiivisia bindarisia operaaRosisa.

Esimerkki 7.2.6. OlkoonA = {a, b, ¢, d, e} ja o oheisen operaatiotaulun mukainen bind&rinen
operaatioA:ssa.

o a b c d e
a a b ¢ d e
b b c d e a
c ¢c d e ab
d d e a b c
e e a b ¢ d
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Operaatioo on kommutatiivinend:ssa. Helposti todetaan, ettd on myos assosiatiivinen
A:ssa. Taulusta havaitsemme, etta

(boc)od=dod=0b ja bo(cod)=boa=10
(doe)od=cod=a ja do(eod)=doc=a

jne. A:n identiteettialkio operaatior suhteen om. Voimme todeta, etté on ainoa identiteet-
tialkio.

Esimerkki 7.2.7. Rationaalilukujen joukorQ identiteettialkio yhteenlaskun suhteenkos-
ka0 +x =2+ 0 = x,Vx € Q. JoukollaQ ei ole muita identiteettialkioita ko. operaatioiden
suhteen.

Voidaan todistaa, etta yleisesti patee seuraava

Lause 7.2.8.Jos joukolla on identiteettialkio annetun operaation suhteen, se on yksikasittei-
nen.

7.3 Boolen algebran maarittely ja perusominaisuudet

Boolen algebran, lyh. BA, muodostaa joukko alkiaita, c, . . ., jotka toteuttavat tietyt aksioo-

mat. BA:n spesifioi yleensa sen muodostavien alkioiden joukko, seka tdssa joukossa maaritel-
lyt operaatiot, joista kaksi on bin&érisia operaatioita ja yksi yksipaikkainen operaatio. Lisak-
si BA:ta symbolisoivaan merkkijonoon otetaan usein mukaan myds bindaristen operaatioiden
identiteettialkiot. BA:n muodostavalla joukolla on tiettyja vaatimuksia. Erityisesti ko. joukon

on oltava suljettu BA:n muodostavien operaatioiden suhteen. Seuraava maaritelma aksiomati-
soi yleisesti BA:n.

Maaritelma 7.3.1. Olkoot A (kohtau$ ja Vv (yhdistg sellaisia binaarisia operaatioita jd
(komplementii sellainen yksipaikkainen operaatio joukosBé# () ja olkoot alkiotO ja 1
joukon B sellaisia alkioita, ettd seuraavat aksioomat ovat voimassa:

(BA1) A ja Vv ovat kommutatiivisia, t8{z,y € BijxVy=yVzrjaxAy=yAx

(BA2) Vx € B,xvV0 ==xjax A1 = zeli0jal ovat vastaavasti identiteettialkioita
operaatioidenv ja A suhteen.

(BA3) OperaatiotA ja Vv ovat distributiivisia, ts.
Ve,y,z€ Bz A(yVz)=(xAy)V (zAz),
zV(yNz)=(xVy AxVz).

(BA4) Jokaista alkiotar € B kohti on olemassa sellainen alkib € B, ettédx V' =
ljaz A2’ =0.

(BA5) B:n alkioille 0 ja 1 patee0 # 1.

Talloin joukko B yhdessa mainittujen operaatioiden kanssa muodoBtaaen algebraB =
(B,A,V,’,0,1).
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Esimerkki 7.3.2. By = ({0,{0}},N, U, <, 0,{0}) on kahden alkiorf) ja {0} muodostama BA,
missaB = {0,{0}}, A=nN,v=U,"= ¢0=0jal = {0} By:n osoittamiseksi BA:ksi on
ensin todettava, ettd, U ja © ovat operaatioita joukossél), {0} }.

(1°) 0N {0} =0 € B,
(20) 0U{0}={0} e B
(3°) 0= {0} € Bja {0} =0 € B.

Siis ko. operaatiot ovaB:n operaatioita. Taman jalkeen on osoitettava, dfigoteuttaa BA:n
maéaritelman aksioomat. Kuten joukko-opista tiedetéaéan, ovat opera@ajgoty kommutatiivisia.
Siis (BA1) on voimassa. Kohtieir] ja (2°) nojalla (BA2) on voimassa, ja kohdasrj nojalla
(BA4) on voimassa. Joukko-opista on tuttua, ett§a U ovat distributiivisia. Siis (BA3) on
voimassa. Selvadii=£ {()} on joukko-opin nojalla voimassa. Siison BA.

Esimerkki 7.3.3. B4(P(A),N,U, ¢, 0, A), A # (), on BA. Operaation, U ja © ovat joukko-
opillisina operaatioinaA:n osajoukkojen jouko®( A) operaatioita.3 4:n osoittamiseksi BA:jij]

on todettava, etta se toteuttaa BA:n aksioomat. (BAl) ja (BA3) ovat joukko-opin nojalla voi-
massaC Ul = C'jaC N = C kaikille C c AeliC € P(A), joten (BA4) on voimass#.:n
konstruktiossa oletettiin, ettd +# (3, joten (BA5) on voimassa. EsimerldrB.2tapaus on eri-
koistapaud3 4:sta. Siina valittinA = {(}}. Jos sallimme tapaukset = (), olisi = = () = A1,

joten (BADS) ei olisi voimassa.

Esimerkki 7.3.4. Olkoon B niiden positiivisten kokonaislukujen joukko, jotka sisaltyvat tasan
lukuun 70, ts. ovat luvun 70 tekijoita. Talléhron joukko

B ={1,2,5,7,10,14,35,70}

Talloin (B, syt, pyj, 70/-,1,70) on BA. Esimsyt(5,14) = 70, 5’ = 70/5 = 14 jne. Selvasti
syt, pyj ja 70/- ovat B:n operaatioita. Myds BA:n aksioomien voimassaolo voidaan todeta ko.
systeemille. Tassé tarvitaagt:n ja pyj:n ominaisuuksia.

Esimerkki 7.3.5. Kun BA:n aksioomissa identiteett:’ korvataan loogisella ekvivalenssilla
'S’,oniin By = (B, A, V, e, t), missdB = {e,t}, on BA. Siis propositiologiikkd. muo-
dostaa BA:n konjuktion, disjunktion ja negaation suhtéen.totuusmaaritelmien nojalla, v

ja — ovat totuusarvojen jouko® operaatioita.A, vV, —:n ominaisuuksien nojalla ja A ovat
seka kommutatiivisia etta distributiivisia, joten (BAl) ja (BA3) ovat voimassa. Konjuktion ja
disjunktion totuusmaaritelmien nojalla (BA2) on voimassa, samoin (BA4). Koskat, on
(BA5) voimassa.

Koska tarkkaanottaen esirh:n lauseein A 5 ja 5 A « eivat ole identtiset vaan loogisesti ekvi-
valentit, on em. vaihto aksioomissa suoritettava. Liséksi nolla-alkioksidaan valita mika
tahansa muotoa A —« olevalL:n lause ja ykkosalkiokgimikd tahansa muotoa vV —« oleva

LL:n lause. Jos haluamme sdéilyttda identiteettisymbolin tavallisen merkityksen, meidan on me-
neteltava seuraavasti. Merkitadn|:lla kaikkia niitd IL:n lauseita, jotka ovat loogisesti ekviva-
lentteja lauseem kanssa, ts. [ar] ona:n maaradma ekvivalenssiluokka loogisen ekvivalenssin
suhteen. Taten on selvaa, etta
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() [o] = (7], jossa < f3;
(i) [o] # [6] = [a] N [B] = 0.

Jos K; ja K, ovatlL:n lauseiden eo:n kaltaisia ekvivalenssiluokkia, niin jos 5, € K; ja
s, By € Ko, niin ay A ap 0on loogisesti ekvivalentti lauseeh A (5, kanssaa; V a, on loogi-
sesti ekvivalentti lauseen Vv 3, kanssa, jaa; on loogisesti ekvivalentti lauseeit; kanssa.
Siis, kun otamme mielivaltaisen lausegne K, ja mielivaltaisen lauseety, € K, voimme
maaritelld identiteetit; A Ky = [ A&, Ky V Ky = [§ V &] ja K] = [=&;]. JosB on eo:n
kaltaisten ekvivalenssiluokkien joukko= [a A —a] jat = [a V =], niin (B, A, V, -, e, t) on
BA. Aksioomien (BA1)—(BA5) voimassaolon toteaminen johtaaunnettuihin ominaisuuk-
siin. Esim. (BA1):n voimassaolon toteamiseksi tarkastelemme ekvivalenssilégkjaak,,
jolloin valitsemme mielivaltaiset lausegt € K ja & € K,. Talloin Ky V Ky = [§ V &)
KOSka[§1 vV 52] 4 [52 vV 51], on [51 V 52] = [fg V 61] =K,V Kj, jO”Oin KV Ky =K,V Kj.
Siis jos tarkastelemnie:n lauseiden sijasta ko. lauseiden maaraamia ekvivalenssiluokkia, voi-
daan BA:n aksioomissa sailyttaa identiteetti 'sen normaalissa merkityksessa.

Operaatioita/ ja \V kutsutaan vastaavastuurimmaksi alarajaksja pienimmaksi ylarajaksi
(ks. lahemmin kappal@.4), jolloin my6s usein merkitddn

Ay =inf{c,y} (infimum)
ja
xVy=sup{z,y} (Supremum)
Vastaavasti voidaan merkita

/\ x; = inf{zy,zq,...,2,}
i=1

ja
n
\/ x; = sup{zy,za,..., T, }.
i=1

Voi olla my6sn = oo.

Operaatioita/ ja Vv kutsutaan lyhemmilla nimill&ohtaus(engl. meej ja yhdiste(engl. join),

kuten maaritelmassé3. 1tehtiin. Operaatiotakutsutaarkomplementiksis.z’ onz:n komple-
mentti. ldentiteettialkioit® ja 1 kutsutaan vastaavastolla-alkioksija ykkdsalkioksiNaita ei
kuitenkaan pida sekoittaa lukuihina 1.

Yhdistdmalla joukorB alkioita operaatioilla\, V ja’ saadaan Boolen algebr&n= (B, A, V, ', 0, 1)}
ilmaisuja(ns.Boolen ilmaisuja.

Lause 7.3.6.(Komplementin yksikasitteisyys). Olko@B, A, Vv, /,0,1) BAjaz,y € B. JoS
xVy=1ljaxAy=0,niny =21
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Todistus. (1°)

y = yVvo BA2
yV(zAa') BA4
(yVax)A(yVva') BA3
(xVy) A(yVva') BAl

= 1A(yVva) oletus
= (yva')Al BA1
= yva BA2
(2°)
¥ = o \/ 0 BA2

Vi(xAy) oletus
(x Vz)A(x'Vy) BA3
(:1:’ V')A (x'Vy) BAl

A (2" Vy) BA4

(x Vy)Al BA1

= 2 Vy BA2
= yva BA1

Siis (1°):nja (2°):n nojallay = z’. m
Seuraus 7.3.7BA:ssa(B, A, V, /,0,1) pateexr” = x kaikille z € B.
Todistus. Vaite seuraa suoraan lauseesia 8(BA1):n ja (BA2):n nojalla.m

Maaritelma 7.3.8. BA:n ilmaisunduaalisaadaan korvaamalla operaatiotja A vastaavasti
operaatioilla ja v seké alkiot0 ja 1 vastaavasti alkioillal ja 0.

Esimerkki 7.3.9. Distributiivilain zA(yVz) = (xAy)V(xAz) duaali on toinen distributiivilaki
zV (yAz)=(zVy)A(xzV z)jakaantden. Yleisesti BA:n aksioomissa (BA1)—(BA4) olevat
lausekkeet ovat toistensa duaaleja.

On selvaa, etta jos ilmaistion ilmaisuna duaali, niina on 5:n duaali.

Lause 7.3.10.(Dualiteettiperiaate). Jos BA:n ilmaisu on johdettavissa aksioomista (BA1)—
(BA5), niin mydsy:n duaali on johdettavissa ko. aksioomista.

Todistus. Aksiooman (BA), i = 1, 2, 3, 4, lausekkeet ovat toistensa duaaleja. (BA5) on itsensa
duaali. Taten, kun ilmaisun todistuksessa jokainen ilmaus korvataan duaalillaan, saadaan
duaalin todistus, koska tall6in kaytettyjen aksioomien duaalit ovat aksioamia.

Lause 7.3.11.(Idempotenssi). OlkoofB, A, V, ',0,1) BA.x Az =zjazVr =zx,Vr € B.

Todistus.

r = xA1l BA2
= zA(xVva) BA4
= (xAz)V(xAz') BA3
= (zAz)VO BA4
= zVzx BA2

Dualiteettiperiaatteesta seura& r = x. m
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Lause 7.3.12.0lkoon(B, A, V, ’,0,1) BA. Kaikille alkioillez, y, = € B péatee
(i) xtA0=0
(i) xrv1li=1
(i) xA(xVy ==z
(iv) =V (z Ay) = x (absorbtiolait)
V)yrhx=zAz,yANt' =zN2'=y==z
(Vi) zV(yVz)=(zVy Vz
(vii) z A (y A z) = (x Ay) A z (assosiatiivilait)
(viii) (xVy) =2 ANy
(ix) (z Ay) =2 Vy (DeMorganin lait)
X) zVy= (" Ay
Xi) z Ay =(2"Vy)
Xi) zANy =0 xAy==
(xiii) 0/ =1
(xiv) 1’=0
xXv) xA (@' Vy)=xzAy
xvi) zV (¢’ Ny)=xVy

Todistus.(i) zA0 = (zA0)VO = (zAO0)V(zAx') = (zA2")V(2A0) = zA(2'VO) = zAx’ = 0.

(i) on tosi (i):n duaalina.

(i) zA(zVy)=(xVOA(zVy) =2V (0AYy)=2V0=uz.

(iv) on tosi (ii)):n duaalina.

(v) Oletetaan, ettg Az = z Az, y A2’ =z A2/, TallBinony = yA1 =yA(zVa) =

(yAnz)V(yVa)=(zAz)V(zVa)=zA(zVa)=2zAN1="z.

(vi) Kaytamme (v):ttd korvaamall@lausekkeella: v (y V z) ja z lausekkeelldz \V y) v z. Taten
on osoitettava (alr V (yV z)) Az = ((zVy)Vz)Azja®) (zV(yVz) A ((xVy)Vz) A,

Todistetaan (a)z V (yVz)) Az = xA(zV(yVz)) = x (iii):n nojalla. Myds((zVy)Vz) Az =

e A((zVy)Vz)=[zA(xVy)lVizAzl=aV(zAz)=x(ii)nja(iv):n nojalla. Taten on
(xV(yVz)Ahe=xz=((zVy)Vz)Az.

Todistetaan (b)izV (yVz)) Az’ = 2/A(zV(yVz)) = (@' Ax)V(2'A(yVz)) = 0V (2'A(yVz)) =

A (yVz).Myos((zVy) V) ' =2’ AN(xVy) Ve =@ Ay)V(Z'ANz)=2"N(yV 2).

Tatenonz VvV (yVz) A =2 A(yVz)=((xVy)Vz) A

(vii) on tosi (vi):n duaalina.
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(viii) Todistaaksemme, etté:Vy)' = 2’ Ay’ kdytdmme komplementin yksikasitteisyytta (Lause
7.2.8. On osoitettava, etté (€ Vy) A (2 Ay')=0ja(d)(xVy) V(2 Ny) = 1.
Todistetaan (c){z Vy) A (' Ay) = (' ANY)AN(xVy) = [ AY)ANx] V(2 AY) Ay| =
[z A (@ ANY)VIEAY AY)]=0AY]VI]Z'A0=0V0=0.

Todistetaan (d)z Vy) V(@' Ay') = [(xVy) V| A[(zVy) VY] = [2'V(Vy) Az V(yVY)] =
(&’ V)VyAlzv1]=[aVz)Vyl\N1l=('Va)Vy=1Vy=yVv1=1.

(ix) on tosi (viii):n duaalina.

(X) (viii):n nojallaon(z vV y) = 2/ Ay'. Taten(z V y)” = (2' Ay'). Toisaalta lauseen.2.8
seurauksen nojalla ox vV y)” = z V v.

(xi) on tosi (x):n duaalina.

Xi)zr=xzAl=xA(yVy)=(xAy)V(zAy). Tatenx Ay = 0 = = = x A y. K&antéen,
olkoonz =z Ay. TallBinonz Ay =0V (x AY) = (A2 )V(zAY)=xAN (@ VYY) =
zA(xAy) =xzANz' =0.

(xiii) Koska0OVv1=1ja0A1=0,niin lauseer¥.2.8nojalla on0’ = 1.

(xiv) on tosi (xiii):n duaalina.

xV)z A (@' Vy)=(xA2)V(tAy) =0V (zAy)=zANy.

(xvi) on tosi (xv):n duaalinam

7.4 Osittainen jarjestys Boolen algebrassa

BA:ssaB maaritellaan sen perusjoukosBaindarinen relaatio<’ ehdolla
x <y, JosSsx Ay = x. (7.2)

Symbolia <’ ei saa sekoittaa erityisesti lukujoukkojen tavalliseen jarjestysrelaagimorempi
tai yhtasuuri kuin Jos sekaannuksen vaaraa ilmenee, voidaan kayttaa alaindeksgintia

Lause 7.4.1.BA:ssal3 on voimassa kaikille;,y € B
x <y, JossrVy=y.
Todistus. Olkoonz,y € Bjaxz < y. Talloin
tVy=(@Ay)Vy=y
(7.2):n ja lauseel7.3.12kohdan (iv) nojalla. Kaantaen, jasv y = y, niin
rtAy=xzAN(xVy) =2z
lauseery.3.12kohdan (iii) nojalla.m

Esimerkki 7.4.2. BA:ssa(P(A),N,U,c, 0, A) relaatioz < y on yhtapitava relaation: C y
kanssa, kun ja y ovat mita tahansal:n osajoukkoja.

Esimerkki 7.4.3. Esimerkin7.3.5tapauksessa, kuA ja B ovatlL:n lauseita, on

[A] < [B],joss[A] A [B] = [A].
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Koska[A] A [B] = [A A B, niin
[A] < [B],joss[A A B] = [A],

ts. josA A B ja A ovat loogisesti ekvivalentteja. Selvadth B ja A ovat loogisesti ekvivalent-
teja, jossA + B. Taten[A] < [B], jossA - Beli A — B on todistuva.

Lause 7.4.4.0lkoon B BA:n B perusjoukko, jar, y, z € B. Talléin
(i) < onrefleksiivinemB:ssa, tsx < x;
(i) < ontransitivinenB:ssa, ts(z < yAy <z) =z < z;
(i) < onantisymmetrine®:ssd, ts(z < yAy <zx) =z =y.

Todistus. (i) z A z = x, joten vaite seura&/(1):sta.
(ii) Oletetaan, ett& Ay = x jay A z = y. Silloin on

sANz=(xANyY)Nz=zANyYANz)=xANy==x

(7.3):n nojalla.
Oletetaan, etté& A y = z jay A x = y. Silloin on (7.1):n nojalla

r=zANy=yANx=y.

Taten lause on tullut todistetuksa

Kuten tiedetdan, binaarinen relaattgoukossaA on osittainen jarjestys joukossg joss se on
refleksiivinen, transitiivinen ja antisymmetrinen joukostaOsittainen jarjestys valjemmassa
mielessa voidaan maaritelld siten, etta otetaan huomioon vain transitiivisuus ja antisymmetri-
syys. Jos X’ on (refleksiivinen) osittainen jarjestys joukosdavoidaan relaatia: < y maari-

tella ehdollar < y A = # y. Taten on voimassa

Lause 7.4.5. (i) —(z < x)
(i) (x<yrny<z)=>zx<z
(i) (z<yNhy<z=zx<z
(iv) (z<yhy<z)=zx<z
(V) ~(z <yAy<a)
(vi) "<’ on irrefleksiivinen osittainen jarjestyd:ssa.

A:ssa vallitseva irrefleksiivinen osittainen jarjestyyoidaan laajentaa refleksiiviseksi osittai-
seksi jarjestykseksil:ssa maarittelemélla < y < (¢ < y V « = y). Olkoon < osittainen
jarjestys joukossal. Alkiota z € A sanotaan osajoukori C A ylarajaksi josy < z kaikille

y € Y. Alkio z € A on osajoukor” C A pienin ylérajg joss

(1) zonY:nylaraja;
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(2) z < w kaikille Y:n ylarajoillew.

Relaation< antisymmetrisyyden nojalld:n osajoukollaY” on enintaan yksi pienin ylaraja.
Alkiota z € A sanotaan osajoukari C A alarajaksi josz < y kaikille y € Y. Alkio z € A
on osajoukory” C A suurin alarajg joss

(3) zonY:n alaraja;
(4) w < z kaikille Y:n alarajoillew.
Relaation< antisymmetrisyyden nojalld:n osajoukollay” on enintdan yksi suurin alaraja.

Esimerkki 7.4.6. Tavallinen jarjestysrelaatia< on osittainen jarjestys kokonaislukujen jou-
kossaZ. Milla tahansaZ:n osajoukolla, jolla on ylaraja (vastaavasti alaraja) on pienin yla-
raja (suurin alaraja), joka on ko. osajoukon suurin (pienin) alkio. KuitenKifla on ei-tyhjia
osajoukkoja, joilla ei ole pieninta ylarajaa (suurinta alarajaa), esifitse ja vaikkapa paril-
listen kokonaislukujen joukko, jolla ei ole pieninta ylarajaa eika suurinta alarajaa.

Esimerkki 7.4.7. Tavallinen jarjestysrelaatia< on osittainen jarjestys kokonaislukujen jou-
kossaR. JokaisellaR:n ei-tyhjalla osajoukolla, jolla on ylaraja (vastaavasti alaraja), on pie-
nin ylaraja (suurin alaraja).

Esimerkki 7.4.8. Tavallinen jarjestysrelaatic< on osittainen jarjestys rationaalilukujen jou-
kossaQ. On olemassa sellaisi@:n ei-tyhjia osajoukkoja, jotka ovat ylh&aalta rajoitettuja, mut-
ta niilla ei ole pieninta ylarajaa. Esimerkkeina mainittakoon positiivisten rationaalilukujen
joukko, jossar? < 2. Luku+/2 rajoittaa tété joukkoa ylhaalta, mutta irrationaalilukuna se ei
kuulu siihen. Toisaalta, jos valitaafy2:sta pienempi rationaaliluky, joka on kuinka lahel-
la hyvansa lukua/2, 16ydetaén aina sellainen rationaaliluky ettiq < r < /2. Siis ko.
joukolla ei ole pieninta ylarajaa.

Osittainen jarjestys, joka on yhtendinen, on kokonaisjarjestys. Siis binaarinen rétgatie
kossaA on kokonaisjarjestys, jos se on refleksiivinen, transitiivinen, antisymmetrinen ja yhte-
nainen joukossal.

Esimerkki 7.4.9. Tavallinen jarjestysrelaatie< on kokonaisjarjestys joukos#a koska se on
Z:n osittainen jarjestys (ks. Esirii.4.6) ja liséksi

Ve,y € Z,x < ytaiy < x.

Esimerkki 7.4.10. BA:ssa(P({0,1}),n, U, <, 0,{0,1}) maaritelty osittainen jarjestysC’ ei
ole yhtenainen eika taten kokonaisjarjes®§{0, 1}):ssa, koska esim{0} ¢ {1} ja {1} &
{0}.

Adarellisen joukond osittainen jarjestys voidaan esittaa diagrammana, jdssalkiot kuvataan
pisteind, ja pister on osittaisessa jarjestysrelaatiogsa kanssa, josg:std paastaan:hyn
nuolien muodostamaa polkua pitkin nuolien suunnassa, joita voioll&, . . . , n kpl.

BA:ssa maaritellylla osittaisella jarjestyksella on tietty ominaisuus, jota ei kaikilla osittaisilla
jarjestyksilla ole.
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10,1}

/N
{0} 1
NS

Kuva 4:RelaatioC esimerkin7.4.10B A:ssa

{0,1,2}

T

{0,1} {0,2} {1,2}

{(1}>< W X{;}
NS

Kuva 5:RelaatioC joukossaP ({0, 1,2})

Lause 7.4.11.0lkoon B BA:n B perusjoukko. Tallgin kaikille alkioille:, y € B on voimassa
ehto

joukolla{x,y} C B on pienin ylarajar V y ja suurin alarajax A y. (7.2)

Todistus. 1°) x < 2 V y, koskaz A (z V y) = x. Samoin ory < z V y. Tatenz VV y on joukon
{z,y} ylaraja. Olkoonw joukon{z,y} mika tahansa ylaraja. Talloin on< w jay < w, ts.
rAw=zxjayAw=y. Taten(zVy) Aw = (zAw)V (yAw) =z Vy,ts.xVy < w. Taten
x V y on joukon{z, y} pienin ylaraja.

2)x ANy <z, koska(z Ay) ANz =xA(xANy)=(xAzx) ANy =1z Ay. Samoinrt Ay < v,
koska(z Ay) Ay =z A (yAy) = x Ay. Siisz Ay on joukon{z, y} alaraja. Olkoonv joukon
{z,y} mik& tahansa alaraja. Talloin < zjaw < y,tS.w Az = wjaw Ay = w. Taten
wA(xAy)=(wAz) Ny=wAy=w,ts.w < (xAy). Tatenz A y on joukon{zx, y} suurin
alaraja.m

7.5 Boolen kaavat ja funktiot

Maaritelm& 7.5.1. Olkootz, x4, . . . numeroituva joukko muuttujia, jotka kukin saavat arvoik-
seen jonkin BA:n alkion. Talléin symboleista

x17x27"'707 17\/7 /\7 /7/(ja/),

muodostettu &arellinen jono ddoolen kaavamerk. BK, joss
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1° se on joko muuttuja;, 0 tai 1,
2° se on muotoda V 3), (a A ) tai o/, misséx ja 3 ovat Boolen kaavoja.

Maaritelma 7.5.2. OlkoonB = (B, V, A, ’,0,1) jokin BA sek&f : B — B kuvaus. Tallaista
f:8a kutsutaam:n muuttujanBoolen fuktioksi(BF) B:ssa.

Yleensa BF:t esitetaan taulukon muodossa, jossa kullakin vaakarivilla on tietyt muuttujien ar-
vot ja vastaava funktion arvo. Taulukko on taten analoginen totuustaulujen kanssa. Jokainen
BK maéarittelee yksikasitteisen BF:n jokaisessa BA:ssa. Toisaalta kaksi eri kaavaa voi méaari-
tella saman funktion. TAma voidaan todeta siten, etté tarkasteltaessa jonkin BK:n taulua kukin
muuttujien arvokombinaatio on jarjestettyjono, missan on muuttujien lukumaéara, jolloin

ko. jono on joukonB™ alkio, joka kuvautuu tietylle3:n alkiolle taulun osoittamalla tavalla.
Annamme viela seuraavan

Maaritelma 7.5.3. Alkio = on BA:natomi, jos ehdost® < > < x seuraa, ett& = O tai z = z.

Atomeja ovat siis ne alkiot, jotka ovat lahinfigalkion "ylapuolella”.

7.6 Normaalimuodot

Literaaleilla tarkoitetaan muuttujia, y, z, . . . tai niiden komplementteja

'y, 2, .. .. Peruskonjunktiollaarkoitetaan (i) literaalia tai (ii) kahden tai useamman eri li-
teraalin konjunktiota. Esimz,, v/, x A y ja 2} A u A r ovat peruskonjunktioita, kun taas,
rANyANzjayANx Az Ay eivat ole. Tassa "kaksi eri literaalia” tulkitaan niin vahvasti, etta
literaalienz ja x’ ei katsota olevan eri literaaleja. Vastaavat méaarittelyt tehdaan operaation
suhteen, jolloin saadagerusdisjunktio

BK:t voidaan esittdd muodossa, jossa esiintyy vain peruskonjunktioiden disjunktioita tai perus-
disjunktioiden konjunktioita. Esim. kaava’ A y) V (z A y') V (z A y) on muodossa, jossa
esiintyy peruskonjunktioiden disjunktioita. Vastaavasti ka@va y') A (2 V y) A (2' V ¢') on
muodossa, jossa esiintyy perusdisjunktioiden konjunktioita.

Maaritelma 7.6.1. Olkoonn > 1jaxf (i = 1,...,n) literaali. Talldin n:n muuttujan BK on
disjunktiivisessa normaalimuodos@aerk.dnf), jos se on sellaisessa muodossa

(I ANZIAN AN )V (T AN AN T )V LV (BT A AL AT, (7.3)
missa mitkaan kaksi peruskonjunktiota eivat ole identtisia.

Maaritelma 7.6.2. Olkoonn > 1jaxf (i = 1,...,n) literaali. Talldin n:n muuttujan BK on
konjunktiivisessa normaalimuodosgaerk.knf), jos se on sellaisessa muodossa

(x]VasV..Va)AN(@iVasV.. .V ). A (z]Vay V... V), (7.4)
missa mitkaan kaksi perusdisjunktiota eivat ole identtisia.

Maaritelmé 7.6.3. Sellainenn:n muuttujan disjunktiivinen normaalimuoto, missa Bheri-
laista peruskonjunktioiden disjunktiota, @m muuttujantaysi disjunktiivinen normaalimuoto
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Maaritelmé 7.6.4. Sellainenn:n muuttujan konjunktiivinen normaalimuoto, missaineri-
laista perusdisjunktioiden konjunktiota, ann muuttujantaysi konjunktiivinen normaalimuo-
to.

Lause 7.6.5.0lkoonn > 1. Josn:n muuttujan BK:n tdydessa dnf:ssd muuttujat saavat satun-
naisesti arvoja) tai 1, niin mink& tahansa tallaisen muuttujien kiinnityksen jalkeen ko. BK:ssa
tasmalleen yhdella peruskonjunktiolla on ariga kaikilla muilla 0.

Todistus. Olkoot ay, as, . . . , a,, Vastaavasti muuttujien;, xs, . . ., x,, arvot, jolloin kukina; on
Otail (< = 1,...,n). Valitaan ko. BK:n dnf:std peruskonjunktio seuraavasti: kutakin muut-
tujaax; kohti ko. termissa esiintyy;, josa; = 1,7 = 1,...,n. TAyden dnf:n m&éaritelman

perusteella tallainen tulotermi on aina olemassa ja sen valintaperusteista johtuen se saa arvon
1. Edelleen tdyden dnf:n maaritelman perusteella ko. BK:n muut peruskonjunktiot saavat ar-
voikseen nollan, koska taten niissa vahintaan yksi literaali saa @\jolioin koko termi saa
arvon(. m

Seuraus 7.6.6.0lkoonn > 1. Talléin muuttujan taydessa dnf:ssa oleva BK saa aina arvon

Todistus. Seurauksen paikkansapitavyys seuraa suoraan méaaritelmasta 9?? ja lauseesta 10??.
]

Lause 7.6.7.0lkoonn > 1. Josn:n muuttujan BK:n taydessa knf:ssd muuttujat saavat satun-
naisesti arvojad tai 1, niin minka tahansa tallaisen muuttujien kiinnityksen jalkeen ko. BK:ssa
tdsmalleen yhdella peruskonjunktiolla on artvga kaikilla muilla 1.

Todistus. Lauseen paikkansapitavyys seuraa dualiteetin periaatteen nojalla laié€sta

Seuraus 7.6.80lkoonn > 1. Talldinn:n muuttujan tdydessa knf:ssé oleva BK saa aina arvon
0.

Todistus. Seurauksen paikkansapitavyys seuraa suoraan maaritelmasta 10?? ja lauseesta 1177.
|

Huom. Taydet dnf:t saavat lauseen 10?? nojadlenttisestiarvon (. Talléin siis muuttujien

saamat arvot eivat vaikuta ko. tdyden normaalimuodon saamaan arvoon. Sensijaan, kun nor-
maalimuodot eivét ole taysia, muuttujien saamat arvot vaikuttavat ko. kaavan saamaan arvoon.

7.7 Isomorfismit
Funktiotay sanotaan isomorfismiksi BA:sta
B=(B,A\V,"0,1)

BA:han

C — (C’ /\*’ v*’ /*’ 0*’ 1*)’
joss (a)¢ on bijektio B:std C:hen. (bYz,y € B,o(x Ay) = o(x) A" p(y),o(x Vy) =
p(x) V*p(y) jap(’) = [p(@)]"™.
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Lause 7.7.1.0lkoony isomorfismi BA:sta8 BA:hanC. Silloin
(@) »(0) =0"jap(1l) =1
(b) plle péatee:ve, y € B, p(x Ay) = p(x) N @(y) < ¢/zVy) = o(x) V7 o(y)

(c) José on isomorfismi BA:st8 BAthanD = (D, A™, V™, ™ 0" 1*), niin yhdistetty
kuvaus on isomorfismi BA:staBA:hanD.

(d) Kaanteiskuvaug' on isomorfismip(B):n maaraamast&’:n alialgebrastaB:lle. Erityi-
sesti, josp on bijektio, onp! isomorfismiC:ta D:hen.

Todistus sivuutetaan.

Sanomme, ett® ja C ovat isomorfiset, joss on olemassa isomorfighstaC:hen. Keskenaan
isomorfisilla BA:illa on tietyssa mielessa sama Boolen struktuuri, ts. ominaisuus, joka on yh-
dessa BA:ssa, on myds missa tahansa ko. BA:n kanssa isomorfisessa BA:ssa.

Esimerkki 7.7.2. OlkoonC = ({0p,15},AB, Vs, 5,05,15) jonkin BA:n B alialgebra ja
D = ({0,1},-,+,1 —.,0,1). Talloin funktioy, jolle p(05) = 0 ja (1) = 1 on isomorfismi
C:stadD:hen.

7.8 Boolen algebrat ja propositiologiikka

Edella esitetyt esimerki.3.5ja 7.4.3liittyvat propositiologiikan ja BA:n valisiin suhteisiin.

Niissa tarkastellaan lahinna propositiologiikan muodostamaa Boolen algebraa. Tassa tarkastel-
laan lahinna propositiologiikan ja BA:n struktuurillisia samankaltaisuuksia.

L:n lauseA vastaa Boolen kaavag jos 7 saadaami:sta korvaamalla:ssa BA:n operaatiot
vastaavillalL.:n konnektiiveilla ja sijoittamalla BA:n muuttujien, y, z, . . . paikalle vastaavasti

L:n lausemuuttuja#d, B, C, . . ..

Esimerkki 7.8.1. Boolen kaavaa: \ (y A z') vastaal:n lause A v (B A =C'). SamoinL:n
lausetta—(—A A (B; V A)) vastaa Boolen kaavar’ A (v, V x))'.

LL:n lausetta, joka vastaa Boolen kaavaaerkitaanS F'(7).

Lause 7.8.2.YhtaloT = o on voimassa kaikissa BA:issa, joS8'(7) on loogisesti ekvivalentti
SF(o):n kanssa.

Todistus. Eo. seurauksen nojalla= o on voimassa kaikissa BA:issa, joss= o on voimassa
2-arvoisessa BA:issa = ({E,T}, Ac, Ve, ¢, E,T), missé operaatioilla oh:n konnektiivien
merkitys. On selvad, ettd = o on voimassa:ssé, jossSF(7) ja SF (o) aina saavat samat
totuusarvot, jolloin ne myo6s ovat loogisesti ekvivalenst.

Esimerkki 7.8.3. Tarkastellaan yhtaloa
zA(yVz)=(xAy) V(zA:z).

Vastaavall:n lauseet ovati A (BV C') ja (AAB)V (AAC). Naiden loogisen ekvivalenssin to-
teamiseksi voidaan esim. muodosta kummankin lauseen totuustaulu. Lauseiden ekvivalenssista
seuraa, etta alkuperéinen yhtald on voimassa missa tahansa BA:ssa.
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7.9 Lisaa Boolen funktioista

Oletetaan, ettg ja ¢ ovatn:n muuttujan funktioita Boolen algebrasBeeli kuvauksiaB™ —
B. Luonnollisella tavalla voidaan maaritella uudet funktfdtf Agja fVvg : B" — B.
Funktioiden joukossa méaariteltyind operaaitoina\ ja’ toteuttavat BA:n aksioomat, kuir ja
1-alkioiksi otetaan vakiofunktiod ja 1. N&ainollen funktiotB™ — B muodostavat uuden BA:n
ja niille patee siis kaikki, mita edella on todettu yleisesti.

Jatkossa rajoitutaan pelkastaan BA8sa ({0, 1}, A, V, ’, 0, 1) maariteltyihin funktioihin. Ne

voidaan maaritelld totuustaulujen avulla, joillagim muuttujan funktiollef (xq, zs, ..., z,)
tarvitaan2"-rivinen taulu. Sovitaan, etta tauluissa annetaan muuttujille,, ..., =, arvoja

siten, etta:nnella rivilld jonox, 5, z,, on luvun; esitys binaarilukuna=0,1,2,...,2" — 1.

Talloin riittdd tuntea vain funktion arvojen muodostama sarake, joka voidaan esittda (ylhaalta
alkaen) vektorindby, b1, . . ., by,,—1), missam = 2",

Funktiot B” — B voidaan siis samaistaa BA#I"=(B", A, V, ', (0,0,...,0),

(1,1,...,1)) kanssa#f: = 2") ja funktioiden véliset operaatiot voidaan suorittaa komponen-
teittain: Josf = (ao, a1, ..., am-1)jag = (bo, by, ..., bm_1), Niin esimerkiksi

f’\/g:(ag\/bo,a'l\/bl,... CL/ Ime—1>‘

? 'm—

Samoin totuusfunktioiden osittainen jarjestys maaraytyy komponenteittain seuraavasti:
f<geas<by,ar <bi,...,0n-1<Dbn_1.

Kuten reaalifunktioidenkin kohdalla myds Boolen funktioille gn< ¢, joss f saa aina pie-
nemman tai yhta suuren arvon kujn

BA:n B™ atomit ovat vektoreita, joissa yksi komponentti bfa muut nollia. Katsotaan, mita
tama merkitsee, ku™ tulkitaan funktioalgebraksi (kum = 2").

Olkoon f(xy, 3, . .., x,) funktio, jonka totuustaulussa on tasan yksi ykkdnen. Olkoon

fvr,v9,...,0,) =1
ja muillaz;:den arvoillaf = 0. Talléin funktiotaf esittdd Boolen kaava

a1 ANag A ... oy, MiISSda; = { xf’ J0sv; = 1
x;, Josv; =0
Kaavaax; A as A . . . a, (ja vastaavaa funktiota) kutsutaamntermiksi Mintermista kaytetaan
merkintaém;, missg on binaariluvurv; v, . . . v,, arvo10-jarjestelmasségj(on siis totuustaulun
sen rivin numero, jollg:n ainoal esiintyy). Yleisestiermeiksinimitetdan kaikkia niita perus-
konjunktioita eli literaalien konjunktioita, joissa sama muuttuja esiintyy korkeintaan kerran.
Koska mintermit ovat::n muuttujan funktioalgebran atomeja, voidaan kaikki totuusfunktiot
esittdd mintermien disjunktiona eli tdydessa disjunktiivisessa normaalimuodossa: Jos

1, kunj=ji,j2,..., 7k

f=1(bo, b1, ..., bm1) jab; = { 0. muulloin
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niin
f=m; Vmy, V... Vm; = \/ m;,.

Tassa dnf on sama kuin funktion esitys termien yhdlsteena.

Funktion taysi dnf on helppo muodostaa, jos on kaytettavissa funktion totuustaulu. Sen jokaista
arvosarakkeessa esiintyvaa ykkosta kohti tulee disjunktioon yksi mintermi, jalikaraali on

x; tai z; sen mukaan, onko kyseisella vaakarivili& muuttujal vai 0. Kirjoittamista voidaan
yksinkertaistaa jattamalla kohtausoperaatioherkitsematta, siis A y = xy.

Esimerkki 7.9.1. Kolmen muuttujan funktig:
flz,y,2) =(1,0,0,1,1,0,1,0) =mo Vmz Vmy Vmeg=2'y'z' Va'yzVayz vy

fin totuustaulu on seuraava:

r Yy = f(l’,y,Z)
0 00 1
0 0 1 0
010 0
011 1
100 1
1 01 0
110 1
111 0

Funktiolle f saadaan esitys DeMorganin saanndlla
o= @Y valyzvay'd vays) = (a'y'2) (a'y2) (wy'2) (ay)
= (zVyVva)(zVy V) VyVvz)(aVy Vz2)

eli dnf:std paastaan knf:4an muodostettaessa DeMorganin lain ayudi f’. Funktiolle f
saataisiin taysi knf muodostamalla diiflle ja muodostamalla sen komplementti, mutta se
voidaan myos lukea suoraan totuustaulusta: Jokaista arvosarakkeessa esiintyva nollaa kohti
tulee kohtaukseen yksi makstermi (métk, kun ollaan;:nnella rivilla), jonkai:s literaali on

x; tai x| sen mukaan, onko kyseisella vaakarivili& muuttuja0 vai 1. Siis

flr,y,z2)=(xVyV2)aeVvy V) (' VyVv (' Vy V2.

Edelld on tullut todistetuksi, etta jokainen totuusfunktio voidaan esittaa (taydessa) dnf.ssa ja
knf:ssd. Tasta nakyy erityisesti, ettd jokainen Boolen funktio voidaan esittda jollakin Boolen
kaavalla (eli operaatioilla, v ja’). Tama koskee kaikkien Boolen algebrojen funktioita (eika
vain algebra@ = ({0,1},V, A/ ,0,1)).

Funktion taysi dnf tai knf saattaa olla yksinkertainen muodostaa, mutta se ei yleensa ole yksin-
kertaisin kaava, jolla funktio voidaan esittaa.
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Esimerkki 7.9.2. Funktion f(x,y, z) = = V y V 2’ taysi dnf on
xyz V oyz Vaoy'zVay'Z v a'yd

silla tam& on mintermien yhdiste jgyz Vyz' Vi 2 Vy' )V (zVva')yz = 21V 1y =z Vyz'
Nelja ensimmaista mintermia tuottivat siis yhdisteen&am erityisesti kukin niista ol .
Samoin jokainen termia, misséo € {y, v/, z, 2’'}, on pienempi kuin, silla x A za = za ja
T # xa.

Maaritelmé 7.9.3. Termit on funktionf implikantti, jost < f.

Nimitys johtuu siitd, etta tilanteessa< f funktiont < f elit — f arvo on identtisesti.
Termi ¢ siis implikoi funktion f, jost¢ on f:n alapuolella funktioalgebran hilassa. Jos funktio
f on esitetty joidenkin termien yhdisteerid= ¢, V ty vV ... V t; (siis dnf:ssd), niin jokainen

t; on f:n implikantti, koskaf on niiden ylaraja. Koska kohtauksen muodostaminen merkitsee
alarajan etsimistd, naemme, etté tetmt a;as . .. a; on sellaisten termien implikantti, jotka
saadaarn:sta poistamalla yksi tai useampi literaali, eikd minkddn muun (ndemme suoraan
my6s idempotenttisuuden nojalla kuten esimerkis9&). Poistamalla siis termistditeraaleja
saadaan yha suurempia termeja.

Maaritelmé 7.9.4. Sellainen termi, joka on funktion implikantti, mutta jota suuremmat eivat
enaa ole, onf:n alkuimplikantti

Esimerkki 7.9.5. Funktion f(x,y,z) = = V yz’ implikantteja ovat kaikki sen mintermit (ks.
esim.7.9.2) jatermitxy, xv/, xz ja 2. Alkuimplikantteja ovat ja yz'. Muita implikantteja ei
ole.

Funktiong(z,y,2) = zy V xy'z V 2'yz’ kaikki alkuimplikantit ovatry, xz, yz'. Funktio g
voidaan sieventaa muotogn= zz V yz/, josta ei heti ndy, ettd mydsy on sen implikantti.
Alkuimplikanttien ominaisuuksia kaytetd&dn mm. loogisten piirien minimoinnissa.

7.10 Kytkinpiirit

Kytkin (tunnuksena literaaliy) on séhkojohdossa oleva laite, joka ei vaikuta virran kulkuun
ollessaan kiinni¢ = 1) ja joka estaa virran kulun ollessaan auki€ 0). Kytkinta merkita&n

"o —a—---', missaa voi olla esim.x tai x’.

Kytkinpiiri muodostuu, kun kaksi pistettd ja B yhdistetaan kytkimia sisaltavilla johtimil-

la. Kytkinpiiri, jonka literaaleissa esiintyvat muuttujat, z», . . . , z,,, esittda Boolen funktiota
f(x1,29,...,2,), Joka saa arvori, kun virta voi kulkeaA:ta B:hen, ja arvorD, kun virta ei

voi kulkea ko. pisteiden vélilla. Piirin esittdma funktio 16ydetaan kaymalla lapi kaikki silmu-
kattomat polutd:sta B:hen muodostaen niissa esiintyvien literaalien kohtaus ja lopuksi néiden
kohtausten yhdiste.

Esimerkki 7.10.1. Kytkinpiiri

esittaa funktiotaf (x,y, z) =y V 2’y vV 2'z.
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Tama on esimerkkinnakkais-sarjapiireistajotka voidaan muodostaa lahtien piireista

*—e >—o ja —— —— — e

siten, ettd kahdesta jo olemassaolevasta piiristd saadaan uusi piiri sijoittamalla toinen piiri toi-
sen jonkin kytkimen paikalle. Lopuksi maarataan kytkimien toiminta nimeamalla ne literaaleil-
la.

Esimerkki 7.10.2. Piiria

ei voida muodostaa edella kuvatulla tavalla. Kyseessa osiltapiiri. Se esittaa funktiota
flz,y, z,u,v) = zuV,zzv V yzu V vy.

Saman funktion toteuttaminen rinnakkais-sarjamuotoisella piirilla on huomattavasti mutkik-
kaampaa:

7x‘Lz ’ vf
‘y_Lz U uf

Jokainen Boolen funktio voidaan esittaa kytkinpiirina: Olkoon funkfiom , xo, . . ., z,,) esitys
dnf:ssa

f=t1Vta V...Vt
Muodostetaan piiri

e ]

|

missa kukin laatikko
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. ti .

tarkoittaa piirid — —a; — —as — — - - - — —ay, — —, JoSSaw s - - - . = t;. Tama on rinnakkais-
sarjapiiri, joka esittaa funktiotg .

7.11 Kombinatoriset piirit

Kombinatorisekli loogiset piiritovat elektronisia systeemeja, joilla toteutetaan totuusfunktioi-
ta syottamalla piiriin muuttujien arvot jannitetasoina (esim= 5V ja 0 = 0V) ja tuloksena
saadaan funktion arvoa vastaava jannite (joka voidaan edelleen syottad muille piireille). Siis

xi
Y~ kombinatorinen
piiri —f(x.y,..,w)

wi

Loogiset piirit rakennetaaporteistg jotka toteuttavat loogiset perusoperaatioty ja ’ eli
AND, OR ja NOT. Liséksi on portit operaatioillg | ja + eli NANS, NOR ja XOR. Port-
tien piirrosmerkit ovat

AND: ;ny NAND: y}xly#xy)’
NOT: JC«D%QC' XOR: ;ﬁDx‘*‘y

On selvaa, ettda AND-, OR- ja NOT-porteilla voidaan toteuttaa kaikki Boolen funktiot.

Esimerkki 7.11.1. f(z,y,2) = ay'2' Va'z vV yz' = ((zy')2' VvV 2'2)y2’

81



X—

xy

o L
o
xy'z
AL *
- = ey

e
I

NOT-portit kuvion alusta jatetaan yleensa merkitsematta nakyviin eli syéttémuuttujien komple-
mentointi ja jakelu porteille oletetaan etukateen suoritetuksi.

Kaksisisdaanmenoisten perusporttien lisaksi on portteja, joissa on enemman kuin kaksi sisaan-
menoa eli mahdollista syottdomuuttujaa. Taten esim. funktie xy'z’ v 2’z V y2’ voidaan
toteuttaa tdman normaalimuotonsa perusteella, jolloin saadakaksstasoinermpiiri, tdssa ta-

pauksessa AND-OR-piiri.
X
=D,
4 |
g | } f

Usean muuttuja AND- ja OR-porttien merkitys on selva, koska termit eli peruskonjunktiot
(esim.zy’z’) ja niiden duaalit eli perusdisjunktiot (esim.V 3’ V z’) ovat hyvinmaariteltyja
operaatioiden\ ja v assosiatiivisuuden nojalla. Mutta operaatift | eivat ole assosiatiivisia,
joten esim. kirjoitelmar | ' | 2’ sellaisenaan on mieleton.

Sovitaan usean muuttujan NAND- ja NOR-porttien toiminta suorana yleistyksena kahdejmuut-

tujan tilanteesta:
X
poiam
: NAND(x,,x,,...,x,)=(x x,...x,)"
X >

|0, josz; =1V,
| 1, muulloin.

: ﬂ NOR(x,,x,,...,x,)=(xcV 2 \V...Vx,)"
xﬂ
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| 1, josz; = 0V,
~ 1 0, muulloin.

On huomattava, etta piirtdmistavasta huolimatta myés AND-OR- samoin kuin OR-AND-piirit
(jotka vastaavat funktion knf:aa) sisaltavat NOT-portteja. Pelkilla AND- ja OR-porteilla ei voi-

da toteuttaa kaikkia funktioita (esim. komplementtia). Sensijaan porttisysteemit AND, NOT
ja OR, NOT ovat funktionaalises)i taydellisid eli kaikki funktiot voidaan esittaa jomman-
kumman systeemin porteilla. Taman perustelemiseksi riittdé todeta, ettd DeMorganin saannon

nojalla
x>©L
ﬂwwy

x\Ny=(x'y")" eli

yi

ja toisaalta (duaalisti)

xy=(x"\ly")" eli xy
y>wr

Kaikki totuusfunktiot on mahdollista toteuttaa myo6s kayttaen pelkéastaddn yhdentyyppisia port-
teja. Tallaisia systeemeja ovat NAND ja NOR, silla

vy = ((2y)(zy)) = ((@Va)VyVvy))
zvy = ((z2)(yy)) = ((Vy)V(zVy))
= (xz) =(zVa),
missa keskimmaiset lausekkeet ovat pelkkia NAND:eja ja oikeanpuoleiset pelkkia NOR:eja.
Siis esim.
xDx on sama kuin xD{’DO
Y1 Y Yy
ja

s
;Exw on sama kuin ' —

Do
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NAND-porteilla toteutettuina. Kaytdnndéssd NAND- ja NOR-portit, joista AND- ja OR-portit
muodostetaan komplementoinnilla, ovat integroiduissa piireissa tekniseltd kannalta perusteltu-
ja. Ensindkemalta vaikuttaisi silta, ettd kaksitasoisen ANS-OR-piirin konstruoiminen pelkas-
td&dn NAND-porteilla liséisi tarvittavien porttien maardd huomattavasti ja lisdisi samalla port-
titasojen méaaraa. Nain ei kuitenkaan ole, silla jos korvataan AND-OR-piirin kukin AND- ja
OR-portti NAND-portilla, jossa on vastaava maaré sisddnmenoja, saadaan saman funktion to-
teuttava NAND-NAND-piiri. Erityisesti siis NAND-NAND-piiri voidaan lukea suoraan funk-

tion dnf:std. Duaalinen tulos koskee luonnollisesti funktion esitystd OR-AND-piirilla ja NOR-
NOR-piirilla funktion kmf:n perusteella.

Todistetaan ylla esitetty vaite NAND:n tapauksessa. Olkgoesitetty AND-OR-piirilla eli

AND- ja OR-funktioilla:

f(l'l,l'g, RN ,acn) = OR[AND(OQ,O&Q, ce ,Oén),AND(ﬂl,ﬁQ, Ce ,ﬁn), RN
AND(VIKVQ, s 77n)]7

missaa;:t, 5;:t ja ;:t ovat literaaleja. Korvataan AND- ja OR-funktiot (siis portit) NAND-
funktioilla. Saadaan

NAND[NAND(ay1, s, ..., cn), NAND(B1, Bos - s Bo)s -
NAND (71,792, -y Yn)]
= (a1, 0,..., ) (81,02, B0) - (15,7255 Y0)'T
= (a,q9,...,0,)" V(81,02 ., B)"' V.oV, Yo, wm) = f

Esimerkki 7.11.2. Konstruoidaan AND-, OR- ja NOT-porteispaolisummaireli piiri, jolla
on kaksi sisddnmenoaja y sekéa kaksi ulostuloa, nimittain (1-bittisten) binaarilukujera y
summan oikeanpuoleinen bittja sen vasen bit eli muistinumero (carry). Puolisummaimen
totuustaulua on

x ylc s
0 0[O0 O
0 1]0 1
1 0]0 1
1 1|1 0

josta nahdaan, ettd = x + y (eli XOR) jac = xy (eli AND). Koskar + y = zy’ V 2'y, on
puolisummainen piiri seuraavanlainen:

T
R

yLD C
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Tata voidaan yksinkertaistaa huomaamalla, etté& y = (x Vv y)(zy)’, jolloin s:lle tarvitaan
vain nelja porttia jac voidaan ottaa valista:

b

Esimerkki 7.11.3. Kokosummain on piiri, jolla on kolme sy6ttdmuuttujaay ja z ja kaksi
tulosmuuttujaa:s = = + y + z eli bin&&rilukujenz, y ja z summan oikeanpuoleinen bitti
ja ¢ on taméan yhteenlaskun muistinumero (ideana on se,zettd muistinumero edellisesta
yhteenlaskusta). Totuustaulu on

C

xr Yy z|c s
0 0 0[O0 O
0 0 1(0 1
01 00 1
01 1/1 0
10 0[O0 1
1 0 1]1 0
1 1.0]1 0
11 11 1

Koskas = (x + y) + z, voidaan kayttéda kahta puolisummaimesdsaa” (eli XOR-piirid)

perakkain:
v Bk
y—]

TR

Tahan pitaisi liittda muistinumeropiiri. Sille saadaan totuustaulusta

c = dyzVayzVayd Vaoyz=2yzVayzVay
= 2yzVz@yzVy) =2yzVa(zVy)
= 2yzVaezVay=(2d'yvVr)zVaey=xzVyzVay

85



Edella rakennetusta piirista [6ytyisi valmiina jo, ja = \ y, joten muokataan:ta viela
c=xyVazVyz=zyVz(xVy).

Lopputuloksena saadaan kokosummainpiiri

X —4 xVy x+y
y JR—

i
o o

Merkitaan puolisummainpiiria (half-odder) laatikolla HA ja kokosummaipiiria (full-odder) laa-
tikolla FA.

x— —S X —S
y HA L o 7 FA L 6

Rakennetaan naista piiri, joka laskee yhtaehittisia lukujaz,zixg ja y.y1yo antaen tuloksena
luvun 23292120-

Y HA > <
Yo Q S >
x, FA C '
» — S 5
X, FA C ~
s ’

Vastaavalla konstruktiolla voidaan periaatteessa toteuttaa yhteenlasku miten suurille bin&éarilu-
vuille tahansa. Kaytannossa voi esiintyd ongelmia ajoituksessan(jaljessé&:sta).
Suunniteltaessa kombinatorista piirid on mahdollista, ettei kaikkia muuttujien arvojen yhdis-
telmia voi esiintyd syottona tai piiriltd ei muuten edellytetéa mitaan tulosta joillakin bittikombi-
naatioilla. Tallaisia kombinaatioita sanota@dmn’t care -ehdoiksiKoska piiri kuitenkin toteut-

taa jonkin Boolen funktion, joka muodostaa tuloksen kaiKiltesy6ttokombinaatioille, taytyy

don't care -tilanteillekin maéaritella tulokset. Ne voidaan kuitenkin valita taysin vapaasti — vaik-
ka siten, etta funktion toteutus piirina on edullisin mahdollinen.
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Esimerkki 7.11.4. Piirille sy6tetdan bindarikoodattu desimaalilukuy zw (eli 4 bittia). Piirin
pitaa tulostaal, jos luku on0, 2, 3,4, 7 tai 8, ja 0, jos se orl, 5, 6 tai 9. Totuustaulussa oligi6
rivia, joten sédéstetaan tilaa ja kirjoitetaan toisenlainen taulukko:

zw/xy {00 01 10 11
00 01 41 %1 d
01 o °0 % d
10 21 %0 d d
11 311 d d

Ruutujen ylanurkkaan on merkitty, mink& luvun BCD-koodista on kyse. Esim. vaakdrjan
pystyrivin10 risteyskohdassa ruutu vastaa bittikombinaatiotew = 1001(= 9,¢). Arvot0 ja
1 on merkitty vaadittuihin paikkoihin jd-kirjaimet osoittavat don’t care -ehtoja. Arvantai 1
valinta niiden kohdalle kannattaa tehda vasta piirin minimoinnin yhteydessa.
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8 GRAAFITEORIAA

8.1 \Verkkorakenteiden perusominaisuuksia

Maaritelméa 8.1.1. Graafieli verkkoG = (V, E)) koostuu &arellisista joukoistd ja E, joista
V" onkéarkieneli solmujen ja E sivujeneli sdrmiereli haarojerjoukko siten, etta patee:

(1) Jose € E, niin on olemassa patfia,b) € V x V siten, ettéu € ejab € e.

(2) Jose € Eja (a,b) on (1):ssa tarkoitettu pari, ja lisék§i,y) € V x V,x € e,y € e,
niinon{z,y} = {a, b}.

Maaritelma 8.1.2. GraafinG = (V, E) sivue € E on suunnistettyjos maaritelméarg.1.1
ehdossa (2) on oltava jarjestetyille pareille, y) = (a,b), ja suunnistamatgrjos molemmat
parit (a,b) ja (b, a) liittyvat e:hen ehdon (1) tarkoittamalla tavalla. Graafi on suunnistettu
tai vastaavasti suunnistamaton, jos vastaava ominaisuus on sen kaikilla sivuilla.

Maaritelma 8.1.3. GraafiG = (V, E) onlineaarinenjos kullakin(a,b) € V' x V on korkein-
taan yksie € E eikdG:ssé ole nssilmukoita eli tyyppié(a, a) olevia sivuja.G on multigraafi
jos se ei ole lineaarinen.

Maaritelma 8.1.4. Jos(a,b) € V x V one € E:n maaritelman8.1.1 mukaan maaraama
karkipari, merkitdane = (a, b). Multigraafin tapauksessa indeksoidaan tama tarvittaessa sa-
maan karkipariin liittyvien sivujen erottamiseksi. Mahdollista suunnistusta voidaan korostaa

merkinnallde = (a,b). Suunnistetulle sivulle = (a,b) on a sivunalku- tai lahtokéarkija b
sivunloppu-tai tulokarki.

Huom. Graafeja voidaan esittéda kuvioina:

BN DAV =

Suunnistamaton graafi maarittelee aina eraan suunnistetun graafin, kun sivut korvataan vastak-
kaisiin suuntiin osoittavien sivujen muodostamilla sivupareilla:

1A

Maaritelméa 8.1.5. GraafinG = (V, E') kérjena € V asteon sivujen(a,b) € E tai (b,a) € E
lukumé&ara. Suunnistetun graafin karjertuloasteon sivujen(ﬂ) ja Iahtéastesivujen(cﬁ))
lukuméara. Silmukkéa, a) lasketaan mukaam:n seka tulo- etta lahtoasteeseen, ja suunnista-
maton(a, a) lisdén astetta:lla.

Maaritelma 8.1.6. G, = (V4, Ey) on graafinG = (V, E) aligraafi josV; C VijaE; C E.
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Maaritelma 8.1.7. Lineaarinen graafik, on n:n pisteentaydellinen graafijos siind onn
karkea ja jokaineria, b) on sivu, kuru # b. Lineaarisen graafity = (V, ) komplementtion
G = (V, E), jolla on samat karjet kuiri::ll&a, mutta (a,b) € E < (a,b) € E, kuna # b.

k9 ke
o J-apx #N -

Maaritelméa 8.1.8. GraafinG = (V, F) kérjeta, b € V ovatvierekkaisetjos on olemassa sivu
(a,b) € Etai (b,a) € E. Karjetx,y € V ovatyhdistetyt jos on olemassa nfie xz:sté y:hyn.

Esim.

Tama on jono sivujdag, a1), (a1, as2), ..., (ax—1, ax), joiden on oltava suunnistettuja, ja@s
on suunnistettu graafi, jag = x,a;, = y. G onyhtenédinen graafijos kaikkiz,y € G ovat
yhdistettyja. Polkuao, a1), (a1, az), ..., (ax_1,ax), jolle ay = ag, onkierros Suunnistamaton

yhtendinen lineaarinen graafi, jossa ei ole kierrosta,panu Suunnistamaton lineaarinen ei-
yhtenainen kierrokseton graafi onetsa

Suunnistetun graafikarkikantaon minimaalinen karkijoukk®, josta lahtevilla suunnistuksen
suunnistuksen suuntaisilla poluilla voi saavuttaa kaikki kagjet V' — V.

Esim.

Metsd
Kierros Karkikanta

Maéritelmé& 8.1.9. GraafitG; = (V4, E1), Gy = (Va, Ey) ovatisomorfiset G; ~ G5, jos on
olemassa kaantaen yksikasitteinen kuvéus G; — Ga, jolle f(V}) = Vi, f(E1) = Es ja

(a,b) € By = f((a,0)) = (f(a), (b)) € E,.

Lause 8.1.10.Jos graafitG; ~ G, niin néiden vastakarkien, f(a) asteet ovat samat. Jos
H, C G; onGq:n aligraafi ja isomorfiassaf : G; — Gy on f(Hy) = Hy C Gy, niin on
Hl ~ HQ.
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Lause 8.1.11.GraafitG; ~ G, jos ja vain jos niiden komplementeille patee ~ G..
Todistus. Nama seuraavat valittomasti esitetyista maaritelmimta.

Lause 8.1.12.JosG = (V,FE) ja |V| = n, |E| = m, ja karkien asteet ovadl(a;),i =

1,2,...,n,niin > d(a; = 2m.
i=1

Todistus. Y | d(a; = niiden tapausten lukuméaéra, joissa jokin sivu osuu johonkin kérkeen. Toi-
=1

saalta kukin sivu osuu kahteen karkeen (silmukédlau) € E osuma kahdesti samaan kér-

keen), joten sivu-kérki -osumia on yhteer2sa. Nyt seuraa hetim

Lause 8.1.13.Graafin paritonta astetta olevien karkien lukumaara on parillinen.

Maaritelma 8.1.14. GraafinG = (V, E) riippumaton joukkoonV; C V, jolle a,b € V; =
(a,b) ¢ E.G:ndominoiva joukkoon D C V, jollexz € V = 3d € D : (d,z) € E. Aligraafi
G, C G onklikki, jos G; on taydellinen, eika ole olemassa taydellista aligradiia # G,
jO"e G1 C G2 C G.

Maaritelméa 8.1.15. OlkoonG = (V, F) lineaarinen suunnistettu graafi, ja sen karjet ja sivut

luetteloitu jarjestyksiine,, xa, ..., x, jaer, e, . .., e,. G:N NAapurimatriisonn x m- matriisi
C = ¢, Jolle ¢;; = 1, jos (z;, x;) € E jac;; = 0 muutenG:n insidenssimatriison n x m-
matriisi B = (b;;), ja b;; = —1, jose,, alkaa= 1, jos loppuuz;:sté, ja= 0, muuten.

Huom. SekaC' etta B sisaltavat yleensa paljahia alkioina. Tilaa saastavampia esitystapoja
graafille olisivat:

(1) Muodostetaan nsiaapuriluettelo Muistipaikoille 1,2, ..., n, ... merkitdan jonoon luet-
telo karjista, joihin kulloinkin vuorossa olevasta karjesta lahtee sivu. Apuna on oltava ns.
indeksilista johon on merkitty kdrjen numerokohdalle sen muistipaikan osoite, josta
x;:n tiedot alkavat. Elleir;:sta lahde sivua, merkitdan tah@tai muu olematon osoite.

(2) Luetteloidaan sivutn x 2-matriisin k:s vaakarivi koostuu sivum;, = (7;, z;

numeroistgi, j).

) karkien

(3) Ketjutettu lista:Nytkin kérjenz; tietojenalkuosoiteonindeksilistallakohdassa. Alkuo-
soitteen osoittamalla paikalteetolistallaon ensimmainen tieto;:n naapureista. Taman
rinnalla onosoitinlistg josta luetaarseuraavane;-tiedon osoite jne., kunnes tiedot lop-
puvat ja osoitinlistalla o0 (tms.). Jos on tarpeen siirtya listalla molempiin suuntiin, olisi
yllapidettava myos toista osoitinlistaa edellisia osoitteita varten. Naiden rinnalla voi pi-
taa erillistdvapaiden osoitteiden listaga sen viimeista alkiota osoittavaa osoitinta. Jos
nyt sivu(z, 7) poistettaisiin graafista, poistetagm osoitez:n tiedoista, ja korjataan seu-
raavaa osoitteen listallgn seuraava osoite, seka taalla edelliseksi osoitteeksisoite.
Samallay:n osoite voidaan merkitd vapaiden osoitteiden listan viimeiseksi, ja kasvat-
taa vapaan osoitteen osoitintdla. Jos graafiin lisataan siviic, 2), sijoitetaan arvor
vapaiden osoitteiden listan viimeiseen osoitteeseen, vahenret@#&vapaan osoitteen
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osoitinta, ja muutetaam:n listan osoittimia siten, ett&:n osoite tulee mukaan. Suun-
nistamattomat sivut vastaavat tassa kahta s@a_wé) ja (b,_(;). Jos jokin karki poistetaan
kokonaan, asetetaan taman kohdalle indeksilistgbepoistetaan kaikki siihen liittyneet
sivut. Vastaavasti voi lisata karkid. Suunnistamattomassa graafissa ovat nailla listoilla ai-
na molemmat sivu(cﬁ)) ja (b,_c)l), ja jos suunnistettua graafia tulisi varautua lukemaan
my0s "vastavirtaan”, olisi joko yllapidettava toista tietolistaa tata varten tai sisallytettava
nytkin listoihin molemmat parit ja merkittdva erikseen sivun suunta.

(4) Naita esityksia voisi soveltaa myos multigraafeille, jos esim. sivughd y:hyn olisi k
kpl, voisiy olla k£ kertaaz:n naapuriluettelossa jne.

(5) Pienehkdja graafeja voi esittad havainnollisesti kuvioina: karjet merkitdan pisteina tasoon
(tms.) ja sivut naita yhdistavina kaarina.

8.2 Eulerin ja Hamiltonin kierrokset

Esim. (Konigsbergin siltaprobleema) Konigsbergissa Ita-Preussissa 1800-luvulla oli kaytetta-
vissa kuvion mukaiset sillat Pregel-joen saarien ja rantojen vélilla. Kysymys: Onko mahdollista
tehda kavelyretki siten, etté jokaisen sillan kautta kuljettaisiin tasan yhden kerran?

Todetaan: Tilannetta voi kuvata multigraafilla jossa4okéarked, joiden asteet ovdfa) =
d(c) = d(d) = 3,d(b) = 5. (Karjet maa-alueita, sivut siltoja)

Méaritelma 8.2.1. GraafinG = (V, E)) Eulerin reittion reitti (ao, a1)1, (a1, a2)1, - - -, (@n-1, an) .|}
missa jokainen siv(u, b); € E on mukana, ja jokainen karki on mukana véahintaan kerran. Eu-
lerin polku onEulerin kierrosjos lisédksi o, = a.

Lause 8.2.2.Suunnistamattomalla graafillér on Eulerin kierros, jos ja vain jog: on yhte-
nainen ja sen kaikkien karkien asteet ovat parillisialla on Eulerin reitti, joka ei ole Eulerin
kierros, jos ja vain jog7 on yhtenainen ja silla on tasan kaksi kéarkea, joiden aste on pariton.

Todistus. (1) Eulerin kierros kulkee kaikkien karkien kautta, mista sedraayhtenaisyys. Jos

b on kierroksen sisélla oleva karki, lisdantyyp) 2:lla, kun kierros kulkeé):n kautta, myds
silmukan (b, b) tapauksessa (vrt. maaritelrBal.5. Alkukarjessé: ovat myos kierroksen en-
simmainen ja viimeinen sivu erillisig, joten niistakin tulee lis&yasteeseer(a). Siis asteet
ovat parillisia, jog=:ssd on Eulerin kierros.

(2) Olkoon G yhtendinen ja kaikki karjet parillista astetta. Muodostetaan polkuja lahtien eri
karjistd. Karjestéa lahteva polku ei pysahdy karkeén# a, koskad(b) on parillinen: on ole-
massa sivu myoés:sta |ahtda varten, jos polku on sinne tullut. Jo kaytetyt sivut jatetdan aina
pois, ja jatketaan polkujen muodostusta, kunnes kaikki sivut on kaytetty. Nain syntyy jouk-
ko kierroksiaGG:hen. Jos néita on enemman kuin yksi, on niiden kuitenkin kohdattava toisiaan
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joissakin karjissa, kosk& on yhtenainen. Kaksi kierrosta,, C; voidaan nyt yhdistaa sijoit-
tamallaC, yhteisesta kéarjestéaalkaen ja siihen loppuefi;:n véliin. Nain jatkaen paadytaan
Eulerin kierrokseerdr:ssa.

(3) Yhdistamalla lisasivulle Eulerin polun alku- ja loppukarjet tai kaksi parittoman asteen kar-
ked, saadaan loput vaitteet palautetuiksi edellisaen.

Esim. (jatk.) Kbnigsbergin siltagraafissa drkarked, joiden aste on pariton, joten silla ei ole
Eulerin kierrosta eiké edes Eulerin polkua. Vaaditun kaltainen kavelyretki on siis mahdoton.

Maaritelméa 8.2.3. GraafinG = (V, E') Hamiltonin polkuon G:n polku, jolla jokainem: € V'
esiintyy tasan yhden kerran. Hamiltonin polkuldamiltonin kierros jos G:ssa liséksi on sivu
Hamiltonin polun loppupisteesta sen alkupisteeseen.

Huom. Hamiltonin kierrostal’ muodostettaessa patee:

(1) On oltavad(a) > 2 kaikille a € V. Josd(a) = 2, on molempieru:n kautta kulkevien
sivujen oltavaC'lla

(2) C:lla ei voi olla osand::n aitoa osakierrosta, eli kierrosta, jolta puuttuu jokia V.

(3) C kayttaa tasan kahta karjenc V' kautta kulkevaa sivua’:td muodostettaessa voi siis
x:n ohittamisen jalkeen rajoittaa aligraafin, josta on poistettu muut sivut, jotka.

Lause 8.2.4.0lkoonG = (V, E), |V| = n, suunnistamaton j&:ssa ei ole silmukoita:ssé
on Hamiltonin polku, josl(x) + d(y) > n — 1 kaikille z,y € V,z # v.

8.3 Tasograafeista

Esimerkki 8.3.1. Taydellinen suunnistamaton gradfi,

o[

voidaan piirtaa tasoon lahtemalla kolmioste;

ja lisdamalla siihen 4. karki ja siihen liittyvat sivut. Taman voi tehda niin, etta ei synny toisiaan
leikkaavia sivuja piirrettavaan kuvioon:

i LN
Jos edelleen graafk;
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K

yritettaisiin piirtda niin, etté leikkauksia ei olisi (paitsi tietenkin karjissa), olisi siis kuvioon

A\

lisattava yksi karki ja siité lahtevat 4 sivua. Jos lisdys tapahtuu kuvion ulkopuolella, voi sisalla
olevan karjen tavoittaa vain leikkaamalla vanhaa sivua:

Jos taas lisays suoritetaan jonkin pikkukolmion sisaan on 4. vanhan karjen saavuttamisesksi
leikattava ko. pikkukolmion sivua:

Edelleen: Jotta eri kdrkien asteet tulisivat kuviosta oikein esille, ei uutta kérkeé voi sijoittaa
vanhalle sivulle tai uutta sivua piirtdd vanhan karjen kautta. Siis: Gradfiaei voi piirtda
tasoon ilman, etté jotkin sivut leikkaavat muualla kuin karjessa.

Esimerkki 8.3.2. Pyritdan yhdistamaan 3 pistetid b, ¢ parittain toisiin 3 pisteeseed, e, f
siten, etta tasokuviossa ei olisi leikkaavia yhdistyskaaria. Aluksi yhdistetpgteisiind, e, f:

Sitten yhdistetaan:




(Muut mahdolliset kuviot olisivat tAman kanssa topologisesti ekvivalentteja: tarvittaessa suo-
ritetaan kuvaus, jolla se alue, jolla on, viedadéan sivujen rajoittaman alueen ulkopuoliseksi
alueeksi)

Pistettac ei nyt voi yhdistaa kaikkiin pisteisiih e, f leikkaamatta jotakin sivua (tai kulkematta
jonkin ylimaaraisen karjen kautta):

Saatua graafiaf; s

K,

=

ei siis myoskaan voi piirtdd tasoon ilman em. tavalla leikkaavia sivuja.

Maaritelméa 8.3.3. Graafi G = (V, E') on tasoittuva graafijos silla on olemassasoesitys
jossa karjet vastaavat eraita tason pisteitd, ja sivut karkia tasossa yhdistavia kaaria,joilla ei
ole muita yhteisia pisteita kuin sivujen yhteisia karkia vastaavat pisteet paatepisteinaan.

Maaritelméa 8.3.4. GraafitG; = (V4, E1) ja G = (Va, E,) esittavat sama&onfiguraatiota

jos graafit, jotka saadaan naista linearisoimalla, ja jattamalla pois suunnistukset ja astetta 2
olevat Kkarjet, jolloin poistettaessa poluli@, b), (b, c) karki b, on tarvittaessa lisattava sivu

(a, c), ovat isomorfiset.

Lause 8.3.5.GraafiG = (V, F) on tasoittuva graafi, jos ja vain jos se ei sisalla aligraafinaan
konfiguraatiotak’; tai Ks 3.

Todistus. Jos K; tai K33 on G:ssa, eiG esimerkkiern8.3.1ja 8.3.2 mukaan ole tasograafi.
Todistus kaanteiseen suuntaan sivuutetaan.

Huom. Kj;:tta sanotaatéhtigraafiksj ja K5 3:alaitosgraafiksi

"Yhdistettava sahko-, kaasu- ja vesilaitokset kolmeen taloon niin, ettéd ko. johdot eivat mene
ristikkain”, siis:




Lause 8.3.6.0lkoonG = (V, E') on yhtendinen tasoittuva graafi/’| = v, |E| = e, niin sen
jokaisessa tasoesityksessa on tasoalueiden lukuméara — v + 2.

Todistus. (1) Jose = |E| = 0, on yhtenaisyyden vuoksi oltava= |V | = 1, ja tasoalueita on
yksi: koko taso, josta on poistettu ainoata karked esittava piste. Naille patde— 1 + 2.

(2) Induktio-oletusr = e — v + 2, jose < n. Olkoon sittere = n. Erotetaan tapaukset:

(a) G:ssa on astetta 1 oleva kéarkitata esittda jonkin osa-alueen sisaéan paattyva kaai.
Josy ja sivu (x,y) jatetdén pois, on uudessa graafié8a |E'| = n — 1ja|V'| = v — 1,
eika sivun(z,y) poisto muuta alueiden lukumaaréaNyt on siis:r = |E'| — |[V/| + 2 =
m—1)—(v—-1)4+2=e—v+2.

(b) G:n kaikkien karkien aste- 2. Olkoon(x, y) eras sivu, joka on osa-alueidd, A, rajalla,
ja Ay &aretdn osa-alue. Jos# y, sivun(zx, y) poisto ei poista karkié, y, ja josz = y, on tama
joko graafin ainoa karki, joka jatetaan jaljelle, tai viela yhdistetty muuhun graafiin yhtenaisyy-
den perusteella. Kaikissa ndissa tapauksissa aliget; yhdistyvat, ja uudelle graafillé’ on
|E'| =n—1,|V'|=|V]|=vjar =r—1.Siisir’ = |E'|—|V'|+2,jotenr —1 =n—1—v+2
eir=c—v+2. m

Lause 8.3.7.0lkoonG = (V, E) yhtendinen lineaarinen tasoittuva graafi;| = v, |E| = e,
e > 1 jar = alueiden lukumaara tasoesityksessa. Talloirsor< 2e ja e < 3v — 6.

Todistus. Pareja (alue, reunasivu) ol 2e, koska kukin sivu on kahden osa-alueen reunan
osana (&areton alue mukaanlukien), tai jotkin sivut paattyvat astetta 1 olevaan karkeen, jaaden
pois em. parien luettelosta. Toisaalta kullakin alueella on vahintdan 3 reunasivuakoska
lineaarinen. Siis em. pareja on3r kpl, joten3r < 2e. Nyt on edelleen lauseéh3.6mukaan:
02@—6—1—7’—2Sv—e—i—%e—Q:v—%e—2,j0tene§3v—6. [ ]

Esim. Tahtigraafillek; onv = 5,e = () = 10, joten3v —6 = 9 < 10 = e = K; eiole
tasograafi. Toisaalta laitosgraafilig ; onv = 6,e = 9, joten3v—6 = 12 > 9 = e, vaikka K 5

ei olekaan tasograafi. Todetadty ;:ssa ei ole kolmioita, vaan mahdollisten alueiden reunoilla
olisi vahintaan 4 sivua. JoK; 5 olisi tasograafi, olisi siidr < 2e = 18, mutta toisaalta olisi
dr=4(e—v+2)=4-(9—-6+2) = 20.

Maaritelmé& 8.3.8. Olkoot Ay, .. ., A, osa-alueet tasograafiy = (V, £') tasoesityksess&:n
erasduaaligraafiG® muodostuu karjisté; € A;,j = 1,...,r ja sivuistas,, k = 1,...,e€,
siten, ettas;, yhdistaa ne tai sem;, z;, jotka ovat sivure;, € E eripuolisissa alueissa.

Huom. MyG6s G on eras tasograafi.
8.4 Graafien varityksista

Esim. Véritettava oheinen kartta siten, etta naapurimaat ovat erivarisia:

lImeisesti kolme varia riittad, ja on myads tarpeen. Jos tason daretorn gloégi viden "maa”,
tarvittaisiin viel& 4. vari tata varten. Kartan duaaligraafi olisi nyt
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Kartan varittaminen olisi nyt ekvivalenttia duaalin varitykselle seuraavasti:

Maaritelméa 8.4.1. GraafinG = (V, E) varityson kuvausp : V' — C, missaC' on aarellinen,
ns. varien, joukko, ja jolle patee: jas # b, ja on olemassa siviu, b) € F tai (b,a) € E,
niin p(a) # ¢(b). Jos on olemassé&’n varitys, kun|C| = k, on G k-varitettavissaG:n
kromaattinen lukuy(G) on pienink, jolla G' on k-varitettavissa.GG on varikriittinen, jos G:n
kromaattinen luku alenee, kur:sta poistetaan jokin karki silhen kuuluvine sivuineen.

Lause 8.4.2.JosG:n suurin Klikki onk-karkinen, niiny(G) > k.

Lause 8.4.3.JosG on lineaarinen, ei tdydellinen, ja karkien maksimiagte 3, niin v(G) <
d.

Lause 8.4.4.0lkoonk € N. On olemassa graafi = (V, F), jolle v(G) = k, vaikkaG:ssa ei
ole aligraafina kolmiotafs.

Lause 8.4.5.0lkoonG = (V, E):ss&F # (). v(G) = 2, jos ja vain josG:ssé ei ole yhtdan
parittoman monta sivua sisaltavaa kierrosta.

Maaritelma 8.4.6. Yhtendinen graatfis, jolle v(G) = 2 onkaksijakoinen
Esim. Laitosgraafik’; 3 on 2-jakoinen. Tahtigraafilld(s; on ilmeisestiy (k) = 5.
Lause 8.4.7.Tasograafille ony(G) < 4.

Huom. Tama on nsnelivariprobleemajoka on todistettu muodostamalla 4-varitykset jouk-
koon konfiguraatioita, joka puolestaan on osoitettu kattavaksi, eli etta kaikki tasograafien va-
ritystehtavat palautuvat naihin. Tarpeellisten alatapausten maara oli lahes 2000. Tyd on tehty
tietokoneella v. 1976.

Lause 8.4.8.Tasograafille ony(G) < 5.

Todistus. (1) Jos olisid(a) > 6 kaikilla a € V, niin 2e = ) d(a;) > 6v. Toisaalta on
k

e < 3v — 6, joten on olemassa karki, jollga) < 5.

(2) Josv = 1, on~v(G) = 1 < 5. Induktio-oletus: Jos’ = |V'| < n —1,n > 2, 0n
G' = (V', E') 5-véritettavissa. Olkootr = (V, E), ja|V| = n,n > 2, ja olkoonz € V:lle
d(xz) <5.NytonG’ = G — {z} induktio-oletuksen mukaan 5-varitettavissa. dps) < 4, on
eras 5:sta varista kaytettavissa heti variksi, samoin jog(z) = 5 ja joillakin z:n naapureista
on sama vari, jaa eras vari vapaaksi. Olkootsirsnaapurit, b, ¢, d, e ja niilla varit 1, 2, 3, 4, 5:

b,2 C33 d,4

a, 1%6,5

X
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Tarkastellaan aluksi kaikkia:sta l&htevia polkuja, joilla on vain varejaja 3 (vuorotellen!).
Jos néaista mikaan ei johdahen, voi varitl ja 3 vaihtaa nailla poluilla, jolloiru:n variksi tulee

3 ja 1 vapautuur:lle. Jos taas jokin — 3-polku johtaaa:stac:hen, tAméa yhdessa sivujén )

ja (z,a) kanssa muodostaa kierroksen. Kogkan tasograafi, jonka tasoesityksessa kéarjet ovat
kuvatussa jarjestyksessa, ei ole vasta&vad-polkuab:stad:hen. Nyt voib:std alkavilla2 — 4-
poluilla vaihtaa varit, jolloirb:n variksi tulees, ja x:lle jaa vari numere.

Siis:v(G) < 5, kunG = (V, E) on tasograafim

Maaritelméa 8.4.9. OlkoonG = (V, E) suunnistamaton lineaarinen graafi:n kromaattinen
polynomi P (\) on polynomi, jolleP; (k) on G:n eri k-varitysten lukumaara.

Esim.(1) |V|=n,E =0 = Ps(\) = \"
2QG=K,= Ps(A)=XA—=1)-...- (A=n—+1), tulosdadnnolla
(3) OlkoonG yksinkertainem-karkinen polku, ei kierross> Pg(\) = A(\ — 1)1

4G =CiU...UCy, missa(i # j,a; € C;,b; € C; = (a;,b;) € E) = Pa(N) =
Po,(A) - ...« Po ().

Lause 8.4.10.0lkoonG = (V, E') suunnistamaton, lineaarinen ja yhtendinen graafi. Merki-
taan sivullee € £ : G, = aligraafi, jossa sivie = (A, b) on poistettu’:sta, mutta ei karkia
a, b, ja G, muodostettu-.:sta samaistamalla karjet, b ja linearisoimalla. Talldin on

Pe.(A) = Pa(A) + P, (M)

Todistus. G.:n varityksissa ne, joilleo(a) # ¢(b), ovat myodsG:n varityksia, ja josp(a) =

©(b), ei saada&z:n, vaanG’:n aidot varitykset.m

Huom. Tata voi kayttda "hajoittamalla” graafi osiin, joiden polynomit voidaan muodostaa, tai
my0s lisdamalla sivuja, kunnes saadaan taydellinen gi@afi:uusi sivue = (a,b), ja Gl :
kérjeta, b samoiksi= Pu()\) = Pyt (A) + P+ (N).

Lause 8.4.11.0lkoon G suunnistamaton graafi, jolla on aligraaft¥,, G, siten, ettaG =

GLU Gy ja Gy NGy = K,. Tallbin onPg()) = 55l

Todistus. KoskaG; NGy = K, on K,,:n aligraafinai;:ssé ja5:ssd, jolloiny(G1), v(Gs) <

n. K,:laonA(A—1)-...- (A —n+ 1) varitysta. Kutakin naista vastq.?‘;\_lfcj(a)_nﬂ) tapaa

varittaaG,:n loput karjet; = 1,2. Naista seuraa vaite tulosaannélla (K.1.4)#?

Maéritelmé& 8.4.12. Graafin G = (V, E) sivuvarityson kuvausp, joka kuvaaF:n varijouk-
koon siten, etté(e;) # ¢(e2), joSe; # es ja niilla on yhteinen karki.

Huom. Seuraava palauttaa taman karkivaritykseen:

Maéaritelméa 8.4.13. Graafin G = (V, E) viivagraafi L(G) on suunnistamaton graafi, jonka
karkina ovat sivut € E ja L(G):ssé oney, e; € E:n valilla sivu, jos ja vain jos:;:lla ja es:lla
on G:ssa yhteinen karki.

Lause 8.4.14.Josd on G:n karkien maksimiaste, tarvitaa#:n sivuvaritykseen vahintaan joko
dtai d + 1 varia.
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8.5 Puista

Maaritelma 8.5.1. Aligraafi " C G on G:n virittdjapuy 7' on puu, ja kaikkiG:n karjet ovat
karkinaT:ssa.

Lause 8.5.2.Suunnistamattoman puuh = (V, E') kéarkiena,b € V vélilla on 1-kasitteinen
polku. Suunnistamaton gradfi on yhtenainen, jos ja vain jos sill& on olemassa virittdjapuu.

Lause 8.5.3.PuulleT = (V, F) patee:|V| = |E| + 1 jajos|V| > 2, onT:ss& ainakin kaksi
karked, joiden aste on.

Todistus. |V| = |E| + 1 voidaan todistaa induktiolla. JO¥| = n > 2, on siiS|E| = n — 1,
ja edelleer2(n — 1) = 2|FE| = ) d(a). Jos nytd(a) > 2, olisi ) d(a) > 2|V| = 2n.

acV acV
Tama on ristiriita, jonka poistaminen vaaliastettal olevaa karjen olemassaoloa, kun toisaalta

eristettyja karkia ei olem
Huom. JosG on epéayhtendinenvoisi puhua vastaavasti seimittajametsasta

Maéritelmé& 8.5.4. Suunnistettu graafir = (V, £') onsuunnistettu puyos siita tulee puu, kun
suunnistus poistetaan ja se linearisoidaan. Suunnistettu puuwnutetty jos on olemassa
tasan yksi karkir € V, ns.juuri, jonka tuloasted™ (r) = 0, ja kaikille muille karjille on
d*(z) = 1. Kérjet, joiden lahtdastéd (x) = 0, ovat puurlehtid muut kérjetsisakarkia

Jos kaikkien sisakéarkien lahtbaste @én(z) = m, onG m-puu Kéarjenx € G tasoon polulla
r:sta x:4an olevien sivujen lukumaara, eli ko. polun pitudgn korkeush on sen kéarkien
maksimitaso(G on balansoity jos kaikki lehdet ovat tasoilld tai » — 1. Karjenx # r isa
ony, jolle (y,7 € E, ja talléin z ony:n poika Jos mydgy, 2 € E, ovatz ja z veljeksia
Karjet, joista on suunnistettu polkiaan ovatz:n (esivanhempiga karjet, joihin z:sté on
suunnistettu polku, ovat:n jalkelaisia G:n x-alipuu on aligraafi, jossa onr ja sen kaikki
jalkelaiset vastaavine sivuineen.

Huom. m-puuta, jollem = 2, sanotaan useibindaripuuksj ja puuta, jollem = 3, ternéari-
puuksijne.

Lause 8.5.5.0nkoonm-puussa = (V, E) |V | = n ja k lehtea sek& sisakarkea. Talloin on
n:m3+1,k:(m—1)s—|—1,s:%:"—.

—1
—1 m

Maaritelméa 8.5.6. Juurrutetun puun karkienniversaaliosoittegnuodostetaan seuraavasti:
(1) Juuren osoite= 0.

(2) Tasonl karjille merkitaan osoitteen, 2, .. .. Jos kuviossa juuri on ylinng, tehdaan tama
vasemmalta oikealle.

(3) Olkoonv € V sisakarki tasollan > 1, ja vy, ..., v, sen pojat. Jog:n osoitemerkki o,

merkitddnu,, . . ., v, (vasemmalta oikealle}i.1, . . ., a.k. Osoitteilleb, c onb < ¢ sanakirjajar-
jestyksessgoson ()b =aq « ... G, c=0a1 " ... 0y Ayt - - - -+ Ay, MISS&N < n, tai (2)

b=1pm Qp T1 e Y C= A1y Ay - T+ ... 2, JAT] < To.

Maaritelméa 8.5.7. Palautuva hak(backtracking, depth-first-search) juurrutetussa puussa kul-
kee juuresta lahtevia polkuja pitkin lehtiin asti palaten aina tasallelevan kéarjen: kautta
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niihin z:n alipuihin, joita ei viela ole kierretty. Kun kaikki:stéa lahtevat alipuut on kierret-
ty, palataanz:n isaan tasollen — 1 ja jatketaan tasta tAman muihin poikiihaajeneva haku
(breadth-first-search) lahtee puun juuresta, kulkee sitten kaikki thd@mjet, ja aina tasom
karkien jalkeen kaikki tason + 1 karjet.

Maéaritelmé& 8.5.8. Palautuvaan hakuun liittyen voidaan putih= (V, E) karjille antaa jar-
jestyksia seuraavin tavoin: Kun karjelleon kerran annettu numero, ei sita prosessin kuluessa
endad muuteta, ja saavuttaessa karkeejosta lahtee alipuut’y, 75, . . . , T, numeroidaan nai-

den kérjet

(a) esijarjestystioudatettaessa ensinja sitten7;:n, T3:n, ..., T):n karjet,
(b) jalkijarjestyksessd’:n, Ty:n, ..., T;:n karjet ja naiden jalkeen,

(c) vélijarjestyksessansinT;:n karjet, sittenz, ja sitten7s:n, ..., T,:n karjet.

Esim. Merkitaan laskulausekkeent % operandit bindaripuun lehdiksi ja laskutoimitusmer-

kit sisakarkiin:

Taman kiertovalijarjestyksesséastaa nyt laskujarjestysiét ((bxc) —d)/(e+ f). Sulkumerk-
kivapaaseen esitykseen (joka on tarpeen esim. generoitaessa konekielistd ohjelmaa, joka tieto-
koneessa todella laskisi ko. lausekkeen arvon!) paéastaan esipualalaista merkintatapaa
kayttaen

Laskutoimitustar © y merkitaan©zy:l14, jolloin yo. puunesijarjestysolisi: +a/ — *xbed +

ef. Tama lasketaan oikealta vasemmalle: Uudet operandit sijoitpiaamuistiinalimmaksi,
laskutoimitus operoi kahteen pinon alimpaan lukuun ja jattaa tuloksen naiden sijasta pinoon
alimmaksi (jotkin operaatiot voivat néin vaikuttaa vain yhteen operandiin, ésjjme.).

Algoritmi 8.5.9. OlkoonG = (V, E)) yhtendinen ja suunnistamato@n virittdjapuunT =

(V, E") muodostamiseksi valitaane V' juureksi, ja sivuiksi:sté alkavilla, joko palautuvaa tai
laajenevaa hakua soveltaen muodostetuilla poluilla olevat sivut, kun ohitetut k&rjet merkitaan,
eika polku saa tulla jo merkittyyn karkeen.

Maaritelma 8.5.10. OlkoonG = (V, E) yhtenainen ja suunnistamatan< V' onartikulointi-
pisteG:ssd, josG — {x} ei ole yhtendinen. Jo§:ssa ei ole artikulointipisteitd, ofr kahdesti
yhtendinenJosG:n artikulointipisteet ensin poistetaan ja sitten palautetaan erikseen jaljelle
jaaneisiin aligraafeihin, saadaa@':n kahdesti yhtenaiset komponentit

Algoritmi 8.5.11. OlkoonG = (V, E):n palautuvalla haulla muodostettu virittdjapud, ja
karjet T:n esijarjestyksessé;, o, . .., z,, ja i(y) = i, josy = x;. Suoritetaan kullekirn;,
j=mn,n—1,..., 3, tassa jarjestyksessa, seuraavat askeleet:

(1) back*(x;) = min{i(z) | z ja x; naapureitg
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(2) back(x;) = min{back*(x;), {back(y) | y onz;:n poika} }

(3) Josback(z;) = i(w), missaw on z;:n isd, onw artikulointipiste, jaz;-alipuun yhdessa
w:n kanssa virittdma aligraafi oi':n kahdesti yhtenéinen komponentti

(4) Poistetaan::sta x;-alipuu ja jatketaan prosessia jaljelle jaaneessa graafissa.

Huom. z;:n is&w on mukanaack(z;):té etsittdessa ja jos;:lla on paluusivutéaté aiempaan
karkeen, ei "katkaisua” tehda:ssa. Kohdassa (2) tutkitaan rekursiivisesti mahdolliset paluu-
reitit z;:n jalkelaisten kautta.

8.6 Optimointi- ja sovitustehtavia

Maaritelma 8.6.1. GraafiG = (V, E') on mitoitettu verkkq jos kaikillae € E on olemassa
reaalinene:n pituusk(e) > 0. Kérkiena, z € V vélisenpolun pituuson ko. polulle kuuluvien
sivujen pituuksien summa. J6on yhtenainen, oty:n virittdjapuu7’ minimaalinenjos7:ssa
olevien sivujen pituuksien sumrdamielivaltaisen virittajapuur?” sivujen pituuksien summa.

Algoritmi 8.6.2. (Kruskalin algoritmi)Aloittaen tyhjasta aligraafistd; = (), muodostetaan
aligraafit7y,Ts, ..., T,,n = |V, seuraavasti: Jo§;_;:n sivut ovatey, ..., e;_; € F, valitaan
T;:hin naiden liséksi sellainen sive; € E — {ey,...,e;—1}, ja thméan karjet, jollek(e;) =
eeE—{I?lin . 1}{k(e)}, ja joka ei muodosta kierrosta yhdessé. . ., e;_;:n kanssa.

Algoritmi 8.6.3. (Primin algoritmi)Aloittaen graafistal; = {v,}, jossa onl karki v, € V,
eika sivuja, muodostetaan pult, 75, . . ., T,,, lisA&dmallaT;_,:een karkiinvy, . .., v;_1 karkiv;
jasivue; = (vj,v;), jolle k(e;) minimoituu, kun liséys ei synnytéa kierrostajja= 1,2, ..., i—1.

Lause 8.6.4.JosG = (V, E) on yhtendinen suunnistamaton mitoitettu verkko, ovat Kruskalin
ja Primin algoritmeilla muodostetut':n virittdjapuut minimaalisia.

Algoritmi 8.6.5. (Minimipolkujen etsintdOlkoonG = (V, E) yhtendinen, suunnistamaton ja
mitoitettu verkko, jossa tarkastellaan erddstée V' alkavia polkuja. Annetaad-:n karjille
tunnukset seuraavasti:

(1) a:lle tunnus(—, 0),

(2) Sivuillee = (p, q), joille p:ll& on tunnus(r,d(p)), ja ¢:lla ei ole tunnusta, muodostetaan
lausekei(p) + k(e) = d(q). Sellaineny, jolle tam& minimoituu, saa tunnukset d(q)).

(3) Prosessia toistetaan, kunnes kaikilla karjilla on tunnukset, tai on saatu tunnus halutulle
loppupisteellez. Lyhin etdisyys::sta z:aan on z:n tunnukseny, d(z)) jalkiosad(z), ja mi-
nimipolku kulkee palautuvaan suuntaamsta tunnusten alkuosien osoittamien kéarkien kautta
a:han.

Huom. Minimipolkujen tai -puiden ei tarvitse olla yksikasitteisesti maarattyja.

Maaritelméa 8.6.6. OlkoonG = (V, E) suunnistettu mitoitettu lineaarinen taydellinen graafi.
Ns.kauppamatkustajaprobleemaatkaisuG:ssa onG:n pituudeltaan minimaalinen Hamilto-
nin kierros.
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Huom. 1 Kauppamatkustajan kiertdess&aupunkia voisivat sivujen pituudet vastata matka-
kuluja tms. Jog~ ei ole taydellinen, mutta siind on olemassa Hamiltonin kierros, voisi asettaa
k(e) = oo niille taydellisen graafin sivuille, joille ¢ E.

Huom 2 Taydellisellan-karkisella graafilla or{n — 1)! Hamiltonin kierrosta, joten kaikkien
mahdollisten Hamiltonin kierrosten tutkiminen ei ole kaytadnndssa kelvollinen tapa etsia rat-
kaisua kauppamatkustajaprobleemalle. Seuraavan esimerkin mukagstaudu - ja - arvioi
-menettely&oisi yrittdd, mutta on huomattava, etta tamakaan ei valttdmatta ole laskutydn kan-
nalta taloudellinen.

Esim. Olkoon kauppamatkustajan suoritettava kierros neljan kaupungin, x3, x4 kautta,

ja matkakustannus; — z; olkoonc;; = k(7;, z;). Olkoot em. kustannukset koottu oheiseen
matriisiin, jossac; = oo On 0soittamassa, ettd huomioidaan vain eri kaupunkien valiset matkat.

oo 3 9 7
3 oo 6 5
o 5 6 oo 6
9 7 4 o~

Nyt voi arvioida, etta matkan hinta on vahint&as 3 + 5 + 4 = 15, koska Hamiltonin kierros
sisdltéaa sivun joka vaakariviltd. Vahennetaan eri vaakariveiltd ko. minimiarvot, jolloin tdhan
ehka tulevat lisét voi esittaa uutena matriisina:

oo 0 6 4
0 c0o 3 2
¢= 0 1 oo 1
5 3 0 o©

Mukaan on tultava myds sivu joka pystyriviltd, joten hintaan tulee lisaa vahiotdan-0+1 =
1. Matkan hinta tulee siis olemaan ainakim+ 1 = 16, ja siihen ehka tulevia lisia esittaa:

oo 0 6 3
0 oo 3 1

¢ = 0 1 oo O
5 3 0 o0

Jos ratkaisu nyt ei kulkisi esim. siviim, 2) kautta ¢;2 = 0), esitetadn tata asettamatia = oo

oo oo 3 0
0 0o 3 1

¢ = 0 0 oo O ’
5 2 0 o

jonka jalkeen ensimmaiseltd vaaka- ja toiselta pystyrivilta saadaan arvio téllaisen reitin hinnal-
le: 16 + 3 + 1 = 20 vahintaan. Jos taas, on mukana, loppumatkalla ei enaa ole 1. vaaka-
eika 2. pystyrivin sivua, eiké,;:&. Loppumatkan kuluihin tulee nyt vahintaan 1. vaakarivilta
numero 2, siis hinta yhteensa vahintdént+ 1 = 17, ja tdhan mahdolliset lisat:

(0. CRENC CRENC Ol ¢
0,9)

00 2 0
¢= 0 oo oo O
5 oo 0 o
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Nyt voi jalleen haarautua esim,,:sta. Jos:», ei ole mukana, on hinta vahintaén + 2 = 19,
tutkimalla 2. vaakarivid. Jos,; on mukana, on asetettava myéis = oo ja c¢;; = oo (koska
osapolku toistaiseksi om; — x5 — x4, eikd Hamiltonin kierros voisi viela palata :een).
Nyt olisi jaljella endd matkan tdydennys kierroksekgin kautta:zy, — r3 — x5, ja koska
ci3 = 31 = 0, ei tama enaa lisaa hintaa. Siis: reitld — z, — x4 — 3 — z; Saavutetaan
hinta17, joka on minimihinta [&pikaydyn paattelyn mukaan.

Ratkaisun etsiminen eteni seuraavassa puussa:

kaikki | |ratk. | |ratk. ratk. ratk.
ratkaisut | Cylla) |C,lla| | Cylla) | Gilla

Alaraja 16 17 17 17 17

ilman ilman ilman
C,:ta C, ;a4 C,sa
20 19 ei ratk. umpikuja

Huom. Haarautumista varten olisi usein edullista valitalselementti, jonka poisjattdminen
maksimoisi alarajahinnan lisdyksen.

Maéritelmé& 8.6.7. OlkoonG = (V, E') mitoitettu suunnistettu verkko, jossa sivujen pituuksia
k(e), e € E, sanottakoon niidekapasiteeteiksiOlkoon/n(z) = {e € E |3y : e = (y,2)} ja
Out(r) = {e € E|Jy : e = (z,y)}. G:n sivuille madaritelty funktiop : £ — R onvirtaus
l&hteesta nieluunz, jos

(1) 0 < p(e) < k(e), kaikillae € E,
(2) e € In(a) taie € Out(z) = ¢(e) =0,
@) z#ajazez= 3 ¢ole)= > (o).

e€ln(z) e€Out(x)

Huom. Voisi tarkastella myds verkkoja, joissa olisi useita lahteita tai nieluja mutta nama voi-
daan palauttaa maaritelm&rb. 7tapaukseen lisddmalla graafiin "superlahd¢g "supernielu”

z seka sivutu:sta alkuperéisiin lahteisiin jacaan alkuperaisista nieluista. Naille on annettava
riittavat kapasiteetit alkuperéisten lahteiden ja nielujen kokonaiskapasiteettien tyydyttamiseksi.

Maaritelma 8.6.8. Olkoon P C V' virtausverkossd: = (V, E), ja?i: V — P. Sivujoukko
(P,P)={(7,9) |z € Pjay € P} C Eonkatkosjajosa € P,z € P, se ona-z -katkos

Maaritelméa 8.6.9. OlkoonG = (V, F) virtausverkko. Virtaukselle : E — R on
(1) sivue € E kyllastetty, josp(e) = k(e),

(2) g:narvolp| = > ¢(a, 1), kuna = lahde,
veV

(3) katkoksen P, P) kapasiteettk(P, P) = > k(z,7).

xEP,yE?

Lause 8.6.10.0lkoony G:n a-z -virtaus. Talldina:sta l&hteva virtaus ja:aan saapuva vir-
taus ovat yhta suuret.
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Todistus. Maaritelméar8.6.7kohdan (3) mukaan on joukolle C V, jollea ¢ Pjaz ¢ P:

2, 2 =2, 2 o)

zEP ecIn(z) zEP e€Out(x

Jos tssa on = (s,t), missés,t € P, ony(e) yhtdlon molemmilla puolilla, ja se voidaan
eliminoida, jolloin j&& jaljelle:

Z p(e) = Z o(e), kuna & P,z ¢ P.

ec(P,P) ec(P,P)

Jos nytG:ssa ei ole sivuda, 2), valitaanP = V — {a, z}, jolloin P = {a, z}. M&éritelman
8.6.7kohdan (2) mukaan kaikki virtauB:sta lahtee::sta ja kaikki virtausP:aan saapus:aan.
Nyt on siis virtausu:sta= Y. p(e) = > ¢(e) = virtausz:aan.

ec(P,P) ec(P,P)
JosG':ssa on sivifa, 2), lahteen:sta ja tulee::aan tata pitkin virtaus(a, 2) ja edellinen paattely
patee muille sivuille m

Lause 8.6.11(Maksimivirtaus-minimikatkos-teoreemdliytausverkorG = (V, E) a-z-virtauksellqjj
¢ ja a-z-katkoksellg P, P) on: |p| < k(P, P). Tassa ony| = k(P, P), jos ja vain jos kaikilla

e € (P,P)ongy(e) = 0jakaikillae € (P, P) ony(e) = k(e). Jos on|p| = k(P, P), niin ¢

on maksimaalinen virtaus ja( P, P) on minimaaliner:-z-katkoksen kapasiteetti.

—
Todistus. LisatddnG:hen karkia’ ¢ P, ja sivu (d/,a), jolle annetaan kapasiteetti, joka on
riittdvan suuri, ja virtaugp|. Nyt ¢ ona’-z-virtaus, jolle

el < Y wle)= > wle)< Y k(e)=k(P,P),

e€(P,P) e€(P,P) e€(P,P)
kuten lausett8.6.10todistettaessa. Muut vaitteet seuraavat nyt tasta.

Algoritmi 8.6.12. (Virtauksen kasvatusDlkoonG = (V, E) virtausverkko, jap eréas sen/'-z-
virtaus. Taman lisdamiseksi suoritetaan:

(1) Lahteellea annetaan tunnus—, co).

(2) a:sta aloittaen selataan karkia, jolloin selattavan karjetunnuksen jalkiosa on merkitty
All4, ja tutkitaanp:n kautta kulkevat sivut seuraavasti:
(@) Jose = (q,p), ja p(e) > 0, ja ¢lla ei viela ole tunnusta, asetetaanlle tunnus
(p~, Aq), misséAq = min(Ap, p(e))
(b) Jose = (p, q), ¢:lla ei tunnusta, jas(e) = k(e) —p(e) > 0, asetetaam:n tunnukseksi
(pT, Aq), misséAq = min(Ap, s(e)).

(3) Jos nielullez saadaan tunnus, jonka jalkiosa ahz > 0, muodostetaan polku:sta
z:aan siten, ett&:sta palataan tunnusten alkuosien osoittamaa reittiian. Talla po-
lulla kasvatetaan virtausta z:n verran.
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(4) Josz ei saanut tunnusta, jatkuu kéarkien selaus jossakin muussa tunnistetussa karjessa.
Jos selausta ei voi enaa jatkaa, merkitaBn= {v € V [v:lla on tunnug. Tallgin on
(P, P) kyllastettya-z-katkos,|¢| = k(P, P) ja ¢ maksimivirtaus.

Maéritelmé& 8.6.13. OlkoonG = (V, E) suunnistamaton ja kaksijakoinefli: = X UY, ja
XNY =0, (r,y) € FE = 2 € Xjay € Y. SovitusG:ssa on joukkoF" C FE, jolle
(a,b),(c,d) € F = a # c,djab # c,d. X:n taydellinen sovitug :hyn on sovitus, jolle
reX=3JyeY : (x,y) €F.

Lause 8.6.14.Kaksijakoisessa graafissa = (V, E) on olemassaX:n taydellinen sovitus
Y:hyn, jos ja vain jos kaikilleA C X, R(A) ={y € Y |3(z,y) € £} on|A| < |R(A)|.

Lause 8.6.15.Edellisin merkinnéin on olemass#:n taydellinen sovitug :hyn, jos jollekin
k € N patee:d(z) > k > d(y), kaikillaz € X,y € Y.

Maaritelméa 8.6.16. Kaksijakoisessa graafissa = (V, £) muodostettu sovitug' C E on
maksimaalinepjos mahdollisimman monellac X on olemassg < Y siten, ettdx,y) € F.
JosA C X,ond(A) = |A|—|R(A)| joukonA vaje GraafinG vajeond(G) = max{d(A)| A C
X}.

Lause 8.6.17 Kaksijakoisessa graafissa= (V, E), V = X UY, on olemassa maksimaalinen
X:n sovitusY :hyn, ja tdssd on mukan& | — §(G) kérkea joukostax .

Maaritelmé& 8.6.18. G:n karkijoukkoS C V onsivupeite jos (a,b) € E = a € Staib e S.

Lause 8.6.19.Kaksijakoisen graafin maksimaalinen sovitus ja minimaalinen sivupeite ovat
yhta suuret.

Huom. Sovitettaess&' Y:hyn olisi G:n naapurimatsiisista |0ydettavppumatonjoukko al-
kioita 1 (ei kahta samalla vaaka- tai pystyrivillda). Edelle&ovitus vastaa kokonaislukuarvois-
ta a-z-virtaustakarkienz € X eteen sijoitetusta superlahteestéiéarkieny € Y jalkeen si-
joitettuun supernieluun, kun kaikkien sivujen kapasiteetti dr{z, y) = 1, ja siis vain arvot
o(z,y) = 0 tai 1 sallitaan.

Algoritmi 8.6.20. (Sovituksen kasvatusalgoritn@lkoonn x m-matriisin A alkiota,;; = 0 tai
1 ja I rippumaton joukko alkioitd.

(1) AnnetaanA:ssa tunnus _I:hin kuuluville 1:lle, ja tunnusx vaakariveille, joilla ei ole
merkittyal:ta.

(2) Viimeksi merkittyjen vaakarivien selaus: Tunnugille vapaille pystyriveille, joilla on
vapaal vaakarivillai.

(3) Viimeksi merkittyjen pystyrivien selaus: Tunnusille vaakariville, jolla on merkittyl
pystyrivilla j. Jos vaakariveja merkittiin, palataan (2):een, muuten:

(4) Jos viimeksi selattu pystyrivi ofy, merkitdn sen tunnuksen osoittama alkiol, pois-
tetaan merkki vaakarivilta; sen tunnukseri, osoittamalla pystyrivilla olevasta:sta,
merkitdan pystyriviltgj; sen tunnuksefy osoittamal jne., kunnes tullaar:lla merki-
tylle riville ja palataan (1):een.
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9 KOMBINATORIIKKAA

Joukon mahtavuutta ja kardinaliteettia tarkasteltiin Luvigde&samoin todistettiin aarellisten
joukkojen summa- ja erotusperiaate eli joukkojen yleinen yhteenlaskukaava @3 sska pa-
lautuskaava joukon ositusten lukumaarien laskemiseksi (L29sd assa luvussa palautetaan
aluksi mieleen variaatioit ja kombinaatiot sek& binomi- ja multinomikertoimet ja niiden sovel-
lutuksena tarkastellaan joukon alkioluokkiin jakoja eli ositteluja multinomikerrointen avulla.

9.1 Summa- ja tuloperiaate

Monissa yhteyksissa, esimerkiksi todennakoisyyslaskennassa, tulee toistuvasti vastaan seuraa-
va perusongelmauinka monta alkiota on joukossa, joka on muodostettu tunnetuista joukoista
tiettyjen alkeisoperaatioiden avulla?

Summaperiaate.JosA, As, ..., A, C F ovat erillisia, ts. pareittaiset leikkaukset ovat tyhjia,

on voimassa summaperiaate

#(AIU Ay U UAg) = #A1 + # A2+ - + #As,

ks. Lause??.
Tuloperiaate. JosA; x Ay x - - - x Ay, C F, on voimassa tuloperiaate

B(Ax Agx - X Ap) = #A; - Ay - A,

Tuloperiaatetta voidaan havainnollistaa juurellisena puuna, jossa solmun valittémien seuraajien
maara kuvaa kunkin vaiheen tulosmahdollisuuksia.

Summa- ja tuloperiaatteen probabilistinen tulkinta. Olkoon koetta tehtaesséulosmahdol-
lisuutta elialkeistapaustal = {ej,es,...,e,}. Pistetodennakoisyysfunktig, : £ — [0, 1]

on kuvaus, jolle
ZPE(%) =1
=1
Alkeistapauksere; todennakoisyysn luku pg(e;). TapahtumanA C E todennékdisyys on

luku
P(A) =Y pole).

e, €A
Jostapahtumat, A, ..., A, C E ovat toisensa poissulkevia, niin summaperiaatteen mukaan

Olkoon sitten kyseessé koe, joka voidaan ajatella suoritetuksi useassa toisistaan rijppumatto-
massa vaiheessa= 1,2,...,k, joissa kaikkien alkeistapausten joukot ovat F, ..., Fy.

Talloin ilmién malliksi kaytulokenttdl) := Fy X FaX - -+ X Ej. JOSA1 X Ay x -+ x A C E on
tulokentan tapahtuma, saadaan tuloperiaatteen mukaan

P <ﬁ Az’) = ﬁPi(Ai)7



missaF; on todennakoisyys vastaavassa projektiokentassa

9.2 Variaatiot ja kombinaatiot

Alkeistapausten lukumaarien kasittely helpottuu, kun otetaan kayttdon variaatio ja kombinaa-
tio.

Maéritelma 9.2.1. Olkoon A epatyhjé joukkon := #A jak € [n].
a) JoukonA k-variaatioita ovat kaikki eri alkioista muodostetut vektorit
(a1, a9, ...,a) € A", a; # a;, kuni # j.
JoukonA n-variaatioita sanotagmermutaatioiksi
b) JoukonA k-alkioiset osajoukofa, as, . . .,ax} C A ovat senk-kombinaatioita

Huomautus 9.2.2.a) JoukorA k-variaatio voitaisiin yhta hyvin maaritella injektiorfa: [k] —
A. Nimittain, jokainen injektiof maaraék-variaation(f(l), o ,f(k:)) ja kaantaen, jokainen
variaatio(ay, as, . . . , a;) maaraa injektion, kun maaritellati) := a; kullekin i € [k].

b) Joukonk-variaatiot saadaan muodostamalla kaikkiekombinaatioiden permutaatiot.

Lause 9.2.3.Aarellisenn-alkioisen joukonk-variaatioiden lukuméaara on

(9.1)

V(n,k) :=nn—1)--- (n — (k—l)) = = h)

ja k-kombinaatioiden lukumaéra on

|
K(n, k) = (Z) = m, (9.2)

missa merkintg’) on binomikerroin joka luetaan # k:n yli".
Todistus.Olkoon A = {ay, as, . . ., a, }. Muodostettaessavariaatiota sen

1. alkio voidaan valita tavalla,
2. alkio voidaan valita.—1 tavalla,

k. alkio voidaan valitas — (k—1) tavalla.

Tuloperiaatteen nojalla erilaisiavariaatioita om(n — 1) - - - (n — (k—1)), joten kaava9.1)
on todistettu.

Jokainerk-kombinaatio{a,,, . .., a;, } voidaan jarjestaa-variaatioksi alkuosan nojalla
k! k!
= — =kl
(k—k) o0l
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eri tavalla. Jokaista-kombinaatiota vastaa sik$ kappaletta:-variaatioita, joterk-kombinaatioidell]

lukuméaara on
ny\ n!
k) Kk (n—k)!

Siis kaava'9.2) on todistettu. O

Lause 9.2.4.0lkoot0 < k& < n € N. Binomikertoimille patee

) M=
? N ()
v ()= ()6
4) (a+b)" = ] <Z)akbn—k
X)) -

Todistus.Kaavat 1) ja 2) ovat ilmeisia. Kaava 3) lasketaan laventamalla yhtalon oikean puolen
yhteenlaskettavat samannimisiksi ja sieventelemalla. Kaava 4) on muualtakin tuttu binomikaa-
va ja 5) on binomikaavan sovellutus arvoilla= b = 1. O

9.3 Osittelut ja multinomikertoimet

Tarkastellaan aarellisen joukon nimettyihin alkioluokkiin jakojen maaria. Eri tapoja jakaa aa-
rellinenn-alkioinen joukko kahteen nimettyyn luokkaan niin, ettd luokassan; ja luokassa
2 onny = n—n; alkiota, on niin monta kuin on-alkioisen joukom;-kombinaatioita, ts.

n n!
ny nllngl'

Yleistetaan tama tulos useammalle luokkamaaralle.

Lause 9.3.1.0lkoon A = {ay,as,...,a,}. Eri tapoja jakaa joukkod nimettyihin luokkiin
1,2,3,...,k € Nniin, ettd luokassaonn; alkiotajaZf:1 n; = n, onmultinomikertoimen

n!

M(n;ny,ng,ng, ..., ng) = - '
N1 No-MN3! =+ N

ilmoittama maara.

Todistus. Induktiolla luvunk suhteen:

1) Josk = 1,0nn; =nja’ = 1.

2) Tapaus: = 2 johdettiin edella.

3) Oletetaan, etta vaite on tosi arvoila< k£ < m. Olkoon luokkiam+1 kappaletta ja luokassa
m+1 alkioitan,, 1. Ajatellaan sijoittelu suoritetuksi kahdessa vaiheessa
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a)n,,,1 alkiotan:sta luokkaam+1,
b) n—n,,,, alkiota luokkiin1,2,3, ..., m.

Tuloperiaatteen ja induktio-oletuksen mukaan tapoja on yhteensa

n (N — Npsr)! n!
X = .
N1/ nilnging!---n,! nglng!ng! - ng!ng, !
Induktioperiaatteen nojalla lause on todistettu. O

Huomautus 9.3.2.0sa luokista voi olla tyhjia, jolloim;! = 0! = 1. Toinen ero Luvuss&?
esilla olleeseewsitukserkasitteeseen on se, etta osittelussa luokat ovat nimettyja; ne voidaan
erottaa toisistaan.

Esimerkki 9.3.3. Tarkastellaad henkilonH;, i = 1,2, 3, 4, 5, jakamista3 ryhm&an.
a) Kuinka monella tavalla henkilét on mahdollista jakaa nimettyihin ryhmijnB ja C' niin,
ettd ryhmiss& ja C' on molemmissa kaksi henkil6a?
Ratkaisu.Tapa 1.Multinomikertoimien avulla
5!

Tapa 2.Tuloperiaatetta kayttaen: on

5 tapaa asettaa yksi henkild; ryhmaanA,

(;) tapaa valita neljasta kaksi ryhméan

1 tapa tayttdd ryhmé'.
Téaten tapoja on yhteensa (3) - 1 = 30.
b) Kuinka monella tavalla henkil6t voidaan jakaa kolmeen epatyhjddn nimettdméaan ryhmaan
niin, ettd yhdessa ryhmassa on yksi ja molemmissa muissa kaksi henkil6a?
Ratkaisu.Tapa 1.0n kyse viiden alkion joukoB-osaisista osituksista. Kaikki ositukset eivét
kelpaa, nimittain ne, joissa yhteen ryhmaan otetaan kolme henkil6d. Koska na(@xcom
kelvollisia osituksia palautuskaavan (Lau®g tai Stirlingin kolmion (Taulukko??) mukaan
p(5,3) — (3) =25 —10 = 15.
Tapa 2.Tehtava ratkeaa myos tuloperiaatetta kayttaen:

1-henkildisen ryhman jasen voidaan valitéavalla,

4 henkiléa voidaan jakaa kahden henkilon ryhndiari tavalla,

joten hyvaksyttavia tapoja on tuloperiaatteen mukaas = 15.
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10 AUTOMAATTIEN TEORIA

10.1 Aarelliset automaatit

10.1.1 Peruskasitteita

OlkoonX: joukko. Merkkijonoeli sanayli ¥:n onX":n alkio jollakinn € N,. Sanaa
a=(ag,...,0p)

merkitdan jatkossa lyhyesti= ajas . . . ay,. a:n pituusi(a)) = n. Sana, jonka pituus: 0, on
tyhja sanamerk.\. X:n kaikkien sanojen joukkoa merkitaari:la, ts.

o=z
n=0
Ei-tyhjien sanojen joukkoa merkitadi':lla, ts.
o= o
n=1

Joukkoa{a}* merkitdana*:lla ja vastaavasti joukkoéa}* a™:lla. Sanaaa . .. a (n kpl a:ta)
merkitaan:l1a.
Sanojemy = oy ..., jJa s = [Bi10s ... B, katenaatioon

O{ﬁ =010y . .. O./nﬁlﬁg PN ﬁm
JoukkojenL; C ¥ ja L, C ¥ katenaatid.; L, on
LiLy = {apfla € L1, € Ly}.

(L1 L4 on siis karteesinen tulb; x Ls).
Sanaj on sanan osasanajosa = pn, misséu jan ovat sanoja.

10.1.2 Aérellinen puoliautomaatti
(Deterministinep &arellinen puoliautomaation viisikko

A:(Sul7f7507A)7

missas on aarellinen joukkot{lajoukko), I on aarellinen joukkodyottbaakkosio f on kuvaus
S x I — S (tilansiirtofunktio), sy € S (alkutila) ja A C S (hyvaksyvien tilojen joukBo
Adrellinen puoliautomaatti voidaan antaa myods matriistidatéulu, siirtymatauly)

S\I ai as co A,

so | f(so,a1) f(so,a2) ... f(S0,am)
s1 | f(s1,a1) f(s1,a2) ... f(s1,am)

3.k f(Sk.,al) f(sk a2) ... f(sk;am>
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(jonka lisaksi on annettawg ja A) tai suunnattuna graafinélédiagrammi siirtymadiagram-

mi), jonka pisteina (karkind, solmuina) ovat tilat ja jossa on kaari~ t, jos ja vain jos
f(s,a) = tjollekin a € I. Tall6in ko. kaari merkataan:lla. Alkutila ilmoitetaan (ylimaa-
raiselld) kaarella, jolla ei ole l&ahtokarked, ja hyvaksyvat tilat merkitaan kaksinkertaisella ren-
gastuksella.

Puoliautomaatin sy6tot ovdt:n sanoja. Sanan ensimmaisen kirjaimen syoton alkaessa auto-
maatti on alkutilassaan. Kirjaimensy6tté automaatin ollessa tilassaiheuttaa tilan muuttu-
misens:sté tilaksif (s, a). Jos tila vimeisen kirjaimen sy6ton jalkeen on hyvaksyvadel),
automaatthyvaksyyko. sanan, muutehylkda Puoliautomaatind hyvaksymien sanojen jouk-

koa merkitadm(.A):lla.

Olkoona = ay, ..., a, € I*, ja olkootdy = sg, 41, da, . . ., O, tilat,joille

f(5i_1,ai) = (Si, 1= 1,2, <o, N

Talloin polkusy — 6 — 6, — ... — ¢, esittdda:a. a siis hyvaksytaan, jos ja vain jos
o, € A.

Esimerkki 10.1.1. Hyvaksyyko oheinen puoliautomaatti sanar-abaa?

P a

—

aa esittaa polkusy — s; — sp — s1 — so. Koskass on hyvaksyva tila, automaatti hyvaksyy
sananc.

Esimerkki 10.1.2. Hyvaksyyko oheinen puoliautomaattisanan abbabba?

Sanaa abbabba esittdd polky — so — s9 — s9 — 51 — s9g — S; — S9. Koskas, ei ole
hyvéaksyva tilaA ei hyvaksy sanaa abbabba.

Esimerkki 10.1.3. Suunnittele &arellinen puoliautomaatti, joka hyvaksyy aakkogioh} tas-
malleen ne sanat, joissa ei ole yhtdan a-kirjainta.

y - a loydetty
A
(n)— 2y

n - ei yhtaan a:ta Ioydetty.
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Esimerkki 10.1.4. Suunnittele aarellinen puoliautomaatti, joka hyvaksyy tasmalleen ne binaa-
rijonot, joissa on pariton maara ykkosia.

e - parillinen, o - pariton

1

Esimerkki 10.1.5. Maaradé Ac(A), kun.A on:
0,1

()0

(Ainoaan) Hylkaavaan tilaan voidaan paasta vain, jos on syotetty kaksi perakkaista ykkosta.
Siis
a € Ac(A) < a:ssa ei ole kahta perakkaista ykkosta.

Esimerkki 10.1.6. Suunnittele &arellinen puoliautomaatti, joka hyvaksyy tasmalleen ne binda-
rijonot, joilla on osajonona 1101.

0,1
(I~
OO0

0

Esimerkki 10.1.7. Ma&rda Ac(A), kun.A on:

A:n tilaksi tulee hylkaava tila, joss sille syttetaan kaksi peréakkéisiiz tai kaksi peréakkaista
y:ta. Siis
Ac(A) ={a|a = zyzyzy ... taiyryzryx...}

Aarelliset puoliautomaatitl; ja A, ovat ekvivalentteja, josic(A;) = Ac(As).

Oba %%ba %%a,b
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ja esimerkinl0.1.3puoliautomaatti ovat ekvivalentteja.

Epéadeterministinen &arellinen puoliautomaatti viisikko
A: (Sa[7f7807A)a

missas, I, sg ja A ovat kuten deterministisella aarellisella puoliautomaatillg jan kuvaus

S x I — P(s) (= 5:n osajoukkojen joukko).

Epadeterministisen aarellisen puoliautomaatin tilansiirto voi siis olla monikasitteinen tai maa-
rittelematdn (kun se deterministisella aarellisella puoliautomaatilla on aina yksikasitteisesti
maaritelty).

Esimerkki 10.1.9.

a b b b a,b
S U i e @‘aa

t 0 | {t,u}
U 0 0

on epadeterministinen aarellinen puoliautomaatti.

Esimerkki 10.1.10. Samoin on

a | b

— 5| st u eli
t — |t
u | u,t | —

missa joukot on kirjoitettu ilman sulkuja ja tyhja joukko on merkitty viivalla.

Olkoon A = (5,1, f,s9, A) epadeterministinen aarellinen puoliautomaatti, ja olkaor-
ai,...,a, € I*. Jos on olemassa tilat= sg, d1, ..., 0,

6 € f(dis1,a:),i=1,....n

sanotaan, etta polksy — 6; — d, — ... — 0, esittdd sanaa.
«:a esittavia polkuja voi olla useita. Jos jokima esittavapolku sy — 6; — ... — 6, tayttéda
ehdond,, € A, sanotaan, ettéd hyvaksyyv:n.

Esimerkki 10.1.11. Olkoon.A kuten esimerkiss#0.1.9 Sanaax = bbabb esittavét poluts —
s—s—t—t—ujas—s—s—t—t— t. Koska naistd ainakin yksi paattyy.han,
A hyvaksyyy:n.

Esimerkki 10.1.12. Esimerkinl10.1.10A4 ei hyvaksy sanaabba, koska ei oled:han paattyvaa
«.a esittdva polkua
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b b b

Maaritelmistd nahdadan suoraan, ettd deterministinen aarellinen puoliautomaatti on epadeter-
minististen &arellisten puoliautomaattien erikoistapaus. (Yksialkioinen joukko ja sen alkio sa-
maistetaan {s} = s). Nain ollen vastaus kysymykseen "Onko mielivaltaista deterministista
aarellista puoliautomaattia kohti olemassa sen kanssa ekvivalentti epadeterministinen aarelli-
nen puoliautomaatti’ on selva: on ; se itse tayttda vaaditun ehdon. Sen sijaan kysymys toiseen
suuntaan on mielenkiintoinen ja tarked. Vastaus on (ehka hieman yllattden) myonteinen.

Lause 10.1.13.0lkoon A = (S, 1, f, sp, A) epadeterministinen &arellinen puoliautomaatti.
Olkoon

S" = P(9)
I =1
sy = {so} = so;samaistus!)
A = {XCz|XNA#0}
0, josX =10
f(X,a) = Uf(s,a), josX #1)
seX

Silloin deterministinen aarellinen puoliautomaatti = (5’, ', f', s, A’) on ekvivalenttid:n
kanssa

Esimerkki 10.1.14.




Lauseen todistus. Oletetaan, ett& a4, ..., a, € Ac(A). Silloin 3sq = dg, d1,...,0, € S
5i€f(5i,1,ai), izl,...,njaéneA.
Asetetaan

By, = {So}ja
B; = f/(Bi—laai)v t=1,...,n.

Koska
B, = fl(bmal) = f’({So},Gl) = f(80>al),
niin 6; € B;. Nyt

(52 € f((;l,a,z) Q Uf(s,ag) = f/(Bl,ag) = B2
S € Bl-

Samoin osoitetaan, etta € Bs, ..., 0, € B,. Koskad, € A, niin B,, € A’. Saadaan siis

f/(So,al) = f/<BO>a1) = B
J'(B1,a2) = By
fl(Bn,I,CLn) = Bn

Sitena = ay,...,ay € AC(A,) Silloin 3{80} = 86 = Bo, Bl7 ey Bn

f/(Bi,l,al-) :B’i7 izl,...,nja
B, N A #0; olkooné,3B, N A.

Koskad, € B, = f'(Bn_1,a,) = Uf(s,a,),
S € Bn—l-

Onolemassa, | € B,_1,jolled, € f(0,_1,a,).
Vastaavasti osoitetaan, etta

3(51631 5i+1 6f(5i,ai+1), 2:n—1,n—1,,0

Erityisestid, € By = {so}, jotendy = s¢. Koskad,, € A, niina € Ac(A).
Seuraavaksi konstruoidaan aarellinen puoliautomaatti, jonka hyvaksymien sanojen joukko on
kahden annetun puoliautomaatin hyvéaksymien sanojen joukon unioni.

Lause 10.1.15.0lkoon A; = (51,1, fi1, so1, A1) ja Ay = (52,1, f2, s02, Aa) deterministisia
aarellisia puoliautomaatteja, ja oletetaan, ettg N S, = (). Maaritellaan

A:(Sul7f7507A)7
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missa

so & S1US,
S = {sp}US;US;
fi(s,a), joss € S
f(s,a) = fa(s,a), Joss € Sy
{ {fi(s01, @), f2(502),a}, joss = sg
A = { AU Ay, jos so1 _QAl jasp & A
Ay U Ay U{so}, muulloin.

Silloin

Ac(A) = Ac(Ay) U Ac(Ay).

Todistus. Sivuutetaan.

Esimerkki 10.1.16.

Ja sitten katenaation hyvaksyva puoliautomaatti.

Lause 10.1.17.0lkoot A, ja A, kuten edellisessa lauseessa. Maaritellaan

A: (SvlawaOaA)a
missa
S - Sl U 52
fa(s,a), joss € S,
A<S7 Cl) = fl(sa CL), jOSS € Sl — Al
{fi(s,a), fa(s02),a}, joss e A,
So = So
4 = §AUA, joS 502 € Ay
| A, muulloin.
Silloin

Ac(A) = Ac(A;)Ac(As).

Todistus. Sivuutetaanm
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Esimerkki 10.1.18. A, ja A, kuten esimerkiss#0.1.16

Esimerkki 10.1.19. Ob on kieli, joka saadaan lisaamalla (esim.) englannin kielen sanoihin ob
jokaisen vokaalin eteen.

Esimerkki 10.1.20. Hobby ei ole ob-kielen sana.

Englanti Ob-kieli
example| obexobamplobg

\L4

string strobing
another | obanobothober
job jobob

Esimerkki 10.1.21. Suunnittele puoliautomaatti, jonka hyvaksyma kieli on ob-kieli.

[Jos yo. puoliautomaatin on oltava deterministinen, piirretdéan vield]

muu vokaali kuin o

O

Esimerkki 10.1.22. Suunnittele aarellinen puoliautomaatti, joka hyvaksyy sanat
L ={a"b"|n € N}.

Vaadittua automaattia ei ole. Vastaoletud: on &arellinen puoliautomaatti, jolled.(A) =

L. Olkoon A:lle k tilaa. Sanaa = a*b* € A.(A). a:a esittavan polun alusta se osa, joka
esittaa sanaa® kulkeek + 1 karjen eli tilan kautta. Koska tiloja o kappaletta, jokin tila,
sanokaamme esiintyy ko. alkuosassa (ainakin) kahdesti. Siis talla osalla on suljettu osapolku
s — ... — s. Olkoon sen pituug (jolloin 7 > 1). Lisdamalla tama silmukka alkuperaiseen
polkuun saadaan polku, joka esittaa sanaa= a*+'b*. Koska taméa polku paattyy samaan
tilaan kuin alkuperainenking:a esittdva polku, niin, koska € A.(A), mydsa’ € A.(A).
Muttao’ = a**b* & L.
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10.1.3 Adrellinen automaatti

Aarellinen automaatton kuusikkoM = (Z, 7,0, f, g, s0), MissaZ, J, f ja s, ovat kuten
aarellisella puoliautomaatilla® on aarellinen joukko (tulostusaakkosto)gan kuvausZ x
J — O (tulostusfunktio).

Adrellista automaattia sanotaan mykigalyn automaatiksiSiina erikoistapauksessa, etta
riippuu vains:sta, M:& sanotaan mydgooren automaatiksi

M voidaan antaa taulukkona:

I\j a ap, ay Qp,
S0 f(507a1) f(507an> 9(507a1> 9(8070’”)
Sk f(Sk., ax) f(Sk., an) 9(31@.7 ap) Q(Sk., an)

(jolloin lisaksi on mainittava alkutila) tai suunnattuna graafina, jossa on kaarit, joka on
merkattu a/o, josg (s, a) =t jag(s,a) = o. Alkutila on merkitty tulevalla nuolella, jolla ei ole
l&htokarkea.

Automaatin syotot ovat kuten puoliautomaatilla. Sépa . b, € O* on syéttdéa; ...a, € J

vastaava tulostus, ja¥sy = g, 01,...,0, € Z.
o = f(di,a;), i=1,...,n
bz‘ = g(éi“,ai), izl,...,n
Esimerkki 10.1.23.
f g
I\j a b la b
So S0 S1 0 1
S1 S1 S1 1 0
eli
g/o all
b/1
S S,
N
b/0

Syottbanababba vastaava tulostus op011001.

Esimerkki 10.1.24. (Sarjasummaaja). Suunnittele aarellinen automaatti, joka suorittaa kah-
den bindariluvun sarjayhteenlaskun, ts. joka saatuaan syottona binaarituvutz,, . . .z, ja

Y = Yn ...y muodossariyizoys ... r,y,00 tulostaaz;zs ... 2,2,41, MISSAz, 112, ...21 ON

T+ y.

J =1{0,1}2, 0 = {0, 1}, NC — ei muistinumeroa, C — muistinumero:
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Esimerkki 10.1.25. Aarellinen automaatti, joka tulostaa ykkdsemnen syotetyn:n kohdal-
la, missék = O(modn) ja k > 0 (n € N on annettu); muulloin tulostetaah Syotot bin&ari-
jonona.

Esimerkki 10.1.26. Automaatti

0/0 o/0 —~1/1
20
g

1/1

lisda syotetyn binaarijonon jokaiseen muotbaolevan osajonon peraan yhden nollan.

Esimerkki 10.1.27. Automaatti kaantad englannista ob-kieleen.

ons./sama kons.

vokaali/ob
(sama vokaali)

Esimerkki 10.1.28. (trigger flip-flop)

0/0 1/0 0/1
1/1
eli
/ g

I\j(] 110 1

0 10 110 0
1 1 01 1

Esimerkki 10.1.29. (IR flip-flop)

118



eli

f g
I\J e 0 1|le 0 1
0 00 1/0 00
1 1 0 1]1 11
Havaitaan:
f(s,e) =s
f(5,0)=0 g(s,a)=s
f(s,1)=1
Esimerkki 10.1.30. Suunnittele automaatti, joka tulostaa binaarijonbbitin viiveella, ts. jos
Y1 .. .Y, ON SYOttdar, . .. x, vastaava tulostus, nig; = s; i = k+1,...,n (y:lle, ...,

yi-lle ei ehtoa).
Tehtavalla on ratkaisivk € N,. Tiloja tarvitaan 2¥. Ohessa ratkaisut tapauksiséa= 0 ja
k=1.

k= 0:
0/0
1/1
k=1
0/0 110
0/1 1/1

10.2 Turing-kone

Turingin koneon viisikko (S, ¥, fsq, b), missas on &arellinen joukko (tilajoukko). on &arel-

linen joukko Eyo6tto- ja tulostusaakkostof on kuvausS x ¥ — S x 3 x {L, H, R}, sg € S
(alkutila) ja b € 3 (blankq tyhjd).

Turingin koneen syotto- ja tulostusvalineena on molempiin suuntiin &aretén nauha, jolla oleviin
ruutuihin mahtuu tekstia yksi merkki ruutua kohti. Tekstié luetaan ja kirjoitetaan koneeseen
kuuluvallaluku/kirjoituspaalla merkki kerrallaan.

I
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Koneen syotténa on jokiR*:n sana, jonka kirjaimista vain &arellinen méaéra saa olla blankosta
poikkeavia. Kun ruudussa oleva merkki on luettu, sen paalle kirjoitetaan jokin merkki (mah-
dollisesti sama), tila (mahdollisesti) vaihdetaan ja luku/kirjoituspaa siirretdaan yksi ruutu va-
semmalle (L), oikealle (R) tai ei minnek&éan (H). H merkitsee koneen toiminnan pysayttamista.
Syo6ttda vastaavimllostuson se, mitd on nauhalla pysahtymishetkella.

Luku/kirjoitusp&éan sijainti (syottosanaan nahden) alkutilanteessa on annettava.

Funktio f tarkoittaa seuraavaa: Esimerkik&is, a) = (t, b, R) merkitsee, etté jos tila onja

luettu kirjaina, vaihdetaan tilaksi, kirjoitetaana:n paikalleb ja siirrytdééan seuraavaan ruutuun
oikealle.

Esimerkki 10.2.1. Turingin kone, joka lisda annetun bittijonon loppu0m tai 1:n niin, etta
bittien summa or= 0(mod 2).

(b[b]110........110[b[b[b]

1 so

so — parillinen maara ykkosia
s1 — pariton maaré ykkoésia

S\Z 0 1 b

S0 (807 O, R) (817 17 R) (807 07 R)
51 (81707 R) (80717R> (81717H)
Tulos:
(bbb [110......... 110 [0[b]b]
f so
tai
(blb]110......... 110 [ 1][b]b]
f s1
Esimerkki 10.2.2. Turingin kone, joka poistaa bittijonon viimeisen bitin.
(b|b[101...... ... 01100 [b[b]
ft so

(80,0) = (s1,0, R) (s tutkii, onko sy6ttojono tyhja)
(So, 1) = (81, ]., R)
(807 b) - (807 b7 H)

s

f(s1,0) = (51,0, R) (s1 etsii syéttdjonojen lopun)
f(317 1) = (517 17 R)
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f(s1,b) = (s2,b, H)

f(s2,0) = (s3,b, L) (s2 pyyhkii yli viimeisen bitin)
f(527 1) = (837 b7 L)
f(s2,b) = mv., (ei voi esiintya)

f(s3,0) = (s3,0,L) (s3 etsii sy6ton ensimmaista bittia edeltavan blankon)
f(837 1) = (337 L L)
f(s?n b) = (547 b, R)

f(54,0) = (50,0, H) (s4 pyOrayttaa koneen)
(547 1) = (507 17 H)
(847 b) - (SO) b7 H)

=

f(so,a) = (s1,a,R)
f(807b> = (80,b, H)
f(s0,0) = (s0,0,H)

f(s1,a) = (s1,a,R)
f(s1,0) = (s1,a,R)
f(s1,a) = (s1,a,R)

Ensimmainen luettu kirjain tulostetaan sellaisenaan. Jos sé tdi b, pysahdytaan; josi,
tulostetaan daretttman monteta siita oikealle.

Esimerkki 10.2.4. Suunnittele Turingin kone, joka tutkii, onko sulkujoukko "oikein” muodos-
tettu. Oikein muodostettujen sulkujonojen joukkendaaritellaan seuraavasti:

LW ()=P
221 EeP=(E)eP
(22) E,FeEP=FEFeP
Siis esimerkiksi( )) € P, ((( )( ))) € P, (( )((( ) & P.

s ={so0,s1,52}, 2 =A{(,),X,0,0,1}
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e N N e e R

~~ ~
© (©

> 2

= s

£ £

(RN O]
S ==
g
>

S

N N /N N N /N

mv. (ei voi esiintya)
mv. (ei voi esiintyd)
mv. (ei voi esiintyd)

e e e e e

Testataan jonolld (( () (:

o o0 000 00 00 00 0
o o0 0o 0 0o 0 0 o oo o

— e | O

))))) el b b b b

o o0 000 0000 000

o 0 00 00 00 000
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jajonolla () (()()):

> %o °>c oS o2cH QoS S S OOOQOSTOSTQOCSCQOTQOCSC OO0 oOooo-o

> %S oc oS ocH oS O SCScCc QOO SOScOCSCOCOCoOo OO0 0O o oo

b B B B b B 3 e B ]
T Tt I I R R R PR
I R R PR

e e R R R

R I LR R PR PR R
R R R ST R SR SR SRS
e I
e R

> oS s oo s QS o D SOSOCSQOOSTSQOSOSOSQOOSQCOOC RSOOSR Oo OO

> %o °>c oS 2c QoS S S OOOOCTOSTQOCSCQOSTQOCOSC OO0 oo >o-o

siirretaan vasemmalle

59
59
S0

0 O O

o O O

e e
b e
b e

RIVIONY

e e
e
e
| < 3

0 O O

o O

Esimerkki 10.2.5. Suunnittele Turing-kone, joka muuntaa annetun luonnollisen luvun binaa-

rijarjestelméén. Syotté annetaan muodossa

. 1(n kpl)

n=11..

(A vastaal:a, B 1:st&)

={b,1,A, B, X}

{507 51, 52, 83, 54}7 2

S:
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Testataan luvullé:

—

bbb b
b b b
b b b
b b b
b b b
b b b
b b b
b b b
b b b
b b b

i

i

—

—

R R R R R R

eI e R s S = e o B e B o e B i )

LRl el e e e e B e R el e

T e e e

el e R I R T I B T ===

e R I R R

=

~

=

=

s

s

)

=

=

=

e}
=
=

SRR/

O 00 000 00
o000 000 00

o 0 0 0 0 000

siirretdan vasemmalle

59
S4

= O

o O

<

—

S

< b
< b
Q)
= <g

o O

= O

siirretaan oikealle

< —~ —~ ™M
w v »u v

~— T T T

o 0 0 0

o O OO

e
1 e

b B b e

S b e
S b e
MAAM
< T U<

o 0 00

o 0 00

siirretdan vasemmalle

o O

= O

s
<

it

=
=
QA
< =
=1 AQ

= O

siirretaan oikealle

o O

| |

<
<

el

e
=
M A
< <
SaJSy)

o O

Tulos on siisBAB eli 010, niin kuin pitaakin.
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Turingin koneiden todellinen tarkeys johtduringin hypoteesistali Churcin teesistadJokai-

nen funktio, joka voidaan laskea jollakin (ehka hypoteettisella) digitaalisella tietokoneella, voi-
daan laskea jollakin Turingin koneella.

Churcin teesista seuraa, ettd Turingin kone on digitaalisen tietokoneen oikea abstrakti malli.
Churcin teesistéd saadaan myds seuraava muodollinen méaritelmé algorifdgteitmi on
Turingin kone, joka sy6tdn saatuaan pysahtyy aarellisen ajan kuluessa.
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11 FORMAALISET KIELET

11.1 Kielioppija kiel
Kielioppi on nelikko
G=(N,T,S,P),

missanN on aarellinen joukkow@lisymbolierjoukko); 7" on aarellinen joukkol¢ppusymbolien
(paatesymbolienjoukko), missaN N T = @; S € N (alkusymboli lahtésymboli ja P on
joukon

(NUT)\T*) x (NUT)*

aarellinen osajoukkgfoduktioidenoukko).

Esimerkki 11.1.1. Olkoon
N ={S. A}, T = {a,b} ja P = {(S,bS), (S, aA), (A,bA), (A,b)}.
Silloin G = (N, T, S, P) on kielioppi.

Produktioita merkitd&n useim — 5 merkinnan(a, 3) asemesta.
OlkoonG = (N, T, S, P) kielioppi. Josuav € (N UT)* jaa — [ on produktio, sanotaan,
ettd S onsuoraan johdettavissaav:sta, merkitdan

pav = ufv.

Josa; € (NUT)*, i =1,...,njaa;; On suoraan johdettavissg:std,i = 1,...,n — 1,
sanotaan, etta, onjohdettavissay;:sta, merkitdan

o] = *Qu,.
a1 = ag = ... = q, ONa,:Njohto a;:st&,G:n generoim@gmaaradmakieli on
L(G)={aeT"|S="a}.

Esimerkki 11.1.2. Tarkastellaan esimerkidl.1.1kielioppia. Kayttdmalla produktiotad —
bA todetaan, etta
aAbb = abAbb.

bbab € L(G), koskaS =* bbab:
S = bS = bbS = bbaA = bbab.

Ainoat johdotS:sta ovat

S = bS
= b"S (n>0)
= 0"adA
= blab™ A
= b"ab™ (m>1)



Siis
L(G) = {b"ab™|n € Ng,m € N}
= {a € {a,b}" | a:ssa on tdsmalleen yksija o paattyyb:hent.

Produktiota — 31, ..., — (3 kirjoitetaan usein lyhyesti

o — 51’52| e ‘ﬁk-
Esimerkki 11.1.3. G = (N, T, S, P), misséaN = {S, A, B,C}, T = {a, b},

P : S—dA
A — bAlaB|C
B — aB|C
C —b.

aaaaab € L(G), silla
S = aA = a’B = d*b = a’B = d°B = a°C = d’b.
abababbb ¢ L(G), silla ainoa yritys
S = aA = abA = abaB = abaC = abab

ei tuota haluttua sanaa.
Esimerkki 11.1.4. G = (N, T, S, P), missaN = {S, A, B}, T = {a, b},

P : S—adA
A — aABl|a
B —b.

Voidaan osoittaa, etté(G) = {a""'0" | n € No}.

Backus-Naur -muodosg®BNF) valisymbolit merkitddn kulmasuluilla, ja produktio — [
merkitdano ::= f.

Esimerkki 11.1.5. Kielioppi G

<digit> ::= 0[1]2|3|4|5|6|7|8|9

<integer> ::= <signed integer>|<unsigned integer>

<signed integer>:= +<unsigned integer>|-<unsigned integer>
<unsigned integer>:= <digit>|<digit><unsigned integer>
alkusymboli <integer>

on maaritelmén mukaisessa muodossa

G = (N,T,S,P),
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missa

= {<digit>, <integer>, <signed integer>, <unsigned integenr
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+, —},

= <integer>,

<digit> — 0[1]2/3|4|5|6|7|8|9

<integer> — <signed integer>|<unsigned integer>

<signed integer>— +<unsigned integer>|-<unsigned integer>
<unsigned integer>— <digit>|<digit><unsigned integer>.

NV N =
1

G generoi kokonaisluvut. Esimerkkina kokonaisluw1 johto:

<integer> =- <signed integer>

—<unsigned integer>
—<digit><unsigned integer>
—<digit><digit><unsigned integer>
—<digit><digit><digit>
—9<digit><digit>

—90<digit>

—901

L

Y

Sanan johto voidaan esittaa tyyppid context-free (maaritelladn myéhemmin) olevissa kielio-
peissa myogisennyspuuavulla. Jasennyspuun kasite selvinnee seuraavasta esimerkista.

Esimerkki 11.1.6. OlkoonG kuten esimerkissél.1.3 Sanamaaaab jasennyspuu on
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18
oS

Q

b

Jos kielioppi ei ole context-free, sanan johtoa ei valttdmatta voida esittdd puuna, vaan suunnat-
tuna graafina, jossa on silmukoita.

Seuraavaksi tarkastellaan kieliopin yksikasitteisyytta.

Sanare L(G) johto ei valttmatta ole yksikasitteinelasemmalta kanoninen johtm sellai-

nen, jossa produktioita sovelletaan kussakin vaiheessa vasemmalta oikealle - jarjestyksessa, ts.
vasemmalta oikealle katsottuna ensimmaisessa mahdollisessa kohdassa.

Esimerkki 11.1.7. ProduktiotaS — AB, A — a ja B — b kayttden on sanallab johdot
S—AB —aB —ab ja S — AB — Ab— ab.
Naista vain ensimmainen on vasemmalta kanoninen johto.

Kielioppi on yksikasitteinenjos sen generoiman kielen jokaisen sanan vasemmalta kanoninen
johto on yksikasitteinen.

Esimerkki 11.1.8. Kielioppi

<goal> := <expression>
<expression> ::= <expression>+ <expression>| <expression>x <expression>
| <identifier>
<identifier > = x|y|z
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ei ole yksikasitteinen, silla sanalla+ y * z on vasemmalta kanoniset johdot.

<goal> := <expression>
= <expressionx<expression>
= <expression>-<expressionx<expression>
= x + <expressionx<expression>
= x + <identifier>x<expression>
n= x4y * <expression>
m= x4+ y * <identifier>

= xrxtyxz
eli jasennyspuuna
<goal>
e
\
<expression>  + <expression>

<identifier> <expression> * <expression>

X <identifier> <identifier>
y zZ
ja
<goal> := <expression>

= <expressionxx<expression>

= <expression>-<expressionx<expression>
= <identifier>+4<expression><expression>
= x4 <expressionx<expression>

= x4+ <identifier>x<expression>

n= x + y * <expression>

n= x4y * <identifier>

=t yxz

eli jadsennyspuuna
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<goal>

<expression>
<expression> *  <expression>

<expression> + <expression>  <identifier>

<identifier> <identifier> z
X y

Edellisen johdon 'merkitys’ om + (y * 2) ja jalkimmaisenx + y) * z.

Esimerkki 11.1.9. Kieliopissa

<goal> ::= <expression>

<expression>:= <term>|<expression><term>

<term> ::= <factor>|<term>x<factor>

<factor> =z |y | z

sanallaz 4+ y * z on vain yksi vasemmalta kanoninen johto, nimittain

<goal> := <expression>
= <expressionx<term>
= <term>-+<term>
= <factor>+<term>
= x + <term>
= x4 <term>x<factor>
= x4+ <factor>x<factor>
n= x4y x <factor>
= rt+yYxz

11.2 Kielioppien tyyppeja

Kielioppi on
tyyppié Q jos se on kielioppi;
tyyppia 1 jos sen jokainen produktio — (5 tayttdd ehdon

L(a) < 1(B);
context-sensitivgos sen jokainen produktio on muotoa
aAB — adf, missén,3 € (NUT)",Ae Njade (NUT);
context-freeeli tyyppia 2 jos sen jokainen produktio on muotoa

A—d,missad e Njade (NUT)™;

132



oikealta lineaarinenjos sen jokainen produktio on muotoa
A—atalA— aB,miss8A, B € N,aeT;

vasemmalta lineaarinenos sen jokainen produktio on muotoa
A—atalA — Ba,miss8A, B € N,a e T;

saannodllinereli tyyppia 3 jos se on vasemmalta tai oikealta lineaarinen.
Huom. Eo. kéasitteiden maaritelmét vaihtelevan jonkin verran kirjallisuudessa.

Esimerkki 11.2.1. Esimerkin11.1.1 kielioppi on oikealta lineaarinen, esimerkkidri.1.3
11.1.4111.1.511.1.8ja/11.1.9kieliopit ovat context-free.

Esimerkki 11.2.2. Kielioppi G = (N, T, S, P), missaN = (S, A, B), T(a,b), P = {S —
aAB,AB — bB,B — b, A — aBA|aB}, on context-sensitive, mutta ei context-free.

Kieli on tyyppia O (tyyppid 1, context-sensitive, tyyppia 2, tyyppiad 3), jos on olemassa sen
generoiva kielioppi, joka on tyyppia O (tyyppié 1, context-sensitive, tyyppia 2, tyyppia 3).

Esimerkki 11.2.3. Esimerkinll.1.5kieli (kokonaisluvut) on context-free.

Kieliopit GG; ja G, ovatekvivalentit jos ne generoivat saman kielen:
L(Gy) = L(G5).
On mahdollista, ettd (G) = L(G), vaikkaG, ja G, ovat eri tyyppia.

Esimerkki 11.2.4. Esimerkin11.1.5kielioppi, joka generoi kokonaisluvut, on context-free,
mutta ei sé&nndllinen. Myds kielioppi

<digit> ==01]1|2]3]4|5|6|7|8]9

<integer> ::= <signed integer¥<unsigned integer>

<signed integer>:= +<unsigned integer$ —<unsigned integer>

<unsigned integer>:= <digit> | 0 <unsigned integer$ 1 <unsigned integer> . .|. 9 <unsig-
ned integer>

alkusymboli: <integer>

generoi kokonaisluvut, ja tama kielioppi on sdanndollinen.

11.3 Kkielioppien ja automaattien valinen yhteys
Tarkastelemme lopuksi hieman kielioppien ja automaattien valisia yhteyksia.

Lause 11.3.1 Kieli L on saanndllinen, jos on olemassa aarellinen puoliautomaatti, jonka hy-
vaksymien sanojen joukko dn

Todistuksen idea.” <", ts. oletetaan, ettél on &arellinen puoliautomaatti, jolléc(.A) = L, ja
vaitetaan, ettd on saanndollinen, eli etté on olemassa saanndllinen kieliGpjaille L(G) = L.
Konstruoidaar: seuraavasti: Valisymboleiksi otetazhn tilat, loppusymboleiksid:n syotto-
aakkosto, alkusymboliksil:n alkutila, ja produktioihin otetaan

S — 9
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jos A:n diagrammissa on nuafi — S’, joka on merkattw:lla, ja
S — a,

jos A:n diagrammissa oa:lla merkattu nuoliS:sta hyvaksyvaan tilaan.
SelvastiG on sdanndllinen (oikealta lineaarinen), ja on melko helppo osoittaa(-ettaa
vaaditun ehdorl.(G) = L.

Esimerkki 11.3.2. Olkoon A esimerkin10.1.4 &arellinen puoliautomaatti. Yo. konstruktion
mukainenz on

G=(N,T,S,P),
missa
N = {e, o},
T = {0,1},
S = o
P = {e—0ee— lo,0— le,o— 0o,e — 1,0 — 0}

"=", ts. oletetaan, ettd on saannollinen kieli, ja vaitetdan, ettd on olemassa aarellinen puoli-
automaattiA, jolle Ac(A) = L.

KoskaL on saanndéllinen, on olemassa saanndéllinen kieliéhgolle L(G) = L. Tarkastellaan
tassa vain tapausta oikealta lineaarinen. (Toinen mahdollisuus@lvasemmalta lineaarinen

on jonkin verran mutkikkaampi kasitella.)

OlkoonG = (N, T, S, P). Maaritelladnd = (S, I, f, so, A) seuraavasti:

S = NU{F} missaF ¢ NUT,

I = T

f(s,a) = {t|s—ate PtU{F|s— a€ P},
So = S,
A = {F}.

SelvastiA on aarellinen puoliautomaatti (ei valttdmattd deterministinen), ja voidaan melko
helposti osoittaa, ettdc(A) = L.

Esimerkki 11.3.3. OlkoonG esimerkinll1.1.1(oikealta lineaarinen kielioppi. Yo. konstruktion

mukainenA on
b b
et
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12 LUKUTEORIAA

Lukuteoriassa kasitella&n kokonaislukujen
...,—2,-1,0,1,2,...

tiettyja ominaisuuksia tai sellaisia reaali- ja kompleksilukujen ominaisuuksia, jotka ovat lahei-
sessé yhteydessa kokonaislukuihin.

12.1 Lukuteoreettisia probleemeja

| Multiplikatiiviset probleemat ka&sittelevat lukujen jaollisuutta.
(1) Lukuteorian peruslause.Jokainen kokonaisluki > 1 voidaan esittaa yksikasitteisesti
(tekijoiden jarjestysta lukuunottamatta) alkulukujen tulona.
Alkulukuon sellainen kokonaislukp > 1, jolla ei ole muita tekijoitd & 0) kuin luku 1
ja lukup itse.
(2) Merkitaan kokonaisluvumn positiivisten tekijoiden lukumaaréén):lla.
Esim. 7(12) = 6, koska sen positiiviset tekijat ovat

1,2,3,4,6ja12

Niit& on siis6 kpl. 7(p) = 2 < p on alkuluku.p:n positiiviset tekijat ovat jap.
7(2™) = m + 1, silla 2™:n positiiviset tekijat ovat

1,2,2223 ..., 2™

SiisT(n) = llgig + 1, kunn = 2™,
Koska alkulukuja on aarettéman paljon , niifr):lla on arvo2 &arettéman monella:n

arvolla

Toisaaltar (n) voi saada kuinka suuria arvoja tahansa, kosia') = m + 1.
7(n):8an liittyvia kysymyksia:

(a) Mik& on(n):n arvo keskimaarin, ts. mita voidaan sanoa lausekkeen

arvosta, kunV — oco?

(b) Onkor(n)7(m) = 7(mn) aina, kunm:la jan:lla ei ole yhteisia tekijoité (multipli-
katiivisuus)?

(c) Onko ainar(n) < &7 4 1, ts. antavatko muoto@™ olevat luvut suhteellisesti

. . log2
suurimmanr-funktion arvon?

135



3)

(d) Kuinka monta ratkaisua on yhtéléidn) = 2, kunn < N (N on annettu positiivi-
nen kokonaisluku), ts. kuinka moni luvuista2, . .., N on alkuluku?
Alkulukujen jakautuminen

Merkitaan
7(N) = #{p|p < N on alkuluky.

m(N) on siis niiden alkulukujep lukuméaéara, jotka toteuttavat ehdprie NV.
Esim. 7(10) = 4, koskal0:t& pienemmat alkuluvut ovat 3, 5 ja 7 (4 kpl).
Gauss, Legendre, Hadamard (tod. 1896):

Alkulukulause.

N
lim ﬂN ) 1.
N—oo ——

InN

Bertrandin lause. Josn > 1, niin lukujenn ja 2n valissé on ainakin yksi alkuluku.
Diricklet’'n lause. Jos luvuillaa ja b ei ole yhteisia tekijoita, on lukujonossa

na+b (n=0,1,2,...)

aarettoman monta alkulukua.

Il Additiiviset probleemat

Additiiviset probleemat késittelevat positiivisten kokonaislukujen esittamista joidenkin erikois-
tyyppisten kokonaislukujen summana.

Esimerkkeja additiivisista probleemeista

(1)

(2)

3)

Mitk& luvut voidaan esittda kahden kokonaisluvun nelididen summana ja montako tal-
laista esitysta kullakin kokonaisluvulla on?

5 =124 22

13 =22+ 32

12:lla ei tallaista esitysta ole.

Definiittibinaarinen neliomuoto

z? + 2zy + 2y
esittaa luvunl 0, silla yhtalolla
x? + 22y + 2y* = 10

on kokonaislukuratkaisu = 2, y = 1.
Geometrisesti: Ellipsin? + 2zy + 2y? = 10 kehalla on kokonaislukupistg, 1)
KUVA

Goldlandin vaite: Jokainen luku voidaan esittdé kahden parittoman alkuluvun summana.
Esim.12=5+7

136



lll Diofantoksen yhtalot

Diofantoksen yhtél6t ovat yhden tai useamman muuttujan yhtaloita, joilla etsitaan kokonaislu-
kuratkaisuja (tai ainakin rationaalisia ratkaisuja).

Esim.

(1) Mitk& ovat yhtalon
1‘2 + yQ — 22
kaikki kokonaislukuratkaisut? Eras ratkaisumoe:= 3, y = 4, z = 5.

(2) Fermat'n yhtalo
x4yt = 2"

Fermat vaitti, etta talla yhtalolla ei ole kokonaislukuratkaisuja, kun 3 (paitsi triviaalit
ratkaisutz = 0, y = +z). Yhtalén tutkiminen on vaikuttanut ratkaisevasti lukuteorian

kehitykseen.
(3) Lineaarinen yhtalo
ar +by =c
(a, b ja c ovat kokonaislukuja).
Esim.5x + 22y = 18
18 — 22y . .
r = Ty pitda olla kokonaisluku=-
3—2 3—2
v o= 3—dy+ Y o3 gytrm = - Y
3 — 5z 1—2z 1—=z
= =1-224+4—"=1-2 =
Y 5 z+ 5 z+t=1 5 =
z = 1-2t
r = 8—22t
teZ;»{ v — 115t (t=0,t==+1,t==2...).

IV Diofantonksen approksimaatiot

(1) Josa on annettu reaaliluku j& luonnollinen luku, on maarattava sellainen rationaalilu-
ku § missdg < N, ettd erotus

on mahdollisimman pieni.

(2) Lukujene ja 7 transkendenttisuustodistukset. Luku on transkendenttinen, jos se ei ole
mink&an yhtalon
™ 4 ap 12" 4. a4+ ap =0

(a; € Z¥i) juuri,

137



12.2 Kokonaislukujen kantaesitys

Roomalainen jarjestelma:l, I, Ill, . ..
Kokonaislukujen esittamiseen tarvitaan aarettoman monta numeromerkkia.
Positiojarjestelmat: Luvun suuruuden maaraavat esiintyvien numeromerkkien paikat siten,
etté jos kantaluku oh, niin

ApQp—1...0100

tarkoittaa lukua
k™ 4 ap1 k"t 4 ...+ ark + ao.

Tarvitaan siis vairk — 1 numeromerkkia ja nolla.
Esim. 10-jarjestelméssa

2056 =2-10°4+0-10>+5-10 + 6.

Lause 12.2.1.Josa ja b ovat mielivaltaisia kokonaislukujab (# 0), on olemassa sellaiset
yksikasitteisesti maaratyt kokonaisluyyta r, etta on voimassa

a=qgb+r, 0<r<lJb. (12.1)

Lause 12.2.2.0lkoonk > 1. Silloin jokainen luonnollinen luku voidaan esittaéa yksikasittei-
sesti muodossa
a=ayg+ ark+...+a,k",

missdl < a; <k (t=1,...,n)jaay > 0.
k-jarjestelman lukua merkitaan
(ananfl ... an, aO)k?
esim.(1234)s. Josk:ta ei merkita nakyviin, on kyseessé-jarjestelman luku.
Esimerkki 12.2.3. Luku4457 11-jarjestelmassa:

KUVA
Siis

4457 = 2+11-405=2+11-(9+11-36)
= 24+9-11+1123+3-11)=2+9-11 +3-11> 43113
(3392),;.

Esimerkki 12.2.4. Yhteen- ja kertolasku:

(23)s+ (131)y = (2:4+3)+(1-4°+3-4+1) =11+ 29 = 40)
2.424+2.4+0

(23), - (131), = 11-29 =319 = (10333),
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Toisin: 4-jarjestelméssa on

1+41=2 |1-1=1
1+42=3 |1-2=2
1+43=10(1-3=3
2+2=1012-2=10
24+3=11|2-3=12
3+3=12|3-3=21
Taten

(131)4
(23)0  _ (23)s
(131)4 1113
(220),4 322

(10333)4

12.3 Jaollisuus ja Eukleideen algoritmi

Tarkastelemme ensin jaollisuuden maaritelmaa ja alkulukua.

Maéritelm& 12.3.1. Kokonaislukua sisaltyy kokonaislukuurb (merk.a|b) eli b on jaollinen
a:lla, jos on olemassa sellainen kokonaisluklettdb = k - a. Muulloin a ei siséllyb:hen.

Esim. 5|10, koskal0 = 2 - 5; 3 ei sisélly10:een, koska ei ole sellaista kokonaislukyeetta
10=%-3.

Luku 0 siséltyy vain itseensa. Talloikrksi kelpaa mik& kokonaisluku tahansa. Muull@iron
yksikasitteisesti maaratty.

alb : a jakaab:n
- a onb:n tekija
b ona:n monikerta
b sisaltddu:n tekijana

Lause 12.3.2. (1) al0, £a|0, £1]q;
(2) alb,blc = alc;
(3) alb = a|mb;
(4) alby,...,alb, = alby + ... by;
(5) alby,...,alb,_; mutta eia|b, = eialb; +...b,.

Maaritelmé 12.3.3. Luonnollista lukugp > 1 sanotaanalkuluvuksj jos se on jaollinen vain
+1:11a ja £p:ll&. Muussa tapauksessgaon yhdistetty

Huom. Luku 1 ei ole alkuluku eikéd yhdistetty. Luk2 on ainoa parillinen alkuluku. Jokainen
yhdistetty luku ¢& 1) voidaan esittaa alkulukujen tulona, sillé joen yhdistetty, niim = b - ¢,

1 <b<a,1<c< a Josbjacovat alkulukuja, on asia selvd. Muussa tapauksessa esim.
b=d-e, 1 <d<b,1<e<b Menettely voidaan toistaa vain aarellisen monta kertaa, koska
tekijat pienenevat, mutta ovaita suurempia.
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Lause 12.3.4.(Eukleideen lause). Alkulukuja daretttman monta.

Lause 12.3.5.(Diricklet'n lause, kuna = 3 ja b = 2). Muotoa3n + 2 olevia alkulukuja on
aarettbman monta.

Eratostheneen seulan menettely, jolla voidaan maarittdd annettua luklpienemmat alku-
luvut.

Olkoon a mielivaltainen luonnollinen luku toteuttaen ehder< N. Josa on yhdistetty, silla
on alkutekija< /a < v/N. Kirjoitetaan luvutl, 2,3, ..., N jonoon ja pyyhitaan poi kaikkien
V/N:a4a pienempien alkulukujen monikerrat.

Esim. N = 48, /N < 7 = alkuluvut2, 3 ja 5.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
37 38 39 40 42 43 44 45 46

Suurin yhteinen tekija (syt)
Tarkastellaan lukuja ja b, jotka molemmat eivét ole nollia.

—_
—_

12
24
36
48

DO
w

w

= |
W~
S &

Maaritelma 12.3.6. Lukujena ja b suurin yhteinen tekij&yt(a,b) on a:n ja b:n sellainen
yhteinen tekijd, joka on positiivinen ja jaollinen kaikilla naiden lukujen yhteisilla tekijoilla.
Tatend = syt(a,b), jos

(1) d >0,
() djajad|b,

(3) klajak|b= k|d.
Vastaavasti maaritellaén lukujen, . . . , a,, suurin yhteinen tekijayt (a4, ..., a,).

Kaytannossayt voidaan maarittaa (a) etsimalla lukujena b yhteiset tekijat ja valitsemalla
niista suurin, (b) jakamalla luvut alkutekijéihin, esim.
4=2-2
12=2.2-3
tai (c) jakoalgoritmilla, kuten Eukleideen algoritmilla.
Eukleideen algoritmi

}:>syt(4,12)—2~2—4

Lause 12.3.7.Kokonaislukujeru ja b (b # 0) syt voidaan maarittdd seuraavallgukleideen
algoritmilla:

= qlb+7"1, O<7"1<‘b|

b = qory+12, 0<ry<nr

T = Q32+ T3, 0<7’3<7“2
Th—2 = QnTn—-1+Tn, 0< Tn < Th-1
n—1 = Q4n4+1Tn

Talloin syt(a, b) = r,.
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Eukleideen algoritmin muodostaa ketju perakkaisia jakolaskuja, joissa jaettavana on edellinen
jakaja ja jakajana edellinen jakojaannos. Ketju paattyy, koska jakojaannéksetdostavat
alenevan ei-negatiivisten kokonaislukujen jonon:

| >r >rg>rg>...>1r, >0>r,;=0.

Lause 12.3.8.Josa ja b eivat molemmat ole nollia, niigyt(a,b) on aina olemassa ja on
yksikasitteinen.

Syt:n perusominaisuuksia
Syt:n maaritelmé= syt(a, b, c) = syt(syt(a,b), c). Yleisesti patee

syt(ay, ..., ax, apy1) = syt(syt(ay, ..., ax), agi1)- (12.2)
Lause 12.3.9.Jossyt(z1, ..., as) = d, on olemassa sellaiset luvut, . . . , z,, etta
r1r1 + ...+ xas = d.
Lause 12.3.10.Diofantoksen yhtaldlla
axr + by =c
on ratkaisu, jossl|c, misséd = syt(a, b).

Geometrisesti lause voidaan tulkita siten, ettéd suera by = c kulkee ainakin yhdemy-tason
verkkopisteen (kokonaislukupisteen) kautta, mikifdi d = syt(a, b). Koska suoran kulmaker-
roin on rationaaliluku, kulkee suora itse asiassa aarettdman monen verkkopisteen kautta.

12.4 Kongruenssi

Ekvivalenssirelaatio

Josa ja b ovat kokonaislukuja, niin joka = b tai a # b. Tama relaatio#’ joko vallitsee tai ei
vallitse esim. kahden mielivaltaisen kokonaisluvun vélilla. Talla relaatiolla on mm. seuraavat
ominaisuudet:

(1) jokainena = a;
2 a=b=b=aq;
B)a=bb=c=a=c

Maaritelméa 12.4.1. Jos joukonA kahden mielivaltaisen alkion ja b valilla joko vallitsee
relaatio ~ (ts.a ~ b) tai ei vallitse, ja jos tama relaatio on

() refleksiivinenA:ssa, tsVa € A : a ~ a,
(i) symmetrineM:ssa, tsVa, b€ A : a~b= b~ q,

(iii) transitiivinenA:ssa, tsVa,b,c€ A : a~b,b~c=a ~c,

141



niin ~ on ekvivalenssirelaatia:ssa.

Ekvivalenssirelaatioita: '=’, kolmioiden yhdenmuotoisuus, suorien yhdensuuntaisuus, asu-
minen samassa talossa, opiskella samaa paaainetta jne.

Esim. kokonaislukujen jaollisuusrelaatio ei ole ekvivalenssirelaatio, koska se ei ole symmetri-
nen.

Kongruenssin maaritelma ja perusominaisuudet

Maéritelm& 12.4.2. Josm|a — b, sanomme, etta on kongruenttb:n kanssa modulen, ja
merkitsemme
a = b(modm).

Jos taasm ei sisélly (e« — b):hen, sanomme, etté on epédkongruentti:n kanssa modulan,
merk.a £+ b(mod m). Lukum onmoduli.

JosN = gm+r, ninm|N —reli N = r(mod m). Josm|N, niin N = 0(mod m) ja kd&ntaen.
Esim.

(1) 627 = 427(mod 10), koskal0|627 — 427.
(2) 31 = —9(mod 10), koskal0|31 + 9.

(3) 7+ 5(mod 10), koskal0 ei sisélly lukuun7 — 5.
7 = 5(mod 2). Yleensa parittomat luvut ovat keskenaéan kongruenttejé 2.

(4) a = b(mod 1) on voimassa jokaisellalla ja b:lla.

Lause 12.4.3Kongruenssi on ekvivalenssirelaatio, ts iz a(mod m), (i) a = b(mod m) =
b = a(modm) ja (iii) a = b(modm),b = c¢(modm) = a = ¢(mod m).

Lause 12.4.4.Kongruenssille on voimassa

a = b(modm),c=d(modm)=a+c=0b=xd(modm); (12.3)

a; = bi(modm),(i=1,...,n) iZaiEZbi(modm); (12.4)
i=1 i=1

a = b(modm) = ac = be(modm); (12.5)

a = b(modm),c=d(modm) = ac = bd(modm); (12.6)

a; = bi(modm),(i=1,...,n) =>Hai EHbi(modm); (12.7)
i=1 i=1

a = bmodm),n € N=a" =0b"(modm); (12.8)

a = b(modm), P(z) = a,a™ + ...+ a1z + ag (a;:t kokonaislukuja)  (12.9)

= a = P(b)(modm). (12.10)

Esimerkki 12.4.5. Mik& on jaannos, kun luku

N =182.135+20%- 107
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jaetaan11:11&, ts. miké onz, kun N = z(mod 11)?

Ratkaisu:18 = —4(mod 11) = 182 = (—4)? = 16(mod 11), 16 = 5(mod 11);
13 =2(mod 11) = 13* =8 = —3(mod 11),13° = (—4)? = —2(mod 11);

20 = —2(mod 11) = 20* = (-2)* = 5(mod 11);

10 = —1(mod 11) = 10" = (—1)"(mod 11).

SiisSN=5-(—-2)+5-(—1) = —4(mod 11). J&&4nnds on siis.
Kongruenssin jakaminen luvulla

Lause 12.4.6.Kuna,b, c € Z, niin

ac = be(modm), syt(c,m) = 1 = a = b(mod m). (12.11)
Huom. Ehtosyt(c, m) = 1 on valttdmaton, silla esin22 = 16(mod 6), muttall + 8(mod 6).
Todistus. m|ac — bc = m|c(a — b) =V"™I9=! m|a — belia = b(modm). m
Lause 12.4.7.a,b,c € Z =

ac = be(modm) =a=b (mod (12.12)

_mo
syt(c,m) )
Todistus. m|ac — be = mlc(a — b). Merk. syt(c,m) = d,m = kid,c = kod. TallGin on
syt(ky, ko) = 1. Edelleen saadaan

kid|kod(a — b) = ky|ky(a — b) =¥ k0k)=1 L 1(g — b) = @ = b(mod k)

éazb(mod@>:>azb<mod

i sie)

[
Jaannosluokat
Jokainen lukw voidaan esittda muodossa

a=qm-—+r,

missér on jokin luvuista0, 1,2, ..., m — 1. Luku r on ns.a:n pienin ei-negatiivinen jaannos
(modm).

Kaikki kokonaisluvut jakautuvat luokkiin sen mukaan, kuinka suuri tamé jaannos-gadn-
ndsluokat (modn)).

Merkitdén esim. 8> < jaannog), <1> < jaannod, ..., In—1> < jadnndsn — 1. Erityisesti
on <> ona:n maarddma jddnndosluokka (mad.

Esimerkki 12.4.8. Kunm = 4, saadaan jaannosluokat
<0> = {...,-8,-4,0,4,8,...}
<1> = {...,—-7,-3,1,5,9,...}
<2> = {...,-6,-2,2,6,10,...}
<3> = {...,-5,-1,3,7,11,...}

Yleisesti on
<r>{a;|a; = r(modm)}.
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