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Meyer: Ich mdchte noch fragen wegen der
Mingel der photographischen Platte, die kann
man also daran erkennen, dass die Fehler
immer an derselben Stelle und in derselben
Grosse erfolgen?

Kaufmann: Diese Fehler sind fast immer
da, systematisch, d. h. der Kurve wirk-
lich angehdrig sind sie aber nicht, da sie auf
den einzelnen Platten an ganz verschiedener
Stelle und verschieden nach Grésse und Sinn
auftreten.

M. Abraham (Géttingen), Prinzipien der Dy-
namik des Elektrons.

Bereits im Januar dieses Jahres habe ich in
‘den Nachrichten der Gottinger Gesellschaft der
Wissenschaften eine Abhandlung iiber die Dy-
namik des Elektrons verdffentlicht. Die Uber-
einstimmung der dort entwickelten Theorie mit
den experimentellen Resultaten des Herrn
Kaufmann lisst die Annahmen, auf denen die
Theorie beruht, als zweckmissig gewidhlt er-
scheinen; sie zeigt ferner, dass die Trigheit
des Elektrons rein elektromagnetlscﬁer Natur
ISt “Wihrend ich dort zunéchst noch eine von
der elektrischen Ladung unabhingige ,mate-
rielle” Masse in den Bewegungsgleichungen mit-
fiihrte, wird es jetzt notwendig, die Dynamik
des Elektrons von vornherein elektro-
magnetisch zu begriinden. Dabei ergeben
sich bemerkenswerte Analogien der Prinzipien
der Dynamik des Elektrons einerseits, der Prin-
zipien der gewothnlichen Dynamik materieller
Korper andererseits, Analogien, die fiir die
kiinftige elektromagnetische Begriindung der
gesamten Mechanik von Bedeutung werden
diirften.

Wir schreiben dem Elektron, dem Atome
der negativen Elektrizitit, eine Ladung ¢ (elektro-
statisch gemessen) zu. Das in den Katho-
den-und Becquerelstrahlen bewegte freie
Elektron sei — das nehmen wir an — eine
Kugel vom Radius @, iiber deren Volu-
men die Elektrizitit gleichférmig, mit
der Dichte ¢, verteilt ist. Die Elektrizitidt
soll an den Volumelementen des Elek-
trons haften, wie die Materie an den Vo-
lumelementen eines starren Korpers, d. h.
es soll fiir das Elektron die kinematische
Grundgleichung gelten.

1) ' b==gq + [9 1]

Die kinematische Grundgleichung be-
stimmt die Geschwindigkeit b eines beliebigen
Punktes des Elektrons, dessen Abstand vom
Mittelpunkt durch den Vektor r angezeigt ist,
wenn die Geschwindigkeit q des Mittel-
punktes und die Drehgeschwindigkeit &
um den Mittelpunkt gegeben sind; wir

schreiben sie in vektorieller Form, wobei wir
das Grassmannsche Symbol des &dusseren
Produktes gebrauchen.

Das elektromagnetische Feld, das von dem
Elektron erregt wird, ist bestimmt durch die
Maxwell-Lorentzschen Feldgleichungen:
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¢
€ O bezelchnen dabei elektrische und magne-
tische Feldstirke, ¢ die Lichtgeschwindigkeit.

Es ist hervorzuheben dass die Lorentzsche
Theorie mit absoluten  Geschwindigkeiten
rechnet.

Das Elektron” befinde sich nun in einem
gegebenen Husseren elektromagnetischen Felde,
von den Feldstirken € , 1. Zur Bestimmung
der Bewegungen, die es ausfithrt, ist noch ein
drittes System von Grundglelchungen e1forder—
lich, das System der ,kinetischen® oder

dynamischen‘ Grundgleichungen. Bei der
Aufstellung derselben lassen wir uns durch
folgende Ubetlegung leiten. H. A. Lorentz
und E. Wiechert haben gezeigt, dass man die
Krifte, welche auf ruhende und auf stromende
Elektrizitit im elektrischen bezw. im magne-
tischen Felde wirken, aus der Elektronentheorie
ableiten kann, wenn man fiir die auf das ein-
zelne Elektron wirkende Kraft den Ansatz
macht:

R=c-Fn . FTr=Ci+ [a9]

Dabei wird das Elektron als Punktladung auf-
gefasst. Wir miissen die Volumelemente des
Elektrons unterscheiden; demgemiss definieren
wir die ,,dussere Kraft" durch

R=/[ldve Fr, Fn="=Cr+ 17 < [o 4
und fithren ferner eine , dussere Drehkraft®
0= ///dve |r
ein. Nach Maxwell und Hertz gilt nun aber
das ,,Prinzip der Einheit der elektrischen und
magnetischen Kraft"; diesem Prinzip zufoige
ist die Untelsche1dung eines ,,ausseren und
eines vom Elektron selbst erregten ,inneren’
Feldes eine kiinstliche; in Wahrheit giebt es
nur ein Feld, von den Feldstirken

Cr4 €, Hn+ D

Dieses Prinzip fiihrt uns dazu, dem Vektor
=G + — [b 9]
den Vektor

I
F=C+ —1b @] |
an die Seite zu stellen, und von einer
,inneren Kraft®
Sffdve
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und einer ,,inneren Drehkraft®

L1 d v |r
zu reden. Die , dynamischen Grundgleich-
ungen‘’ besagen nun:

Die Resultierenden der inneren nnd
dusseren Kraft und Drehkraft ver-
schwinden:

) LT d v o ‘S -+ }\ —o0,
3 ‘/"/_./‘ v 0 h‘ 8’] -+ 6 —

Feldgleichungen (2) und die dynamischen
Grundgleichungen(3), das sind die Grund-
lagen, auf denen die Dynamik des Elek-
trons sich aufbaut. Es mag betont werden,
dass das Wort ,, Kraft’ hier nur eine abkiir-

zende Bezeichnung fiir gewisse, durch die
Feldstirken und durch die Geschwindigkeit
der Translation und Rotation des Elektrons

definierte Vektoren ist; aus der gewohnlichen
Mechanik nehmen wir nur rein geometrisch-
kinematische Begriffe in die Grundlagen der
Dynamik des Elektrons auf. Doch wihlen
wir die Bezeichnung der abgeleiteten Grdssen
so, dass die Analogie zur gewthnlichen Mecha-
nik deutlich hervortritt.

Bevor wir zur Behandlung spezieller Be-
wegungstypen iibergehen, mogen zwei allge-
meine Sitze vorausgeschickt werden, die aus den
Feldgleichungen folgen. Der erste Satz formu-
liert das Energieprinzip, er lautet:

oy

o [ [wass 4 [ o=~

Dabei bedeuten: o die Begrenzung des Feldes,
die durch fremde Kérper oder auch durch eine
nur gedachte Fliche bestimmt sein kann; (0 )
das innere (skalare} Produkt der Vektoren ©» und
%, mithin das erste Glied der linken Seite die
oLeistuny der inneren Krifte. Das zweite
Glied enthilt die Normalkomponente des
,Poyntingschen Strahlvektors’

&= 19
47
und ergiebt die vom Elektron durch die Be-
grenzung hindurchgesandte Strahlung. Leistung
der inneren Krifte und Ausstrahlung erfolgen
auf Kosten einer skalaren Grosse JV, die wir
,elektromagnetische Energie’ nennen, und
die das Feld mit der Dichte

I,
LoE2 - B2
g @D
erfillt. Gl (4) entspricht also dem Satze
von der lebendigen Kraft. In ent-
sprechender Weise lassen sich — das hat

die Sitze
oder die

der Lorentzschen
Es ist:

H. Poincaré zuerst bemerkt —
von der Bewegungsgrosse,
y2Impulssitze” aus
Theorie gewinnen.

ist, unmerklich wird.
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Hier giebt P die Kraft an, die von den
sogenannten ,Maxwellschen Spannungen’’ des
vom Elektron erregten Feldes auf die Ilichen-
einheit der Grenzfliche o ausgeiibt wird, [v 3]
das statische Moment dieser Kraft, bezogen
auf den Mittelpunkt des Elektrons. Nach den
Gleichungen (5) heben sich im allgemeinen die
Krifte, welche vom TFelde auf das Elektron
einerseits und auf die Begrenzung andererseits
ausgelibt werden, durchaus nicht auf; sie
widersprechen also dem dritten Axiome New-
tons. Ganz ebenso wiirde die Gl (4) dem
Energieprinzip widersprechen, wenn wir es nicht
durch Annahme einer neuen ,elektromagne-
tischen Energie* aufrecht erhalten hiitten, Auch
das dritte Axiom konnen wir retten,
wenn wir eine neue ,elektromagnetische
Bewegungsgrosse’ einfithren, die iliber

I .
das Feld o . © verteilt

ist. Die Gl (5) sind dann folgendermassen zu
deuten.

mit der Dichte

Wir denken uns ein mit dem Ilektron starr
verbundenes Geriist. In allen Punkten des
Feldes, an denen gerade die Dichte der
elektromagnetischen Bewegungsgrisse mit der
Zeit zunimmt, greift éine entsprechende Kraft
an dem Geriliste an. Alle diese Einzelkrifte
nach den Regeln der Statik starrer Korper zu-
sammensetzend, erhdlt man die Kraft und
Drehkraft, welche das von der Fliche o be-
grenzte Feld auf das Geriist "ausiibt. Die Be-
trachtung vereinfacht sich, wenn es erlaubt ist,
die Fldche 0 in das Unendliche zu riicken, und
die Oberflichenintegrale in den GL (5) und (4)
fortzulassen; das ist dann der Fall — der
Nachweis wiirde hier zu weit filhren —, wenn
der EKinfluss fremder Kérper auf das Elektron,
soweit er nicht in dem Vektor i berticksichtigt
Nehmen wir weiterhin
diese Bedingung als erfiillt an, so kénnen wir
vermége der Gl. (5) die ,inneren Krifte voll-
stindig durch die dynamischen Einwirkungen
der elektromagnetischen Bewegungsgrosse er-
setzen.

Wir nennen das iiber den unendlichen Raum
erstreckte Integral:

(S.—.—:Iz/f dv&
c

den ,Impuls des Elektrons, ferner
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den ,,Drehunpuls bezogen auf den
Mittelpunkt des Elektrons, ganz ebenso
wie wir die Integrale iiber das ganze unendliche

TFeld
. Y do .. -
Vo= §2 =
= f fe = [ [
als elektrische und magnetische Energie des

Elektrons zu bezeichnen gewohnt sind.

Fihren wir die Relationen () jetzt in die
dynamischen Grundgleichungen (3) cm SO er-
halten wir sofort die ,Bewegungs glclchun-
des Elektrons.

d®
dt

T [08] == 6.
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Eine #Hussere Is.laft bedingt eine zeitliche
Anderung des Impulses. Lme dussere Dreh-
kraft ist “hicht nur zur Abinderung des Dreh-
impulses erforderlich; nein, eine dussere Dreh-

kraft muss auch dann angreifen, wenn das
Elektron mit konstantem Drehimpuls und

einem zur Translationsrichtung schiefem Impulse
- behaftet ist. In der That, in diesem Falle
nimmt, bezogen auf einen im Raume festen
Punkt, das statische Moment des Impulses zu
oder 'Lb und hierzu eben ist die Einwirkung
einer dusseren Drehkraft notwendig. Ubrigens
entsprechen die Bewegungsgleichungen (6) ganz
denjenigen, die man fiir die Bewegung eines
starren Korpers in einer idealen Flissigkeit
aufgestellt hat. Dort aber sind Impuls und
l)mlnmpu]s lineare Funktionen der jeweiligen
Geschwindigkeit bezw. Drehgeschwindiglkeit.
IMier hingegen hingen Impul und Dreh-
impuls, die durch Integrale iiber das ganze
FFeld definiert sind, im allgemeinen von
der Vorgeschichte des Elektrons ab, d. h.
von der Geschwindigkeit, die es von An-
beginn an bis zum geeenwmhgcn /utpunkt
besessen hat. Hierdurch ist eine weit grossere
Komplikation des elektrodynamischen Problems
bedingt, die eine allgemeine L&sung desselben
als aussichtslos erscheinen ldsst. Man muss
sich daraufbeschriinken, aus der grossen Mannig-
faltiglkeit der Bewegungen und Felder gewisse,
der mathematischen Behandlung zugingliche
Klassen herauszugreifen; gliicklicherweise schei-
nen gerade die mathematisch einfachsten Be-
wegungen der Elektronen von den bei Kathoden-
und Becquerelstrahlen wirklich stattfindenden
nicht merklich verschieden zu sein.

Werin den Kathoden- und Becquerelstrahlen
Schwirme bewegter Elektronen sieht, muss fiir
deren Bewegungen das erste Newtonsche
Axiom als giiltig ansehen. Solange nimlich
keine #ussere Kraft einwirkt, erfolgt die Be-
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und mit konstanter Ge-
schwindigkeit. Auch das zweite Axiom New-
tons hat man experimentell bestiitigt gefunden
in dem Sinne, dass bei Steigerung der ablenken-
den oder beschleunigenden #usseren Kraft der
Betrag der transversalen oder longitudinalen
Beschleunigung in demselben Verhiltnis ansteigt,
wie die Kraft; man durfte daher dem Elektron
eine trige Masse zuschreiben, eine Masse, die
nach Kaufmann mit wachsender Geschwindig-
keit zunimmt. Um ein solches Verhalten aus
der elektromagnetischen Theorie zu deduzieren,
miissen wir 7unachbt Bewegungen des Llektrons
aufsuchen, bei denen die Translatlonsoeschwm—
digkeit  konstant bleibt ohne Einwirkung einer
dusseren Kraft oder Drehkraft. Von solchen,
dem ersten Axiome gentigenden Bewegungen
haben wir auszugehen; wir haben sie durch
dussere Krifte abzudndern, um zu dem zweiten
Axiome und zu dem Begriffe der elektromagne-
tischen Masse zu gelangen.

Jede reine translatorische Bewegung
unseres kugelférmigen Elektrons genligt
dem ersten Newtonschen Axiome. Denn
es ergiebt sich aus den Feldgleichungen, dass
das 1&1(..1\1:1'011 wenn die Geschwindigkeit q kon-
stant ist, sein Feld einfach mitfiihrt, dass ferner
der Drehimpuls 9 null ist, und der Impuls der
Bewegungsrichtung pmalld weist.  Die Be-
wegungsgleichungen (6) sind daher ohne An-
nzhme &dusserer Krifte erfiillt. Wir denken uns
nun die Bewegung durch eine dussere Kraft &
abgeidndert, etwa durch ein homogenes elek-
trisches oder magnetisches Feld. Drehkrifte
und Rotationen schliessen wir aus; wir gentigen
den Bewegungsgleichungen, wenn wir den Im-
pulsvektor & der Kraft & entsprechend ab-
dndern, und die Bewegung des Llektrons der
jeweiligen Richtung des Impulsvektors parallel
erfolgen lassen. Setzen wir voraus, dass der
Betrag ¢ des Impulses nur von dem Betrage ¢
der Geschwindigkeit abhinge, so ergiebt sich,
dass, bei longitudinaler Beschleunigung,
die Masse

wegung geradlinig

_dG
7) s
= dg’
bei transversaler hingegen die Masse
G
7) Uy ==
g

in Rechnung zu setzen ist. Diese Formeln, fiir
longitudinale und transversale elektro
magnetische Masse, habe ich bereits in
meiner fritheren Mitteilung hergeleitet. Bei lang-
5 .

d. h. wenn pB?* = Z:,j

samer Bewegung, zu ver-

nachlidssigen ist, ist € von der Geschwihdigkeit
| unabhingig, § dieser proportional. - Mithin ist
| die Dichte der elektromagnetischen Bewegungs-
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grosse, sowie der Impuls G der Geschwindig-
keit ¢ proportional. Daher wird hier die longi-
tudinale Masse der transversalen gleich, ein
Resultat, das bei langsamen Kathodenstrahlen
experimentell festgestellt ist, aber erst durch die
Formeln (7) im Sinne der elektromagnetischen
Theorie verstiandlich wird.

Bei grosseren Geschwindigkeiten hin-
gegen,wo G nicht mehr ¢ proportional ist,hingen
beide Massen in verschiedener Weise
von der Geschwindigkeit ab.

Die Theorie ergiebt, bei langsamer Bewegung:

2
. .
‘us I ﬂ ‘uo 5 dﬁz’
das Experiment
—I—EL ==1,865 . 107,
cH
Wir erhalten demnach
a=f’g -Lel*- 1,86 5. 107

Setzen wir fiir ¢ die Ladung eines einwertigen
Tons, so erhalten wir fir den Radius des
Elektrons == 10""3cm, ein Resultat, das
mit Riicksicht auf die Unsicherheit in der Be-
stimmung von ¢ nur als Angabe der Gréssen-
ordnung anzusehen ist.

Uber den GultlgkeitSbEIGICh der For-
meln (7) sind noch einige Worte zu sagen.
Dass das Elektron in einer beliebigen Richtung
kriftefrei und stationdr sich bewegen kann, ist
durch die Symmetrie bedingt, die wir ihm zu-
schrieben. Wire das Elektron etwa ein
gleichformig mit Elektrizitit geladenes
Ellipsoid, so widre kraftefreie stationidre
Bewegung nur parallel einer der 3 Haupt-
achsen denkbar, da nur hier der Impuls-
vektor der Bewegungsrichtung parallel
weist; und auch von diesen drei Richt-
ungen ist nur die der grossen Achse
parallele stabil, in dem Sinne, dass bei einer
Abinderung der Translatlonsrlchtung stets eine
innere Drehkraft einsetzt, welche die grosse
Achse in die neue Translationsrichtung einzu-
stellen strebt. Hier sind, wenigstens bei schwach
gekriimmten Bahnen, die Formeln (7) anwend-
bar. Bei Bewegungen mit einem, zur Be-
wegungsrichtung schiefen Impuls hin-
gegen ist es prinzipiell unzulidssig, von
elektromagnetischer Masse zureden; denn
hier wird bereits das erste Axiom ungiiltig.

Was die Voraussetzung anbelangt, dass der
Betrag des Impulses nur von der jeweiligen
Geschwindigkeit abhingen soll, so ist dieselbe

nur fir solche Bewegungen erfiillt, die ich
,quasistationire Bewegungen® genannt
habe. Das sind solche Bewegungen, bei denen

lie Geschwindigkeit keine allzu plstzlichen Ande-

rungen erfahrt. - Die elektromagnetische Masse
entspricht ja durchaus der Selbstinduktion in
der Theorie der elektrischen Schwingungen;
man berechnet die Selbstinduktion aus dem
magnetischen Felde des Stromes, als ob der
Strom stationdr wire; das ist erlaubt, solange
die Stromschwankungen hinreichend allmdhlich
erfolgen, solange der Strom ,,quasistationdr® ist.
Bei sehr rapiden Schwankungen der Stromin-
tensitit, bei Hertzschen Schwingungen z. B.,
kommt man nicht mehr mit der so berechneten
Selbstinduktion aus. Ganz &hnlich liegen die
Verhiltnisse hier; bei sehr rapiden Beschleu-
nigungen des Elektrons wird es unzuldssig, mit
der elektromagnetischen Masse zu rechnen, ins-
besondere dann, wenn die Lichtgeschwindigkeit
erreicht oder gar iiberschritten wird. Doch darf
man die Theorie der quasistationidren Bewegung
noch anwenden, wenn die Geschwindigkeit nur
um wenige Kilometer pro Sekunde hinter der
Lichtgeschwindigkeit zuriickbleibt, und wenn
die Beschleunigung die in den stdrksten Feldern
erreichbaren Wert annimmt.

Wir rekapitulieren: Energiesatz und Im-
pulssédtze liessen sich allgemein aus den
Grundgleichungen der Dynamik des
Elektrons deduzieren. Um das zweite
Axiom Newtons herzuleiten, beschriank-
ten wir uns auf quasistationdre Trans-
lationsbewegung. Dabei erfuhr der
Massenbegriff eine Erweiterung; die
elektromagnetische Masse ist kein Ska-
lar, sondern ein Tensor, von der Symme-
trie eines Rotationsellipsoides; beide
Massen, longitudinale und transversale,
sind Funktionen der Geschwindigkeit.
Nun leitet man bekanntlich in der analytischen
Mechanik, von den Newtonschen Axiomen
ausgehend, andere Formulierungen der dyna-
mischen Prinzipien ab, die Lagrangeschen
Gleichungen, das Hamiltonsche Prinzip, welche
die Dynamik eines Systems abhingig machen
von einer einzigen Funktion, der Differenz der
kinetischen und potentiellen Energie (der La-
grangeschen Funktion). Doch liegt dieser Ab-
leitung die Voraussetzung zu Grunde, dass die
potentielle Energie von der Geschwindigkeit
unabhidngig, die kinetische Energie eine homo-
gene Funktion zweiten Grades der Geschwindig-
keitskomponenten ist. Es liegt nahe, der kine-
tischen Energie die magnetische, der potentiellen
die elektrische entsprechen zu lassen, und die
Lagrangesche Funktion Z = W,, — W. zu setzen.
Bei langsamer Bewegung ist in der That W. von
g unabhingig, W, dem Quadrat von ¢ pro-
portional. Bei grosseren Geschwmdlgkelten aber
gilt das nicht mehr; hier wird die in der ana-
lytischen Mechanik gegebene Herleitung der
Lagrangeschen Gleichungen hintillig. Wollen
wir die Lagrangeschen Gleichungen und das
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Hamiltonsche Prinzip priifen, so miissen wir auf
die Grundgleichungen der Dynamik des Elek-
trons zuriickgehen.

Das soll jetzt geschehen; dabei sollen die
Annahmen iiber die Bewegung etwas allge-
meiner gehalten sein; wir beschrinken uns
nicht auf translatorische Bewegungen, sondern
ziehen auch Rotationen in Betracht. Wir fith-
ren ein Koordinatensystem ein, das in
dem bereits oben erwihnten, mit dem
Elektron starr verbundenen Geriist be-
festigt ist. Wir schreiben

€ V9

0z’ 0t
die zeitlichen Anderungen der Feldstirken, be-
urteilt von diesem Geriist aus, und bezogen auf
das im Geriiste feste Achsenkreuz. Die beiden

ersten Feldgleichungen nehmen dann die ein-
fache Form an:

’

a@ ’ ’ I .
-—6—=curlf{g, [5) =Sg———;[b@3],

F—6 + ~ 9]
Die Form der Feldgleichungen legt es nahe,
eine Klasse ausgezeichneter Bewegungen
herauszuheben, nidmlich solche, deren Feld sta-
tiondr ist in Bezug auf jenes Geriist. Zu den
,ausgezeichneten’ Bewegungen gehort
die reine Translation, ebenso die reine
Rotation des kugelférmigen Elektrons,
endlich auch Translation, verbunden mit
Rotation um die Richtung der Trans-
lationsbewegung; bei Rotation um eine zur
Bewegungsrichtung schiefe Achse hingegen wird
der Geschwindigkeitsvektor keine feste L.age
im Geriist besitzen, mithin das Feld, bezogen
auf das Geriist, nicht stationir sein. Fiir gije

oz’
es ist mithin nach (8) der fiir die inneren Krifte
massgebende Vektor § der Gradient eines Ska-
lars ¢; dieser wird , Konvektionspotential®
genannt. Mit ihm hingt die ,Lagrangesche
Funktion® durch die Relation zusammen:

9) Lszz—Wez—fffva;p‘u

(In meiner fritheren Mitteilung habe ich, diese
Formel als Verallgemeinerung einer Formel der
gewohnlichen Potentialtheorie betrachtend,

U=ff dov %
2

als , Kriftefunktion des Elektrons bezeichnet.)
Fiirdie,ausgezeichneten“Bewegungen
nun lidsst sich der Impuls aus der La-
grangeschen Funktion ableiten. So gel-
ten, fiir reine Translation, die Gleichungen:

ar
9 a) G= dq

ausgezeichneten Bewegungen verschwindet

gb) %gzﬁ,

die man in der analytischen Mechanik als erste
und zweite Zeile der Lagrangeschen
Gleichungen bezeichnet. Es gilt ferner fiir
die Energie die aus der analytischen Mechanik
bekannte Beziehung: iz
W=—1 L

9c) + ¢ dg
Diese Formeln sind implicite bereits in meiner
friiheren Mitteilung enthalten; man hat fir die
Lagrangesche Funktion des kugelfosrmigen
Elektrons zu setzen

3¢ (1—8 1+8\ 5, ¢
10) L=—7 a'( 28 >Z” <1—ﬁ>'5“‘5_
Aus (10), (9a) und (7) folgt insbesondere fiir
die transversale elektromagnetische Masse die
Formel:

10a) =t > ),

o= {5 (22—

die durch Herrn Kaufmanns Versuche eine
so glinzende Bestitigung erfahren hat.

(Es ist bemerkenswert, dass, wenn man
homogene Flichenladung anstatt Volumladung
annimmt, die Lagrangesche Funktion, ebenso

5

wie y, den Faktor 2 erhilt, die Formel (10a)

aber giiltig bleibt.) '
Zu den ,ausgezeichneten Bewegungen' ge-
hért auch die reine Rotation. Hier wird

292 .
1) L=« + - WO C, p Konstanten sind.
Es wird mithin der Drehimpuls

Ila) M=p.9,

analog einer materiellen starren Kugel; fiir p,
das ,elektromagnetische Trigheitsmo-
ment", erhilt man

IIb) p = _;_ﬂo a21 :

wﬁhrend bei einer mit materieller Masse M
homogen erfilllten Kugel das Tragheitsmoment

P == —? - M- a2 ist. {Bei Flichenladung erhilt

man;ﬁ=—;—y0 a2, P= jmﬂ}.

Bei reiner Rotation tritt nichts Bemerkenswertes
ein. Bei langsamer Translationsbewegung be-
geht man nur einen Fehler von der Ordnung
B% wenn man & = g, q, M = p9 setzt.
Drehende Krifte treten auf beim Durchgang
der Kathodenstrahlen durch inhomogene Felder.
Dochist, da der Radius des Elektrons @ so klein
ist, die Drehkraft sehr gering; -daher betrdgt,
nach meiner Schitzung, die Energie der in Fel-
dern von der ‘grossten erreichbaren Inhomo-
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genitit entstehenden Rotationsbewegung, nur
den 1o~ Teil der translatorischen Energie.
Bei Becquerelstrahlen ist die Beriicksichtigung
der Rotation weit schwieriger; hier sind trans-
latorische und rotatorische Bewegung durch das
elektromagnetische Feld gewissermassen ge-
koppelt. Ich habe mich darauf beschréinkt, Ro-
tation um die Translationsrichtung zu behandeln,
eine Bewegung, die zu den ausgezeichneten ge-
hért.  Das allgemeine Rotationsproblem fiir
grosse Geschwindigkeiten ist bisher nicht ge-
15st; ich” halte eine Bearbeitung desselben fiir
wenig lohnend, da die Schwierigkeiten sehr
bedeutende sind, und da bisher nichts dazu
zwingt, bei Becquerelstrahlen Rotationen als
wesentlich mitspielend anzunehmen.

Zum Schlusse eilend, fasse ich die Resul-
tate zusammen. Das Problem der Dynamik
des Elektrons ist das einfachste Problem der
elektromagnetischen Mechanik. Das nur trans-
latorisch bewegte Elektron entspricht dem ma-
teriellen Punkte, das rotierende dem starren
Korper der gewdhnlichen Mechanik. Auch
haben wir die Annahmen iiber Form und La-
dungsverteilung des Elektrons moglichst ein-
fach gehalten — gerade die einfachsten An-
nahmen stimmen mit dem Experiment iiber-
ein —, und dennoch ist die Dynamik des
Elektrons weit komplizierter, als es die ent-
sprechenden Aufgaben der gewohnlichen Me-
chanik sind. Nur fiir eine spezielle Klasse
von Bewegungen, fir die ,ausgezeichne-
ten Bewegungen®, die gleichzeitig quasi-
stationir sind, liessen sich die Lagrange-
schen Gleichungen in der aus der ana-
lytischen Mechanik bekannten Form de-
duzieren; fiir solche Bewegungen gilt
selbstverstindlich auch diejenige For-
muliering der Lagrangeschen Mechanik,
welche man das , Hamiltonsche Prinzip*
nennt. Wird der Giiltigkeitsbereich der ana-
lytischen Mechanik in gewisser Weise einge-
schrinkt, so erfihrt er wiederum in anderer
Hinsicht eine sehr wesentliche Erweiterung.
Denn die gewdhnliche Mechanik materieller
Korper bezieht sich auf sehr geringe Geschwin-
digkeiten, die Dynamik des Elektrons gilt bis
nahe an die Lichtgeschwindigkeit heran. Auch
hier erweist sich das Lagrangesche Sy-
stem der Mechanik als richtig; nur sind
es kompliziertere Formen der Lagrange-
schen Funktion, die in der elektromagne-
“tischen Mechanik gelten, Formen, die
bei langsameér Bewegung in die von der
gewdhnlichen Mechanik als giiltig ange-
nommenen iibergehen. ‘

- Diese Erweiterung des Machtbereichs - der
analytischen Mechanik - beschrinkt sich auf
den gewdhnlichen, dreidimensionalen, euklidi-
chen - Raum. Allein sie beriicksichtigt, und

darin zeichnet sie sich vor anderen vorge-
schlagenen Erweiterungen aus, diejenigen phy-
sikalischen Eigenschaften des Raumes, welche
in den Maxwell-Hertzschen Differential-
gleichungen ihren mathematischen Ausdruck
finden. Es mag betont werden, dass unsere
Theorie kontinuierliche Raumerfiillung des
Athers, d. h. exakte Giiltigkeit jener Diffe-
rentialgleichungen, noch annimmt fiir Di-
stanzen, die klein sind gegen den Ra-
dius des Elektrons, d. h. gegen ein Bil-
liontel eines Millimeters, und fiir Feld-
stirken, welche die unserer Messung
zuginglichen billionenfach iibertreffen.
Die Ubereinstimmung der theoretischen Resul-
tate mit den experimentellen Ergebnissen von
Herrn Kaufmann zeigt die Berechtigung dieser
Annahme. Also: atomistische Struktur der
Elektrizitdt, aber kontinuierliche Raum-
erfiillung des Athers! Das sei unsere

Losung.
(Selbstreferat des Vortragenden.)

Diskussion.

Planck (Berlin): Jeder, der sich mit diesen
Dingen beschiftigt hat, wird dariiber befriedigt
sein, dass es den beiden Herren gelungen ist,
diese schwierige Frage doch im letzten Grunde
in einfacher Weise zu 16sen. Wenn sich das
alles so bestdtigt, dann diirfen wir hoffen, dass
sich an diese Untersuchungen ein " wesentlicher
Fortschritt der Elektrodynamik kniipfen wird.
Von den vielen Fragen, die durch den Vortrag

 angeregt werden, mochte ich nur zwei an den

Vortragenden richten. Die erste Frage bezieht

‘sich auf die Bedeutung dieser Dinge fiir die

Elektrodynamik iiberhaupt. Es sind diese Fest-
stellungen nur von Bedeutung fiir die Lorentz-
sche Theorie, sie fussen durchaus auf den Lo-
rentzschen Gleichungen. Nun ist es bekannt,
dass noch andere Grundgleichungen existieren,
die den Anspruch machen, den Thatsachen zu
entsprechen, z. B. die Cohnschen Gleichungen.
Es wire doch interessant, zu fragen, wie die
Sachen sich stellen, wenn man die Cohnschen
Gleichungen den Rechnungen zu Grunde legt.
Die Durchfilhrung der Berechnungen wire zwar
wahrscheinlich sehr schwer, aber doch inter-
essant, weil man vielleicht dadurch erfahren
konnte, ob die Cohnsche Theorie iiberhaupt
noch zuldssig ist.

- Die zweite Frage ist folgende:. Es wiirde
mich interessieren, zu erfahten, innerhalb wel-
cher Grenzen mnoch ein quasistationidrer Zu-
stand zu Grunde gelegt werden kann. Ich
mbchte gerne wissen, auf welchem Wege man
dariiber noch etwas Niheres erfahren kénnte,

Abraham: In Bezug auf die erste Frage

‘habe ich zu bemerken: gewiss wire es wichtig
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zu untersuchen, ob die Cohnsche Theorie die
Thatsachen erklirt, das wire aber natiirlich
Sache des Urhebers dieser Theorie. Ich sehe
den Vorzug der Lorentzschen Theorie haupt-
siachlich darin, dass man aus ihr eine elektro-
magnetische Bewegungsgrésse ableiten kann.
Das vereinfacht die mathematische Betrachtung
und ermdglicht die Analogie zur gewdhnlichen
Mechanik. In Bezug auf die zweite Frage habe
ich folgende Uberlegung angestellt. Bei raschen
Stromschwankungen, Hertzschen Schwingungen
z. B., kommt ausgestrahlte Energie in Betracht;
dann darf man nicht mehr mit quasistationi-
rem Strome rechnen. Ahnlich liegt die Sache
bei rasch beschleunigter Elektronenbewegung.
. Die Ausstrahlung von Energie und Impuls kann
man berechnen mit Hilfe des Wiechert-Des
Coudresschen Punktgesetzes in der Lorentz-
Festschrift. Ich habe die Rechnung durch-
gefithrt und daraus den Anhaltspunkt gefunden

fir die Bestimmung des Giiltigkeitsbereichs der

quasistationdren Bewegung.

Meyer (Konigsberg): Ich habe ein Bedenken,
dass Sie vielleicht ohne weiteres zerstreuen
konnten. Diese Doppelintegrale treten ja hdufig
auf. ‘Sie haben da eine ideale Oberfliche, die
lassen Sie dann in- die Unendlichkeit riicken,
und sagen dann, das Integral wird gleich Null.

Ich m&chte nun fragen, ob der Beweis, dass
das Integral bei dem Grenziibergang ver-
schwindet, so ganz leicht war. Es ist darauf
aufmerksam gemacht worden, dass die Phy-
siker da bisweilen nicht genau rechnen und
sich die Sache leicht machen. Neumann hat
in einem Falle, wo er das beweisen wollte, eine
Entwicklung nach Kugelfunktionen fiir not-
wendig gehalten. Ist nun bei Ihnen der Be-
weis so leicht, dass das Integral bei dem Grenz-
ibergang verschwindet? ‘ .

. Abraham: Die Annahme, dass die Be-
grenzungsfliche des Feldes im - Unendlichen
liegt, wird hinfillig, wenn die Bewegung z. B.
sehr nahe einer leitenden Fliche verlduft, wie
etwa bei Reflexion der Kathodenstrahlen.
Schliesst man solche Fille aus, so ist es ge-
stattet, die Aufgabe so zu behandeln, als ob
das Elektron sich allein im Raume befinde.
Der Nachweis, dass dann die betreffenden Ober-
flichenintegrale verschwinden, ist nicht sehr
schwer, wenn man nur ein gewisses physika-
lisches Verstandnis diesen Dingen entgegen-
bringt.

J. Puluj (Prag). Uber [den Schutz der Tele-
phonstationen gegen die Gefahren der hoch-
gespannten Starkstréme und {iber Mitbe-
niitzung von Starkstromleitungen fiir tele-
phonische Zwecke.!)

Fernleitungsanlagen fiir elektrische Beleuch-
tung und Kraftiibertragung, bei welchen Be-
triebsspannungen bis 20000, Volt und dariiber
zur Anwendung gelangen, werden in der Regel
behufs Verstindigung zwischen Centrale und
den Unterstationen mit Telephonapparaten ver-
sehen, deren Leitungen an demselben Gestinge
unterhalb der Starkstromleitungen gefithrt wer-
den. Bei einer solchen Anordung der Leitungs-
drihte ist die Moglichkeit vorhanden, dass in-
folge von Zufillen hochgespannte Starkstrome
aus den Fernleitungen in die Telephonleitungen
eindringen und hier sowohl fiir Menschenleben
als auch fiir Apparate gefihrlich sein koénnen.

Durch entsprechend ausgefiihrte Abschmelz-
sicherungen kdnnen Telephonapparate vor dem
Verbrennen zwar geschiitzt werden; zu diesem
Zwecke braucht man nur die Abschmelzdrihte,
etwa Platindridhte, entsprechend diinn und lang
zu wahlen. Solche Einrichtungen gewihren je-

doch keinen sicheren Schutz auch fiir das Leben

des beim Telephon Beschiftigten, weil der hoch-
gespannte Strom — Gleich- oder Wechselstrom
— einen wenn auch noch so kurzen Augen-
blick durch den Schutzdraht fliessen muss, wenn
der letztere abschmelzen und die Telephon-
leitung unterbrechen soll. Dieser kurze Augen-
blick kann' aber bei entsprechend hoher Be-
triebsspannung geniigen, um das Leben des
Telephonierenden zu gefihrden, wenn derselbe
mit einem stromleitenden Teile der Telephon-
station in Berithrung stehtund der eingedrungene
elektrische Strom eine geniigende Stirke er-
reicht. Um daher auch die Person gegen Ge-
fahren der hochgespannten Starkstrome zu
schiitzen, miissen ausser den Abschmelzsiche-
rungen noch andere Sicherheitseinrichtungen
vorgesehen werden. ‘

Als der Vortragende vor ca. 5 Jahren bei
kommissionellen Verhandlungen anldsslich der
Projektierung eines grossen Elektrizitdtswerkes
bei Hohenfurth in Bohmen als behordlicher
Sachverstdndiger intervenierte, wurde er ver-
anlasst, mit dieser Frage des Schutzes der
Telephonanlagen. sich eingehend zu befassen,
und es gelang ihm auch, eine-Schaltungsanord-
nung zu erfinden, welche dem gewiinschten
Zwecke entspricht und die Person wie die Appa-
rate gegen: die Gefahren von Starkstrémen voll-
kommen sicher schiitzt. L

(Diese in Deutschland und Osterreich-Un-
garn patentierte Schaltungsanordnung wurde
vom Vortragenden an der Hand von photo-

4 1) Abteilung. 3, am 23. Septr, 1go2.



