1 Talomraden och funktioner

1.1 Talmingder och intervall

I detta avsnitt inférs talméngderna N, Z, Q, R och C av naturliga, hela,
rationella, reella respektive komplexa tal.
Naturliga talen, N={0,1,2,...}.

De naturliga talen kan anvéndas for att beteckna antalet objekt i en
méngd M samt for att 16sa enkla ekvationer,

zT—2=3&2=3+2=5€N.

Hela talen, Z=1{...,-2,-1,0,1,2,...}.
En utvidgning av N. Mgjliggor 16sning av en stérre méngd av ekvationer,

r+4=32=34+(-4)=-1€Z.
Z,=1{1,2,3,...}, Z_={..,6-3-2—1}.

Rationella talen, Q = {]3 :p,q € Z och ¢ # 0} .
q

De rationella talen dr kvoter av heltal. Framstéllningen av ett rationellt

tal &r mangtydig,

Enklaste framstéllningen % fas d& vi kréver att p och ¢ saknar gemensamma,

faktorer férutom 1.
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I vissa fall kan ett rationellt tal § framstéllas med en avslutad decimal-
utveckling,
6 2 5

5
S 0625 =042 4 2 42
8 =0+ T 1

I 6vriga fall kridvs en oavslutad periodisk decimalutveckling,

104 —
— = 3.15151815. ...
33 3.15151515

Exempel 1.1. Det finns tal som inte dr rationella, exempelvis 16sningen
till ekvationen 2?> — 2 = 0, z > 0, som betecknas z = /2. (Se forelésnings-
anteckningar).

De irrationella talen har en decimalutveckling som ér oavslutad och
icke-periodisk,

V2 = 1.414213562 . . . .

och de kan approximeras godtyckligt noga i Q med ett avslutat decimalbrak,
exempelvis

14142 7071
\/5”1'4142_—1—0656“”5”666'
Andra vilbekanta irrationella tal:
m=3.14159265..., e=2.71828183... (Neperska talet).

Reella talen, R = QU {irrationella tal} .

De reella talens méngd R bestéar alltsd av alla rationella och irrationella
tal, och kan geometriskt askadliggéras som alla punkter pa en tallinje:

A%

T o4
U~
6 -
42 4
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Punkterna pa tallinjen &r ordnade sa att om a,b € R och a # b och b ligger
till hoger om a, s& géller det att a < b.

Ri={zeR:2>0}, R ={zeR:z<0}.

Med hjélp av punkterna pa tallinjen kan vi inféra begreppen 6ppet, slutet,
halvoppet och obegrinsat intervall:
Oppet intervall: Med ]a, b[ avses {z € R:a < z < b} .
Slutet intervall: Med Ea, bl avses {r € R:a <z < b}.
Halvoppet intervall: Med [a, b] avses {z € R:a < z < b}.
Halvoppet intervall: Med Ja,b] avses {z € R: a < z < b}.
Obegriansade intervall:
Med [a,c0[ avses {z € R: z > a}.
Med a, 00 avses {z € R: z > a}.
Med | — 00,a] avses {z € R:z < a}.
Med | — 0o, af avses {z € R: z < a}.

Det finns ekvationer som saknar 16sning i R, en dylik ér ekvationen
?+1=0.

For att 16sa sddana ekvationer maste vi utvidga mingden R till de komplexa
talens méingd C,

C={a+bi:a,beRochi=v-1}.

Vi behandlar talméngden C i detalj i ett senare avsnitt. Fér de inférda
talméngderna géller:

NCcZcQcRcC.

1.2 Mingdsymboler
Repetera: €, {},0,C,c,u,n,\ .

Exempel 1.2. V2eRV2¢QQCRQCRQCQQ¢Z QZ UZ_ =
Z\{0},NNZ=N.
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1.3 Implikation och ekvivalens

Implikation: A = B,
betyder ” A medfér B”, ”Om A sa B”.
Exempel 1.3.

t=2=2’=4, men
?=4Hr=2.
t*=4= (z=—-2ellerz=2).

Ekvivalens: Om A = B och B = A skriver vi A & B.

7 A &r ekvivalent med B”,” A och B ar ekvivalenta”, ” A gfiller da och endast
da B giller”.

Exempel 1.4.

?=4& (z=—-2ellerr=2),
P =4%z=2.

Obs! Om man anvinder implikationspilar vid 16sning av ekvationer el-
ler olikheter kan man fa en for stor 16sningsméngd med felaktiga 16sningar.
Kontrollera 16sningsméingden om implikationer anvinds!

Exempel 1.5. Los for z € R ekvationen 2z+1 = /322 + 1. (Se forelésnings-
anteckningar).

1.4 Olikheter, absolutbelopp och triangelolikheten
Vid 16sning av olikheter b6ér vi minnas att

a<b=ac<bc, dac>0,
a<b=ac>be, dadc<O.
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. . 2
Exempel 1.6. Vilka z € R upptyller olikheten %= < z ?
Losning: Vi utfor en omskrivning

z? 2 —3z

< 0¢>—<0
213" 753" T3>
/] &
§ &
N o
= N

Losningsméngd: L ={z € R:z < -3}U{z € R:2 >0} =R\ [-3,0[.
Definition 1.1. Lat z € R. Da betecknas absolutbeloppet av z med |z
och definieras genom:
z, om z > {,
|z =

—z, omzx <O0.

Geometrisk tolkning: |z| = avstandet fran z till 0.

_ fe=xt (ES|
[ L (] @
o= K O X (>oJ)

Egenskaper: (z € R)

(1) |-z =z,

(2)VzeR:|z|>0, och |z =0&2=0,

(3) z < |z) och —z < |z,

(4) || = Va2,

(5) la — b] = avstandet mellan punkterna a och b pa tallinjen,
| o= ko)

>,
4

?__d

1
o
lal

(6) labl =1lallt], || =51 ©#0).
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Exempel 1.7. Bestdm de z € R som uppfyller |z+1| < |z|. (Se foreldsnings-
anteckningar)

Exempel 1.8. Beskriv geometriskt méngden M = {z € R : |z —a| < d, dér
a € Rochd>0.

Losning: M = [a — d,a + d] = Méngden av punkter pa ett avstind som &r
mindre &n eller lika med d fran punkten a.

G=d &K 4 atd

Sats 1.1. Triangelolikheten. For alla x,y € R géller
[z £yl < 2|+ yl. (1.1)
Bevis: Med stéd av egenskap (3) for absolutbelopp géller

(z < |z]ochy <|y)) = z+y < |z +yl,
(—z <zloch —y<|y)) = —2+ (~y) =~(z+y) < |z|+ |y|.

Eftersom |z + y| 4r lika med antingen z + y eller —(z + y) géller
lz+yl <ol +lyl. (%)
Byte av y mot —y i (%) ger

lz—y| < |z]+]|—yl=lz|+|y]. O

Sats 1.2. Omvénda triangelolikheten. For alla z,y € R giller

lz Lyl > |le] - Jyll. (1.2)
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Bevis: (Se foreldsningsanteckningar).
Med stéd av satserna 1.1 och 1.2 giller for alla z,y € R olikheterna:
2] = lyll < |z £ y| < ||+ Jy]. (1.3)

Triangelolikheterna &r synnerligen viktiga arbetsredskap for olika typer
av uppskattningar.

Exempel 1.9. Visa med hjilp av triangelolikheten att |1 +a|+ |1 —a| > 2
for alla a € R. (Se foreldsningsanteckningar).

1.5 Funktionsbegreppet

Historiskt har man med en funktion avsett ett uttryck i en eller flera variabler,
exempelvis

2+ 1 eller (z—1y)*—-2,

som ger en entydig transformationsregel dé variabeln (variablerna) véljs ur
en viss definitionsméngd.

Det moderna funktionsbegreppet ar vidare. Med en funktion f avses en
regel eller procedur som pa ett vildefinierat och entydigt sitt avbildar
element ur en definitionsméngd Dy fér f pa element i en viardeméngd
Vy for f.

- £(a)

Verkan av funktionen f pé ett element a € D; betecknas f(a) och kallas
vérdet av f i a eller bilden av a under f.

Vi skall &ven ge en mera formell definition av begreppet funktion. Antag
att A och B &r tva icke-tomma méngder.
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Definition 1.2. Att f &r en funktion fran A till B betyder att f tillordnar
varje element © € A hogst ett element y € B

.Q;A.M@

’(Q av ewn anA.QIAm‘Ma,
£v3n A v g

Beteckning: vy = f(z) eller z7y.
Definitionsméngden och virdeméngden for f:

Dy ={z € A: det finns ett y € B sddant att y = f(z)},

Vi ={f(z) € Ds}.
D;C A V;CB.

I fortséittningen &r vi frémst intresserade av reellvérda funktioner f av en
reell variabel, dvs. f : R™R. Foér en dylik avbildning defineras grafen av f
som mangden

{(z, f(2)) -z € Dy}.

Med (a,b), a,b € R, avses ett ordnat reellt talpar, med andra ord ett element
ur produktméngden R x R = R?, som bestar av alla ordnade reella talpar.
Da giller det att (a,b) = (¢,d) om och endast om a = ¢ och b = d. Grafen
av f kan da framstéllas i ett rédtvinkligt tva-dimensionellt koordinatsystem
med definitionsméngden pa z-axeln och virdeméngden péa y-axeln,

‘%2«@&&)
V@ {

¢
Grefen av £, {0, 8w) s xaDp]

Exempel 1.10. Bestdm definitionsméngden for avbildningen f : R™R som
ges av regeln y = f(z) = v4z — z2. Ange dven virdemingden, samt skissera
grafen av f. (Se foreldsningsanteckningar).
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1.6 Polynom och rationella funktioner

Ett polynom &r en funktion av formen
p(z) = apz" + ap12" '+ ...+ @z + a0, zER.

Vi antar att koefficienterna aq, ... , a, ir reella tal. Om a, # 0 &r polyno-
mets grad n, vilket betecknas

gradp=n.
Nollstillena till ett polynom p(z) &r rotterna till ekvationen

plz) =0.

Polynomet p(z) = aog #r ett polynom av grad 0 med en graf som &r en rét
linje parallell med z-axeln.

Polynomet p(z) = az+b, a # 0, r ett forstagradspolynom vars graf ar
en rit linje. Koeflicienten a bestdmmer linjens lutning och kallas riktnings-
koefficient. Koefficienten b anger y-koordinaten foér linjens skdrningspunkt
med y-axeln, medan skdrningspunkten med z-axeln ges av z = ——g, som
alltsa dr nollstélet till p(z).

P = e

Ett andragradspolynom p(z) = az?®+bz+c, a # 0, kallas en parabel.
Dess nollstéllen och graf kan erhallas genom kvadratkomplettering,

p(m):am2+bx+c=a(azz+~2—m+§)
g b b 2

—ale?+ Lot (L4 E (L

b

= a((z + %)2 toT (%)2) :
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Vi ser att = —£ utgdr en symmetriaxel, ty p(—z—gbz +1t) =p(—£ —t) for
t > 0. Om a > 0 antar p(z) ett minsta virde ¢ — 22 i punkten z = —%, och
om a < 0 dr det ett stérsta virde som antas,

5N

(A \i”/ ’ r -‘i:’
c-b S

Yo LP\%V@‘(*W‘ |
3

Punkten (—Z&,c— %Z—) kallas vertex foér parabeln.

ik
Av kvadratkompletteringen framgar det att nollstéllena ges av ekvatio-
nen:
b, ¢ by
(z+ 2a) a (2a)
o= b ¥ c
P77 402 @

Vi erhéaller alltsa formeln

—b £ Vb? — 4ac
T2 = )
2a

for nollstéllena x; och zy till p(z). Nollstillena &r reella tal d& b? — 4ac > 0,
annars dr de komplexa tal. Om b% — 4ac = 0 har vi ett nollstille med
multipliciteten 2, dvs. z; = zg = —5>.

Man kan &ven ange (komplicerade) allménna losningsformler fér nollstillena
till tredje- och fjardegradspolynom, men om gradtalet &r > 4 finns inga
allménna losningsformler, utan man far vanligen néja sig med nirmevérden
till nollstéllena som berdknas med nagon numerisk procedur.
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Sats 1.3. Antag att p;(z) och ps(z) &r tva polynom med gradps > 1. D4
finns det tva polynom g¢(z) och r(z), kallade kvoten respektive resten vid
division av p;(z) med py(z), sddana att

gradr < grad po

och

Om resten r(z) = 0 séger vi att divisionen gar jimnt ut. D& har vi

m(z) = pa(z)q(z),

s& po(z) och ¢(z) 4r faktorer i p;(z). En divisionsalgoritm for bestimning
av kvoten och resten beskrivs i foljande exempel.

Exempel 1.11. Vi gor systematiska omskrivningar av foljande rationella
uttryck for att erhalla kvoten och resten:

3zt + 422 -5  3z?(2® +z+ 1) + (—32° + 22 — ) o —3z®+xz%—5
= = 3z° +
w2441 2+ x+1 w24z +1
:3x2+—3x(x2+x+1)+(4w2+3x~5)
24+ +1
472 -
2+ 241
A(z? 1)+ (-2 —
347 — 3p4 (*+z+1)+(—z—9)
2 +z+1
—z—9
:3$2—3$+4+2—x——.
zt+ao+1
Alltsd: g(z) = 322 —3z+4 och r(z) = —2—9. Motsvarande omskrivningar kan

ocksd utféras med hjélp av ett réikneschema, (Se foreldsningsanteckningar).
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Sats 1.4. Faktorsatsen. Om talet zy 4r en rot till polynomekvationen
p(z) = 0, si dr polynomet z — zy en faktor i p(z),
p(z) = (z — =) q(),

for ndgot polynom ¢(z).
Bevis: Antag att p(zo) = 0. Division av p(z) med férstagradspolynomet
x — zo ger med stod av Sats 1.3 en rest 7(z) av gradtal 0. Alltsa ér r(z) = C
fér ndgon konstant C' och

p(z) = (z — @0)q(z) + C.

Antagandet att p(zo) = 0 medfor att 0 = p(zy) = (¢ — zo)q(zg) + C, vilket
ger att C' = 0 och p(z) = (z — zo)q(z). O

Faktorsatsen kan exempelvis anvindas vid bestdmning av rotter till poly-
nomekvationer. Om vi har funnit en rot zy till ekvationen p(z) = 0, s kan vi
reducera ekvationens gradtal genom att dividera p(z) med faktorn (z — z).

Exempel 1.12. Los fullstéindigt ekvationen z® — 22 — 22 + 2 = 0. (Se
foreldsningsanteckningar).

Vanligen &r det omojligt att gissa sig till en rot for en polynomekvation
av gradtal > 3. Om ekvationen har heltalskoefficienter, sa finns det ett syste-
matiskt tillvigagangssitt for att utreda om ekvationen har rationella rétter.

Sats 1.5. Antag att polynomet
f(@) =apa™ +an12" '+ .+ a3+ ap

har heltalskoeflicienter och 18t zy = § vara ett rationellt tal skrivet si att
heltalen p och ¢ saknar gemensamma, faktorer, forutom 41. Om z; &r en rot
till ekvationen f(z) = 0, si maste p vara en faktor i ay och ¢ en faktor i a,.

Bevis: Antagandet f(zy) = 0 ger
anp—n—k...—}—angraO:O
qr q
=
anp"” + ap 1" g4+ apg™ ™ = —aog”
-~
("' F a1 P" g+ . a1V = —agg”.
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Da p ar en faktor i vénstra ledet, maste p dven vara en faktor i hogra ledet
—agq™. Nu saknar p och ¢" gemensamma faktorer (utom +1), vilket medfér
att p ar en faktor i ag. P4 motsvarande vis, genom att istéllet flytta a,p™ till
hogra ledet, fas att ¢ &r en faktor i a,. O

Exempel 1.13. Bestdm de rationella rétterna till ekvationen
8z% + 20z — 2z —5=0.

Losning: Med stod av foregdende sats far vi for en mojlig rationell rot zy = 75
alternativen:

p==£1,£5 och ¢==1, 2, +4, +8.

Darmed lons det att testa

1 1 1 5 5 b
=41, &=, +—, +— — = -
Zo y 2) 47i87i5a:t27 4a 8

Av dessa alternativ finner vi att &3 och —32 &r rationella rdtter till tredje-

gradsekvationen.

Om talet o &r en rot till polynomekvationen p(z) = 0 sa ger faktorsatsen
att © — zo ar en faktor i p(z). Antalet gdnger faktorn z — z, innehalls i p(z)
kallas multipliciteten av roten z,. Ekvationen

(x—=5)(z+2)*(z—1P*=0

har tre rotter, roten 5 med multipliciten 1, en enkelrot, roten —2 med multi-
pliciteten 2, en dubbelrot, och roten 1 med multipliciteten 3, en trippelrot.

En rationell funktion ir av formen

f(z)

g(z)

H

dédr f och g &r polynom. Med stéd av Sats 1.3 kan en rationell funktion
skrivas pa formen
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dér kvoten q dr ett polynom och resten r &r ett polynom med gradr < gradg.
En rationell funktion &ar definierad for alla z € R, forutom de reella
nollstéllena till nAmnarpolynomet g(z).
Utseendet pa den rationella funktionens graf beror dels av ndmnarens
nollstéllen och for stora virden pa |z| pa férhéllandet mellan téljar- och
namnargradtalen. Vi betraktar nagra exempel.

Exempel 1.14. Den rationella funktionen

1
fw) = 41
har definitionsméngden Dy = R. Vi har att f(—z) = f(z), s& f & symmet-
risk med avseende pa y-axeln. For stora virden pé |z| dr funktionsvérdena
sm& och nérmar sig 0 da |z| véixer. Det géller da att f(z) gar mot 0 da
z gar mot (plus) och (minus) odndligheten. (Detta beteende &r typiskt da
namnarens gradtal 4r storre én tdljarens). Vi skriver:

f(z) > 0daz — 400 och f(z) > 0ddz— —o0.

Storsta virdet antas i = 0, ddr f(0) = 1. Grafens ungeférliga utseende:

Ca

\%
X

Exempel 1.15. En rationell funktion dér taljar-och ndmnargradtalena ar
lika,
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Igen dr Dy = R och f(z) = f(—=z). Vi gor omskrivningen

2(z? +1) — 2 2
f(@) = 1+z2 7 1+a22

och observerar att f(0) = 0 4r det minsta funktionsvérdet, att f(z) < 2 for
alla z € R och att f(z) — 2 dd & — Foo. En graf av f (producerad med det
symboliska programpaketet Mathematica pa Aton):

In(1l:= £[x_] :=2xA2/ (1 +xA2);

In[7]:= Plot[f[x], {x, -5, 5}]

T - s e s = oosmeoeYs g
1.5
1
0\5
4 -2 2 4

Exempel 1.16. En rationell funktion med tiljargradtal stoérre 4n nimnargradtal
och tva singulariteter av vilka en hdvbar:

—z3 +1

72 —1

fz) =

Nu r Dy = R\{~1,1}. Undantagspunkterna +1 kallas singulariteter eller
poler for f(z). Aven tiljaren har nollstillet z = 1. Faktorsatsen ger att bade
tédljaren och ndmnaren innehaller faktorn z — 1, som kan férkortas bort,

-1 +z+1) —(@P+z+1)
@ == ey~ 31 W

och vi siger att z = 1 &r en h&vbar singularitet.
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For att se hur f(z) beter sig “langt fran 0” gor vi en omskrivning dér
tdljare och ndmnare divideras med den ledande termen (hgstagradstermen)
Z 1 ndimnaren,

—(z+1+1)
f(ﬂﬁ):——lJr—%““_-
Vi ser da att

f(z) » —c0odd z — +00 och f(z) —> +ocoddz— —00.

Hur uppfor sig f(z) i en ndrhet av singulariteten —1?7 Om z > —1 och nérmar
sig —1 “frdn hoger”, betecknat & — —17, ser vi i formel (%) att ndimnaren &r
ett litet positivt tal (som ndrmar sig 0) och téljaren nérmar sig —1. D43 fas
att

flz) = —codd z — —1%.

Om z < —1 och nirmar sig —1 “frdn vénster”, betecknat x — —17, blir
ndmnaren ett litet negativt tal (som ndrmar sig 0) och téljaren ndrmar sig
—1. Da géller

flz) = 4+oodédz— —17.

Grafen av f har utseendet:

In{1]):

1

E[x_] = = (xA2+x+1)/ (x+1)

1]

In(4):= Plot[f[x], {x, ~4, 4}, PlotRange -> {-10, 10}]

10y
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1.7 Geometrisk summa och binomialsatsen

Varje polynom av formen z"™ — 1 kan faktoriseras pa formen
" —1=(z—1)(z" " +2" 2+ . 4z +1),

vilket inses genom att multiplicera ihop parenteserna i hégra ledet. Speciellt
for n = 2 erhalls konjugatregeln

2’ =1=(z—-1(z+1).
En summa av formen

a+am+am2+...+ax”—1:2axk

kallas en geometrisk summa. Kvoten mellan tva pa varandra féljande ter-
mer ar lika med z, som kallas kvot.

Om z =1 giller

n—1
Zawk =na
k=0
Om z # 1 erhalls
n—1 n
-1
Zamkza(1+w+...+wn_l)—- ad :
z—1
k=0
Exempel 1.17. Berdkna summan S = Y .o, (1)
Losning:
1 1 1 1 1 1
S:§Z+§+"'+§%:34 (1+§+...+§'ﬁ)
1" -1
=39

1
- = 55 (1= g37) = 0.0185.
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For varje heltal k£ > 0 infors beteckningen k!, (uttalas “k-fakultet”), for
heltalet

k-(k—=1)....-2-1.
Vidare definieras
0l=1.

En kombinatorisk tolkning av talet k! &r foljande: Antag att vi har & olika
objekt som skall numreras med k& olika nummerlappar. Den férsta nummer-
lappen kan fistas pa k olika sitt. Dérefter kan den andra nummerlappen
fistas pa k — 1 olika sétt. De tva forsta nummerlapparna kan alltsé fastas pé
k(k — 1) olika sétt. Ett fortsatt analogt resonemang ger att vi har

k(k—1)(k—=2)...-2-1=k!

olika mojligheter att fista alla & nummerlappar.
For heltalen n > k > 0 definieras binomialkoefficienterna (}), (uttalas
“n dver k"), genom

(n)_ n! _nn—=1)-...-(n—k+1)
k) T =R il

Da vi har definierat 0! = 1 erhalls

(5)=()=1
<Z>:<nﬁk>

Talet () kan kombinatoriskt tolkas som antalet siitt att villja ut k objekt ur
n stycken objekt utan hinsyn till ordning.

Vidare inses litt att
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I grundkursen i sannolikhetslédra bevisas féljande anvéndbara sats.
Sats 1.6. Binomialsatsen. For varje n € N géller
no__ . n k, n— Ic
e+ =3 (7)o
k=0
Speciellt for y = 1 erhalls

(z+1)" = zn: <Z>xk

k=0

Foljande egenskap, som giller for alla heltal n > 2 och 1 <k <n -1,

o)+ () -()

kan verifieras genom direkt utréikning. Formeln ger upphov till Pascals tri-

’ )
(
G Dy

dir varje tal dr lika med summan av de tva tal som star ndrmast ovanfor,
och lings yttersidorna star det ettor. Mera explicit erhalls

K
1 1

2
a 1 1 1
1 4 6 4 1

o
s

Med hjilp av binomialsatsen och Pascals triangel kan vi da l4tt utveckla t.ex.
uttrycket (a + b)*,

(a+b)* = a* + 4a®b + 6a?b* + 4ab® + b* .
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1.8 Potens- och exponentialfunktioner

Lat a # 0 vara ett godtyckligt reellt tal, samt antag att n € N. I potensen

o

kallas a bas och n exponent. For n = 0 definieras
=1

och fér n > 0

a"=a-a-...-a, (nstycken a:n),

Som nésta steg vill vi for en positiv reell bas a > 0 definiera en rationell
exponent. For heltaligt ¢ > 0 definieras

alld
som den entydigt bestdmda positiva 16sningen 2 till ekvationen
2 =a.

Man anvénder #ven beteckningen /a for al/9.
Nu utvidgas definitionen till rationella exponenter 'Zi, g > 0, genom
att for a > 0 definiera

aPlt = (a/9)P.

For a > 0 och godtycklig reell exponent « kan man definiera

[a%

a
genom att approximera oo med en odndlig f61jd rationella tal Z—i, %, o %ﬂ, C
sddan att fl’—;i — adad n — 00, och ¢q, ¢, ... &r positiva heltal. Som a® tar vi

“grinsvirdet” av foljden aP /9, gP2/® . gPr/in
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De ovan givna réknelagarna géller i varje steg av denna utvidgning och
vi far allménna potenslagar som giller for reella ¢ > 0, @ € R och reella
a#0, a € Z:

=1, (1.4)
= (1.5)

aa
a®af = aot? (1.6)
(@)? = a*, (1.7)
a®b® = (ab)*. (1.8)

Darutover géller det att

a>1locha<f=a*<d, (1.9)
O0<a<bocha>0=a*<b*. (1.10)

Exempel 1.18. Foérenkla uttrycket

)= i i

(Se foreldsningsanteckningar).
L&t nu exponenten « vara fixerad och betrakta basen z som variabel. D&
far vi potensfunktionen
flz)=2%, x>0,

med exponent a.
Antag forst att exponenten &r positiv, & > 0. D& ger formel (1.10) att
f(z) dr stringt vixande:

O<z <29 = f(éUl) < f(.’L'g)
Speciellt géller for alla y > 0 att

3>y = fl@) =27 > (/)" =y.
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For godtyckligt stort y giller att f(z) > y for alla z > y'/@. Alltsé giller det
att

f(z) =2% = 400 dd z — +0c0.

inser vi att for v < 0 dr f(z) stringt avtagande och f(z) — 0 d& z — +co.
Grafer av olika potensfunktioner:

Om vi haller basen a > 0 fixerad far vi exponentialfunktionen
f(z)=a", z€R,

med basen a.
Antag att ¢ > 1. D4 ger formel (1.9) att f(z) 4r stringt viixande. Vi
kan skriva @ =1+ p, p > 0. Nu giller

a" = (1+p)" > (1+p)",
dér n = [z] = heltalsdelen av x, dvs. det stérsta heltal som dr < z. D3 giller
r—1l<n<z.

Med stod av binomialsatsen far vi nu att

k=0 k

o> (1+p"=> <n>p’° >np>(z—1)p




1.8 Potens- och exponentialfunktioner 23

for alla z > 1. Da p ar ett fixt positivt tal géller dd a > 1 att
a® = +oo dd z — 0.

Om 0 < a < 1 sa overfor omskrivningen

—_

—~
R L
—

1

behandlingen pa fallet a > 1.
Grafer av f(z) dda>1och0<a< 1:

ayl
04047,
1 2 3

Den mest anvinda exponentialfunktionen har basen e, det Neperska talet,
e =2.7182818....

Vi dterkommer senare till definitionen av talet e. D& vi i fortsdttningen refe-
rerar till “exponentialfunktionen” avses i allménhet

f(z) =¢€".

Féljande sats, som &r anvindbar vi berdkning av grénsvéirden, ger en
jdmfGrelse av tillvixthastigheterna hos potens- och exponentialfunktioner.
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Sats 1.7. Antag att a > 1. Da géller det att

Zz

LR +00, dd x — +00, (1.11)
ma
:Ca
— — 0, daz — +o0. (1.12)
a‘m

Bevis: Klart att gransvirdena giller for o < 0. Antag att o = 1. Beteckna
a=1+p, p>0,ochsitt n = [z]. Nu ger binomialsatsen uppskattningen

R e

For x > 2 géller da

a® S n(n — 1)
T 2z 2z

och vi ser att -
T

a o
— = t+oodaz — +o0o.
z

Om « > 0, a # 1, gor vi omskrivningen

a® _ <(a1/a)m>a,

xr® x

dér ¢!/ > 1, och utnyttjar det vi redan bevisat. O

Exempel 1.19. Hur uppfér sig funktionen

242 +10

flo) =

for stora viarden pa x?
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1.9 Logaritmfunktioner

Antag att a > 0, a # 1. Da exponentialfunktionen a” &r stréingt véixande for
a > 1 och strangt avtagande for 0 < ¢ < 1, har ekvationen

a =8

en entydigt bestdmd 16sning z for alla s > 0. Losningen kallas a-logaritmen
for s och betecknas

z = “logs.

Talet a kallas basen for logaritmen. Vi erhaller formeln
0’08 =5 (1.13)

“@log s dr det tal som a skall upphdjas till for att resultatet skall bli s . For
s = a' giller d&

“loga’ =t. (1.14)

Den viktigaste logaritmen har talet e = 2.718... som bas och kallas den
naturliga logaritmen med beteckningen

Ins = ‘logs.
Aven 10-logaritmen har en egen beteckning,

lgs = “logs.
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Exempel 1.20. Nagra forenklingar av logaritmer:

1og 32 = %log 2% =5,

525log 13 _ (251/2)251og 13 _ (252510g13)1/2 — \/'1—3
1

In(Ve) = Ine'/? = 3
lg100 =1g10? =2, 1g0.001 =1g107% = —3.

For a > 0, a # 1 och s > 0, t > 0 géller foljande riknelagar for
logaritmer, som kan bevisas med hjilp av formlerna (1.4) — (1.8) for rikning

med potenser,
“logl =0,
“log st = “logs + “logt,
“log—ts— = “logs — *logt,

“log s’ = tlog s,
*log s

elogbh’

Ylog s =

dar (1.19) ger formeln for basbyte i en logaritm.

Exempel 1.21. Los ekvationen
2logvVz —1+*og(z+1) =1, z>1.

Losning: Vi utfor basbyte enligt formel (1.19),

flog(z+1) _ 1 2og(z +1).

1 1) =
og(e +1) 2log 4 2

Vidare ger (1.18) att
1
Yog(z — 1)V? = 5 log(z — 1) .
Formel (1.16) ger att

1 1 1
g log(z — 1) + 3 log(z + 1) = 3 2log(z — 1)(z +1).
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Var ekvation kan d& omskrivas i formen

1
o 2log(z — )(z+1) =1¢ 2log(z — 1)(z+1) =2.
Alltsé krdvs det att

(z-DE+1)=2r>-1=4
s1*=5
&z =4V5.

Den enda 15sningen till var ekvation &r da z = v/5. (Hur uppkom den falska
roten z = —v/5 ?)

Exempel 1.22. Los ekvationen
2% 4 22 = 3%
(Se féreliisningéanteckningar.)
Om vi i uttrycket
“log x

haller basen a > 1 fixerad och later z variera far vi logaritmfunktionen
med bas a,

f(z) = “logz, =z>0.
Definitionen pé logaritm ger att
y= %logz & z=ad".
Logaritmfunktionen f(z) med bas a > 1 har definitionsméngden:
Di={zeR:z >0}
och ar strangt vixande med

“logl =0
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och

“logz — +o00, dd z — +o0, (1.20)
“logz — —0c0, d& z — 0. 1.21)

Om basen a uppfyller 0 < a < 1, sd dr f(z) stringt avtagande. Graferna

har utseendet:
#

- o>

A\ 4

o< o< 1.

Vikan nu, i analogi med Sats 1.7, gora en jamforelse av tillvixthastigheterna
av % och ®log z for stora virden pé z.

Sats 1.8. Antag att & > 0 och a > 1. D4 giller att

L toodia - +oo, (1.22)
¢log x
o]

ng 5 0dé z — +oo. (1.23)

Bevis: Sitt logz = t. D3 #r z = a’ och
% _ (at)a _ (aa)t

slogz t  t

I téljaren har vi en exponentialfunktion med basen a* > 1 och i ndmnaren
potensfunktionen t. Nu ger formel (1.20) att ¢ — 400 d& © — +oc0. D4 ger
Sats 1.7, formel (1.11), att
% (aa)t s
= — oo ddx — +oo. O
%log t
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Satserna 1.7 och 1.8 ger d& en rangordning i avseende pa tillvéixthastighet
for logaritm-, potens- och exponentialfunktionerna

“logz, z“ och b%,
dd a>1, a>0ochb> 1. Speciellt giller d& ocksd

b* -
“log
®log x

be

— +oo did z — +00o,

—0da x — +o00.

Exempel 1.23. Beridkna grénsvérdet av

e+ 25 —Inz
o=

da z — 4o0. (Se foreldsningsanteckningar. )

1.10 Invers funktion

Exempel 1.24. Lat mingden A besta av alla ménniskor som varit inskrivna
vid Abo Akademi. Méngden B m4 beteckna méngden av alla matrikelnum-
mer. D& varje inskriven student tilldelas ett matrikelnummer kan vi definiera
en avbildning f : A™B genom:

z € A= f(z) = matrikelnumret for .

Vi har dé att Dy = A och V; = B. D4 tva olika inskrivna individer inte kan
ha samma matrikelnummer géller tre ekvivalenta utsagor:

1. (z,y€ Aochz #y) = f(z) # f(y), (1.24)
2. (z,y€ Aoch f(z)=fly) = z=1, (1.25)
3. Vy € B har ekvationen f(z) =y en entydig losning z € A.  (1.26)

A‘“\ G~

X o— o {u

5.
&

(3_&_

V \( v

- g(‘ﬁ)
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Vi séiger d& om ndgon, (och ddrmed alla), av (1.24) - (1.26) géller, att f &r
en injektiv avbildning, eller en 1 — 1 avbildning. D4 &ven V; = B séiger vi
att f 4r en surjektiv avbildning, dvs. en avbildning till hela B.

Da f dr injektiv sdger vi att f &r omvandbar, och vi kan bilda en invers
funktion, betecknad f~!, frdn B till A sddan att for z € A och y € B giller:

[Ty =zey=f(z).

Vi ger en mera formell definition pa invers funktion.

Definition 1.3. Antag att funktionen f : A™B &r injektiv. Den inversa
funktionen till f, betecknad f=': B™A, definieras for varje y € V; genom

fHy) ==,

dir z #r det entydiga element i Dy for vilket f(z) = y.
Det géller d& for alla x € Dy, y € V; att

Tl =e e y=f(z). (1.27)

Vidare géller:
Df—l = Vf och Vf—-l = Df, (128)
Y (f(z) =2, ddzeDy, (1.29)

)=y, ddyeV;. (1.30)
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Exempel 1.25. Formel (1.9) ger att exponentialfunktionen
f(z) = a®,

med basen a > 1 &r stringt vixande. D3 giller 71 # 22 = f(z1) # f(2),
s8, f(z) #r injektiv och dirmed omvéndbar med invers f~'. Inversens vérde
i en punkt s > 0 #r definitionsméssigt den entydiga losningen till ekvationen

a® = s,
men den l6sningen ges ju av = %log s, sd vi har att
fH(s) = “logs,

och dérmed #r logaritmen med bas a invers till exponentialfunktionen med
bas a. Formlerna (1.29) och (1.30) motsvaras i detta fall av

“logal =t, teR och a8 =35, 5s>0.

Exempel 1.26. Givet funktionen f(z) = (z —1)?, = > 1. Visa att f har en
invers f~! och bestim denna. (Se foreldsningsanteckningar.)

Antag att f : R™R &r omvindbar. D4 &r graferna for f och f —! varand-
ras spegelbilder med avseende péa linjen y = z.
Q=X

4
'@0 “.
& o

2 4= £0x)

/,.’ . 0% %) .
/ s > X
%:ﬁ%()/// /
7/
/s

Alltsd y = f(z) <.z = f1(y), dvs. punkten (z,y) tillhér grafen for f
om och endast om punkten (y, z) tillhér grafen for f~'.

Exempel 1.27. Inversen till potensfunktionen
y=z%, x>0,
ges av potensfunktionen
y=az'% >0,

ty 2% = s © x = s¥/* for alla s > 0. ~Y 2,
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1.11 Monotona funktioner

Definition 1.4. Lat f : R™R. Antag att z;, 29 € Dy. D4 #r funktionen f

viixande, om z; < 2o = f(z1) < f(=z2),

stringt viixande, om z; < zy = f(21) < f(z2),
avtagande, om z; < zy = f(z1) > f(z,),
striangt avtagande, om 71 < 5 = f(z1) > f(22).

En monoton funktion &r vixande eller avtagande. En stringt monoton
funktion &r strangt véixande eller strangt avtagande.

Sats 1.9. Varje stringt monoton funktion f har en invers f~!. Om f #r
stringt vixande (avtagande) sa #r dven f~! stringt vixande (avtagande).

Bevis: 1) Antag att f dr stringt vixande och att z1 # zq, 71,72 € Dy. Om
T1 < xg s& Ar f(z1) < f(zg) och om z1 > my 88 #r f(z1) > f(z2). Alltsa
T1 # g = f(z1) # f(zp), s& f &r injektiv och ddrmed omviéndbar med
invers fL,

2) Antag att inversen f~! inte dr stringt vixande. D4 finns det y,,y, €
Dj-1 sddana att

y1 <yz och fH(y1) = F(ye) -

Eftersom f &r strangt vdxande géller da

FU ) = F(f 7 (w2) © v > 0a,

vilket ger en motsigelse! Didrmed &r f~' stréngt viixande. Beviset utfors
analogt for strangt avtagande f. O

Exempel 1.28. Visa att funktionen f(z) = (z—1)2%, > 1, &r omvindbar.
Losning: Vi har att

1S.’I71<£L'2'—'>0__<_£L‘1—*1<CI)2‘“1:>(.’L‘1—1)2<(562—1)2.

Dérmed &r f stréngt vdxande dd z > 1 och har ddrmed, med stdd av Sats
1.9, en invers f~*. O
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1.12 Sammansatta funktioner
Givet funktionerna f: A™B och g : B~C, med V; C D,.

Definition 1.5. Funktionen go f : A™C definieras genom

(go f)(z) =g(f(x)), forallaze Dy.

Da giller det att Dyoy = Dy och Viyoy C V.

Exempel 1.29. Givet f(z) = 22 + 2 och g(z) = z — 1, for z € R. Bestédm
(f 0 9)(z) och (go f)(=).

Losning: Direkt tillimpning av definitionen ger:

(90 f)(@) = g(f(z)) =2 +2-1=2"+1,
(fog)(z)=flg9(z)) = (z—1)*+2=2"—22+3,

Vi ser att fog# go f, vilket vanligen &r fallet.

Exempel 1.30. Av vilka delar &r funktionen

flz)=vV1+e®, zeR,

sammansatt av? (Se foreldsningsanteckningar.)
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1.13 Trigonometriska funktioner

Om det for varje z € Dy och alla k € Z giller att
f@)=flz+k-p),
s& #r funktionen f periodisk med perioden p(€ R).

S

v

X Xedp  K4+dep

X o+

En funktion kallas jimn om
f(—z) = f(z) for alla z € Dy,
och udda om

f(—z)=—f(z) for alla z € Dy .

Mitning av vinklar i radianer ( = bagmatt)

X

4,
:::l““. clw‘ av
//‘e /t Q?Z.gon

C4,0) x

Som matt pa vinkeln ¢ anvénder vi ldngden ¢t av bagen mellan vinkelbenen
i enhetscirkeln. Detta matt kallas radianer, ¢ = ¢ radianer.

Nér vi gdr moturs frdn punkten (1,0) véxer ¢, och nir vi gar medurs
avtar t. Om vi gar ett helt varv moturs ar ¢t = 2.
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Om ¢ &r vinkelns matt i radianer och g dr méattet i grader géller:

g _¥
360 27

Nagra vanliga vinkelmatt i grader och radianer:

fog

-30°l o°\3 °l‘1§@\ éo°\ ﬁool ($0° | V6o

plolelg (3 1217 {ar

ey

Definition 1.6. Lat P(t) vara den punkt pa enhetscirkelns periferi som sva-
rar mot en cirkelbdge av lingden ¢ méitt moturs med punkten (1,0) som
utgangspunkt. Vi definierar de reella talen

cost och sint

som z- respektive y-koordinat for P(t).

Y
>

PlE)= Closk, sin )

S

Plo) =(a,0) = (cos 0,5in D)

Pl=t) = (ot (1), Sin (-1))

Funktionerna t™ cost och ¢ sint ir definierade f6r alla reella tal,
Deost = Dgint = R,
och virdeméngderna for funktionerna &r
Veost = Vaine = [—1,1] .
Eftersom punkten (cost,sint) ligger pa enhetscirkeln ger pythagoras sats:

sin®t + cos®t = 1. (1.31)
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For ratvinkliga trianglar géller att cost¢ dr férhéllandet mellan nérliggande
katet och hypotenusa och sint &r forhallandet mellan motstaende katet och

hypotenusa.

A
. a sint
4 Swb
+ _ Cost |
o, €os +

Vihar att P(t) = P(t+n2w) for allan € Z, sa sint och cost &r periodiska
med perioden 27,

cost = cos(t +n2x) och sint =sin(t +n2w), ne€Z. (1.32)
P(t) och P(—t) har samma z-koordinat, s cost dr en jimn funktion,
cost = cos(—t), teR. (1.33)

y-koordinaterna for P(t) och P(—t) &r till beloppet lika stora, men av mot-
satta tecken, s sint &r en udda funktion,

sint = —sin(—t), teR. (1.34)

Graferna av sint och cost:

In[1] := Plot[{Sin[x], Cos[x]}, {x, -2 Pi, 2 Pi}]

Cost
.5
T ) St
-6 4
-2 ©
0./5
-1
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Samband som framgar direkt ur enhetscirkeln (eller graferna)

&

P —x)
|- P00
e >
cos(m — x) = —cosz (1.35)
sin(m — z) = sinz, (1.36)
cos(z +m) = —cosx (1.37)
sin(z +7) = —sinz (1.38)
cos(;r T) =sinz, (1.39)
sm(7r T) = COSZ. (1.40)

Trigonometriska ekvationer

Manga trigonometriska ekvationer kan reduceras till ndgondera av féljande
tva ekvivalenser.

sing=sinas (z=a+n-2n eller z=7—a+n-2n, neZ.)

4\

pu_.ao Plen ‘
u.-a(-w | u»mm‘é:g\wa‘
a, N
'

cosz=cosa<&rx=xa+n -2n, ne.

A
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Exempel 1.31. Los ekvationen sin 3z = sin z. (Se foreldsningsanteckningar.)

Exempel 1.32. Los ekvationen cos? z—sin? z = ? (Se foreldsningsanteckningar. )

Trigonometriska formler

Subtraktionsteoremet for cosinus:
cos(z —y) = coszcosy +sinzsiny . (1.41)

Bevis: Betrakta vektorerna @ = (cos z,sin z) och 7 = (cosy, siny).

Coosx 8%~

D4 giller: @+ 7 = |ul|v| cos(z — y) = cos(z — y). A andra sidan har vi:
U= (cosz,sinz) - (cosy,siny) = cosxzcosy +sinzsiny,
sa formel (1.41) géller. O

Féljande formler fas med hjélp av (1.41) och de tidigare formlerna.

cos(z +y) = coszcosy —sinzsiny, (1.42)
sin(z +y) = sinz cosy 4 cos zsiny, (1.43)
sin(z — y) = sinzcosy — cos zsiny, (1.44)
sin 2z = 2sinz cos (1.45)
cos 2z = cos’ z —sin?z = 2cos’z — 1 =1 — 2sin’ 2z, (1.46)
2% l+cosz
cos” o = o, (1.47)
sin? & = 105 (1.48)

2 2
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Med hjélp av (1.41) - (1.44) visar man produktformlerna

COSZ COSY = %(cos(:v + ) + cos(z — y)), (1.49)
sinzsiny = ——21-(cos(:c +y) —cos(z —y)), (1.50)
coszsiny = %(Sin(az + 1) —sin(z — y)). (1.51)
Vidare géller:
sinm—siny:2sinm;ycosm;y, (1.52)
sinx+siny:2sin$;ycosx_2—y, (1.53)
Cosx—cosy=—2sinx;ysin$;y, (1.54)
cosx+cosy:2cosx;ycosx;y. (1.55)

Exempel 1.33. Los ekvationen
5
cos 2z — 5cosa:+sin2m+1 =0.

(Se forelasningsanteckningar.)

Metoden med hjélpvinkel

Betrakta funktionen

f(z) = asincx + b coscax . (1.56)
Bryt ut uttrycket va? + b2,
fl@) = VaT+ 8 (

sin cx + cos cac) .

a b
va? + b? va? + b?
Punkten P med koordinaterna (\/—Zz“—ww, \/'a’zb—W) ligger pa enhetscirkeln, ty

2

2
(\/_;2—%>2+ (J%ﬁ)zz aZC—LI—b2 +a2i~b2 =1
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A
P
iV

(4,0)

Vinkeln @ bestims av sambanden

a =cosf och b =sind. (1.57)

va?+b? va? + b%
Vi har d4, med stéd av formel (1.43), att
F(z) = Va2 + b2 (cos O sin cz + sin  cos cz) = Va2 + b2 sin(cz + 0) .

Konstanten v/a? + b2 kallas amplituden f6r f(z) och vinkeln @ fasférskjutningen.
A%

‘N'“ ”"“'"-"”‘3 =

cx.:l_s-.:c:;g} 9;:"’[?/1,,;

Exempel 1.34. Los ekvationen

\/gsinx+cosx=1.

(Se foreldsningsanteckningar.)
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1.14 Tangens och cotangens

Med hélp av sinz och cosz definierar vi funktionerna tan z och cot z genom

sin z T

tanz = , T #—+nm,
cos T 2
CoS T

cotx = ——, z#£nw,
sin x

dédr n € Z. Vi ser direkt att for z € Diy, N Deoy géller sambandet

tanx = (1.58)

cotz

Vidare visar man litt additionsteoremet for tangens med hjilp av motsva-
rande teorem for cosinus och sinus,

tanz + tany

1.
1—tanz tany’ (1.59)

tan(z + y) =

och genom att sitta y = z i (1.59) erhalls teoremet f6r dubbla vinkeln,

2tanz

tan2z = —————.
1 —tan?z

(1.60)

Geometrisk tolkning av tan z och cot x med rétvinkliga trianglar

o Sin K

_X
O COS X

ger att tanz (cotz) dr forhallandet mellan motstédende (nérliggande) och
nérliggande (motstdende) kateter. I forsta kvadranten géller da

(4 )"}MM K)
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Vidare har vi att

sin(—z) —sinz

t — — = = - t s
an(=z) cos(—x) cos T ane
tan(z + ) = sin(z + ) S tan z,
cos(z +7m) —cosz

sa tan z, och analogt cot z, &r udda funktioner som &r periodiska med pe-
rioden 7.
Graferna for tan x och cot z har utseendet

JE A N}
Flalr YN

tanx , =31 x< 3 coty , ~MLxLaT

For 16sning av ekvationer har vi sambanden
tanz =tana & rx=a+nw, ne€Z,cotx =cotasr=a+nw, nei.

Exempel 1.35. Los ekvationen tan z+1 = 0. (Se foreldsningsanteckningar.)

Sats 1.10. For 0 < z < 7 géller
sinz <z <tanz. (1.61)

Bevis: 1) Visar forst att sinz < z. Betrakta figuren
D

0 =P x)

P

@ pc;?“P(O)
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Strickan P@Q = sinz < striackan PyP < bagen FoP = z. Alltsa sinz < z.
2) Visar nu att z < tanz.

-1 =

o@
v

Nu giller x < striackan P71+ striackan TPy < strackan RT'+ strackan T'Fy =
striackan RFPy = tanxz. O

Foljande sats visar att “néira 0” ar funktionerna z, sinz och tanxz ap-
proximativt lika.

Sats 1.11. Det géller att

BT L1, daz—o0, (1.62)
T

.

AT 1, diz—0. (1.63)
T

Bevis: 1) Antag att 0 < z < %. D4 ger Sats 1.10 att sinz < z < tanz, sd vi
erhaller, (da tanz/sinz = 1/ cosz), att

T 1 sinz

1< Eeost <

— < <1. (%)
sinz  cosx
D4 cosx och ®% #r jamna funktioner géller olikheterna i formel (%) dven da
—2 <z <0.Ddcosz — 1dad z — 0inser vi frén () att dven 2% — 1 d&
z— 0.

2) det géller att

tanz sinz 1
= : —1-1=1 dax—0,
T z COS T

vilket avslutar beviset. O
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1.15 Arcusfunktionerna

Funktionen f(z) = sinz, z € R har ingen invers, ty den &r inte injektiv. Om
vi ddremot betraktar restriktionen av f(z) till intervallet [—7, Z],

0o

<z <

0ol 3

f(z) =sinz, -

?

sd dr denna funktion stringt vixande och har en stringt vdxande invers
enligt Sats 1.9. Inversen kallas arcussinus och betecknas

f_l(:l?) = arcsinx, Darcsin - ['—17 1] )
m T
Varcsin = [_57 5] :
1 1.5}
0.5 .
0.5
-1.5-1-0.5 0.5 1 1.5 -1 -0.5 0.5 1
5 -0.5
-1 -1.5
.Y T .
SvX , %5,{5% avesvx , —~9<yxea

Vi noterar att arcsinz dr en udda funktion,
arcsin(—z) = — arcsinz .

D4 arcsinz och restriktionen av sinz till [—7, 7] 4r varandras inverser
géaller sambanden

arcsin(sinz) =z, —

sin(arcsinz) =z, —
Vi har med andra ord

. , m T
Y = arcsing <> T — siny, 3 <y < 5
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Observera att arcsin(sinz) # « da z € R\ [-%, ]. Exempelvis ar

arcsin(sin g)E) = arcsin(sin —73) il
47 474
- 30 - g0
st g AT R AT Sy = Sind
05 /f ! “2 Wy Smf‘;-
H ¢
-1 11 1;’23123
s w3

n0 = inl 7 W Y3 _m (— L) —
E);empel 1.36. arcsin0 = 0, arcsiny = §, arcsin %> = %, arcsin( \/5) =
—
Funktionen f(z) = cosz, = € R, har ingen invers. Restriktionen
f(z)=cosz, 0<z<m,
dr stringt avtagande och har inversen arcuscosinus betecknad
-1
[ (z) = arccosx, Dareeos = [—1,1],
Varceos = [0, W} .
1 3
0.5 2.5
. | 5
0.5 1 1.%2 2.5 3 1.
-0.5 1
0.5
-1
-1 -0.5 0.5 1

Col X, OL X &
Vi har d& sambanden

arccos(cosz) =z, 0<
1

IN &
8
IN 3

cos(arccosz) =z, —
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och
y=arccosz &< v =cosy, 0<y<m.

Observera att arccos(cosz) # z, dd z € R\ [0, 7]. Exempelvis r

m m
arccos(cos(—zl-)) = arccos(cos Z) =7

Kopplingen mellan arcsin z och arccosz ges av
v
arccos T = o — arcsing, —-1<z<1. (1.68)
Restriktionen av tangens,

m m
f(z) =tanz, —5 <z<y,

dr stringt vixande och har inversen arcustangens,

fYz) =arctanz, Daian = R,

mw
Varctan :] - 5, 5[
!
-a% 4 t
L |
115-1- 7 0.5 1 1.5
| -2 )
-4 2

tonx, ~L<x T
Vi har att

arctan(tanz) = z, *g <z < g,
tan(arctanz) =z, =z € R,
och

T T
y —arctanz < z = tany, —§<y<§.
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Restriktionen av cotangens,
f@)=cotz, O0<z<m,
ar stringt avtagande och har inversen arcuscotangens,

f'(z) = arccotz, Dy =R,
Vf—l 2]0,7([.

0.5 1 1.5 5 3 o
-2 - 1
-4 U 0.5

Cotx, ogxg Avecotx , xeR
Vi har att

arccot (cotz) =z, O<z<m,

cot(arccotz) =z, z € R,

och

y=arccotr <z =coty, O0<y<m.

Kopplingen mellan arctan z och arccot z ges av

m
arccotx = — — arctanxz, z € R.
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1.16 Hyperboliska funktionerna

Funktionerna cosinus-, sinus-, tangens-, och cotangenshyperbolicus
definieras genom

e(l?_|_e—$
coshm:T, z € R,
. et — e %
Slnh$:—2—-——“, ZEER,
sinhz e —e™®
tanh z = = z € R,

coshz e*+4e 2’

coshz e*4e®
cothz = — = , T#0.
sinh z et — e %

cosh?z —sinh®*z =1,

cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh z sinh vy,
sinh(z + y) = sinh ¢ cosh y + cosh x sinhy,
cosh 2z = cosh? & + sinh?®

sinh 22 = 2 sinh x cosh z .

In(l]:= Pth[{Sinh[x], Cosh[x]}, {x, -4, 4}]

Coshin 15

10

5

-4 -2 2 4
5

S x
Out[i]= =~ Graphics -

In(2]:

1l

Plot[{Tanh[x], Coth[x]}, {x, -4, 4}]

cot\nt

tac

R A

Cotws ="

Funktionen cosh z #r jimn och de 6vriga dr udda, (se graferna nedan).
Foljande formler kan létt verifieras fér de hyperboliska funktionerna:
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1.17 Komplexa tal

Ekvationen
=1

har ingen 16sning i de reella talens méngd R, Kan vi utvidga talomradet R
s& att varje polynomekvation

Fy(z) =0,

dér polynomet P, ar av gradtal n, har exakt n stycken 16sningar da multi-
pliciteten beaktas?

Betrakta méngden
C={(zy) =y €R},
i vilken addition definieras genom
(B1,51) + (T2, 92) = (z1 + 22, Y1 + 42)
och multiplikation genom |
(z1,91) * (%2, ¥2) = (8182 — Y1 Y2, T1 Y2 + T2 1) -

Maéngden C férsedd med de ovanstaende rdkneoperationerna kallas de kom-
plexa talen.
Exempelvis géller:

(2,3)-(-3,1)=(2-(-3)—-3-1,2:14+3-(=3)) = (-9,-7) .

Man kan visa att alla rdkneregler som géller for addition och multiplikation
i R dven géller i C med dess definitioner av addition och multiplikation.
Exempelvis géller

(a’ha?) ' (b17b2) = (b17b2) ’ (aha‘Z) .
Likhet av tva tal i C ges av

(al,bl) = (az,bz) - (a1 = 09 och b1 = bg)
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R som delméngd av C

Betrakta delmingden M av C given av
M = {(a,0) : a € R}.
Vi observerar att M &r sluten under addition och multiplikation,

(a1,0)+(a2,0) = (0/1‘|“(l_2,0) S ]\4,
(a1,0) - (a2,0) = (a1 aa — 00,41 -0+ 0-ay) = (a1 - az,0) € M.

Vi identifierar det komplexa talet (a, 0) med det reella talet a och méngden
M med de reella talen R,

(a,0)=a, M=R, RCC.

Ekvationen 2* = —1 har en ldsning z = (0,1) € C, ty
(0,1)>=1(0,1)-(0,1) =(0-0—1-1,0-1+1-0) = (~1,0) = —1.
Vi definierar symbolen 7 genom
i=(0,1) e C.
D4 erhélls sambandet
i =—1.
For A € R géller
Ala,b) = (N, 0)(a,b) =(A-a—0-b,A-b+0-a)=(X-a,\-b).

Vi ser d& att

(=) =(0,-1)* = (0,=1)(0,=1) = (0- 0 — (=1) - (=1),0- (=1) + (=1) - 0)
=(-1,0) = —1,

s& z = ¢ och z = —1 &r rotter till ekvationen

22 =-1.
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Vi kan {6r a, b € R skriva
a+b-1={(a,b),
ty
a+b-i=1(a,0)+b(0,1) = (a,0) + (0,b) = (a,d) .

Nu kan vi rédkna med formen a + b4 och med vanliga rédkneregler som géller
i R, bara vi beaktar att ;> = —1, exempelvis

(2+4)(8-i)=23-2i+3-i—5>=6+i—(=1)=T7+3.

Komplexa talplanet

Lat z = x 414y beteckna ett godtyckligt komplext tal. Da infor vi féljande
beteckningar:

z= Rez, realdelen av z,
y= Imz, imaginéra delen av z,
Z=z—1Y, konjugattalet till z,
|z| = /2?2 + y2, absolutbeloppet (eller lingden) av z.
l“‘)‘\"ﬁ“&\m axe v .
[ 2z (al) = ot lsb

\\:: > beella axely
—fay E:(a,ab)z G = fs ¢

1
1. Rez:§(z+2),

Rikneregler: (z, 21, 2, € C)

1 .
2.Imz:§g(z—2),

3. |z =22,

4. (Zl'ZQ):El'zg, (z|+z2):21+22,

5. |21 - za| = || - |2a]

6. |21 £ 29| < |z1] + |22|, (triangelolikheten) .
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Addition och subtraktion av komplexa tal kan tolkas som addition och
subtraktion med vektorer.

@ /r.

2o,

- s a',‘.iz

a? 2,

5,
v

Division

Kvoten mellan ett komplext tal u och ett reellt tal a # 0 definieras som

Betrakta ekvationen
wz=u, w#*0,

ddr u och w dr komplexa tal. Om z och 2’ r 16sningar till ekvationen har vi
att

wz—wZ =u—u=0uw(iz—2)=0&z2=2,

s ekvationen har en entydigt bestimd 16sning. Denna 16sning ges av

Wy
* T Jup
ty
vy DY ww |wl|?
. -—_ . = U = U =Uu.
w2 wr T wf?

Eftersom |w|?> = wW kan kvoten beriiknas som
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exempelvis ar
4—1i (4—2’)(2—3@')_5*142' 5 14.

243 (2+3)(2—-3) 13 13 13"

Rékneregler vid division:

Uy Uz U1U2
R I )

Wy Wy WrWs
Uy | Uz UIW2 + UgW

- 3

w1 Wa wi1Wy
(“)

Komplexa tal pa poldr form

g[gé]liﬁl

Vi infor poldra koordinater r och 6 i planet enligt fljande figur,

(:Y'sivme- e m = - g BT KLY

¢
G o= = m-
V

och erhaller den polédra framstéllningen av talet z,
z=rcosf+irsinfd =r(cosf +1isinf),

dér r ar lingden av z och 8 ar vinkeln mellan z och positiva reella
axeln. Vinkeln 6 kallas argumentet av z, betecknat argz. Vinkeln 6 &r
inte entydigt bestdmd. Argument som skiljs at av en heltalsmultipel av 27

identifieras,
Oh=0,&dIneZ: 60, =0,+n2n.
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Vi har foéljande formler for att berdkna argumentet 8 av talet z =z 4+ iy

Yy , T T
8 = arctan 2 Tl 1.74
arctan —, da 5 <0<3 | (1.74)
3
9=7r+arctany~, dalcg<l, (1.75)
T 2 2

Vi infor det exponentiella skrivsittet

¥ = cosf +1 sinf.

Den poléra framstéllningen av z blir da
z=r1(cosf +1i sinf) = re?

dér 7 = |z| och 0 = arg 2.

Exempel 1.37. Vi har att
6] = | cosf + i sin 6] = V/oos? 0 + sin?6 = 1,

s& e genomloper enhetscirkeln d& 0 < 6 < 2.

Exempel 1.38. Vi skriver talet z = 2 4+ 24, (som &r i rektangulér form), i
polér form,

r=lz| = V22422 = V8 =2v2,

2 ™
6 = arctan — = arctan1 = 1

z = 2\/2_(008% + 4 sin %) = 2/2¢'7

Exempel 1.39. Vi har likheterna
1

el — e

i
Den forsta likheten foljer av att ¥ ligger pa enhetscirkeln,
1= ‘ei9l2 — eieeﬁ.

Den andra likheten ges av

e® = (cosf + 1 sin @) = cosf — 4 sin § = cos(—h) + i sin(—0) = e

v
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Sats 1.12. det giller att

o0 . pi0 — il0+e)
Bevis: Genom att utnyttja cosinus och sinus additionsteorem erhdlls

e e = (cos @ + i sin §)(cos ¢ + i sin )
= cosf cosp — sinf sin + 1 (cos O sin ¢ + sin f cos )
= cos(f + ) + i sin(0 + ¢)
— ei(6+(p) O

Upprepad anviandning av Sats 1.12 {or n € Z, ger att
G L R

1 1 ;
9 _ _ —ind
(e”)™" = (el0)n ~ eind .

Dérmed géller De Moivres formel:
Sats 1.13. For varje n € Z giller
(eiﬂ)n — einB .

Exempel 1.40. Skriv talet (v/3 4+ 34)'® i formen a + 4 b.
Losning: Vi sétter forst z = v/3 + 3i. D4 erhalls

2| = \/(V3 +32 V12 =23,

arg z = arctan — = arctan V3 =

\/3 §
sé
z=2V3€% .
Da far vi

(V3 +30)'8 = 218 = (2¢/3)18(¢'5)18 = (VI2)18e 5t = 129 ¥m — 199
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Andragradsekvationer

Betrakta ekvationen
24 2uz+w=0,

dér u och w &r kdnda komplexa konstanter och z dr obekant. Kvadratkom-
plettering ger:

Zrouz+uttw—uwi=0& (z+u)l=uv’—w.

Vi kan betrakta z+u som obekant. Om vi byter beteckningar, har vi saledes
reducerat problemet till 16sning av en ekvation av formen

2 =w,
dédr w ar en kidnd komplex konstant och z &r en obekant variabel.

Losning pa rektangulédr form: Sétt w = a + b och antag att vi sdker en
16sning av formen z = x + iy. D& géller

(z+iy)=a+ibe -y +i2zy=a+ib.
Identifiering av reella och imaginéra delarna ger:

2’ —y*=a,
2zy = b.

Vi erhéller ett tredje nyttigt samband ur kravet att |22| = |a + 1|, ndmligen
>+ y* = Va2 +b2.

Exempel 1.41. Los ekvationen 22 — (2 + 24) 2 + 3 + 61 = 0.
Lésning: Kvadratkomplettering av vinsterled ger att (z — (1 +1))% — (1 +
)2 4+ 3 + 6i = 0. Med andra ord géller

(z— (1414)*= -3 — 4.
Sétt nu « + iy = 2z — (1 +4). Inséittning i ekvationen ger:

2t —y? +i2zy = —3 — 44,
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s& vi erhaller sambanden

$2 _ y2 — ___3,
2zy = —4, (1.76)
2? +y? = /(-3)2+ (—4)2 =5

Forsta och tredje ekvationen ger:
gmz—l—yZ:S & 22% =2 & z==+1
22—y = -3 y? =5 — 2? y=42.
Vi méste beakta tecknen pd x och y sa att 2zy = —4 géller! D4 ér
=1 och z=—1
de eftersokta 16sningarna som uppfyller alla tre kraven i (1.76). Dérmed &r

2=2—1 och z=3

16sningarna till var ursprungliga ekvation.

Binomiska ekvationer

Den enklaste typen av ekvation av gradtal n» 4r den binomiska ekva-
tionen

2t =w,

didr w #r en komplex konstant. Vid l6sning av en dylik ekvation utnyttjas
den poléra framstéllningen av komplexa tal. Sitt

z=re? och w= pe®.

Sats 1.13, (de Moivres formel), ger d& att
n ein@

r =pe¥.
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Identifiering av belopp och argument i bada leden ger
™=p N r=3/p
{n9:<p+k27r,kEZ 9:%%%,%2.
D4 far vi precis n stycken olika lésningar svarande mot £ =0,1,... ,n—1.
For ovriga k € Z sammanfaller l6sningarna med dessa.

Geometriskt bildar 16sningarna horn i en regelbunden n-hérning med me-

delpunkt i origo och ett horn i punkten Q/ﬁei% svarande mot £ = 0.
Exempel 1.42. Los ekvationen 23 = 8i.
Lésning: Sitt z = re??,

r3e® = 8i =8 (cosg— + ¢ sin g—) = 8¢'% .
Alltsa erhalls

{r3=8 & {r:\y§=2
T ™ 2m
= — == — Z .
30 2+k27r,kEZ o 6+k3,k€
Vi far tre olika l6sningar

i( L 27
z =265 £ =0,1,2,
explicit utskrivna
s ; 8. ;31
2p=2¢€%6, 2z =2¢e%6, z=2¢72.

Loésningarna bildar horn i en regelbynden 3-hérning:

(o)

‘ 2.
Foljande sats kallas algebrans fundamentalsats och bevisades 1799 av
Gauss.

Sats 1.14. Varje komplex polynomekvation p(z) = 0, dir gradtalet for p(z)
ar n, har exakt n stycken rotter da rotternas multipliciteter beaktas.




