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Sur les ensembles finis.
Par

Alfred Tarski (Varsovie).

Introduetion,

Le présent ouvrage est en grande partie un ouvrage sytématisant.
Il a pour but de développer la théorie des ensembles finis comme
une partie de la Théorie générale des' Ensembles et sans faire in-
tervenir les notions ou théorémes de I'Arithmétique des nombres
naturels. Les raisonnements seront basés sur le systéme d'axiomes
de M. Zermelo ')y notamment sur les 5 premiers de ses axiomes,
ceux du choix et de Uinfini étant exclus, |

L'ideé¢ de construire ainsi la théorie des ensembles ﬁms a été
énoncée & plusieurs reprises?), bien que jusqu's présent elle ne soit
nulle part complétement realisée. La premiére tentative a été faite
par Dedekind dans son travail ,Was sind wund was sollen die
Zahlen* %) qui fut congu d’ailleurs d’un point de vue différent. Il
y établit sa définition connue de l'ensemble fini et — en se basant

sur cette' définition —— il démontre certains théorémes concernant

les propriétés fondamentales des ensembles finis. Or ces résultats
de Dedekind, n'ayant pas de solide fondement axiomatique, éveil-
lent quelquefois des doutes tout & fait essentiels (p. ex. la démon-
stration de Vexistence d’un ensemble infini. Of. aussi le § H du
présent ouvrage).

) B. Zermelo, Untersuchungen tther die Grundlagen der Mengenlehra 18
Mathematische Annalen, 65 Band, Leipzig 1908, p. 261—281.

M Cf P Hauadorff G :mdzuyc der Mengenlehre, Leipzig 1914, p, 47 ‘

) R, Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlm? It Auﬂago., Braun-
schweig 1911, § b, § 14 ’
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Aprés Dedekind on a donné plusieurs définitions de l'engem-
ble fini, que je eciterai plus loin; cependant les auteurs de.(:es dé-
fnitions se sont généralement contentés de prouver leur équivalence
soit & la définition arithmeétique ordinaire soit & une quelconque de
définitions publiées antérienrement. Par contre, la théorie des en-
sembles finis que l'on trouve chez Russell et Whitehead?)
a des limites Gtendues. Mals c'est la définition arithmétique®) dout
se servent res autenrs comine du point de départ et le caractére
spécifique du svsttme de Russell et Whitehead - li¢ & la
théorie des types --- me permet pas de transporter totalement leurs
résultats et la méthode de leurs démonstrations dans le systeme sur
lequel s'appuyent les miens.

Ce qu’il y a d'essentiellement nouveau dans mon vuvrage, ¢'est

la définition suivante de 'ensemble fini:

o L'enusemble A est find, lorsque & toute classe K de ses sous-ensent-
bles appartient comme élément au moins un ensemble B dont aucun
vrai sous-ensemble n'appartient o K*,

‘Fo partant de cette définition, je' démonire les théorémes con-
cernant les propriétés fondamentales des ensembles finis qui me
sont counus %), J'envisage emnsuite le rapport emtre wa définition et
celles qui ont été proposées jusqu'a présent, ce qui me permet en
méme temps d%xaminer: les propriétés des ensembles finis lides aux
notions de la puissance et de l'ordre. Les théordmes sur I'équiva-
lence de deux définitiops sont préseutés sous la forme des théors-
mes sur la condition.nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble
soit fini. . ’ ,

~Parmi les thésiémes donnés dans la suite il y a qui peuvent
Stre généralisés (p. ex. les théorémes 1 et 13), si Pon envisage des
eusembles ayant une certaine propriété F, aulieu d'envisager les
éléments dune classe K: on sait en effet que toute classe X dé-

- A N.Whitehed and B Russell, Principia Mathematica, Vol, 11, Paxt 111,
Section C, Cambridge 1912; Vol, 1L, Part V, Soction K, Cambridge 1918,

N CL A, N. Whitehead and B. Rusaoll op, eit, 120,02, Bign que cos
auteurs définissent lu notion du nombre naturel & I'aide des notions de In Théorie
des ensembles, mais leur procédé v'est légitime que grice & la thdovie don types.

3) Cela prouve quon peut fonder lu théorie des ensermnblos finis snng fuive uppel
& la notion d'ordre, contrairement & I'opinion de M. Schoenflios qui derit duny
Pintroduction & la deuxiéme édition de son livrs connu : wHine Bogrindung der ersten

- Satze tiber endliche Mengen und Zahlen st ohne den Ordnungahogrift unrodglich
(Bntwickelung der Mengenlehre. ., Lieipsig unh Berlin, 1913, p. V).
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termine une propriété dont jonissent tous ses éléments et seulement
eux (& savoir, la propriété d'appartenir i cette clas‘ée), tandls que
'on peut démontrer 4 l'aide des axiomies de M. Zermelo lexi-
stence de propriétés qui ne déterminent aucune classe de tous les
objets possédant cette propriété. Or, la tendance d'¢liminer de la
Théorie des Eunsembles les notions générales de nPropriété¢, de
prelation® ete. ayant des partisans parmi quelques théoriciens de
cette science ') je renonce, bien que je ne partage point leur opi-

nion, de géudruliser ainsi mes théorémes, afin de donner i mes rai-

~sonnements un fondement iudubitable.

Bibliographie.

Je tache dans cet ouvrage de tenir compte des résultats les plus importants
contenus dans les travuux suivants: |
R. Dedekind: Wus sind und was sollen die Zahlen? L1 Auflage, Braun-
schweig 191t.
C. Kwratowski: Sur la notion de l'ensemble Jini, Fund, Math., Tom I, War-
szawa 1020, p. 130. | '
—  Sur la notion de Vordre dans la Théorie des Ensembles. Fund, Maih,,
Tom 11, Warszawa 1921, p. 1613),
W. Sierpinski: L'axtome de M. Zermelo et son »dle dans la Theorie des En-
' sembles er ' Analyse, § 1. Bxtrait du Bulletin de I'Académie des Sciences
de Cracovie, Cracovie 1919,
P. Stiickel: Zu H. Webers Elementarer Mengenlehre, Jahresberichte der deu-
tschen Mathematiker-Vereinigung, 16 Band, Leipzig 1907, p. 425.
H. Weber: Liementars Mengenlehre, Jahresberichte..., 15 Band, Leipzig 1906,
p. 270, :

~A. N. Whitehead and B. Russell: Frincipia Muthematica. Vol. II, Part 111,

Section C et Vol. IlI, Part V, section E; Cambridge 1912—1913.

E. Zermelo: Sur les ensembles Sfinis et le principe de Vinduction. complite. Acta

Mathematica, 32, Stockhiolm 1909, p. 185. :
Uber die Grndlagen der Arithmetik. Atti del IV Coungreaso Internationale
dei Mathematici, Vol, |1, Sezione I, Roma |909,

Notations.
. . ly
Je désigne par ,a“, b*... les objels donl jo n'adihets pas Phypothése gu'ils soient
. des ensembles; _ ‘
» redY B les cnsemoles, sur les éléments desquels je n'admets
n - pas pur hypolhése qu'ils soient des ensembles:

) CE: G Kuratowski, Sur lu notion de Vordre dans lu Théorie des FEnsem-
bles, Fundamenta Mathematicae, T, 11 (1921), p, 168.
) Ja citerai ces ouvrages comme (. Kurntowski I, resp. 11,



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

48 A. Tarski:

Je désigne par K* L L* - M-, les ‘apsembles des  engemblen, que Juppalle
d’habitude ,classes des ensembles®

: W G WL les classes des clugaer den vnnembles, gue j'np.

~ pelle parfois ,familles dos clagses”
Au lien de ,ensemble vide* =~ 1 Berin W5
. ,ensemble composé d'un seul élément ,u " ol
, .ensemble composé des deux éléments 4 ot 4 v owly DY
n .0 est élément de (appartient &) A* . WY.L
" ,a n'est pas élément (n'appartiont pas &) A“ " Wit A%
" o est identiquo & b w et b
" 4@ ogt différent de b* . W ot l h,
" .4 ost sous-ensomble do B (U contient A)* woowd (B
. ,fomme des ensembles A et B ‘ v onel ope Y
" ydifférence des ennembles A4 of A¥ wo ow Ao B
. ,partie commnne des ensembles A ot £* w w3
" Jclasse de tous fes sous-ensembles do "ensemble .+ " WY
. yoomme do tous los ensombles-6léments de S ' SRV R
.~ wpartie commune de tous les ensembles-éléments de A9 LA
x  wproduit do tous les ensembles-éléments de K 0 w o LANAO

:§ 1. La définition tondamentale de Iensemble fink.

‘Je commence par introduire deux notions dont jo vais me wor
vir dans la suite.

Définition L. Elément irréduciible dune elasse K d'eisembles
est tout emsemble A tel que

1. 4dekK,

Il aucun vrai sous-ensemble de o wappartient & K
(autrement dit; |

si BC 4 et BeK, ona Bae=A)

Définition 2, Elément spturé dune classe K d'ensembles est tonl
ensemble A tel que

L dek,

II. A4 wn'est vrai sous-ensemble doucun dliment de K

') »Vereinignngsmenge* ibid,, Axiom V, p. 205,

%) yDurchschittmenge® ibid., 9, p. 264,

) yProduktt ou ,Verbindungsmengo*, ibid, 18, P #6060, elont-diedite L elninn
fia tous les svus-ensembles de J(K') qui ont avee shutue sossmble  wppa tenunt
a K un seul élément commun, Cotte notion n'est ddiiniu guo pour len elnpren K
des ensemblen digjointa, ¢ & d. ussujetties & ln condition:

i AsK ot BaK, onn AN B0,
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(autrement dit.
sio A B ot BeK, ona A= BDY).

On peut formuler i l'aide de chacune de ces deux notions un=
définition correspondante de Vensemble fini. Ayant b employer dans
la suite les doux définitions ainsi obtenues, je vais en prendre I'une
comme point de départ ot je dounersi lautre comme le théorsme 3.

Dofinition 3. Llensemble A cst fini lorsgue toube classe non-vide
K de sos souv-cnsembles admel aw moing wn dlément wrréductible ¥).e

Jo vais démontrer tout d’abord deux lemmes suivants:

Lomme L. Toule clusse non-vide K de sous-ensembles d'un ensem-
be fini A admet au moing un dément suturé.

Démonstration, Désignons par L la classe de tous les sous-
ousembles 13 do Vensemble o tels que |

A—Be K-
La classe £, n'est pas vide. En effet, i
Ce K,
on a en vertu de I'hypothése du théoréme
| CC A4,

Co=d — (4 --0C),
d’ott d'uprés ln définition de Ja classe L,
| 4 -Cel.

Par mmm"quent la classe L admet, conformément i la définition 3,

au moing un élément irréductible 1.
Jo vads prnuvw que 4 - 1) est un ¢lément saturé de K,

Dabord lu dédinition de la elusse Lo donne:

(1) 4‘”“: haay 1) -E' K.

) Leow tormen icrdductible® ot Lntnrd® sout introduits ot définis pur Jani-
wuowrlel dune un nui plus gindrat, Vol Ju'm n, de Dlicole lw’ulyhmhmqw, 19132,
Chup, 1 (Thesd) ‘

% On poaut remplaces dans T ddfinition B lea mots .‘llt‘ aouawememblaa“ par
done 1w dhtonrs Mads I détinition du Lexte ent petit-Gire plus avantageuse,
enr elle donne nn eritdre qui porivt do déeider si un ensemble ot lnt ou- non
ot aonsiiérunt anigqunmoat sob onsemblo vt los chusson de guy nowa-onanmbles

frundamenty Matbamalicne VI
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Supposons ensuite qu'un ensemble E remplit les conditiona:

@) - EeK,
3 A—D(CE
" On a en vertu de (2)

4 - EC4
® . = E=A4—(4—B)
dod o - | -
6) - A—FkeK

D’autre part on conclut de (3) que
() | A—EC D

Or, ]’eubemble D étant un élément irréductible de K, les for-

- mules (6) et (7) donnent conformément & la définition 1 :

(8) 4—E=D,

(9) 4 —- D=2E.

" Nous avons done démontré que I'ensemble A—.D), qui conformément
4 (1) appartient & la classe K- n'est pas vrai sous-ensemble d’aucun
élément de cette classe (puisque (2) et (8) entruinent (9)). A — D
est done, selon la déf. 2, un élément saturé de K, c. q. £ d.

‘Lemme 2 (inverse). Si toute classe K non-vide de sous-ensem-
bles de 'ensemble A admet au moins un élément saturd, lensemble A
est fini.

La démonstration est tout & fait analogue & celle du lemme
précédent. \ | "

Les deux lemmes permettent d’étabhr le théordme suivant:

Théoréme 3. FPour gqu'un ensembl# 4 soit find il fout et 4l suf-
fit que toute classe non-vide K de ses sous-ensembles admette au moins
un élément saturé.

§ 2. Ensembles élémentaires et opérations sur les ensembles finis.

Théoréme 4. O est un erisemble fini.

Thépréme 5. a ¢tant un objet quelconque, (a) est un ensemble fini.

Pour démontrer ces deux théorémes. il suffit d’envisager toutes
les classes non-vides de sous-ensembles de () et (n). L'ensemble 0

) E. Zermelo (op. cit, Axiom II, p, 268) uppelle ainsi Pensomble vido ot
les ensembles composés d'un seul ou de deux dléments,
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ne posséde qu'une seale classe pereille, i savoir la classe (0); Ven-
semble (a) en a trois: (0), ((a)) et (0, (a)). Ur on voit que chacune
de ces classes admet un ¢lément irréductible.

Théoréme 6. A b B dtant des ensenbles finis, A B lest éga-

lement.

Démounstration. Considérons une classe non-vide K quelcon-
que de sous ensembles de A4 +B. Soit L la classe de tous les sous-
engembles de 4 dont chacun étant sjouté d un sous-ensemble con-
venublement choisi de B donne un élément de la classe K.

La classe L n'est pas vide. 1l existe en effet un ensemble C
tel que

Cs K.

On en conclut que

CC A+ B,
(== ("X A+C X B;

X AC 4,
¢X B(C B,

on a en vertn de la définition de la classe L,

(/X A e L.

et conmme

D’aprés la définition 3 il existe dans la classe L au moins un
élément irréductible /). On a donc

1y DelL,
d’ott | ‘
2 | D C A

Désignons par M la classe de tous les sous-ensembles L' de B
qui satisfont 2 Ia condition: |

D+ bBeK.

En raison de (1) et de la définition de la classe L, la classe M
v'est pas vide. Elle admet donc un élément irréductible #. On a done

(3) | FeM,
(4) | F(C B,
(®) )+ Fe K.

ot les formules (4) et (B) résultent immédiatement de la définition
de la clagse M. |
4'!0:
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Nous allons démontrer que D + I' est un élément iy ductible
de K. Supposons en effet qu'in ensemble G remplit les  @onditions:

® . Ok,
(1) GCD+ 1
d’ol
®) G=GXD+GX I
Com‘me conformément & (2) et (4) on a
(9) G¢XDCDC A4,
(10) GX FCF(CB,
on obtient en vertu de (6), de (8) et de la définition de _Z,.
(11) GX Desl. |
Or, D étant un élément irréductible de L, on a selon (9) et (11)
(12) GxX b=,
et en raison de (8) et (12) |
(18) G=D+@XF.

D'une fagon analogue on conclut exi vertu de (6), (10), (13) et de
la. définition de M que

(14) o GXFeM
F étant un élément irréductible de M, on a done
(15) | | X F=F

et, conformément & (13),

(16)  G=D+F

On voit done que D+ F, qui est daprés (B) un dlément de K,
n'admet aucun vrai sous-ensemble appartensnt h cette classes; N+ F
en est donc un élément irréductinle,

Par conséquent une clusse arbitraire non-vide de sous-emn sembles
de 4+ B admet un élément irréductible, ce qui prouve en vertu
de la définition 3 que cet ensemble est fini.

Les théorémes 5 et 6 impliquent imrédistement le

Corollaire 7. A étant un ensemble fini et a un O/J/Pf ¢ eeel congue.
Vensemble A + () est fini.
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En particulier, tout ensemble (e, d).0l 4 ot b sont objets quel-
conques est fini

Théordme 8. Tout sous-ensemble B dun ensemble fini 4 est fini.

Pour le prouver, il suffit de remarquer que toute classe non-vide
de sous-ensembles de B est & la fois une clusse de sons-ensembles
de 4 et admet par conséquent un élément irréductible.

Des théorémes démontrds résultent tout b I'heure les théordmnes
suivants qui sont leur inversion:

Théordme 9. A-+B dtant un ensemble Jind, chacun des mwnwim
A et B est fini.

Il suffit de remarquer que

ACA-{—B,
BC A+ B

et duppliquer le théoréme B,
Théordme 10. Chaque vrai®) sous- -ensemble de Vensemble A itant

Sini, Uensemble A Uest aqussi.

Démonstration Nous pouvons poser.

A4 ==0,
puisque dans le cas contraire le théoréme est évident. Soit done

acA.

A~ (a) est évidemment un vrai sous-ensemble de A4; il est done
fini. Mais comme on a l'identité

4 =[4—(a)] + (a),

l'ensemble A est fini en vertu du corollaire 7. |

Le théordme 8 donne encore les corollaires suivants:

Corollaire 11. A4 étant un ensemble fini et B wun ensemble quel-
conque, A —— B est un ensemble find. :

Covollaire 12, A dtant un ensemble fini et B un ensemble quel-
congue, 4 DX B est un ensenble fini, |

On a, en effol, "

1y Dans lo thiéoréme 10, qui préeonte l'inversion du théordémo B, il faudrait
gtrictoment it omettre lo mot ,vrai®; muig dans co cas lo théordme doviendrait
trivial,
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Les propositions inverses par rapport aux deux théorémes précédents mont
évidemment fausses. On peat &'en convaincre soit a l'aide de 1’'axiome Vl{‘ de
M. Zermelo (axtome de banfind) _soit en g'appuyant, en général, sur un' ays?eme
quelcongue, pourvi que ses axjomes impliquent V'existence des ensemble infinis. .

Par exemple, dans I'Arithémique des nombres naturels 'ensemble 4 dea’nom-
bres premiers, l'ensemble B des nombres impaires et l'ensemble ¢’ des nombres
pairs sont infinis, tandis que I’ensemble

A—B=AXC=(2)
est fini,

Nous avons done examiné dans ce § ce que 'on peut dire des

‘ensembles: 4 + B, 4 — B, 4 X B, lorsqu'on sait que l'un des en-

sembles 4 et B ou les deux i la fois sont finis; nous avons étudié
aussi les problémes inverses. Les questions analogues concernant le
produit des ensembles A4 et B trouveront leurs réponses dans le § 4.
(cf. les corollaires 24 et 26).

§ 3. Le principe d’induction compléte ponr les ensembles finis,
Les définitions de MM. Russell, Sierpiiski et Kuratowski.

Jappelle ,principe d'induction compléte pour les ensembles finis“
on, tout court, ,principe d'induction® le théoréme suivant, qui va jouer
un rdle important dans la suite. o |

Théoréme 13. Si A est un ensemble fini, A appartient & toute
classe d'ensembles K qui satisfait aux conditions:

I 0eK; | ' .

Il si BeK et aed, on a B + (a) ¢ K.

Démonstration. Soit K une classe d’ensembles satisfaisant
aux conditions I et II. B "

Considérons la classe S(4) X K Elle n’est pas vide, puisélue en
vertn de la condition I et de la formule

| 0 S(4)
(qui est évidemment vraie), on 8
OeSU4) XK.

Par conséquent, en raison du lemme 1, il existe au moins un

| ensemble B tel que _
(1) B est élément saturé de S(4) X K.

Je vais prouver que .
| B=A.
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Suppost)\ns. en effet, que

(2) B4
En vertn de (1) ob a

38) - " B(C 4

et, selon (2) et (3),

4 A—B==0.
Posons

(5) asd—B,

dod | S

(6) aed,

() ~ @ EB,

Les proposnmns (1) et ( )lmphquent en vertu de la condition TI
que |

5

®) - B+ (2)eK,

d’oll sélon (3) et (B), .

(9) | B+ (a) e S(4) X K.

| ('_)r, comme , ,_

(10) o B B + (a),
~on a d’aprés (1) et (9) ) o

(11) - B=DB +(a),
a0  aeB.

L'hypothése (2) conduit done & la contradiction .(dans les for-
mules (7) et ( 1'?)), ce qui nous contraint d’admettre que

(12) | B = 4,
d’olt, selon (1), L )

AeK, c q. f d

Il est aisé également de démontrer le théordme inverse:

Théovéme 14, 8i A appartient & chaque classe d'ensembles K
qui Templit les conditions I et I1 du théoréme 13, A est un ensemble fini,

Démonstration. Soit K la classe de tous les sous-ensembles
finis de 4. Conformément au théoréme 4 et au corollaire 1, cetfe
classe remplit les conditions I et 1L

Par conséquent

- AdeK

ce qui veut dire que 4 est un ensemble fini.
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Les théorémes 13 et 14 donnent le ) ;

Corollaire 15. Powr que Pensemble A soit finiy i Feregy .44 suf-
fz’t,‘-gue A appartienne & ioute - classe d'ensembles K gexz ?'empliz‘ les
conditions 1 et 11 du théoréme 13.

Ce corollaire figure comme théoréme dans le syst&mm e de Rus-
sell et Whitehead sous une forme un peu modifiée ). Déjk ces
deux -auteurs constatent quil peut étre admis comIn e déﬁ‘nitioﬂ
de Pensemble fini. Ce fut la premiére des définitions ne £qj.unt plus
usage de notions telles que I'égalité des puissances et I’Gygre.

La définition établie par M..Sierpinski %) est rapPpProchée de
la précédente. Je la doune ici comme théoréme 16, en  In modifiant
de fagon qu'elle embrasse également lensemble (0 et u’elle soit
correcte envers le systéme de M. Zermelo.

Théoréme 16. Pour que Pensemble A soit fini, il _Fexeer of il suf-
Jit qu'il appartienne & toute classe K d’ensewzbles qUi S Eis sfait  aux .
conditions.; |

L 0eK; |
IL siaed, (a)eK; | | .
L si BeK ot CeK, on a B4+ Ce K;

Pour prouver que cette condition est nécessaire, on  applique le
raisonnement tout & fait analogue b celui ‘de la démomnstration du
‘théoréme 13. Pour prouver qu'elle est suffisante, on raisox ne comme
dans la démonstration du théordme 14 & cette différen ce pPrés qu'au
lien de se servir du corollaire 7, on fait usage des théor&mes 5 et B.

Une autre modification de la définition de M. S8 i e pinskiy,
également correcte au point de vue du systdme de M. Zermelo,
a 6té signalée par M. Kuratowski®). Je la donne ici en la mo-
difiant-de fagon & la faire englober aussi lensembls vide.

Théoréme 17. Powr que Uensemble o soit fimi, il Feaeet et il suf-
Jit que la classe S(A) soit la seule classe densembles I q 2 satisfait
aux conditions: ‘ |

') A.N. Whitehead and B, Russell, op. cit,, Vol II, « 1 20-23

) W, Sierpitski, D'axiome de M. Zarmald'etc,, p. 106,

) C. Kuratowski, [, p. 180—181. Cette définition présente 1°a v antage in-
diqué dans la note %) p, 49, Il n'en est pau“ainui des définitions de I DM . Russell

‘ot Sierpinski.
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L K C S84,
II. 0eK;
II. s acd, (0)e I;
IV. w Bel ot UelK, om «a B4+C e K.

Démonstration, o

() La condition est nécessaire. La classe S(4) remplit évi-
demment les conditions I—IV. Considérons maintenant une eclasse
arbitraire B qui satisfait également ¥ ces conditions ef wun sous-en-
semble quelconque 1) de 4.

Fin vertn du théoréme 8,
(1) £ est un ensemble fini.

Conformément anx conditions I[--1IV, on a

(2) 0&8(D)X K; ,,
3) st B e S(D) X K et deD, E4(d) & S(D) X K.

n appliquant le principe d'induetion (le théoréme 13), on econ-
clui done, selon (1), (2) et (8), que

(4 D e 8(D) X &,
d’ot
(5) DeK.

Or. D étant un sous-ensemble tout b fait arbitraive de 4, on

- peut affirmer que

(6) S(4)C K

En rapprochant ce rdsultat avee la condition I de notre théo-
réme, on obtient

§(4) = K. '

(b) Lia eondition est suffisante. Désignons, en effet, par K
la classe ae tous les wous-eusembles finis de 4. Conformément aux
théorémes 4, 6 et 6 la classe K satisfait aux conditions I—IV de
sorte que lPon a

| 8(d) = K.
Or, comme
A e 8(4),
on a ‘
de K

et 4 est un ensemble fini v g f d.
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Le théoréme qui précéde nnphque que la définition 3 et celle
de M. Kura,toqul sont équivalentes, Cette dernitre définition

étant dquivalente 2 la définition arithmétique habituelle ). la défing-

tion 3 lui équlvaut également,

8 4 Sur les classes d’ensembles fifiis et les classed finies
d’ensembles.

Je vais commencer par introduire quelques notions. an premier
rang celle de la paire ordonnée définie d'wue fagon it lo fols préeise
et commode par M. Kuratowski®. Je démontre ensuite lo
lemme 18, qui est formulé 2 Paide d'une de ces notions et dont
je ferai plusieurs fois usage dans la suite.

Définition 4. Puire ordonnée. dout le premier membre st
Vobjet a et le second Fobjet b, est la classe ((«. ), (¢)).

“Au lien de ,paire ordounée dont le premier membre est a et
le second est 5* j'écrirai ,p(a, b)“.

Cette définition donne ausit6t la conelusion suivante:

s p(a, b) = p(c. d). on a a=¢ et b==d.

Définition 5. L' classe J¢ transforme d'une Sacon univogue
Vensemble A en Uensemble B, si les conditions suivantes sont remplies:
I si acd, il exisle ~v €lément b et un seul de B tel que l'on ail

) p(a, b) & oH;
I1. si be B, il c.mste an moins un élément a de 4 tel que l'on ait
pla, b) ¢ .

Définition 6. La classe o transforme d’uue Fagon biuni-

voque Lensemble A en lensembls B, si les conditions swivantes sont
remplies: '

L si aed, il eviste un élément b et un seul de B tel que lon ait
P(a, b) & I
Il si be.B' il existe un élément a et un senl de A lol gue Lon il

p(a, by & o,

) C. Kuratowski, I, p. 180—131.
%) G Ruratowski, IL, p. 17). Cf, sussi F, Huuwdorff, op. ¢it, p. BY. .

3



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les ensembles finis 59

Je suppose ici que les thdorémes géndranx, qui concernent la
transformation univogue ou biunivmque. sont connus (p. ex les théo.
romes sur la transformation de la somme dos misembles, sur lenr
produit. sur les sous-eusembles d'un ensemble transforme ele))?),

Lemme 8. 8 L casse o bransforme dume Jugon univoque
Pensenble A en l'ensemible B ot Vensemble A esl Simi, lensemble B Pegt
egalement, |

Démonstration. ¢ étunt un sous-ensemble arhiteaire de 4, il
existe. comme on sait, un sous-cosemble D de B et un woul tol que la
classe I {ransforme C an D Dégignons cot enserble par D).

Soit 7. In clagse de tous log ensombles ¢ tolg que l'on ait:

. CC 4.

L. () est un euserble fini,

Nous allous établir an préable deux lemwmes (@) ot (b):

@) OedL.

C'est ¢vident, car @(0) == 0

(b) Bi Ce L ot wved. on C+(a) e L.

La condition I de la définition de £ donne on effet:

(1) | ('C A.
d'ofl
@ C o (6) € 4

D'autre part, il n'existe, solon 1o ddéfinition 5, qu'un seal élé-
ment b de B tel que

(3) pla, ) ¢ 9

d'olt d'aprés la définition de la fonetion @

(4) B((a)) = (b),

() CBC - (a) = B(C) + D((q)) == O((7) 4 (h)

De la condition II ot de (B) on conalut eonformément au co-
rollaire 7, que

6) B 4 (@) st un ansemble fini,
Il résulte de (2) et (6) que .
C-(a) e L o q f d

) Of. R, Dedokind, op. cit, §4 24,
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Ceci dit; nous allons reprendre la démonstration du lemme 18,
4 étant un ensemble fini, on peut. aprds avoir établi les lemmes
() et (b), y appliquer le prineipe d’induction. On obtient:
O | ~ AeL.
d'ob .
(8) &(A) est un ensemble fini.

Mais, selon I'hypothése, on a
@ @(4) = B.

En verta de (8) et (9) l'ensemble B est done fini

Je reviens maintenant aux théorémes, qui se rapprochent par
leurs caractéres de ceux du § 2 et qui en présentent parfois nne
généralisation.

Théoréme 19, L'ensemble A étant fini, la classe S(A) est finie
aussi.

Démonstration. Désignons par L la classe de tous les ensem-
bles B qui satisfont aux conditions:

L BCA4 , - |

IL la classe S(B) est finie.

1} est évident que

(a) Oel,

Car
0C 4

S(0) = (0).

et

Je vais gr‘ouver que -

(b) si BeL et aed, on a B+ (a) e L

Pour le démontrer on peut évidemment poser:
1y agB.

Désignons par J la classe de toutes les paires ordonnées qui se
présentent sous la forme

p(C U+ (a))

olt
| C ¢ S(B).
En vertu de (1), on obtient
(2) _ 51 OES(B), on u

C+(a) € S(B+(a)) — S(B)
ot p(C, C+(a) & I;
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() 8 D e S(B+(a) —S(B), on &
D — (a) & $(B)
et p(D—(a), D) ¢ o1
On conclut done, d'aprés (2), (3), la déhinition de o et lu défi-
nition b que la elasse % transforme d'une fagon univoque la elagse

S(B) en la classe S(B 4- (a)) — S(B), d’ol, conformément ay lemme
précédent, on a

(4) la classe $(B + (a)) — § (B) est finie.
Mais comme '

(5) S(B) C 8(B + (),

on obtient:

(6) S(B 4+ (a)) = [8(B+(a)) — S(B)] + 8(B).

Or, en vertu de (4), {
quant le théoréme 6:

(7) la classe N(B 4 (@) est ﬁnie.'

Comme en méme temps la condition I de la définition de £
donne o

@ B +(a) C 4,

on peut done affirmer, selon (7) et (8), que

6) et de la condition I, on a en appli-

B 4 (a) & L.
Les lemmes (a) et (h) démontrés, on en conclut en verty du
principe d’induction, que
Ael.

d’ot, selon la condition I, la classe 8(d) est finie . q. f. d.
Théoréme 20. S K est une clusse finie densembles of tout élé-
ment de K est un cosembie Sini. Lensemble 3( K) est également fini.

Démoovstration, Soit & lu tamille de foutes les olasses [,
remplissant les conditiony:

L LCK

IL 3(1) est un ensemble fini,
Je dis que
(a) Oe&
En effet, on a | |
0C K
et |
2(0) est un ensemble fini, ear 2(0) == 0,
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(b} Si Liacr' ot AsK. on a L+ (d) & F
La condition T dounne e effet

1y L+ (4)C k.

Comme on & en méme temps

@ UL+ (4) = 3(I) + 4,

on en conclut, selon Phypothése ef la condition 11, en appllquant
le théoréme 6, que
(3) J(L+ (4)) est un ensemble fini,
On a par conséquent, en vertu de (1) et (3),
L+ (A) e &, |

Lfas len.lmes @a) et (bY établis. on en conclut, en  appliguant le
principe d'induction:

Ked.

L'ensemble E(K) est done fini e q. [ d.
Nous pouvons a présent dém(mfrm les théorémes 1inverses aux

deux précédeufs
Théoreme 21. 8 la classe b(A) est finie, lensevreble A est fini
Démonstration. Désignons. par K la classe de tous les sous-
ensembles finis de A.
On a _
(1) . K C S(4),

ce qui prouve, conformément au théoréme 8, que /' est une classe finie.
Or. en apphquant le théoréme précedenf on obtient:

(2) - Z(K) est un ‘ensemble fini.
~ D'autre part, conformément au théoréme D et i la  définition
de K, on a:
(8) fioaed, (a)e K.
Done
(4) I(K) = 4.

On en conclut, selon (2) et (4). que l'ensemble A4 est Hni. e g f.d
Théoréme 22. L'ensemble (K dlunt fini, on et - |
I la clusse K est [inic,
1l chaque elément d¢ K est un ensemble fini.
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Démonstration. La proposition T résulte de la formule
K C S(2(K)),

ol S(2 (X)) est une classe finie en vertu du théoréme 19.
Quant & la proposition II, il suffit de remarquer que:

la condition AeK entraine 4 (C J( K).

Théoréme 28. $i K est une classe finie d'ensembles digjoints et
fout élément de K est un ensemble Jing, P(K) est dgalement wne
classe [inie. |

Pour le démontrer il suffit de remarquer que

P(K)C 8(3(K))
et d’appliquer suceessivement les théorémes 20, 19 et 8.
On en tire en pm'tlcuher ce
Corollaire 24. 4 et B étant des ensembles finis et dzsyomts, leur
produit, ¢ est-d-dire la classe P((4, B)), est aussi fini.

Les deux propositions qui viennent d'étre démontrées ne sont pas succeptibles
d'inversion. La définition du produit implique en effet tont de suite que
s Oe K, on o P(K)=0,
Il en rvésulte que, A dtant un enscmble donnd dont on ait prouvé qu'il n'est
pas fini, si ’on pose _
K = (4, 0),
on obtient la conclusion:

la classe P(K), c'est-i-dire le produit des ensembles A et 0, sst finie, malgré
que I'élémont A de ceite classe ne woit pas fini,
Par contre 'inversion [;al‘liﬁ]‘l(’ du théoréme 28 donne 1o vrai théorbme snivant;

Théoréme 2b. K dtant une classe d'ensembles disjoints, si la
classe P(UK) est finie et non-vide, chaqué ensemble A appartenant
o K est fini. - o

Démonstration. Je n’indiquerai‘ que la ma.rche générale du -
raisonnement. J

Désignons pur & la famille de toutes les classes L qui satlsfont
aux conditions: ' |

. L C PK),

II. 4 X X(L) est un ensemble ﬁm
On démontre facilement les deux ]emmas:

(a) Oe&d;

(b) st Le&F el Be P(K), on a L+(B)e¢7’
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Pour établir le lemme (b), il suffit de remarquer ue

CAX L+ (B)=4XE)+ By=4X L)+ A X B
et que, conformément y la définition du produit. Pensemble A4 X B

wadmet gqu'un seul lément.
En tenant compte, que P(K) est une elagse finie, et en appli-

quant le principe d'indnction, on obtient:
o P(K)e @,
d'ot, selon la condition II,
) 4 X Z(P(K)) est un ensemble fini,
Or, on peut prouver sans peine dans la Théorie générale des

Ensembles que la formule ‘
| P(K)#0

implique* que

3)  I(P(R)= I(K)
Doue, daprés (2) et (3),

#) , AX Z(K) e.st- un ensemble fini,
Mais ‘ o |

(5) ‘ , ! C3(K).

d'ob

(6) | 4 ==4 X 2(K).

Les formules (4) et (6) prouvent que Fensemhle A est fini ¢. q. F.d.

Il en résulte clﬂbﬂlt()t le
Corollaive 26, Si fe produit de deww ensembles disjoints nim-vides
A et B oest fini, chacun de ces ensembles esl fini anussi.

Lorsque P(FC) ost upe classe finie, on ne peut en conelure, que A est egus
lement une classe finie, U aprés les cunmdemnons gai préecdent o'est dvident dany
le cus ol .

P(R)=0. =~
En otfet, 8 on & dumontw dane classe 1, d vigsembles digjoints, qu'elic mat intinie,
on obtient en posant

K= L+4(0)

P(K) -est anu classe finie, dgale 4 0 (punaqm Ue K) walgr ¢ oque B sl e
méme temps une classe infinie,’
Plus encore: méme si l'on aait gae

P(K) =0

on nv peut eu conclure yue JC est une clusvy finiv,

que
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En effet, étant prouvd d'un ensemble 4 qu'il est infini, on parvient facilement
i démontrer que, K désignant la classe de tous les sous-ensembles de A qui n'ad-
niettent qu'un seul élément, on a

P(K) = (J(K)) = (4);

or, la clagse 1’\1() reste de nouvean finie bien que K est une classe infinie,
Par contre, on peut démontrer le théordme suivant:

Théoreme 29. S pour une clusse quelconque K d'ensembles dis-
Jjoints et ayant plus dun élément la classe P(I) est finie et non-vide,
K est aussi une classe finie,

Démonstration’ Voiel la marche du raisonnement en points
les plus importants.

Soit o la classe de toutes les paires ordonnées qui se présentent

‘sous la forme

| pL, E(‘l-’) - II(L)):
ot L remplit la condition:

L (C P(K).

Désignons par M la eclasse de tous les ensembles 4 tels que l'on
ait pour une certaine classe [,
I. A4=2(L)— II(L)
L. L C PK).
Conformément & la définition b, la classe &% transforme la fa-
mille de classes $(P(K)) en la classe M d’une fagon umvoque.
On a, en vertu du théoréme 19,
(1) la famille de classes S(P(K)) est finie,
d’'oti, en appliquant le lemme 18, on obtient:
(2) la classe M est finie.
Je vais prouver que

' K(C M.
Envisageons, en effet, un ensemble B qui remplit la condition
(3) - DeK.
Suit. d’accord avee I'hypothése du théoréme,
(4) (e P(K )

Désignons par L la clagse de tous Ies eusemblee D qul satis-
funt aux conditions:

I D PK),
. D—CCB

Fundamenta Mathematicas VI, ‘ b
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¢ termes. lensemble D difftre de C tout au plus d'un

(en d’autre !
t en méme temps & B).

seul élément, appartenan
On démontre sans pelne que

(3) L C P(K),

6 S(L)=C(C+B

et, comme 'ensemble B admet plus d'un élément,
(D II(L)y=C— B

On a done, selon (6) et (7), _
(8) B=(C+ B) — (C— B) = (L) — H(L).
" Conformément 3 la définition de M, les formules (5) et (8) im-

pliquent que

9 | BeM.

" Qe raisonnement se rapportant i tout ensemble B qui appartient
A K, on obtient '
(10) o KCM

de sorte que, en vertu de (2), K est une classe finie e. q. £ d.

Le théoréme précédent peut étre, bien entendu, énoncé d'une
facon un peu plus générale, en remplagant dans son hypothose ley
mots ,ayant plus dun ¢lément® par la condition, d'aprés laquelle
la classe des ensembles appartenant d J qui n’admettent qu'un seul
élément est finie. |

Au théordme 23 se rattache par son énomncé le suivant:

Théoréme 28. Si K est une classe non-vide et finie d'ensembles
disjoints et tout son dément est non-vide, P(K) est également une
classe non-vide.

Démonstration, Nous allons de nouveau appliquer le prin-
cipe d'induetion.

Désignons par & la famille de toutes les classes L telles que
Pon ait:

I LCK,

I. L=0ou P(E)5=0

Il est é.vident que

(a) Qe&.
Je vais démontrer le lemme:

(b) si LeFet AdeK, on a L4 (4) ¢ &
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~ En effet, la condition I de la déﬁniﬁbn de & implique que

(1) L+ (4)C K.
Soit, conformément 3 I'hypothése du théortme:
(2) | atA. |

On &, en vertu de la condition I,
(3)‘ | L=0 on P(L) == 0.

Dans le premier cas on aura
(4) L+ (4)=(4); |
par conséquent, d’'aprés (2) et selon la définition du produit,
(®) | () & P(L + (4)).

Dans le deuxiéme cas soit ~
(6) B e P(L)

On peut poser |
(7) AEL,

puisque dans le cas contraire le lemme est évident.
On aura done, en vertu de (2), (6), (7) et de la définition du

produit:
(8) | B+(@) e PL + (4)).
Selon (5) et (8) on obtient en tout cas:
@ P(L+A)=+0,
d’ot, conformément & (1) et b la définition de &,
Lt(d)ed
Les lemmes (a) «at';i (b) établis, on en coneclut’ qﬁ'e
Ked, |
et comme K est tne classe non-vide
K)=:0 c. q. £ d.

Le théoréme précédent peu,t s'énoncer, sans l'aide de la notlon
du produit, de la fagon suivante:

K étant une classe non-vide et Sinie d'ensembles non-vides et dis-
joints, il existe un ensemble qui o avec chague ensemble appartmant
& K un dlément | commun et un seul.

b*
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On voit ainsi que le théoréme, qui vient d’étre démontré, nest

- - 3 P . , y N 1" r) .
autre chose qu'un €as particulier de l'awiome dw choiz de M. Zer

melo (pour les classes finies).

Les problémes analogues aux précédents se rattachent aux élé-
ments de la classe P(K). On d¢montre facilement le suivant:

Théoreme 29. Si K et une classe finie d'ensembles disjoints, tout
ensemble A appartenant & la classe P(K) est find.

Démonstration. Soit ¢ la classe des toutes les paires ordonnédes
p(B, B X 4), B étant un ensemble qui appartient & I Idésignons
par L la classe de tous les sous-ensembles de 4 qui n'admettent

qu'un seul élément.

On s, conformément & la définition 5 et & celle du produit,
(1) la classe o7 tramsforme K en L d'une fagon univoque,
d’ot;, selon le lemme 18,

(2) la classe L est finie.

Or, tout élément de L étant aussi un ensemble fini, on obtient
en vertfu du théoréme 20: |
(8) lensemble (L) est fini.

Comme d’autre part

@ A(L)=4,

on conclut, selon (3) et (4), que l'ensemble 4 est fini c. q. f. d.
Théoréme 30 (inverse). K édlant une classe d'ensembles disjoints,
si un au wioins ensemble A appartenant’ & la clogse F(K) est fini,
la classe K est finie. !
La démoustration est tout & fait analogue i celle du thdordme
précédent. , |
Le théoréme 8 donue encore lien & la généralisation suivante
de corollaire 12, correspondante au cycle des théorémes 19, 20 ot 23:
Corollaive 31. S8i un au moins des ensembles appartenant & la

classe K est fini, II(K) est également un ensemble fini.

On sait, en effet, que lorsque
| de K,

II(K)C A.

Griice 4 la remarque qui accompagne lo corollaire 182, il ost dvident quo In
proposition inverse n'est pas vraie,

on a

Ainsi nous avons examiné tout ce que l'on peut dire des en-
sembles ou. des eclasses S(d), J(K), P(K), II(K), lorsqu'on sait
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que soib la classe JC d'ensembles (ou Pensemble A), soit Jeurs élé-
ments, soit enfin l'une et les uutres sont finis, et .nous l'avons ecom-
plété par Uétude des probldmes inverses.

§ 6. De Ia puissance des ensembles finis, La premidre défini-
tion de Dedekind.

Jo me propose dans ce § d'étudier les propriétés des ensembles
finis lides b la notion de légalité de pamissances. Jo wen donnerai ici,
naturellement, que les théordmes exprimant les propridtcs spéeifiques
Qeusembles finis of coux que l'on ne sait pas démontrer i Vaide
de B premiers axiomes de M. Zermelo dans leur forme tont
i fait générale. {Juant aux autres théorémes de la Thénrie générale
des limsembles, qui concernent I'égalité de puissances, je les suppose
iei connus,

Tin pr ofitant des votions introduites dany le § prv(‘edent, ]e VAIS
formuler la définition géndrale de Pégalité de puissances de deux en-
sembles el et B queleonques; je procéde done différexnment de
M. Zermelo '), qui définit cette notion d'abord pour les ensembles
digjoints pour I'étendre ensuite nux ensembles arbitraires.

Définition. 7. Lensemble A cxt de (e mime puissance gue Uen-
semble 1)

A~ B,

sl eniste une classe S qui bransforme A en 13 d'wie Facon biunivogue,
Définition 8. L'easemble A w Lo puissance ingérienre o relle
de Tensemble B |
A< B

et Uenseinble B a la puissance supéricure & celle de I'ensemble A

B> d,

)

I. Pensemble A West pas de ba méme puissance qie Lensemble B,

11, lensemble A est de la méme puissance qu'tun sous-ensenble de B.

Théoréme 82, Si A est un onsemble. fini et A ~ B. B est aussi
un ensemble /i |

Pour le démcmtm‘ il suthit de 1*mm.n~luer qu'en vortu do Ty dit-
finition 7 il existe une elasse J¢ qui transforme. 4 en B dupe

\

) B, Zoerwmelo, op. eit, 10, p. 267 ot 21, p, 269,
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done, & raison plus forte, d'une fagon univoyue,

facon biunivoque, uou ue
, 18, on en conclut que Yensemble 3 est fini,

Er appliquant le lemme

Le théorsme précédent implique le |
Corollaire 33. Si 4 est un ensemble fini et B< A, B est aussi

un ensemble fini. , . 8 de ] . ‘
st € U la définition e Ja méme puis-
En effet, B est en vertu de la 1

’ . al L]
sance qu’un sous-ensemble de- 4, donc (u'un ensemble finl.

Théoréme 34. 4 élant un ensemble fini et B um ensemble quel-

conque, on a

A< Bou A~Bou 4> B.
Démonstration Désignons par L lu classe de tous los on-

sembles C tels que

L CCA4, _

II. C<BouC~DB ou ¢ > B.
Tl est évident que

(a) OelL.
Car, si 0= B, on a

0~ B,

et dans le cas contraire on a

0 < B.

Nous allons démontrer le lemme:
(b) si CeL et acd, on a C+(a)e L.
Nous pouvons supposer & cet effet que

(1) agC.
On a par définition de la classe L
(2) C+()C 4
et '
(3) C<BouC~Bou(U>B

3,

- Envisageons le premier de ces cas i part de deux autres.

(x) C<B.
En vertu de la définition 8, il existe dans ce cas une classe JF qui
transforme d'une fagon biunivoque Uensemble (' en un certuin vrai
sous-ensemble D de B |

On a done

(4) 0 C B,
() o B—1D0



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les ensembles finis 71

(a&m beB -~ D.
On obtieut, selon (4) et (6),

() D+ (B) C B,

(8) bED.

En vertu de la définition 6, on conclut de (1) et (8) que la
classe 7+ (Pla, h)) transforme C4- (a) en D) 4 (b) d'une fagon biu-
nivoque, d’olt |
9) O @~ D () |
(on peut évidemment supposer que la classe J¢ nadmette comme
élément aucune paire ordonuée. dont le premier wmembre soit @ ou
le second ).

Les formules (7) et (9) impliquent, conformément & la défini-
tion 8, que |
(10) U (8) <B ou C+ (a)~ B.

# C~ B ou (> B

Il est évident que -

(11) C4(a)y~C ou U4 a> ¢

Eu vertu des théorémes connue de la Théorie générale des Hn-
sembles, on conclut facilement de (f) et (11) que

(12) C+(@)~B ou -+ (a) S B,
On a donc en tout cas, selon (10) et (12):
(18) C - (a) << B ou (+(a)~B ou C+ (a) > B,

ce qui donne, en vertu de (2) et de la définition de L
C+(a) e L.

En reprenant la démonstration du théortine, nous appliquons le
principe d'induction, On obtient
Ael, ‘
d’ot 4B oud~Boud>B8 c q £ d

Le théoréme préeédent sous su forme générale, ¢'est-ii-dire, suns
la.-xestriction ., 4 st un ensemble fini* est nommé ,loi de la bricho-
tgmie® et Squivaut, commo Pn prouvé M. Har bogst), b Paxiome du
choix de M, Ziermoelo. “

)

DB Hartogs, Usber das Problem der Wohlordnuny, Mathemativche An-
nalen 76, p. 488448,
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Covollaive 36. A dtant un ensemble fini et B me l'étant pas, on a
4B
Il suffit de remarquer que les deux derniers des ecus

A<B A~Bou 4> B

‘n'entrent pas en considération en vertu du théoréme 30 et du co-

rollaire 31. '
Un des théortmes les plus importants de ce § est le suivant:

Théordme 36. Si 4 est un ensemble fini et B son vrai sous-en-
semble, A nest pas de la méme puissance que B.
Démonstration. Supposons, par contre, que

(1 A4~ B

Il existe done, conformément & la définition 7, une elasse J¢ qui
transforme 4 en B d'une facon biunivoque.

C étant un sous-ensemble de A, désignons par @ U) le sous-en-
semble de 4, en lequel la classe &% transforme lensemble C. En
d'autres termes, P(C) est Pensemble de tous les éléments a de A

.qui remplissent la condition:

pour un certain 8lément ¢ de C. ple, a) & .

FEn particulier on a
(2) | B= 0(A)

Soit L la classe de tous les ensembles (' qui satisfont aux con-
ditions: | | | |

I oCYCCC 4

IL o)FC

On a, selcm 2) ot lhypothese du théoréme:
3 AeL.

Or, la classe L wétant pas vide, il existe, en vertu de la défi-
nition 3, un ensemble D -tel que l'on ait
(4) D est un élément irréductible de L,

d'ot |
(5) - BD)CDC 4,
(6) | - d(D)+£D.

De (4), (9) et (6) on obtient:
O dDye L.
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D’autre P-art, on conclut sans peine, en vertu de (B), (6) et de
la définition de @, que

(8) DB C D) C 4 | |
9) D(B(D)) = B(D), |
Or, Ia définition de I donne, selon (8) et (9):

(10) | - ODye L.

La contradietion entre les propositions (7) et (10) prouve que
la supposition (1) est fausse. L'ensemble 4 n’est donc pas de la
méme puissance que B ¢. q. f. d.

Le théoréme 36 exprime une coudition nécessaire pour qu'un
ensemble soit fini: cet ensemble ne peut étre de la méme puissance
quauncun de ses vrais sous-ensembles, Il est important de constater
qu'on ne sait pas démontrer suns Paxiome du choiz que cette con-
dition est aussi suffisante. Par cela méme on ne sait pas établirsaus
avoir recours & cet axiome l’équivalence de la définition que jai
adoptée dans cet ouvrage et de la définition suivante de l'ensemble
fini, donnée par Dedekind!):

pL'ensemble A est fini, lorsque aucun de ses vrais sous-ensembles
west de La puissance dgale . lu sienne )%,

La définition de Dedekind est (au point .de vue chronolugique)
la premiére qui n’est pas fondée sur la notion du nombre naturel,
Déja sonp auteur a montré lui-méme que les ensembles finis ainsi
définis jouissent de propriétés analogues i celles que j'ai examindes
dans cet ouvrage. MM. Russell et Whitehead appellent dans
nPrincipia Mathematica 3)“ les ensembles finis dans le sens de De-
dekind , ensembles non-refléchis® pour les distinguer des ,ensembles
inductifs®, c’est-h-dire, finis dans le sens de la définition uarithméti-
que ordinaire. Ils étudient les propriétés de ces deux sortes d’en-
sembles. ,

1) R. Dedekind, op, cit, § 6, p. 17.

*) Tout aua moins toutes les démonstration connunes de ]éqmvnlcnvc‘ de la dé.
finition de Dedelkind et dos autres définitions de Iensemble fini font usage plus
ou moins explicité do Paxionte du choir, Cf, B, Zormelo, Sur leg ensembles finis...,
p. 190. On pent d'ailleurs, comme l'ont indigné MM. Russell et Whitehead
(op. eit, Vol. 11, %124.58), appliquer cef axiome wous Ia forme restreinte anx
classes dénombl a.bIeH '

M1 Vol. LI, Part 111, Section C, #120 ct %124,
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" Nous allons indriquer une conclusion intéressant,e qui réshlte. de
leurs recherches. On peut notamment établir sans l’a.ide de U'axiom:
du choiz I'équivalence de la définition 3 et de la .sm\mnte: |

A est un ensemble fini, lorsque aicune vraic .soc,astfamzlle de
S(SZA)) west de la puissance égale d,c:elle de §‘§§A))‘°.

Ainsi, I'équivalenca de cette der@uére déhmt_mn e.t de celle fl@
Dedekind ne peut étre prouvée sans faire intervenir ljamome du chotr.

Le théoréme 36 implique quelques corollaires importants dont

je cite ici les suivants: |
Corollaire 37. A étant un ensemble fini et B son vrai sous-en-

B < A

En effet, comme

B~ B,
on a selon la définition 8 une au moins des relations
B~ 4 ou bien B < A4,

dont la premidre est impossiblé en vertu du théordme préciédent.
Corollaive 38. 4, B et (' étant des ensembles finis, si

A<<B et BX (=0,
on a

A+ C< B+

Pour le prouver, il suffit de remarquer que A4 4 ¢ en vertu de
la définition 8, est de la méme puissance qu'un vrai sous-ensemble de
B+ C et d'appliquer le corollaire qui vient d'étre établi.

Corollaire 39. 4, B, C et D ¢tant des ensembles finis, si

A<B, 0<D et BXD=0,
on @

d+ C< B+ D.

On raisonne comme dans la démonstration, du corollaire précédent,

Ce corollaire sous sa forme générale (¢'est-i-dire, concernant les
ensembles quelconques), équivaut & Jawiome du choim?),

Les deux derniers théordmes de ce § concernent. les propriéteés
des classes d’ensembles finis, |

') Cf. ma Note: ,Sur quelques théorimes qui éyuivalent & 'axiome du chofx®,
Fund, Math,, Tom V (1924), p. 147.
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Théoréme 0. Toute classe non-vide K d'ensembles finis admet
au moims wui Elémont A qui remplit la condition:
si Be K, on u« A <Bou A~ B.
Démonstration.Soit
(1) Ce K.

Désignons par L ln clusse de tous les -sous-ensembles D de (/
qui satisfont & la condition:

si Be K, on o D<B ou )~ B.

Comune on a évidemment
Oe L,

la classe Z n'est pas vide. L'ensemble ¢ étant fini, il existe done,
conformément au lemme 1, un ensemble X tel que l'on ait: ‘
(2) L est un élément saturd de L,

d’ol, conformément i la définition de L,

(3) ECc
et . |
(4) si BeK, on a /< B ou E~ B

Je vais prouver qu'il appartient & la classe K au moins un en-
semble, dont la puissance est égale & celle de F.
Ceci est ¢vident, selon (1), si 'on a

| E=C.
Nous pouvons done poser
(5) E:k: C
Soit, conformément % (3) ot (B},
(6) asC— K
d’olt |
(7 | B4+ (CC
et, en vertu de (2), |
(8) B (a) & L.

De (7) et (8) il résulte, en mison de la définition do L, quian
moins un ensemble A appartenant & K n'est de la puissance supé-
rieure ni égale 4 celle de K 4 (a).
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On a done

9) 4K
et, en raison du théoréme 34, |
(10) A< EA(a)

De cette dernidre formule on conelut facilement qu'une des deux

relations suivantes subsiste:

(11) d<E o A ~ K.

Or, on a d’antre part, selon (4) et (9),

g E< Aou E~4,

d’ot, . en rapprochaht (11) et (12), on obtient
(18) ' A~E

On déduit de (4) et (13) que Pensemble A, qui appartient a la
classe K en vertu de (9), est 'ensemble cherché.

On peut énoncer le théoréme pricédent d’une fagon plus générale:

Toute classe d'ensembles K. « laguelle appartient ai woins un
ensemble fini, admet un éément A qui reinplit la condition:

si Be K, on « A-<B o 4~ B

Le théoréme 40 appartient i cette série de théorémes, signalés
dans le présent ouvrage, qu'on ne sait pas démontrer sous leur forme
générale (c'est a dire, concernant les ensembles queleconques, qu'ils
solent finis ou non) sans avoir recours i laziome du choix.

Théoréme 41. Toute dasse non-vide densembles K, dont tout

dlément est de la puissance infériewre o celle d'un ensemble #Fini
b

admet aw moins un éément A qui remplit la condition.:

si Be K, on a B< A on B~ 4.

Démonstration. Je n'indiquerai que la marche générale du
raisonnement qui est dailleurs tout & fait anulogue i celui de la -
démonstration précédente.

- Désignons par L la classe de tous los sous-ensembles D de C
qui satisfont & la condition: |

i Be K, ona B< D ou B~ D,
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Comme

| Ce L,

la classe L, n'étant pas vide, admet un élément ircéduétible K.

On prouve' sans peine quil appartient 3 la classe K un ensem-
ble 4 qui est de la puissance égale & celle de &, pour en conclure
ensuite que I’ensemble 4 remplit la condition du théordme,

Si on veut introduire la notion de I'lément de Iy plus petite
puissance et celle de l'dlément de la plus grande puissance, les théo-
rémes qui viennent d'étre établis peuvent s'énouncer de la fagon suivante:

Toute classe non-vide K d'ensembles finis admet au moins un dli-
ment de la plus pelite puissance.

Toute classe non-vide d’ensembles K, dont tout éldment est d'une
puissance injéricure a celle d'un ensemble fini C, admet au moing un
dlément de la plus grande puissance.

§ 6. De I’ordre dans les ensembles finis. Les définitions de
MM. Stiickel et Weber,

Pour introduire la notion de l'ordre je wvais profiter de la mé-
thode, developpée par M. Hessenberg et simplifée par M, K u-
ratowski ). Avec cette méthode il est possible dintroduire la
notion de 'ordre sans faire appel i la notion générale de la relation.

Définition 9. La classe K est une classe densembles crois.

sants, lorsqu’elle remplit la condition:

st AeK et BeK, ona A(C B ou bien B 4.

Définition 10. La classe K dtabit un ordre dans Vensemble A,
lorsqu'elle est wun élément saturé de la Samille de toutes les clusses d'en-
sembles croissants contenues dans lo classe S(A).

Cénformément. & la définition 2, la classe K qui ordonne Ien-
semble 4 remplit done les deux conditions suivantes:

I. K est une classe d’ensembles eroissants,

II. K C S(4), |

mais elle n’est une vraie sous-classe d’aucune olagse qui les remplit:

') Hessenbarg, Grundbegriffe der Mengenlshre, Abbandlungen der Fries'schen
Schule 1, 4, Guottingen 1908, p. 6748685,

C. Kuratowsks, 11, p. 161—~174, ol on trouvern les noms des mutres suteurs
qui ont étudié la mBme méthode,
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Définition 11. La classe K établit un bon ordre dans l'en-

semble A, lorsque '
I la classe K établit un ovdre dans lensemble A,
TL  toute sous-classe non-vide L de K admet un dlément satureé.

Définition 122). La classe K établit un double bon ordre
dans Pensemble A (range Uensemble A dans une série [inie), lorsque
L la classe K établit un ordre dans Uensemble 4, |

II. toute sous-classe non-vide L de K qdmet wn élément rréduc-

tible et un élément saturé. o .
Je vais étudier les propriétés d'emsembles finis lides aux notions

introduites ci-dessus. . | '

Lemme 41. A éant un ensemble fini, il existe une classe K quei
ftabit un ordre dans A.

Démonstration. Soit & la famille de toutes les classes d'em-
sembles ecroissants contenues dans la classe S(4).

Comme évidemment

o

0 ¢,

la famille & n'est pas vide. ,

Dautre part, la classe S(4), en vertu du théordme 19, est finie.
Or la famille & étant une famille de sous-classes d'une classe finie
admet, selon le lemme 1, un élément saturé K. Conformément i la
définition 10, cette classe K établit un ordre'dans I'ensemble 4 ¢. q. f. d.

On ne saurait généraliser ce lemme sans Paziome du choi.

Théoréme 42. Si la classe K établit un ordre dans un ensemble’
fini A, K ¢établit un double bon ordre dans A.

Démonstration. On a, conformément & définition 10,

K CS(4).

Toute sous-classe non-vide Z de K admet donc, en vertu du
lemme 1 et de la définition 3, un élément saturé et un élément
irréductible.

Or on peut affirmer, selon la définition 12 et hypothdse du
théoréme, que la classe K établit un double bon ordre dans 4 e, q. £ d.

 Lemme 43. 8i la classe K établit wn double bon ordre dans
Vensemble A, A est un ensemble fini.

3 1 est aisé 2. établir I'équivalence des définitions 10-12 ot dos définitions
I-1I de la Note Il de M. Kuratowski.
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Démonstration ). Suppusons, par contre, que
(1) A w'est pas un ensemble fini. =

Conformément aux définitions 10 et 12,
(2) K est un dlément saturé de la fumille & de toutes les classes

d’ensembles croissants contenues dans la classe S'(4).

Il est évident, en vertu de (2) et de la définition 8, que les
classes K + (0) et K ~- (A) sont dgalement des classes d'ensembles
croissants contenues dans §(4). On a done:

(3) K+ (0) & &

(4) K+ (4) ¢ &,

d'ott selon (2):

(®) K+ (0) =K,

(6) K - (4) = K.

Les formules (56) et (6) impliquent immddiatement que

(7) 0 K,

(8) , A XK

Soit L la classe de tous les ensembles finis qui appartiennent
a K; K-— L est donc la classe de tous ces élémonts de K qui
sont des ensewbles infinis,

On a, en vertu de (7) et du théoréme 4,

(9) - 0e Ly
la classe L n’étant pas vide, il existe done conformdément & la deé-
finition 12 un ensemble B tel que
(10) B est un élément saturé do L.
D'une fagon analogue, en vertu de (1), on a
(11) Ae KL

et il existe un ensemble (! qui remplit la condition:

(12)  C est un élément irréductible de & — I,

d'oli, selon (10), .
(1 3) B z;]:;; C.

') La raisonnemoent que jrapplique ci-dessous ost fout & fait anslogue & colui
dont fuit usago M. Kuratowslki pour démontrer le théordmo corvespondant duans
sa Note préeitde (Thdordme LV, p, 168), On pout ausi démontrer co lemme eu
80 basant sur lo principo d'induction appliquée nux dléméunis d'un ensemble bien
ordound, |
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On conclut sans peine de (2), en appliquant la définition 9.
quau moins une des relettidns suivantes subsiste:
(14) - BCC ou bien C( B.

Comme le -deuxitme cas est exclu en vertu de la définition de
L et du théoréme 8, on obtient

(16) | BCC
Soit, conformément & (13) et (15),

(16) : a ¢ C— B,

d'ot ‘

(17) BCB+()CC

De (10), (12) et (17) il résulte que lensemble B+ (a) vérifie
les conditions suivantes:

’(18) si DeL, on a DCBCBCB+(a);

(19) , si De K— DL, ona B+ (o) CCCD;

done: : (

(20) si DeK, oma D(C B+(a) ou B+ (a)C D.
On en obtient, en vertu de (2),

(21) | K 4+ (B+(a) ¢ &

et puisque X est tn élément saturé de &

(21) K +/(B+(a)) = K,

(22) B+ (a) ¢ K.

Or on a, selon (10) et (16),

(24) B+ (0§ L,

d’ott, en raison de (23), A
(25) .B ‘l" (a) E‘K“‘— Lp

de sorte que, conformément i la définition de L, B+(a) est un en- '
semhble infini.

Il est waintenant évident que la. supposition (1) nous conduit
a la contradiction: l'ensemble B étant fini en vertu de (10), Yen-

~ semble B4(a) doit éire également fini. Nous sommes donc contraints

d'admettre que 4 est un ensemble fini ¢. q. £ d.
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Les lemmes 41 et 43 et le théoréme 42 impliquent immédia-
tement le suivant: | |

Théoréme 44. Pour que lensemble A soit fini, il faut et il suffi
qu'il existe une classe K qui établit un double bon ordre dans A.

Le théoréme précédent a été admis par Stickell) comme
définition de lensemble fini. On peut énoncer quelques modifications
de ce théoréme, dont je signale ici la suivante:

Théoréme 45. Pour que Uensemble A soit fini, il faut et il suffit
que les conditions suivantes sotent remplies: -

I il existe une classe I qui établit un ordre dans Uensemble 4;

Il tout ordre établi dans A par une classe arbitraire L est un -
bon ordre.

Démonstration. II résulte anssitot du lemme 41 et du théo-
réme 42 que ces conditions sont nécessaires. Pour prouver qu’elles
sont suffisantes, il faut appliquer un raisonnement, dont je vais in-
diquer la marche générale.

Soit J une classe qui, conformément & la condition I, établit
an ordre dans A; cet ordre est, en vertu de la condition II, un

hon ordre.
I étant une sous-classe de XK, désignons par (L) la classe de

tous les sous-ensembles B de A qui satisfont & la condition:

A-—Be L.

On peut facilement prouver que la classe @O(K) établit aussi un
ordre dans A (reciproque par rapport & K); cet ordre est évi-

demment un bon ordre. | : _
Envisageons maintenant une sous-classe non-vide L de K. En

vertu de la définition 11, L admet un ¢lément saturé B. D’autre
part on obtient les formules suivantes:

(L) C O(K),
et |

(L) =05

© ®(L) admet donc aussi un élément saturé (/.

On conclut-sans peine en appliquant un raisonnement analogue
3 celui du lemme 1, que 4-~¢ est un élément irréductible de L.

) p. Stuckel, Zu [l Webers Elementarer Mengenlehae, Jahresherichto
d. d. M.-V.. 16 Band, Leipzig 1907, p. 42b. |
)

Fundnmenta Mathematicas VI.
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Or, comme L est une sous-classe non-vide de K tout i fait
arbitraire, il résulte conformément & la définition 12 que la classe
K établit dans 4 un double bon ordre. L’ensemble 4 est done
fini en vertu du lemme 43, ¢. ¢. f d.

Une autre modification du théoréme 44 présente la définition
proposée par Weber!) et sinplifiée un peu par M. J. Ktirschak.
On peut I'énoncer en temes employés dans cet ouvrage de la fagon
suivante: |

Liensemble A est fini lorsqu’il satisfait aux conditions:

1. il existe une classe K qui établit un ordre dans A ;

LI si la classe L établit wn ordre dans A ot A==0, il existe

un ensemble qui appartient & L et wadmet qu'un seul dlément a.
L'élément « est dit dernier dlément de 4 par rapport o L.

On ne sait pas démontrer sans laxriome du choix que la condition 11 du théo-
réme 45 suffit elle-miéme, pour que I'ensemble A soit fini. Autrement dit, on ne
sait pas élablir sans avuir rccours A cet axiome la proposition suivante: |

(B2) 8% tout ordre établi dans Pensemble A par une classe arbitraire K est
un bon ordre, Uensemble A est fini.

Il est peut-itre intéressant que la proposition (P) équivaut & la proposition
suivante: ,

(Q) A étant un ensemble queleonquee, 1l existe une classe K qui dtablet un
ordre dans A. ‘

I est évident, en vertu du théoréme 4B, que (I?) résulte de (€)). Pour établir
Fimplication inverse on raisonne de cette facon :

Supposons, qu'ancune classe I n’établit un ordre dans I'ensemble donnd 4,
L'hypothése de la proposition (F) étant remplie, I'ensemble A serait donc fini.
Mais dans co cas, selon le lemme 41, il existe une classe J qui dtablit dans 4
un ordre. La supposition que la proposition (2) est fausse conduit done & une
contradiction 2). '

) H. Weber, Elementare Mengenlehre, Jahresherichte d. d. M.-V., 15 Band,
Leipzig 1908. P. Stiickel dans la Note prdeitée a établi Iéquivalence de la déh-
nition de Weber ¢t de la sienne,

) M. Kuratowski m'a fait observer que la proposition () implique un
cis particulier de 'axiome dw chotr, notamment cet axiome appliqué aux classoes
queleconques d’ensembles finis, Pour s'en convainerc, envisageons une classe L. qui
étublit un ordre dans l'ensemble 2(K), I Gtunt une elasse d'ensembles linis disjoints,
[ensemble 2(H) Ctant ordonnd, on en déduit un ordre pour chague onsemble 4
appartenant & K. Comme cet ordre est un hon ordre (en vertu du th, 42), on pout
faire correspondre 4 chaque 4 un ¢lément @(4), & savoir: son promier &lément.
L'ensemble B de tous les p(d), ot As K, rénlise la thése de Pawiome du ¢hotz, en
symboles; B e P(K).
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Je renonce d’étudier iel la notion d'ordre semblable. Je me borne
A signaler le théordme suivant, le plus important parmi ceux qui
concernent les propriétes d’ensembles finis lieés i eette nolion:

Powr gl un ensemble A soit jind, il jaut et il suffit gu'il satisfasse
aux conditions: ' -

1. il existe une classe qui établit un ordre dans A;

[l siles classes I et L ordonnent Uensemble A. elles I'ordonnent
d'une facon semblable.

Ce théoréme peut done servir de définition d’ensemble fini.

3

& 1. De PPordre eyelique. La seconde définition de Dedekind

et la définition de M. Zermelo.

La notion d'ordre eyelique gque jenvisage duns ce § a ¢été définie
par E. Sehriider 7). Sa définition peut &tre énoneée en termes de
la Théorie des Ensembles de la facon suivante:

Définition 13. La classe Jf range Uensemble A dans un cyclw
lorsque les conditions suivantes sout remplies:

I la classe % transforme d'une fucon biunivoyue l'ensemble A
en lwi-méne; | |

11 la classe J¢ ne transforme d'une jacon biunivogue ancun vrai
sous-ensenible non-vide de A en lui-méme.

En d’autres termes. 'ensemble 4 que la classe @ range dans
un cycle est vide ou bien il est un ¢lément irréductible de la
classe de tous les ensembles non-vides qui sont transformés d'une
facon biunivoque par la classe Jf en eux-mémes,

Il est aisé d'établir le suivant: |

Théoréme 46. A étunt un ensemble fini, il existe une classe i
qui le range dans un cycle.

Démonstration. Je n'indiquerai que la marche générale du
raisonnement. | |

Soit L la classe de tous les ensembles B qui satisfont aux conditions:

I. B(C A4,
II. il existe une classe o qui range B dans un cycle.
T est évident que

@) OelL,

) K. Schrider, Algebra und Logik der Relatwa 1 Apteilung, Leipzig 1895,
p. B78—DH79.
B
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ear conformément 3 la définition 18 toute classe % range O dans

un cyecle. o
0{1 peat facilement démontrer le lemme suivant:

(b) si BeL et aed, ona C+ (a) e L.

Pour le prouver nous pouvons pOSer:
(1) - aEB
Nous pouvons également poser:
@) | B0,
puisque dans le cas contraire on aurait
B+ (a) = (a),

et la classe (p(a, a)) rangerait lensemble B+ (a) dans un cycle.
En vertu de la définition de L, il existe une classe &% qui range

Pensemble B dans un cycle. Désignons par £ la classe de toutes

les paires ordonnées qui appartiennent & Jf et dont les deux mem-

' bres different de a. Il est aisé de voir, selon (1), que

(31 la classe £ range B dans un cycle.
Soit, en raison de (2). '
4 beB;

il existe done, conformément aux définitions 6 et 13, un seul élé- -
ment ¢ de B tel que l'on ait

(®) : pb,c) e L.

Or, on déduit sans aucune difficulté de (1), (3), (4) et (B) que
(6) la classe £—(p(b, c)) + (»(b, a), p(a, ¢) range lensemble
B +{a) dans un cycle. : |

I est, en effet, évident que cette classe transforme d'une facon
biunivoque l'ensemble B+(a) en lui-méme. Si elle transformait aussi
de cetle fucon un vra1 sous-ensemble non-vidle C de B+ (a) en
lui-méme. la classe £ transformerait ensemble C— (a), qui est un
vrai sous-ensemble non-vide de B, en lui-méme, ce qui est contraire

a (3) et a la définition 13,

Comme en méme temps, en vertu de la définition de I,
(M B+ (a) C 4.
on conclut de (6) et (7) que
B4 (a) e L, .
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Les lemmes (a) et (b) établis, on peut appliquer maintenant le
principe d’induction. On obtient: |
AeL,

de sorte qu'il existe une classe ¥ qui range 4 dans un cycle c. g. £ d.

Par contre le théoréme inverse au théoréme précédent n’est pas vrai. Soit
p.ex, A 1’enserble de tous Ies nombres intégres et c7f la classe de touter los

paires ordonnées e, a—-{—fl) o étant un nombre intdgre, L est évident q‘w i

classe o4 rango l'ensemble infini 41 dans un cyelst). .

L'ordre eyclique d’un ensemble A est dit, selon Schrider 2,
,fermé®, lorsque A est fini;. ,,mwert“, en cas contraire. La deﬁnmon

d’ordra cyellque fermé et ouvert, que nous allons propober ne fait
pas usage de la notion densemble fini En nous appuyant sur
cette définition, nous allons prouver que la condition nécessaire
et suffisante pour qu'un ensemble soit fini est qu’il puisse étre rangé
dans un cycle fermé. Cette condition (sous une forme un pen mo-
difice, ne fiisant pas d’usage explicite de la notion d’ordre cyclique)
a 6té ¢énoncée par Dedekind3) comme défluition d'ensemble fini.

Définition 14. L'ensemble A est une chaine par rapport & la
classe i, .!orsgw la classe J¢ transforme Pensemble A dune facon |
univoque en wn sous-cnsemble de 44). ¢

Définition 1b. La classe H range Vensemible A dans un cycle
Jermé, lorsque les conditions swivantes sond remplies: |

[. A est une chaine par rapport a Ji

11, aucun vrai sous-ensemble non-vide de A west une chatne par
rapport  Ji.

Lemme 47. Si la classé 3 ra’;‘zgelenqemble ﬁm A dans un cycle,
elle le range dans un cycle fermé. '

Démonstration, En rapprochant les définitions 6 et’'13, on
obtient aussitdt:
(1) la classe & trunsforme lensemble 4 dune facon ‘biunivoque

en lui-mGme, - ’
d'olt, d’aprés los dchmtmn 5 ot 14,
(2) A4 est une chaine par rapport a o

1) On pout prouver sans peine quo tout ensemble infini qui peut itre rangé
dans un eycle esat ddnombrable.

3 Op. eit., p. BSL,

3 R. Dedekind, op. cit, p. XVII. ‘

Y4 Cf. R, Dedekind, op. cit, § 4 p. 1L
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Envisageons maintenant un vral sous-ensemble non-vide B de A.,

supposons que )
(3) B est une chatne par rapport & o
 Soit (' le sous-ensemble de B, en lequel la classe o' transforme

B dune fagon univogque; comme -

(4) o CCBCA4,

on en é&nclut, selon (1), que cette transformation est biunivoque,
Tl en résulte, conformémement & la définition 7:

() C~B.
Les formules (4) et (5) impliquent,' en veriu du théoréme 34,
Yidentité:
(6) C = B,
de sorte que la classe J7 transforme Pensemble B d’'une fagon biu-

nivoque en lui-méme. Or, cette conclusion est contraire & la condi-

tion II de la définition 13.
La supposition (3) nous conduit done & une contradietion, et il

faut admettre que

" (7) aucun vrai sous-ensemble non-vide de 4 n’est une chaine par

rapport & Jf |
De (2) et (7) on conclut immédiatement que la classe 7 range
I'ensemble 4 dans un cyele fermé c. q. f d. ’
Les lemmes 48 et 50 sont inverses au lemme précédent.
- Lemme 48, Sl existe une classe J¢ qui range Uensemble A dans
un cycle ferme. cct ensemble est jini.
- Démonstration. Il résulte des définitions 14 et 15 que la

‘classe J; qui range l'ensemble 4 dans un cycle fermd, le transforme

d'une facon univoque en un de ses sous-ensembles. Il est évident
que cette classe transforme de la méme facon tout sous-ensemble
B de 4 en un autre sous- ensemble de 4, que je vais désigner par
O(B).

Pour démontrer le lemme on peut supposer que lensemble 4
n'est pas vide; soit

(1} ' acd,
Il existe done un objet b et un seul qui vérifie les formules:
(2) bed, |

(3) p(a, b) e 3,
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dot, selon (1) et:la définition de @,

(4) | D((@)) = (b).
¢ étant un élément arbitraire de A4, soit &'(¢) la partie commune

de tous les ensembles C qui remplissent les conditions:

1. C(C A4,

II. be&(,
. &oC— () CC

n d’autres termes, £(c) étant la classe de tous les ensembles
C qui satisfont aux conditions I —III, on a

& (c) = I1{Q(c))-
On a pour ‘tout élément ¢ de A:
A e .Q(C),

car lensemble A remplit évidemment les conditions I—IIL Il en
résulte que la classe £2(c) n'est pas vide, ce qui suffit pour affirmer
I'existence de l'ensemble @(c).

Je vais établir au préalable quelques propriétés de la fonetion @.
(2) Si ¢ & A4, lensemble ¥(c) remplit les conditlons I—IIL

La démm)stmtion ne présente ancune difficulté.

(B) Siced, ded et ple,d)ed on a P(d) C ¥(c)+ (d)

On obtient sans peine, conformément & la définition de a,

©) B((c) = (&)

et, selon (o),

6 D@+ @ C 4
() | b e B(o) + (d)
(8) D(F(e) — () C T(e).

Les formules (5) et (8) donnent, en vertu du théoréme général
sur la transformation d'une somme d'ensembles,

(9) DOPE) + (@) C T + ()
Comme d'autre part

(10) 1T(6) + ()] — (d) C T C TE + (),
on a, selon (9) et (10): |
(11) G T(c) + ()] — (d) C W(e} + (@)
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Or, il résulte de (6), (7) et (11) que lensemble @ (c¢) + (d)
satisfait aux conditions I—IIT (lorsque on remplace dans III e«
par ,d%). On en couclut aussitdt en vertu 'de la définition de & que

Td)C Tle)+ ), e q. f d.
(n Fa=4
[ ensemble #(a) satisfait, selon (1) et (:c) aux conditions I - I{I;
autrement dit, on a

(12) -{[;.(“) C 4,

(13) - beWla)

et

(14) D(W(a) =~ (a)) C W(n)
Il résultc de (4) et (1'3)

(13) ®((a)) C W(a

En raisonnant comme dans la clmnc.nmtmticm de lu propriété (),
on conclut de (14) et (1DH):
(16) | (U (a)) C Wia).

Cette inclusion exprime, conformément b la définition 14 et
4 celle de la fonction @, que Pensemble W(«) est une chaine par
rapport & la classe & Cet gosemble ne peut done étro un vrai sous-
ensemble non-vide de 4. en vertu de lu définition 16 et do Thy-
pothése” du lemme 48, Fn tenant eompte que #Fig) est eon effet,
selon (12) et (18), un sous-onsemble non-vide de 4, on obtient:
Ula) = A . . 1 d.
(%) Wy =) |

L'ensemble @(b) remplissant, en vertu de (2) et (2), les condi-
tions I—III (lorsqu'on rvemplace pe* par ,0%), on a on particulier:
(17) (0) C (D).

Comme il est elair que Pensemble (6) remplit aussi ces condi-
tioos, on en conclut selon la définition de &

(18) | Wy C(b).
Los inclusions (17) e (18) (1ummnt° ausnitdt identite (8) qu'il

CAulluit démontrer,

Les propidteés (a)—(8) dtublies, nous allons reprandes lu démonstra:
tion du lemme 48. A cot oftot désiguons par D Tensowble do tous
les ¢léments & de 4 qui remplissent la eondition:

Vensomblo @(d) est fini,
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On a évidemment

(19) D(C 4

et

20) D=0,

car la propriété (3) implique, en vertu du théoréme B, que
bel.

On prouve sans peine que:
1) s del), ced ot p(d,e) ek, on a ee ),

En effet, ensemble #(¢) vérifie, selun (9), la formule:

1(6) C W(d) + (e).

Or, I'ensemble 4(d) Stant fini, on conelut, en appliquant le co-
rollaire 7 et le théordme 8, que l'ensemble ¥(e) est aussi fini.

Il résulte de (21) que l’ermemble 1) est une chaine par rapport
a o D ne peut done btre un vrai soug-ensemble non-vide de 4,
de sorte qu’on a, selon (19) et (20):

(22) D=4,
On en ddéduit immédiatoment, d'aprés (1), que
(23) a&D,

d'oll, conformément i la 1("ﬁnmon de D

(24) W(a) est un enxemble fini,
On coueclut enfin, selon (24) et (y), que I'ensemble 4 est finic. q. f. d.
Lemme 49, Si la elasse 9 transforme Uensemble fini A dune

Jacon wrivogie en Ini méme, cebte bransformation est biunivoque. |
Démonstration, FEn rapprochant les définitions b et 6, on

voit aussitdt qu'il xuﬂxl, de prouver que la cunchtmu sulvanta est

remplie:
(a) si aed, il wexiste quun senl élément b de A tel que Yon ait

p(h, a) & .

i

Supposons au eontraire qu'ils existent des éléments a, by et b,
qui samsf(mi. aux conditions:

(1) b]', a) & C'?{;
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(2) Dby, @) ¢ X
et
(3) Cby :{: b, .

d Gtant un élément de A, désignons par @(d) Pensemble du
tous les éléments ¢ de 4 qui vérifient la formule: |

p(e, d) e o,

On obtient, conformément & la définition 5 et i I'hypothése du
~ lemme: . |
s (4) | sided, on a @O(d)0; |
5) sided, dyed et dy==dy, on a O(d,) X P(d,)=0.

Soit L la classe de tous les ensembles [) qui remplissent la

condition: ‘
pour un certaint ¢lément d de 4, D) = P(d).
La classe L n’est pas vide, puisqu'on a p. ex.

Da)e L.

En vertu de (4) et (B), ses éléments sont des ensembles non-vides
et disjoints. Cette classe est enfin finie, car, selon la définition de
L et celle de la fonction &:

L C 8(4).

On peut donc appliquer & Ia classe L le théordme 28 (I'awiome
de choiz pour les classes finies); on obtient
(6) - P(L)==0.

Soit
(0 BeP(L).

Or, ou conclut sans peine ‘de (7), conformément & la définition
de L et i celle du produit, que I'ensemble B satisfait aux condi-

tions suivanteés:
(8) la classe Ji transforme B en 4 dune fagon biunivoque,

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

(9), B (A
et ' |
(10} B == 4,

car, selon (1)—(3), une des relations suivantes subsiste:

b € B ou bien 4, B,
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Il résulte de (8)—(10) que I'ensemble A est de la méme puis-
sance que son vral sous-ensemble B, ce qui est impossible en vertu
du théoréme 36. |
- Cette contradiction nous contraint d’admettre que. la condition
(%) est remplie et, par conséquent, que la classe & transforme l’en-
semble 4 d'une fagon biunivoque en lui-méme c. q. f. d.

Lemme 50, Si la classe 9 range Pensesemble A dans un cycle
fermé (dans le sens de la définition 1), elle le range dans un cycle
(dans le sens de la définition 13).

Démonstration. On peut poser

(1) . A==0,

puisquen cus contraire la démonstration est évidente. \
Conformément aux définitions 14 et 15, l'ensemble 4 est une
chafne par rapport & J¢; en d'autres termes, la classe &f transforme
4 d'une fagon univoque en un de ses sous-ensembles B On prouve
sans aucune difficulté ') que cet ensemble B est aussi une chaine

- par rapport a Jr.

Comme on a en méme temps, selon (1),

B =0,

I'ensemble B, en vertu de la définition 15 (condition II), ne peut
done étre un vrai sous-ensemble de 4. Il en résulte que

B = 4.

d’ott la classe Jf transforme Pensemble A d’une facon univoque en
lui-méme. | |

L'ensemble 4 étant fini, en raison du lemme 48, on conclut, en
appliquant le lemme précédent, que cette transformation est biuni-
voque; la-condition I de la définition 13 est done remplie.

La condition II est évidemment remplie aussi. En effet, si la
classe ¢ transformait un vrai sous-ensemble non-vide de 4 d’une
facon biunivoque en lui-méme, ce sous-ensemble serait une chaine

» . . B .
par rapport & o, ce qui est impossible, comme nous l'avons déja
mentionné auparavant. o

Le lemme B0 est donc complétement démontrs.

Nous pouvons maintenant établir deux théorémes suivants:

) Cf. Dedekind, op.'cit.?'p. 11,
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Théoréme 51. Pour que la classe J range Uensemble A dans un
cyele fermé, il jfaut ef il suffit que les condztzons sutvantes soient
remuplies:

I. la classe J¢ range Vensemble A dans un cycle,

II. Uensemble A est fini.

Théovéme 52. Pour que U'ensemble A soit fini, il faul eb il suffit
qu'il existe une classe J qui le range dans un cycle jfermé.

Le premier de ces théorémes résulte immédiatement des lemmes

47, 48 et 50; le second du théoréme 46 et des lemmes 47-48.

Le théoréme 51 justifie 'emploi du terme ,cycle fermé“: il mon-
tre, en effet, que la définition du cyecle fermé, proposé dans cet
ouvrage (déf. 1b), équivaut & la définition générale de l'ordre eyelique
(déf. 13) limitée au cas d’ensemble fini.

Si Ion élimine dans le' théoréme 52 le terme ,cycle fermé“ en
se basant sur la définition 15, on en obtient la définition d’ensem-
ble fini donnée par Dedeklnd et mentionnée déja dans ce §.
Comme on sait, cefte définition n’a pas ¢té admise par Dedekind
commme peint de départ dans ses recherches sur les ensembles finis
ot I'Arithmétique des nombres naturels. La définition que nous citons
dans le § 5 lui semblait bien plus avantageuse & cet effet; voict
comme il g'exprime & ce propost):

,Nun mache man einmal den Versuch; auf dieser neuen Grund-
lage das Gebdude zu errichten! Man wird alsbald auf grosse Schwie-
rigkeiten stossen, und ich glaube behaupten zu diirfen, dass selbst
der Nachweis der vollstindigen Ubereinstimmung mit der fritheren
nur dann... gelingt, wenn man die Reihe der natiirlichen Zahlen
schon als entwickelt... zu Hilfe. nehmen darf*.

Cependant, nos recherches conduisent & une conclusion bien dif-
férente: si I'on admet le théoréme B2 comme. définition d’ensemble
fini, on eb déduit sans aucune difficulté les théorémes les plus im-
portants sur les ensembles fihis et on prouve son équivalence i la
définition babituelle aurithmétique; par contre, si Ion se base sur la
définition du § 5, on me peut parvenir i ces résultats, & moins qu’on

fasse intervenir l’amome du choix.

En terminant je vais citer une définition d'ensemble fini propo-
sée par M. Zermelo?) dont 'idée se rattache au théoréme H2,

1) R. Dedekind, op, «¢it, p. XVIL,
9 K., Zermeolo, Sur les envembles jinis..., p. 186,
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L)

Appelons, & ce but, avee M. Zermelo deux ensembles A4 et B

séparés par rapport i une classe J, lorsque les conditions ae 4 et
b & B entrainent:

p(a, b)E % et p(b, a) & o7,
L’ensemble C est dit chaine stmple par rapport & une classe J
lorsqu'il est assujetti aux conditions:

L il existe deux éléments ¢ et d de C tels que J¢ transforme
C—(c) en C— (d) d'une fagon biunivoque; |
IL siC=A4+Bet 4% B =0, les ensembles A4 et B sont

séparés par rapport & of. . |
Llensemble K est fini, s'il est vide ou bien sl ewiste une classe ¢
par rapport o laguelle il est une chaine simple. |
Comme le prouve M. Zermelo, cette ,définition équivaut i la
définition basée sur la notion du double bon ordre; nous avons
énoncé cette derniére définition comme théoréme 44.

Amnexe. Quelques problémes qui se rattachent A I’axiome
du choix,

Je veux attirer lattention du lecteur sur quelques problémes
non résolus qui se rattachent i la théorie des ensembles finis.
Tous les théorémes énoncés dans cet ouvrage sont démontrés
sans l'aide de l'axiome du choiz. En particulier, nons avons établi
que la ddfinition adoptée ici comme point de départ équivaut & plu-
sieurs autres définitions publides antérieurement (cf. par exemple
le corollaire 15, les théorémes 186, 17, 44 et 52). Par contre, nous
ne savons démontrer sans lawviome du choiz V'équivalence de cette
définition — je vais la dénoter comme définition I — et daucune
des définitions suivantes: . | |
Détinition II. L'ensemble A est fini lorsque toute classe de 80U
ensembles croissants de A admet un dlément irréductible (ou saturd).
Détinition IIN. L'ensemble A est fini lorsque la classe S(A) west
de la méme puissance quaucune de ses vraies sous-classes 1),
Définition IV 2). L'ensemble A est fini lorsqu'il West de la niéme
pussance gu'aucun de ses vraies sous-ensembles.
Détinition V. Liensemble A est Sini lorsqil w'est pas la somme
de deux ensembles disjoints ayant la méme puissance que A.

) Une définition analogue formulée 4 I'side de 1a classe S(S(A)). équivaut
& la définition I, ' |

) Cest la premiére détinition de Dedekind. Cf, § 5, p. 78,
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Nous me savons méme démontrer sans laxiome dw choir quune
des définitions 11—V équivaut & une autre de ces définitions.

Or les questions suivantes simposent: quels cas particuliers de
Pariome du choir suffisent pour fémontrer I'équivalence des défini-
tions I—V? quels cas particuliers de cet axiome sont nécessaires
pour ces démonstrations- en d’autres termes, quels cas particuliers
peut on déduire, en acceptant I'équivalence de deux de ces défini-
tions comme hypothése? peut-on déduire d'une pareille hypothése
Pariome du choir sous sa forme générale?

Je vais signaler ici quelques résultats particuliers qui me sont
connus et qui seront péut-étre utiles pour la résolution des pro-
blémes mentionnés.

On peut démontrer sans [axiome dv choix les théorémes sui-
vants: .

A. Tout ensemble fini au sens de la définition I est aussi fin
au sens de la définition IL |

B. Tout ensemble fini au sens de la définition II est aussi fini
au sens de la définition IIL

C. Tout ensemble fini au sens de la définition IIT est aussi fini
au sens de la définition IV. ' |

D. Tout ensemble fini au sens de la définition IV est aussi fini
au sens de la définition V.

" Les démonstrations de tous ces théorémes ne présentent pas de
difficulté, sauf peut-tre celle du théoréme B. Ce résultat est obtenu
par M. Kuratowski.

Démonstration de B. Supposons que la classe S(4) est de la méme puissance
qu'une de ses vraies sous-clusses. Elle contient alors 1) unc sous-classe dénombrable.
Autrement dit; il existe une suite intinie d'ensembles différentsd , 4,.... contenus
dans A, 11 s'agit de prouver que ces ensembles peuvent étre supposds croissants,
A ce but. il suffit de démontrer ce lomme: étant rlonnée une suite injinie Sy, d’en-
sembles différenis A, .l,,..., 1l existe une suite infinie d'ensembles disjoints

x
non-rides contenus dans ¥ A, 3.
eS|

Pour le prouver, on peut supposer qu'il n'existe aucune suite descendante
d’ensembles différents B, ™) B, 7)... telle que B, soit le produit d'un nombre

Y Of. W, S8icrpinski, Laziome de M. Zermelo “ote.. p. 105,

*) En termes de M. Fréchet on pourrait dire: foute eclasse de puissance
=8 close par rapport aux opérations X} 1" et X — } contient une suite infinje
d'ensembles digjoints (Cf. Fund, Math, IV, p. 335!
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tini de termes de la suite S,. Car, antrement, la soite B, — B,. B, — B,

. Té-
alizerait le lemme. ’

Cela posé, on pout faire correspondre i la snite S, un ensemble F(S,) tel
que 1% F(S)) est le produit d'mn nombre fini de termes de S,, 2% F(S,,):":O,
3% pour tout'n, on a: F(S,) (C s ou bien F(Sy) X A, = 0.

En effet, s'il n’en était pas ainsi, on pourrait former une suite infinie d'indices

x k1

Ny, Ng,... telle que HA”:' ) ]IAN‘., contrairement 4 I'hypothése,

Or, la condition 3" entraine I'existence d'une suite intinie d'indices me,, m,, ...
. L . - ‘ s
telle que l'on ait: F(‘S’o) D) Amn pour tout » ou bien F(’Lo) X Aﬂa == {) pour
tout #. En posant A‘“u —_ F(’So) e A}U on arrive donc & une suite infinje S1
d'ensembles diffé 14 VS o)

ensembles différents 41, A},... En outre F(SMC},‘AK et F(S,) X3 4. =0.
x=1

a=1

L’ensemble F(Sx) vérifie donc par rapport a S, les conditions 1°—3° En
procédant d'une fagon analogue on obiient la snite S, , F(Sg) ete. Comme
oc o0
F(8,) C S} et F(S) X S+ —
n=]

A=]

la suite infinie F(,g’o)_ F( S, ) est composée d'ensembles disjoints non-vides contenus
&

oo
dans 3 4 .

Bes ]

Observons encore les théorémes:

E?1). L’équivalence des définitions I et III résulte de laziome
du choiz sous la forme restreinte aux classes dénombrables,

F. Léquivalence des définitions I et IIT résulte de I'équivalence
des définitions IIT et IV; autrement dit, cette équivalence résulte
de la proposition suivante: ,Si Pensemble A est fini au sens de la
définition III, la classe S(4) est finie au méme sens®.

Remarquons enfin que pour les ensembles des points situés dans
un espace euclidéen les définitions II—III équivalent & la défi-

~nition I Le probléme il en est de méme pour les définitions IV

et IV n'est pas résolu jusqu'a présent.

1} Cf. § 5, p. 73, note 2).






