Aplicaciones Lineales

Primeras definiciones. Una aplicacion lineal de un K-ev de salida E a un K-ev de llegada F’ es una
aplicacién f : E — F tal que

s f(utv) = f(u)+ f(v) para todos u,v € E.

= f(A-u) =X\ f(u) para todo u € E y para todo A\ € K.
Notaremos por L(E, F) al conjunto de todas las aplicaciones lineales de E a F'.

Problema relacionado. 1.

Las siguientes propiedades se deducen a partir de la definicion. Si f : E — F es una aplicacién
lineal, entonces:

= fOTGoi Ay ug) = 3051 Ay - f(uy), para todos ui, ..., u, € E'y para todos Ap, ..., A, € K.

= f(0p) =0p.

= Si G es un sev del ev de llegada F', f~1(G) = {u € E: f(u) € G} es un sev del ev de salida E.
= Si H es un sev del ev de salida E, f(H) ={f(u):u € H} es un sev del ev de llegada F.

Ejercicio. Probar las propiedades anteriores.

Los casos G = {0} y H = E dan lugar a dos importantes definiciones.
= Kl nicleo de f es el sev del ev de salida definido por

Nucf = f%0)={uc E: f(u) =0}.
= La imagen de f es el sev del ev de llegada definido por

Im f = f(E) ={f(u) :we€ E} = [f(u1),..., f(un)]
donde (u1,...,u,) puede ser cualquier base del ev de llegada.
Recordamos que una aplicacién f : A — B entre conjuntos es:

= inyectiva cuando no hay dos elementos diferentes del conjunto de salida que tengan la misma
imagen. Es decir, cuando
F(w) = f(v) <= u =w.
= exhaustiva cuando cualquier elemento del conjunto de llegada es la imagen de algtin elemento
del conjunto de salida. Es decir, cuando

Ywe B Jue Atq. f(u) =w.

= biyectiva cuando es inyectiva y exhaustiva.
Las aplicaciones biyectivas se pueden invertir. Dada una aplicacién biyectiva f : A — B, existe otra
aplicacion f~1: B — A tal que f(u) =v < f~1(v) = u.
Estos conceptos se pueden trasladar al marco de las aplicaciones lineales, dando lugar a las siguientes
caracterizaciones. Supongamos que F y F' son ev de dimensién finita. Sea f : E — F una aplicacién

lineal y sea (uq,...,u,) una base del ev de salida E. Entonces:
= f es inyectiva <= Nuc f = {0} < f(u1),..., f(uy) son li en F'.
= f es exhaustiva <= Im f = F < f(u1),..., f(u,) generan F.
= f es biyectiva <= f(u1),..., f(u,) son una base de F.

Las caracterizaciones referentes al nticleo y a la imagen no requieren la hipétesis de dimension finita.
Ejercicio. Probar estas caracterizaciones.
Problema relacionado. 2.

Finalmente, listamos un vocabulario que no vamos a usar, pero que conviene saber. Sea f : £ — F
una aplicacién lineal. Diremos que:
= f es un monomorfismo siy sélo si f es inyectiva.
= f es un epimorfismo siy sélo si f es exhaustiva.
= f es un isomorfismo siy sélo si f es biyectiva.
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= f es un endomorfismo siy sélosi E = F.
= f es un automorfismo siy sélo si E = F y f es biyectiva.

Notaremos por L(E) o por End(E) al conjunto de todos los endomorfismos de E.

Ejemplos de aplicaciones lineales. Vamos a empezar con los ejemplos mas sencillos posibles:
= La aplicacion nula de un ev E a otro ev F es aquella que envia todos los vectores de E al
vector nulo de F. Es decir, f(u) =0, para todo u € E. Escribiremos f = 0 = 0g r. Ademas,
Nucf=FE Im f = {0}.

= La aplicacion identidad de un ev E es el endomorfismo que envia cualquier vector al propio
vector. Es decir, f(u) = u, para todo u € E. Escribiremos f = Id = Idg. Adem4s,

Nuc f = {0} Imf=EF.

A continuacion, presentamos un ejemplo geométrico en el plano y otro en el espacio.

= En el plano E = R?, consideramos el giro de dngulo #. Veremos més adelante que, en coorde-
nadas naturales, este giro se expresa como

2 2 AR cosf) —sinf x
g0 : R =R ge'(y)'_)(sinﬂ cos@)(y)'

El giro de angulo 6 es una aplicaciéon biyectiva cuya inversa es el giro de angulo —6. En
particular, Nuc gy = {0} e Im gy = R2.

» En el espacio E = R3, consideramos la proyeccién sobre el plano G = {(z,y,2) € R3 : z = 0}
en la direccién de la recta H = {(z,y,2) € R3 : 2 = 0,y = z}. En coordenadas naturales, esta
proyeccién se expresa como

p:R3 - R? p(z,y,2) = (z,y — 2,0).

El ntcleo de p es la recta H y su imagen es el plano G, luego p no es ni inyectiva, ni exhaustiva.

Finalmente, presentamos una aplicaciéon lineal que no es un endomorfismo. Concretamente, damos
un ejemplo con E = M3(R) y F = Raz]. Sea f: M2(R) — Ry[z] la aplicacién dada por

f: ( CCL Z)»—>(a+d)+(a+b—c+d)x+(b—c)xQ.

Empezamos calculando el ntcleo de esta aplicacion.

{( Z):(a+d)+(a+b—c+d)x+(b—c)x2:O}
{(e8) i z0)
- {6 ) (va)]

Asi pues, dim Nuc f = 2 y la aplicacién no es inyectiva. Ahora calculamos la imagen usando que Im f

es el sev generado por las imdgenes de una base cualquiera de ev de salida E = M (R). Obviamente,
trabajamos con la base natural de M3 (R).

(o 0)s(a0)s(v o) (o)

= [l+zz+2®1+z,—2—2)=[14zz+2%.

Nuc f

o

o

Im f

Luego dimIm f = 2 y la aplicacién tampoco es exhaustiva.
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Comentarios sobre dimensiones. En esta seccién siempre supondremos que los ev de salida y
llegada son de dimension finita. Enpezamos estableciendo una férmula con importantes consecuencias.
Si f: E — F es una aplicacién lineal entre ev de dimensién finita, entonces

dim Nuc f + dimIm f = dim E.
Ejercicio. Comprobar que esta formula se cumple en todos los ejemplos de la seccién anterior.
Ejercicio. Probar la férmula.
Las importantes consecuencias antes mencionadas son las siguientes:
= f inyectiva = dim F < dim F'.
= f exhaustiva = dim E' > dim F'.

= f biyectiva = dim F = dim F.
= Si dim F = dim F, entonces f inyectiva < f exhaustiva < f biyectiva.

Ejemplo. Una aplicacién lineal f : M3(R) — Rg[z] nunca puede ser inyectiva. Una aplicacién lineal
[ : Ra[z] = M3(R) nunca puede ser exhaustiva.

El rango de una aplicacién lineal f : E — F' es igual a la dimensién de la imagen:
rango f = dimIm f.
Determinacién de aplicaciones lineales. En esta seccién queremos determinar que aplicaciones
lineales cumplen ciertas condiciones prefijadas de antemano.

Sean F y F dos ev de dimensién finita. Sean w1, ..., w, unos vectores del ev de salida E' y vy, ..., v,
unos vectores del ev de llegada F'. ;jCuantas aplicaciones lineales f : E — F hay tales que

flw;) = v; j=1,...,n?

La respuesta depende de los vectores escogidos:

= Cuando los vectores w1, ..., w, son una base de F, tan solo hay una.

= Cuando los vectores w1, ..., w, son li pero no son una base de E, hay infinitas.

= Cuando los vectores w1, ..., w, son ld, puede haber infinitas, una o ninguna, dependiendo de
como sean los vectores vy, ..., V.

Ejercicio. Probar estas afirmaciones.
Ejemplo. No hay ninguna aplicacién lineal f : R? — R3 tal que

f(]-vo) = (13_171) f(ov]-) = (17273) f(]-v]-) = (23170)
ya que f(1,0)+ f(0,1) = (1,-1,1) + (1,2,3) = (2,1,4) # (2,1,0) = f(1,1) = f((1,0) + (0, 1)).
Ejemplo. Existe una tnica aplicacién lineal f : R?2 — R? tal que

F(1,0)=(1,-1,1)  f(0,1)=(1,2,3)  f(1,1)=(2,1,4).
Es la aplicaciéon f(z,y) =z - f(1,0)+y- f(0,1) = (z +y,2y — z,z + 3y).
Matriz de una aplicacion lineal. Vamos a introducir el concepto més importante del curso. Es
importante entender perfectamente esta seccién. Aqui también supondremos que los ev de salida y
llegada son de dimensién finita.

Sea f : E — F una aplicacién lineal entre ev de dimensién finita. Sea W = (w, ..., w,) una base
del ev de salida y V = (v1,...,0s) una base del ev de llegada.

Por definicion, la matriz de la aplicacion f en la base de salida W y la base de llegada V es la
matriz M&V (f) € Myxn(K) cuya columna j estd formada por las coordenadas en la base de llegada
V de la imagen del vector j de la base de salida W. Es decir,

a1; G2 o Qlp

W Q21 Q22 - Q2p
flwj) = arj- v+ agj-v2 4o+ Q- v = My () =

Am1  Qm2 - Amn
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La matriz MY (f) tiene n = dim E columnas, tiene m = dim F filas y cumple rango M{¥ (f) = rango f.
La propiedad fundamental la matriz M“;V (f) es la siguiente:

WVZM\‘/}'V(f)'ﬂW Yu € FE.

Conviene recordar que @y denota las coordenadas del vector u en la base de salida W, mientras
que f(u), denota las coordenadas del vector imagen f(u) en la base de llegada V. (Repasar el tema
FEspacios Vectoriales.)

Ejercicio. Comprobar que esta propiedad es cierta si u es uno de los vectores de la base de salida W.
A continuacion, probar que la propiedad es cierta para cualquier vector u.

Ejercicio. Comprobar que cuando F' = E, entonces M“;V(Id) = C“;V.

Cuando el ev de salida y el de llegada coincidan: F' = E y f es un endomorfismo, pondremos la
misma base en la salida y la llegada: V = W y diremos que MY (f) es la matriz de f en la base W.

Ejemplo. Vamos a calcular la matriz del giro de dngulo § en la base natural de R2.
Notamos por gp : R? — R? al giro y por N = (ey,e2) con e = (1,0) y ea = (0,1) a la base natural.
Mediante un dibujo y un poco de trigonometria se puede ver que

go(e1) = (cosB,sinf) = (cos) -eq + (sind) - ea  go(ez) = (—sinb,cosd) = (—sinbh) - e; + (cos ) - es.

cos —sinf )

Por tanto, la respuesta es M}\\[’(gg) = ( sin @ cosd

Ejemplo. Sea f:R? — R* la aplicacién lineal dada por

flx,y,2) = 22+ 5y —3z,2 —y+ 2,2+ 2y + 32, 2).

Sean W y V las bases naturales de £ = R? y F = R* respectivamente. Queremos calcular la matriz
de f en las bases naturales de salida y llegada, es decir, A = MY (f). Como

f(l,0,0) = (2717130) f(OaLO) = (57717270) f(anal) = (73713331)

2 5 -3

. W 1 -1 1

la matriz que buscamos es A = My’ (f) = 1 5 5
0 0 1

Es importante observar que los elementos de la fila i de la matriz A = MY (f) son los coeficientes
de la ecuacion i de la aplicacién. Por eso resulta tan sencillo calcular la matriz de una aplicaciéon en
las bases naturales. Es mucho més dificil calcular la matriz en otras bases.

Ejemplo. Sea f:R? — R* la aplicacién del ejemplo anterior. Sea W' = (w}, w}, w}) la base de salida
formada por los vectores wj = (1,1,1), wy = (1,1,0) y ws = (1,0,0). Sea V' = (v}, vh, v5,v}) la base
de llegada formada por los vectores

vp=(1,0,0,0)  vy=(1,1,1,0) v3=(0,1,0,0) v} =(0,0,1,1).

/ . 7 .
Queremos calcular B = M‘W (f). Mediante unos cdlculos un poco pesados, pero simples, vemos que

f(wll) = (4’17671):(_1)"”1+5'U/2+(_4)"Ué+1-1)£l
flwy) = (7,0,3,0) =4-v; +3-v5 +(=3) - v3+0-v}
flwy) = (2,1,1,0) =1-v] +1-0v5+0-v5+0-0)

-1 4 1

5 31
-4 -3 0
1 0 0

luego la matriz que buscamos es B = MY, (f) =
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Ejercicio. Sea f : R3[z] — Rs[z] una aplicacién lineal tal que cualquier polinomio y su imagen por f
siempre tienen el mismo grado. Sea

ap by co do
ay by c1 dp
az by ca do
a3 by c3 ds

M =

la matriz de f en la base natural de R3[z]. {Qué elementos de esta matriz podemos decir que son nulos?
.Y cudles no pueden ser nulos? (Respuesta: a3 = ag = ag =by =bs =c3 =0y ag, b1,c2,ds #0.)

FEjercicio. Sea f : Ma(R) — Ma(R) una aplicacién lineal tal que la imagen de cualquier matriz es una

matriz antisimétrica. Sea
a; a2 as Qg

o | bbb b
C1 C2 C3 Cq
di dy dz dy

la matriz de f en la base natural de M(R). ;Qué elementos de esta matriz podemos decir que son
nulos? (Respuesta: a; =ag =az =a4 =d; =dy =ds =ds =0.)

Problemas relacionados. 3, 8 y 9.

Cambios de base. Para entender bién esta seccién es necesario recordar los cambios de base del tema
Espacios Vectoriales. Seguimos suponiendo que los ev de salida y llegada son de dimension finita.

Sea f : E — F una aplicacién lineal entre ev de dimension finita. Dadas dos bases cualquiera de
salida W y W’ y dos bases cualquiera de llegada V' y V', entonces

MY (fy=cy, - MY (f)-cl.
w’ v W W/.Otro

Un truco memotécnico para recordar esta férmula consiste en escribir que T =V VW
truco, quizéas el mas adecuado para resolver problemas, pasa por escribir el diagrama

A

(E;W) ; (F;V)
T TT
(BW) —2Z (F; V')

donde A = MY (f) y B = wa/(f)7 mientras que S = C&,V/ yT = C“f/ son matrices de cambio de
base. Mirando el diagrama vemos que
B=T"1-4.58
pues la inversa T-1 = C"‘f, va en sentido inverso a la matriz T' = C“f/.
Cuando la base de llegada no cambia tenemos que V' =V, luego T = Cg =ldy B=A-S.
Cuando la base de salida no cambia tenemos que W’ = W, luego S = Cl =Idy B=T""'- A.
Cuando el ev de salida y el de llegada coinciden es habitual que V. =W y V/ = W’. En tal caso
T=SyB=S"1-4.8.

Ejemplo. Sea f:R3 — R* la aplicacién lineal dada por
flzyy,2) = e+ 5y —3z,x —y+ 2,2+ 2y + 3z,2)

que hemos usado en los ejemplos anteriores. Sean W, W', V y V' las bases de esos ejemplos.
La matriz de la aplicacién en las bases naturales A = MY (f) es facil de calcular. Queremos calcular

B = MY, (f) usando A = MY (f). Las matrices de cambio de base que nos interesan son:
1 1.0 0

/ 111
S=cW' =11 0 T=0cy =
100

O =
O O =

0
1
1
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La férmula de cambio de base que resuelve el problema es:

10 -1 1 2 5 -3 L1 -1 41
P IR B B B I T | 5 31
B=T"-45=191 1 1 1 2 3 }(1)8_—4—30
00 0 1 0 0 1 1 00

Ejemplo. Sea [ : Ra[z] — M>(R) la aplicacién lineal dada por
: P(1) = P"(1)  P(1) - P'(1)
rope = (PR R po - )

Queremos calcular la matriz de f en la base natural de salida W = (1,x,22) y la base de llegada
V = (v1, ve, v3,v4) formada por las matrices

/10 (1 0 (01 (01
=10 1 2= 0 -1 =110 =\ _1 0 )

Sea N la base natural del ev M»(R). Empezamos calculando A = MY (f). Como

1 1 (10 o [ -1 -1
11) f(x)_(o 1) f(x)_<—1 —1)
1 1 -1
1 0 -1 . L. . . .
vemos que A = MYV ( 1 0 4 | A continuacién, aplicamos la férmula del cambio de base
1 -1
para calcular B = MV emendo en cuenta que la base de salida no cambia. Asi pues,
1 10 o\ ' /11 -1 11 -1
1 4_ | 0 01 1 10 -1 100 O
B=T"-4= 0 01 -1 10 -1 ] |10 -1
1 -1 0 0 11 -1 00 O
donde T = C}; es la matriz de cambio de base de la base V a la base natural N

Problemas relacionados. 10b, 1le, 13 y 14.

Calculo de nicleos, imagenes, rangos y anti-imagenes. Sea f : F — F una aplicacién entre ev
de dimensién finita. Sea W una base de salida y V una base de llegada. Sea A = MY (f). Sea G un
sev del ev de llegada F' y sea B una matriz cuyas filas son los coeficientes de unas ecuaciones del sev
G en base V. Entonces:

= Las columnas de A son las coordenadas en base V' de unos generadores del sev Im f.

= Las filas de A son los coeficientes de las ecuaciones del sev Nuc f en base W.

= rango f = dimIm f = rango A y dim Nuc f = dim F — rango f = dim E — rango A.

= Las filas de BA son los coeficientes de unas ecuaciones de la anti-imagen f~!(G) en base W.

Ejemplo. Queremos calcular el nicleo y la imagen de la aplicacién lineal f : Rz[z] — M3(R) cuya
matriz en las bases naturales de salida y llegada es

1 -1 -1 1

2 -1 -1 -3

3 -2 -2 =2

1 0 0 -4

También queremos calcular la anti-imagen del sev G de M3 (R) formado por las matrices simétricas.
Calculo del ntcleo:

A:

apg —ay —az +as =

2a0 — a1 —as — 3a =
_ 2 3. 0 1 2 3
Nuc f = < ag + a1z + asz“ + azx” : 340 — 2a1 — 2as — 2as

ap — 4a3

= [2% —2,2% 4 5z +4].

|
cocoo
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Calculo de la imagen:

mf—|( ! 2 -1 -1 -1 -1 1 =3\] _[[/1 2 11
= Ns 1 ))U—2 o)\ —2 o) \—2 —a)|7|\31)20)
Calculo de la anti-imagen: Empezamos buscando unas ecuaciones del sev G.
G:{MGMZ(R):MT:M}:{( CCL 2) :b—c:O}
luego B = ( 01 -1 0 ) yBA:( -1 1 1 -1 ).Portanto,
fYG) = {ao+a1$+a2$2+a3x3 Tap—ai —as +as :0} =[z+1,22+1,2% 1]
Problemas relacionados. 4, 5, 6, 7y 21.

Suma, composicion, e inversion de aplicaciones lineales. Sean FE, F' y G tres K-ev. Las prin-
cipales operaciones que podemos realizar con aplicaciones lineales son las siguientes.

= Suma. Dadas f,g € L(E,F), f + g € L(E, F) es la aplicacién dada por
(f +9)(u) = f(u) + g(u)  Vue€E.
= Producto por escalar. Dado A € Ky f € L(E,F), A f € L(E, F) es la aplicacién dada por
A-f)w)=X-flu) VueE.
= Composicién. Dadas f € L(E,F)y g € L(F,G), go f € L(E,G) es la aplicacién dada por
(g0 H)w) = g(f(w)  VueE.

(Para calcular g o f es necesario que el ev de llegada de f coincida con el ev de salida de g.)
» Potencia. Dada f € End(E), su potencia k-ésima f* € End(FE) es la aplicacién

k veces
fr=Fo o7,
» Inversion. Si f € L(E, F) es biyectiva, existe una tnica f~! € L(F, E) tal que
foft=flof=Id
Ejercicio. Probar quesi f: E— F'y g: F — G son lineales, la composicién g o f también lo es.
FEjercicio. Probar que si f es una aplicacién lineal biyectiva, su inversa f~! también lo es.
Ejemplo. Sean D, f : Rs[z] — Rs[z] las aplicaciones lineales dadas por
D: P(x)— P'(x) f:P(x)— P(x)— P'(x).
Entonces D* = 0. Ademés, f = Id — D es invertible y su inversa es f~! = Id + D + D? 4 D3.
Ejercicio. Sea f € End(R*). Probar que Nuc f =Im f <= f? =0y rango f = 2.

A continuacidn, se listan las propiedades de estas operaciones. (Comparar con el tema Matrices.)

= El conjunto L(FE, F) es un K-ev con las operaciones suma y producto por escalar.

= El elemento neutro de la suma de aplicaciones es la aplicacién nula: f = 0.

= Kl elemento neutro de la composicién de aplicaciones es la aplicacién identidad: f = Id.

= Propiedad asociativa combinada: A-(go f) = (A-g)of=go (X f).

= La composicién de aplicaciones es asociativa: ho (go f) = (hog)o f.

= La composiciéon de aplicaciones no es conmutativa.

= La composicién de aplicaciones no tiene elemento inverso.

» Propiedad distributiva: go (f1 + f2) = (9o f1) + (9o f2) y (91 +g2) o f = (910 f) + (920 ).
» SifeL(E,F)yg¢€ L(F,G) son biyectivas, entonces go f también loes y (gof)~t = f~log™!
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Hay otras propiedades importantes, pero requieren trabajar en ev de dimensién finita. Por ejemplo,
si f,g € End(E) con dim FE < oo, entonces
gof=ld<e= fog=ld+=g=f'e= 1=y

En el problema 12 se comprueba que estas (y otras) propiedades son falsas en ev de dimensién infinita.

Finalmente, sean W, V y U unas bases cualesquiera de los ev E, F' y G, respectivamente. Para
calcular las matrices de una aplicacién suma, composicion, potencia o inversa basta seguir las siguientes
reglas teniendo cuidado para que las bases cuadren.

= La matriz de la aplicacion suma es la suma de las matrices de las aplicaciones:
MY (f +9) = My (f) + My (9)  Vf,g € L(E,F).
= La matriz de la aplicacién producto por escalar es el producto del escalar por la matriz de la
aplicacién:
MYN-f)=X-MY(f) VfeL(EF),v\eK
= La matriz de la aplicacién composicién es el producto de las matrices las aplicaciones:
M (go f) = Mj(9)- My (f)  Vf € L(E,F),Yg € L(F,G).

(La base de llegada de la matriz de f debe coincir con la base de salida de la matriz de g.)
= La matriz de la aplicacién potencia k-ésima es la potencia k-ésima de la matriz de la aplicacién:

k
My (f*) = (M (f)) Vf € End(E).
= La matriz de la aplicacién inversa es la inversa de la matriz de la aplicacion:
MY (Y= (MY ()" VS e L(E, F) invertible,

Ejemplo. Sea f :R3 — R3? la aplicacién lineal dada por f(x,y,2) = (3x,2 — vy, 22 + y + 2). Queremos
probar que la aplicacién (f? —1Id) o (f — 3 -1d) es igual a la aplicacién nula.

3 00
La matriz de f en la base natural N de R3es A= MY (f)=| 1 —1 0 |. Por tanto, la matriz
2 1 1

de la aplicacién (f? —1Id) o (f —3-1d) en la base natural es igual a (42 —1d)(A — 3 -1d) = 0.
Problemas relacionados. 10, 11, 12, 15 y 16.

Sev invariantes. En esta seccién trabajaremos con endomorfismos, es decir, supondremos que el ev
de salida y llegada coinciden. El concepto de sev invariante volvera a parecer en el tema Jordan.

Sea f : E — F una aplicacién lineal. Sea F = [uy,...,u,] un sev del ev E. Diremos que F es un
sev invariante por f cuando se cumpla alguna de las siguientes condiciones (son equivalentes):

» f(u) € F para todo u € F'.

v f(u;) € Fparaj=1,...,r.
Ejemplo. Elsev F = {(z,y,2) € R®: x —y+22z = 0} es invariante por la aplicacién lineal f : R3 — R3
dada por f(z,y,2) = (x —y + z,y,2/2 + 32/2).

Empezamos viendo que F' = [ug,us] con u; = (1,1,0) y ug = (0,2, 1). Para acabar, basta ver que
flu) =(0,1,1/2) e F flu2) =(-1,2,3/2) € F.
Ejercicio. Supongamos que F'y G son sev invariantes por una aplicacién lineal f : F — E. jEs la
interseccién F'N G invariante por f7 ;Y la suma F' + G? (Respuesta: S{ y si.)
FEjercicio. Sea f : Rapq1[x] — Rapq1[z] una aplicacién lineal tal que los sev
F=1[1,2%2%. .. 272 2 G =[x,2% 2%, ... 2®" 1 2?"

son invariantes por f. Sea A = (a;;) la matriz de f en la base natural N = (1,...,2?" ") de Ry,41[z].
:Qué elementos de la matriz A podemos decir que son nulos? (Respuesta: a;; = 0 si |[i — j| impar.)
Problemas relacionados. 27, 28, 29 y 30.
Problemas para no dormir. 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24 y 25.



