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1 INTRODUCAO

1 Introducao

e Teoria das Categorias estuda “objetos” e

“morfismos” entre eles:;

e Ela é uma generalizacao da teoria dos conjuntos e
das funcoes:
— Objetos = Conjuntos estruturados;

— Morfismos = “funcoes”;




1 INTRODUCAO

e Fornece uma ferramenta para a descricao abstrata de

problemas de matematica;

e Fornece um jargao matematico e um ambiente

matematico consistente e unificado para a

investigacao em matematica;




1 INTRODUCAO

Teoriadas categorias

P

Outrateoria




1 INTRODUCAO

e A capacidade de generalizacao, abstracao e unificacao

sao os principais méritos de Teoria das Categorias;

e A relevancia de Teoria das Categorias para Ciéencia

da Computacao é que Teoria da Computacao, assim
como Teoria das Categorias, é uma “teoria das

funcoes” ;

e Fornece uma estrutura para o estudo de semantica de

linguagens de programacao.




2 DEFINICAO DE CATEGORIA

2 Definicao de Categoria

e A unica operacao basica de Teoria das Categorias é a

COMpPOoSICAO;

e [ixige-se que a composicao seja assocliativa e que

exista uma identidade para todos os objetos;




2 DEFINICAO DE CATEGORIA

Uma categoria C é:

1. Uma colecao Ob¢ de objetos, denotados por
a,b,..., A B, ...

. Uma colegao More de morfismos (setas), denotadas

por f,g,...;

. As operacoes dom e cod atribuindo para cada seta f

dois objetos, respectivamente dominio (origem) e

codominio (destino) de f;




2 DEFINICAO DE CATEGORIA 10

4. Uma operacao id associando a cada objeto b um

morfismo id, (a identidade de b) tal que
dom(id,) = cod(id,) = b;

. Uma operacao o (composi¢cdo) associando a cada par

de setas f e g, com dom(f) = cod(g) uma seta fog
tal que dom(f o g) = dom(g) e cod(f o g) = cod(f).




2 DEFINICAO DE CATEGORIA 11

Identidade e composicao devem satistazer:

Lei da identidade Para quaisquer setas f e g, tal que
cod(f) =dom(g) =b,id, o f = f e goid, = g;

Lei da associatividade Para quaisquer setas f, g e h,
tal que dom(f) = cod(g) e dom(g) = cod(h),

(fog)oh=fo(goh)




2 DEFINICAO DE CATEGORIA

Notacao:

e f:a— bdenota um morfismo com origem a e

destino b;

e Dados dois objetos a e b, o conjunto de todos os

morfismos f tal que f : a — b é denotado por Cla, b].

Assim, f € Cla, b] significa que dom(f) = a e
cod(f) =b.
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2 DEFINICAO DE CATEGORIA

Observacao: Pela definicao de categoria, todo objeto

b € Obe deve possuir uma identidade id, : b — b, e esta

identidade é tinica pois se existisse uma id; # id, entao,
pela lei da identidade, id; = id, o id;, = id,.
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2 DEFINICAO DE CATEGORIA

e Um morfismo em que coincidem origem e destino é

chamado de endomorfismo;

e Uma categoria C ¢é pequena se Obe e More sao

conjuntos. Caso contrario a categoria é dita grande.
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3 DIAGRAMAS

3 Diagramas

e Diagramas sao usados para representar equacoes;

e Permitem inferir novas equagoes a partir de outras ja

conhecidas.
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3 DIAGRAMAS

Onde: a, b — objetos;

f :a — b — morfismo.
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3 DIAGRAMAS

Exemplo: Sejam os morfismos f:a—0b0,g:a—ce

h :c — b, entao seu diagrama é:

a
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3 DIAGRAMAS

Representando a identidade:
idg

()
\ /g

a——p

b

N
A

a
a
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3 DIAGRAMAS

Um diagrama comuta se a composicao dos morfismos ao

longo de qualquer caminho entre dois objetos fixos é

igual.
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3 DIAGRAMAS

Le1l associativa:

|

i

f:c—d g:b—c h:a—b (fog)oh=fo(goh)

Leil da identidade:

f:b—a g:a—c

ideof=[ goida =g
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

4 Exemplos de Categorias

Categoria

Objetos

Morfismos

Set

conjuntos

fungoes (totais)

Top

espacos topologicos

funcoes continuas

espacos vetorials

tranformacoes

lineares

grupos

homomorfismos

de grupos

conjuntos parcialmente

ordenados

funcoes

monotonicas
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS 22

Sobre Set:

e Para comprovar que Set é uma categoria basta

verificar a associatividade de funcoes e a identidade:;

e Dados f: A—B,g: B—Ceh:(C — D, epara
qualquer a € A:

((hog)o f)la) = (hog)(f(a)) =

= h(g(f(a))) = h(go f(a)) = (ho(go f))(a)

e Para qualquer f: A — B e para qualquer a € A:
(foida)(a) = f(ida(a)) = f(a) =b=1dp(b) =
=idp(f(a)) = (idp o f)(a)




4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

Definindo Top:

e Uma topologia em um conjunto A é uma colecao
B ={A, C A\ € L} de partes de A, chamados
abertos da topologia, tal que:

1. 0. A € 3
2. Se AM? - ,A)\n = 6 entao ﬂ?’zlA)\i - ﬁ;

3. Se {A)}aev, com Ay € 3 paracada A € V e
V g L, entao U)\EVAA = 5;
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

Um conjunto A com uma topologia  é um espaco

topologico;

Uma funcao f : A — B é continua em a € A se para
todo aberto V de B tal que f(a) € V existe um
aberto U de A tal quea € U e f(U) CV,

Se f : A — B é continua para todo a € A entao

dizemos que f é continua;

Observe-se que a composicao de funcoes continuas é

uma funcao continua.
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

Definindo Vect:

e Um espaco vetorial £ é um conjunto, cujos elementos
sao chamados vetores, no qual estao definidas duas

Operacoes:

adicao u+ v € £ para cada u,v € &;

multiplicacao por escalar «.v, para cada o € R e
v EE;

Eistas operacoes devem satisfazer as propriedades de
comutatividade, associatividade, existéncia do vetor

nulo, existéncia do inverso aditivo, e distributividade;
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

e Dados dois espacos vetoriais £ e F, uma
transformacao linear A : £ — F é uma
correspondéncia que associa a cada vetor v € £ um
vetor A(v) € F de modo que vale, para quaisquer
u,v e eaé€elR:

L A(u +v) = A(u) + A(v);
2. Alav) = a.A(v);

e Observe-se que a composicao de transformacoes

lineares é associativa.
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

Definindo Grp:

e Um conjunto G com uma operacao ® : G x G — G é
um grupo se:
l.a® (bdc)=(a®b)®c, para todo a, b, c € G;

2. Existe e € GG, chamado neutro, tal que

aPe=ePa=a, para todo a € G;

. Para todo a € G existe a™! € G tal que

abat=atPa=ce;

e Exemplo: (Z,+) é um grupo;
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

e Uma funcao ¢ : G; — G5, onde GG; e G5 sao grupos, é

um homomorfismo de grupos se:

1. ¢(eq,) = eq,, onde eg, € o neutro de Gy e eg, € 0
neutro de Go;

2. Qb(CL Selel b) — gb((l) D, gb(b)? para todo a, b € Gl;

e Observe-se que a composicao de homomorfismos de

grupos € associativa.
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

Definindo PO:

e Um conjunto parcialmente ordenado é um par (A, C),

onde A é um conjunto e C é uma ordem parcial sobre

o conjunto A;

e Uma funcao f € monotonica se ela preserva a ordem,
ou seja, r1 C x9 = f(x1) C f(x9);

e Sabe-se que a composicao de duas funcoes

monotonicas ¢ uma funcao monotonica.
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EXEMPLOS DE CATEGORIAS 30

Observacoes e mais exemplos:

e A nocao de “categoria” considera objetos como
colecoes de conjuntos estruturados e morfismos como

as suas funcoes associadas;

Nao devemos restringir nossas definicoes pois os
morfismos nao necessariamente sao “funcoes”, um

exemplo é a categoria Rel que possuil conjuntos como

objetos e relacoes como morfismos;




4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

e Eim Teoria das Categorias nao consideramos a

estrutura interna dos objetos, apenas as relacoes

estabelecidas entre eles pelos seus morfismos:;

e Categoria Amor:
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS 32

A menor categoria possivel é a categoria 1 que possui

apenas um objeto e uma seta (a identidade do
objeto);

Uma categoria é chamada discreta se cada seta é a

identidade de algum objeto;

Eista categoria seria totalmente determinada pela

colecao de seus objetos:;

Um exemplo de categoria discreta é a categoria 1;




4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

Uma categoria é chamada de pré-ordem se, para cada

par de objetos a e b, existe no maximo um morfismo

f:a— b

Uma pré-ordem ¢é totalmente determinada pela

relacao de pré-ordem entre seus objetos;

Em uma pré-ordem, toda seta f : a — b pode ser

identificada pelo par (a,b);

Assim, toda a informacao sobre a categoria C, que é

uma pré-ordem, ¢ dada pela relacao

Re = {(a,b)|3f € Cla, b}
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

e Toda categoria discreta é uma pré-ordem;

e A menor categoria nao-discreta que é uma pré-ordem

é a categoria 2, que possui dois objetos (chamaremos

de 0 e 1) e trés setas: as duas identidades e a seta

(0,1) : 0 — 1;
ido id
Cy ()

0——=1

(0,1)
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

e Um monoide é um conjunto tendo uma operacao

binaria associativa e um elemento neutro:

(A, D, e)

Onde: A — conjunto suporte;
d:Ax A— A— operacao binaria;
e — elemento neutro, tal que
aPe=eda=a, Va € A;
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

e Podemos interpretar um monoide como uma
categoria que possul apenas um objeto, e a

composicao de morfismos seria a operacao binaria;

e Exemplo: (N, +,0), e o elemento neutro é o 0

(identidade):
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

o Sistemas dedutivos podem ser interpretados como

categorias;
e O morfismo f : a — b corresponde a prova a = b;

e Observe-se que a categoria ¢ obtida na presenca da
identidade id, : @ — a, correspondente a prova trivial

a = a, e da composicao associativa de provas:

f:a—b g:b—c

gof:a—c
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

e Um grafo é uma quadrupla G = (V, T, dy, 1), tal que:

V' um conjunto de nodos ou vértices;
T um conjunto de arcos ou arestas;
09,01 : 1" — V' funcoes totais denominadas origem e

destino:;

e Categoria Gr: Possul como objetos todos os grafos e

como morfismos os homomorfismos de grafos;
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

® Sejam Gl — (‘/17T175017511) € GQ — (‘/27T275027512)-

Um homomorfismo de grafos:
h : Gl — GQ

é um par de funcoes:

h = (hV7 hT)

onde: hy : Vi — Vo e hy 0 17 — 15 sao tais que:

502OhT:hV05016512OhT:hVO511.
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4 EXEMPLOS DE CATEGORIAS

Exemplo:

40



5 SUBCATEGORIA

5 Subcategoria

Uma categoria D é uma subcategoria de uma categoria C

se:
1. Obp g Obc,
2. Para todo a e b em Obp, Dla,b] C C|a, b];

3. Composicoes e identidades em D coincidem com as

de C.
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5 SUBCATEGORIA

Uma subcategoria é completa se, para todo a e b em

Obp, D|a,b] = C|a, b]. Uma subcategoria completa é

totalmente determinada pela colecao de seus objetos.
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6 CATEGORIA DUAL

6 Categoria Dual

A categoria dual C°P da categoria C tem os mesmos

objetos e os mesmos morfismos de C, id,” = id,,

dom™(f) = cod(f), cod™(f) = dom(f), e fo? g=go [.

43




6 CATEGORIA DUAL

Observacoes:

e CPlb,al =Cla,b| e (CP)P =C;

e Se P é uma proposicao que é verdadeira na categoria

C, entao PP é verdadeira em C;

e Se P é uma proposicao verdadeira para qualquer
categoria, entao P° também é verdadeira para

qualquer categoria, pois toda categoria ¢ dual de sua
dual.
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6 CATEGORIA DUAL

Com relacao ao diagrama da categoria dual:

e Para obter o diagrama da dual basta inverter as

setas;

e O diagrama da dual comuta se e somente se o

diagrama original comuta.

45




7 CATEGORIA PRODUTO

7 Categoria Produto

Dadas duas categorias C e D, a categoria produto C x D
tem por objetos os pares (a,b), onde a e b sao os objetos
das categorias C e D respectivamente, e por morfismos os
pares (f,g) : (a,b) — (a’,b'),onde f:a—d eg:b—V
sao morfismos de C e D respectivamente. Finalmente,

id-(a,b) — (idaaidb) S (fa g) © (flag,) — (f O flag O g/)
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8§ CATEGORIASC | AECTA

8 CategoriasC |ae(C T a

Dada uma categoria C e um objeto a € Obg, a categoria
C | a de objetos sobre a (também conhecida como

categoria fatia, “slice category”) é definida como:
1. Ob¢j, ={f € Mor¢|cod(f) = a};

2. Dados dois objetos f :b—ae g:c— a, um

morfismo com origem f e destino g é uma seta

h € Clb,c| tal que go h = f;

. Identidades e composicao de C | a sao herdadas de C.
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8§ CATEGORIASC | AECTA
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8§ CATEGORIASC | AECTA
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8§ CATEGORIASC | AECTA

e Considere Set | A;

e Podemos pensar um objeto g : B — A desta

categoria como sendo uma familia de conjuntos

disjuntos indexados por A, {g7*(a)}aca;

e h: B — B’ éum morfismo de g : B — A para

g : B' — A se e somente se
Vb be g Ha) = h(b) € ¢ (a);

50




8

CATEGORIASC | AECT A

Podemos definir também uma categoria C T a, cujos

objetos sao os morfismos de C que tem como origem a.

o1




9 MONOMORFISMO, EPIMORFISMO E ISOMORFISMO

9 Monomorfismo, Epimorfismo e

Isomorfismo

e Uma funcao f : A — B é injetiva quando, para todo
a,a’ € A, se f(a) = f(a’) entao a = a’;

e Conclui-se que, para f injetiva, dadas duas funcoes
g:C —Aeh:C — A, separatodoceC
f(g(c)) = f(h(c)) entao para todo ¢ € C g(c) = h(c),
ou seja, fog= foh implica g = h;

e O inverso também ¢ verdade, ou seja, se fog= foh

implica g = h entao f é injetiva;
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9 MONOMORFISMO, EPIMORFISMO E ISOMORFISMO

e Suponha o contrario, entao existem a e a’ tal que
fla) = f(a') mas a # d';
e Definimos g tal que g(c) = a para todo ¢ € C e h tal

que h(c) = a’ para todo ¢ € C;

e Entao, fog= foh mas g # h, o que é uma

contradicao;
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9 MONOMORFISMO, EPIMORFISMO E ISOMORFISMO

e fog= fohimplica g = h se e somente se [ é
injetiva (como se a aplicagao de f se cancelasse a

esquerda);

e De forma similar, go f = ho f implica g = h se e

somente se f é sobrejetiva (como se a aplicacao de f

se cancelasse a direita).
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9 MONOMORFISMO, EPIMORFISMO E ISOMORFISMO

Sejam uma categoria C e a,b € Ob¢. Entao:

L.

Uma seta h € Cla, b] é um monomorfismo (ou é

mono) se e somente se hog=ho f = g=f;

. Uma seta h € C|a, b|] é um epimorfismo (ou é epi) se

e somente se goh = foh = g=f;

. Uma seta h € Cla,b| é um isomorfismo (ou € iso) se e

somente se existe g € C|b,al tal que goh =id e
hog=id.
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9 MONOMORFISMO, EPIMORFISMO E ISOMORFISMO

hog=ho f

/0 N\

H

Mono cﬁaiﬂy entao g = f;
J

goh=foh

g
Epi a—"“~h—=¢ entdo g=T;

id id

\ t h
Iso ‘0= c goh—=ide hog=id.
g
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9 MONOMORFISMO, EPIMORFISMO E ISOMORFISMO

Observagoes:

e Se uma seta h é iso, entao também é epi e mono,
embora o contrario nao seja necessariamente

verdadeiro:

Se h é iso, entao existe f tal que f o h =id. Logo,

hog=hog = fohog=fohogd =¢g=¢. O

argumento € similar para epi.

Embora seja util em Set pensar mono e epi como
sendo injecao e sobrejecao respectivamente, isto pode

conduzir a confusao em outras categorias;
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9 MONOMORFISMO, EPIMORFISMO E ISOMORFISMO

e Um mono h € Cla,b] cinde (“split”) se existe um

g € C[b,a] tal que g o h = idy;

e Um epi h' € Cla,b| cinde (“split”) se existe um
g € Clb,a] tal que h' o ¢’ = id,.
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10 OBJETOS ISOMORFICOS

10 Objetos Isomorficos

Y

e Dois objetos a e b sao isomdrficos (a = b) se existe

um isomorfismo h € Cla, b);

e Isomorfismo estabelece, em certo grau de abstracao,
uma relacao de “semelhanca” ou “equivaléncia” entre

objetos.
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11 MORFISMO PRINCIPAL

11 Morfismo Principal

Seja C uma categoria e a,b € Obe. Entao:

1. Uma seta h € Cla, b] é um morfismo principal se e
somente se Vf € Cla,b| 3g € Cla,a] f = hoy;

2. Um par de setas f € Cla,b] e g € C|b,a] é um par de
retracao se e somente se go f =id. Entao a é
chamado de retragao de b (a < b) via o par de

retracao (f,g).
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11 MORFISMO PRINCIPAL

Observagcoes:

e h ¢é principal se e somente se para todo f existe um g

h
a4 ——
g
A
a

tal que:
b

e f e gsao um par de retragao (a < b) se:

a a
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11 MORFISMO PRINCIPAL 62

Teorema 1 Sejam C uma categoria e a,b € Obe. Entao:

1. Sea < b wvia (i,h), entao h € epi e principal, e i é

mono;

2. Se h € Cla,b] € principal e existe um epi k € Cla, b],

entao h € epi;

3. Sea<befellbal éprincipal, entdo existe
g € Cla, b tal que a < b via (g, f).




11 MORFISMO PRINCIPAL 63

Prova:

1. Sea < b wvia (i,h), entao h € epi e principal, e i é
Mono;

e goh=foh=qgohot=fohoi= g= f para
hot=1id,

e Prova que h € principal: Yfdg f = hog. Tome
g=10of, entao hog=hoiof = f. Sequndo o

diagrama:
a b
f T lh
b a

()
%

f

e jog=1i0f=hoitog=hoiof=g9g=f;




11 MORFISMO PRINCIPAL

2. Se h € Cla,b| € principal e existe um epi k € Cla,b],
entao h € epi;
goh=foh=gohog =fohog = gok=
fok= g=f (para um ¢ apropriado);

b

h
a ——
/
QT%
a
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11 MORFISMO PRINCIPAL

3. Sea<befellbal éprincipal, entdo existe
g € Cla,b] tal que a < b via (g, f);

Seja a < b via (i,7). Como f € principal entao
ds € Clb,b] j = fos. Assim, para g = s o i temos
fog=j501=1id,. Em diagrama:
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12 CATEGORIA DOS IDEMPOTENTES 66

12 Categoria dos Idempotentes

Se f :a— beg:b— asao um par de retracao, entao a
funcao h = fog: b — b ¢é idempotente, isto é, ho h = h,
pois hoh = (fog)o(fog)=fo(gof)og=fog=nh
(pela associatividade da composicao).




12 CATEGORIA DOS IDEMPOTENTES 67

Dada uma categoria C e um objeto b € Obg¢, a categoria

dos idempotentes sobre b (Rety) é definida como:

Obgret, = {f €Cb,b]|fof =/}
MorRetb {(f7 kaQ)’fag ~ ObRetba k ~ C[b7 b]?
k=goko f}

dom((f,k,g))
cod((f,k,9))

id,

(f k. 9)o (9 K, f)




12 CATEGORIA DOS IDEMPOTENTES 63

identidade (f,k,qg)o (f,f,f)=(f, ko f,g). Sabemos
que f e g sao idempotentes e k =go ko f:

kof=gokofof=gokof=k

Similar para (f, f, f) o (g, k, f);

associatividade da composicao

((f1, f2, f3) © (91,92, f1)) © (h1, ho, g1) =

(91,f2 O 92,f3) © (hh h2,g1) = (hh (f2 © 92) o ho, fs) —
(h1, fa o (g20h2), f3) e

(1. f2, f3) © ((91, 92, f1) o (h1, ha, g1)) =

(f1, f2, f3) o (h1, g2 0 ha, f1) = (h1, fa 0 (g2 © ha), f3).




13 SUB-OBJETO

13 Sub-objeto

e Sub-objeto é a versao categorial de subconjunto da

teoria dos conjuntos:;

e Baseia-se na idéia de definir um subconjunto A C B

como um monomorfismo f : D — B (intuitivamente

“f(D) = A%)
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13 SUB-OBJETO

e Se existem muitas setas mono definindo o mesmo

subconjunto, é necessario introduzir uma classe de

equivaléncia e definir sub-objetos usando-a;

e Seja C uma categoria. Se f :b—ae g:c— a sao
duas setas mono com destino comum a, entao
dizemos que f < g se e somente se existe h: b — ¢

tal que go h = f;

e Note que o Unico h € mono também, pois
hok=hok' = gohok=gohok = fok =
fokl = k=F;
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e Se f < geg< fentao dizemos que f = g, e = ¢
uma relacao de equivaléncia entre monomorfismos

com destino comum:;

o As classes de equivaléncia determinadas por esta

relacao de equivaléncia sao os sub-objetos de a;

e Notacao: |f].
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14 Objetos Inicial e Terminal

Seja C uma categoria. Um objeto 0 € inicial se e somente

se para qualquer b € Ob¢ existe um unico f € C|0, b].
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Observacoes:

e O tipico exemplo de objeto inicial é () (conjunto

vazio) em Set, pois a funcao vazia (ou seja, a funcao

cujo grafo é vazio) é a Unica seta com origem em ();

Deve-se observar que a funcao vazia, tendo como

dominio (), é total (como Set exige) por vacuidade;

Inicialidade é a mais simples nocao universal em
Teoria das Categorias, ja que é dada pela existencia e
unicidade de morfismos satistazendo certas

propriedades;

Uniwversalidade é um conceito fundamental em Teoria

das Categorias.
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Teorema 2 Se 0 e 0’ sao dois objetos iniciais da
categoria C, entdo eles sao isomorficos (em outras
palavras: o objeto inicial € unico a nao ser por

1SOmMOoTfismos).

Prova: Sejam i:0— 0" e j:0 — 0 dois morfismos

dados pela inicialidade de 0 e 0'. Entao, joi:0 — 0,
mas também idy : 0 — 0. Pela inicialidade de 0 so pode
existir um morfismo em C|0,0], entao j ot =idy. Da

mesma forma, pela inicialidade de 0, 70 7 = idy.
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Podemos usar dualidade para definir um novo

conceito e provar novas propriedades;

Seja P(c) a propriedade “para qualquer b € Obg

existe um unico f tal que dom(f) = c e cod(f) =b";
Pela definicao, ¢ ¢é inicial se e somente se P(c) vale;

O enunciado dual de P(c), P?(c), é “para qualquer

b € Ob¢ existe um unico f tal que dom(f) =0be
cod(f) = ¢”;
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e (Conceitos duais sao usualmente chamados usando-se

44 7.
o prefixo “co-";

e Assim, P(c) define co-inicialidade, e o objeto que a

satisfaz é o objeto co-inicial (também conhecido

como terminal);

e Notacao: 1 ou t e o morfismo tUnico que tem como
origem um objeto a e como destino ¢ é denotado por

la : a — t.
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Observacoes:

e Qualquer conjunto unitario {*} (que possui apenas

um elemento) é terminal em Set;

e Na categoria 2 um elemento ¢ inicial e o outro é

terminal;

e Se c¢ ¢é inicial em C entao é terminal em C e

vice-versa.

(e
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Teorema 3 Se 1 e 1’ sao dois objetos terminais na

categoria C, entao eles sao 1somorficos.

Prova: Pela dualidade e pelo Teorema 2.
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Observacoes:

e Um objeto pode ser inicial e terminal ao mesmo

tempo, neste caso ¢ chamado de objeto zero;

e Em Set, um morfismo do conjunto unitario para um

conjunto A define os elementos de A;

e Em uma categoria C qualquer, uma seta de um
objeto terminal ¢ para um objeto a é usualmente

chamada de elemento ou ponto de a;
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e Seja C uma categoria. t € Obe é um gerador se e
somente se para todos a,b € Ob¢ e todos
f,g € Cla, b], temos
f#g=3dheClt,al foh# goh;

e C tem suficientes pontos (ou é bem pontuada), se

existe um gerador ¢ que € terminal na categoria dada;

Ou seja, a categoria tem suficientes pontos quando as
setas com origem no objeto terminal permitem
discriminar entre morfismos, de forma similar que

para os elementos de Set.
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15 Produto e Coproduto
Categorial

e O produto categorial ¢ uma generalizacao estrutural

da nocao de produto cartesiano:;
e Dados dois conjuntos A e B, seu produto cartesiano
é:
Ax B =A{(z,y)|lzr € A,y € B}
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e Associado com este conjunto existem dois
mapeamentos especiais py : A X B— Ae
pp : A x B — B, chamados projecoes, tal que para
todo (z,y) € AX B, pa((z,y)) =z e pp((2,y)) = ¥;
Sejam f:(C — Aeg:(C — B, entao
< f,g>C—-AxB,e< f,g>(c)=< f(c),g(c) >
para todo c € C;

Seja ¢ € Obe. Definimos a operacao

<,>.: Clc,a] x Cle,b] — Clc,a x b] como acima

descrito.
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Sejam C uma categoria e a,b € Obe. O produto categorial
de a e b € um objeto a X b junto com dois morfismos

Pe:aXb—aepy:axb—btal que, dado um ¢ € Obg,

para qualquer f € Clc,al e g € C|c, b], existe exatamente

um h € Clc, a X b] tal que o seguinte diagrama é

SN

a4 <——a X b? b

comutativo:

Observacao: ¢ ¢ chamado de pré-produto.
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Exemplos: Em Set, sejam A = {1,2}, B = {a,b} e
C = {w,y}. Bntdo A x B = {(1,a), (2,a), (1b), (2,0)} ¢ &

é o unico morfismo que faz o seguinte diagrama comutar:
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Definimos f, g e h de acordo com a seguinte ilustracao:

35



15 PRODUTO E COPRODUTO CATEGORIAL

Na categoria 2,

Ox1=1x0=0:
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Em Set, ) x A=A x 0 = 0:
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Teorema 4 Em uma categoria, o produto, se existir, é
Unico a Mao ser por 1somorfisSmos.

Prova: Seja a ® b um produto alternativo com projecoes

Qo € Qp, entao < qu,qQp > © < Pg,Pp > € 0 morfismo Uunico
que faz o sequinte diagrama comutar:

a X b

Pa Db
<Pa,Pb>

a <2 bl

<a.Qy>
Pa q“q”%

a X b

Logo, < qu,qp > 0 < Pg, Py >= 1d,xp €, por simetria,
< Pa,Pb > ©° < (q,qp > ida@b'
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Morfismo produto: Sejam f:a —ceg:b— d.

Observagcoes:

e f X g é Unico ja que a X b é um pré-produto de ¢ X d;

e Dizemos que f X g é univocamente induzido por f e

9

e Fixemplo em Set: Definimos
(f x g)((z,y)) = (f(z),9(y)) tal que z € A ey € B.
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e Uma categoria C é cartesiana (C é CC) se e somente

se:
1. Contém um objeto terminal ;

2. Todo par a,b € Obe tem um produto categorial

(a X b,pa,b,l ra X b— A, Pab2 - A X b — b)§

e Exemplos: Set, Top e Grp;

e Uma categoria cartesiana interessante em teoria da
computabilidade é a categoria EN dos conjuntos

enumerdaveis;
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e Objetos de EN sao pares a = (a, e,), onde a é um

conjunto contavel e e, : N — a ¢ um mapeamento

dos elementos de a (uma enumeracao de a);

e f € EN|a,b| se e somente se, para alguma funcao

(total) recursiva f’, o seguinte diagrama comuta:

N N
eal \Leb
a b

e Dizemos que f’ representa f;

f/

_

_—

f
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e O produto pode ser facilmente obtido por qualquer
bijecao efetiva [,] : N x N — N;

e Um conjunto enumeravel de interesse €

PR = (PR, ¢), das fungoes parciais recursivas com
ntmeros de Godel ¢ : N — PR, e EN|PR, PR| sao

exatamente os funcionais recursivos de segunda

ordem.
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Sejam C uma categoria e a,b € Obe. O coproduto de a e b
é um objeto a + b junto com dois morfismos

o :a—a+beq:b— a4+ btal que, dado um c € Obg,
para qualquer f € Cla,b] e g € C|b, ¢], existe exatamente

um h € Cla + b, c| tal que o seguinte diagrama comuta:

SN

a4 —=> a—l—b<—qb b
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Observagcoes:
e O coproduto é o conceito dual do produto;

e No coproduto a + b, os morfismos ¢, € g, sao

chamados de inclusoes ;

e Por dualidade, o coproduto é tnico (a nao ser por

isomorfismos);

e Elm Set o coproduto é a uniao disjunta.
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16 Calculo Lambda

e Simplifica e flexibiliza a representacao de funcoes;

e Facilita as operacoes de currying e uncurrying.
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Expressao-\ (ou termo-\):

1. Uma variavel é uma expressao-A;

2. Se M é uma expressao-A e r é uma variavel, entao
Ax M é uma expressao-lambda, interpretada como

“uma funcao com argumento x”;

3. Se I' e A sao expressoes-\, entao (F'A) é uma
expressao-A, interpretada como “F' aplicado ao

argumento A”;

4. Nada mais é expressao-A\.
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Exemplos:

M
1. )\:1:"?17\;
F
2. Nz (y2));
~——
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Ocorrencia de variavel lLwvre e imatadas:

e Se uma ocorrencia de uma variavel x esta no escopo
de um A\x, entao sua ocorréncia é dita ltmitada, caso

contrario é dita livre;

e Lixemplo:

(zAz Ay (2Y))

Primeira ocorrencia de x € livre, a segunda é

limitada.
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Substituicao uniforme:

e M|z + A] denota a substituicao uniforme de todas

as ocorrencias lwres de x por A;

e Fixemplo:

(xAx Ay (2y)) |z — Azz] = (AzzA Az \y(zy))

99




16 CALCULO LAMBDA 100

Abstracao-\A M = \zM;
Aplicagao-\ (\eMA) = M|z «— Al.

(AzMA) = M|x «— A]
—_——— e —

redex contractum




16 CALCULO LAMBDA 101

e Uma forma normal ¢ uma expressao-A na qual nao se

pode efetuar uma aplicacao-A;

e Uma sequencia de aplicacoes-A até a obtencao de

uma forma normal é chamada de reducao.
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Exemplos de reducoes:

ATXATT) = ATT;

r(xx)\x(zx)) = (Ax(xx)\x(zx)) (irredutivel);

.
(A y(zy) A\ex)x) = (A\y(Axxy)z) = (Axxx) = x;
.
-

y (jogar fora alguma coisa).
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Currying:

e Ocorre quando da aplicacao de um termo-A em que

existem menos argumentos que variaveis limitadas;

(AzAy(ry)z) = Ay(2y)

e Ou seja, f(x,y), fixando um x qualquer, resulta em

uma funcao de y.
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Representando aritmética:

if A then B else C

T = ArA\yx

((Ta)b) = (AxAyza)b) = (Ayab) = a

F = \x\yy
((Fa)b) = ((AzAyya)b) = (Ayyd) = b

Observacao: 1" e F' sao abreviaturas.
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Podemos usar F' e T como seletores de elementos de

listas (if-then-else aninhados):
T = AxAyx (primeiro elemento da lista);

FT = AxAy(ydxdyx) = Axy(yT) (segundo elemento
da lista);

F?T = Mxy(y ) y(y xdyz)) = Az y(yFT)
(terceiro elemento da lista);

F'T = Mxdy(yF'T) (o (i + 2)-ésimo elemento).
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<¢07 gbl? IR ¢n—1>
o (pg) = Ax((xg)y) (¢ é o terminador de lista);

o (o, P1) = Az ((2¢0) Az ((z¢1))) = Ax((2¢0) (01));
® <¢07 ¢17 s ¢n—1> = )\ZC((iEQﬁ()) <¢17 RN ¢n—1>)'
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Obtendo o primeiro elemento de uma lista:

(o) T) = (Ax((zoo)) Az yx) = (AxAyzdo)Y) =

= (Ayooy) = oo
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Obtendo o segundo elemento de uma lista:

((P0, @1, P2) FT) =
= (Az((zgo)Ax((xd1)Ax((2d2)1)))) AxAy(yAzAyw))

Y

Ay(yAzAyz) Az((z¢

(aye 61 )Ar((w02)0) =

=
= (
= (Az((z¢1)Az((zg2)V)
=
= (Ayon 2@(({6?52)@) = ¢
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Representando numeros: 0=71,1=FT,2=FFT, ...,

i = F'T.
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suc = A\zAxAy(yz)

(sucl) = (Az xAy(yz) \e\y(y z yz)) =

AT AY(y Ay (y Axdyx) = FEFT = 2
N——’

T

\ . J
N

FT
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Observacoes:

e Lista definicao conduz a possibilidade de definir

soma, subtracao, multiplicacao, etc.

e Neste caso, podemos definir abreviaturas para +, —,

X, etc.

e Assim, ocorre equivaléncia entre o calculo-\ e a

maquina de Turing (fungdes parciais recursivas).
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Calculo-\ tipado:

e Cada variavel tem um tipo associado e a construcao

dos termos obedece a certas “regras de tipagem” ;

e Motivacao: Paradoxo de Russel (teoria dos

conjuntos) e tipos de linguagens de programacao.
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Tipos e construtores de termos:
Tipos atomicos A, B,C, .. .;

Tipos nao-atomicos

® se o e 3 sao tipos, entao a — (B é um tipo

(funcional);

® se o e 3 sao tipos, entao a X B é um tipo

(produto cartesiano, record);
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Termos

e se x ¢ variavel do tipo v, entao x : ¥ ¢ um termo
do tipo ;

e se x € variavel do tipo ¥ e t é termo do tipo ¢,

entao Azt : Y — ¢ é um termo do tipo ¥ — ¢;

e se ty e ty sao termos do tipo Y — ¢ e Y

respectivamente, entao App(t1,t2) : ¢ é um termo

do tipo ¢ (aplicacao);
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® se ty ety sao termos do tipo Y e ¢
respectivamente, entao (t1,%2) : ¢ X ¢ é um

termo do tipo ¢ X ¢ (produto cartesiano);

e set:1 X ¢ éum termo do tipo 1 X ¢, entao
m1(t) 1 e mo(t) : ¢ sao termos do tipo ¥ e ¢

respectivamente (projecoes).
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Reducoes no calculo-A tipado:

Wl((tl,tg)) ) ¢ = 17 : ¢

7T2((t1,t2)> X ¢ = 19 : ¢

App(Axty, ta) 1 ¢ = ti|x «— o] 1 ¢
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Observagoes:

e O célculo-\ tipado corresponde as funcgoes (totais)

recursivas, pois a introducao dos tipos impede que a

funcao fique indefinida (nao ha loop infinito);

e Ao representar o calculo-\ tipado em Teoria das

Categorias:
— Tipos sao objetos de uma categoria C;
— Termos sao morfismos;

— Problema: como representar a aplicacao-A7

Resposta: objeto exponencial.
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17 Objeto Exponencial

e A conexao entre Teoria das Categorias e Teoria da
Computabilidade, como “teorias de funcoes”, exige
interpretar funcoes como morfismos, identificando
tipos como A x B — (C'e A — (B — () (currying e

uncurrying);
O produto nao é suficiente para isto;

Precisamos entao representar funcoes de mais alta
ordem (funcionais), como “morfismos entre

morfismos”, mas isto nao é possivel;
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Sejam C uma categoria cartesiana, e a,b € Obe. O objeto

exponencial de a e b é b* junto com o morfismo

eval,p : b* X a — b (mapeamento de avaliagdo), e para

cada objeto ¢ uma operacao A. : Clc X a,b] — C|c, b*| tal
que, para todos os morfismosf :cxXxa —be h:c— b% as

seguintes equacoes valem:

1. eval,, o (A(f) X idy) = f;
2. Ac(evalgp o (h xidg)) = h.
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Os conceitos centrais da definicao sao:

Currying/Uncurrying f : ¢ X a — b intercambiado

com h : ¢ — b* onde b* é o espaco de funcoes a — b;

Existéncia de eval eval,; : 0* X a — b equivale a

avaliar f(z), onde f:a — be x € a.
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Observagoes:

A : Cle x a,b] — Clc, b*] é uma bijecao;

A1 Cle,b*] — Cle x a, b] é tal que
At h—eval,y o (h x id,);

Se A : Cle x a,b] — C|c, b*] é uma bijecao e (1) da
definicao vale, entao (2) é necessariamente

verdadeiro;

Seja h € C|c, b?] e tomemos f € Clc X a, b] tal que
h = A(f), entao A(eval,;, o (h X id,)) =
Alevalyp o (A(f) xid,)) = A(f) = h.
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Definicao alternativa: Sejam C uma categoria cartesiana

e a,b € Obe. O objeto exponencial de a para b é um

objeto b junto com um morfismo eval,; : b* X a — b, tal

que para todos os morfismos f : ¢c X a — b, existe um e

somente um h : ¢ — b® tal que o seguinte diagrama

|

comuta:
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Observacoes:

e A definicao de objeto exponencial sugere que b*

“representa’ Cla, b|;

o Clt,b*] = Clt x a,b] = Cla, bl;

e Em Set, podemos dizer que a cardinalidade de B4 é
m”, onde m € a cardinalidade de B en é a
cardinalidade de A. Por exemplo, se A = () entdo

n=0em"” =1. O que resulta no morfismo tinico h

em C$BA, j& que, neste caso, B4 é objeto

terminal;
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e Em Set o0 objeto exponencial de A e B é o conjunto

das f tal que f é funcao de A para B;
o B4 = Set[A, BJ;

e cval : B4 x A — B é dado pela regra

eval((f,z)) = f(z);

e A:Set|C x A, B] — Set[C, B4] leva cada funcao
f:C x A— Bnafuncao A(f) : C — B# definida
por A(f)(c) = Aaf(c,a), onde
Maf(c,a) € B* = Set[A, B] é a funcao que leva
a € A para f(c,a) € B;
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e Observe-se que se a < b via (i, j) entao a retragao é

um sub-objeto de b;

e Podemos estar interessados em categorias em que
vale a® < a, mas isto é impossivel em Set pelo
Teorema de Cantor, ja que a cardinalidade de a* é

maior que a de a, desde que a # {x*}.
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Relacao com Teoria da Computabilidade:

e Seja {¢;}ien = PR uma enumeracao de Godel

aceitavel das funcoes parciais recursivas. Ou seja,
dada uma funcao parcial recursiva f qualquer, entao

existe um ¢ tal que ¢; = f;
e Seja |,| : N x N — N uma bijegao efetiva;

e Defina f: N x N — N uma funcao binaria parcial

recursiva se e somente se

3f" € PR f(x,y) = f'([z,y]);
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e Assim, f é parcial recursiva se e somente se
ds € PR ¢4,)(y) = f(x,y). Entao, f é computavel se
e somente se cada argumento e a funcao x — f(x,_)

é computavel;

Isto significa que computacionalmente f esta em

N x N — N se e somente se x — f(x,_) estd em

N — (N — N);

Similarmente, na categoria cartesiana C vamos supor,
para qualquer f : c X a — b, a existéncia de um
morfismo que faz o mesmo que s em x — f(x,_) na

teoria da recursao. Este morfismo é o h.
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C é uma categoria cartesiana fechada (CCC) se e somente

se:
1. C é cartesiana;
2. Para cada par a,b € Ob, existe um exponencial.
e LFixemplo: Set;
e Contra-exemplo: EN. Basta ver que EN|N, N| = R,

onde R sao as fungoes (totais) recursivas. Entao, eval

seria a funcao universal para R, o que é um absurdo.
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bXc ~v (a/b)c.

Teorema 5 Seja C uma CCC, entao a
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Teorema 6 Seja C uma CCC. Se a < da' via

(ing : @ — a',out, : ' — a) e b <V via

(iny : b — b, outy : b — b), entdo b* < V'* via
(A(iny o eval o (id x out,)) : b* —

b, A(out, o eval o (id x ing)) : b’ — b%).

Prova:

A(outy o eval o (id X ing)) o A(in, o eval o (id X out,)) =
A(outy,oeval o (id X in,) o A(iny o eval o (id X out,)) x id) =
A(outy oeval o A(iny o eval o (id x out,)) x id o (id X ing,)) =

A(outy o (in, o eval o id X out,) o (id X in,)) =

A(eval oid x (out, oin,)) = A(eval oid x id) = id
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Seja C uma CCC. Um objeto V de C é reflexivo se e

somente se VV < V.
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Teorema 7 Sejam C uma CCC eV um objeto reflexivo.
Entaot <V eV XV <V,

Prova: Seja (in: VY — V,out: V — VV) o par de
retracao entre Ve VV. Para provar t <V basta provar a
eristencia de um morfismo de t para V. Seja

p1 it x V — V uma projecao, entio A(py) : t — V'V e
inoA(p):t— V.

Para provar V x V <V devemos provar V. xV < VV ¢

V x V. <V seque por composi¢ao (prova completa
mostrada no livro).
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18 Equalizador, Produto Fibrado

e Soma Amalgamada

e Sejam f,g: A — B um par de funcoes “paralelas”
em Set. O subconjunto £ C Ano qual feg

coincidem é chamado equalizador de f e g;
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e Na linguagem de categorias, I/ deve ser representado

por um sub-objeto, como uma seta mono i : E — A e

1 deve satistazer f o1 = goz;
E
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e Para garantir que ¢ represente o sub-objeto
“maximal” devemos adicionalmente exigir que se

h:C — A é outra funcao tal que f oh = g o h, entao

h “fatora” de forma tinica por meio de 7, ou seja,

existe apenas um k : C' — E tal que h =10 k.




18 EQUALIZADOR, PRODUTO FIBRADO E SOMA AMALGAMADA 136




18 EQUALIZADOR, PRODUTO FIBRADO E SOMA AMALGAMADA

Dado um par de morfismos f, g € Cla, b], um equalizador

de f e g é um par (e,7), e € Obe e i € Cle, a| tal que:
1. foi=gqgou;

2. Para todo h € C[c,al], f o h = g o h implica que existe

um unico k € Clc, e] tal que i o k = h.

e

Observacao: Chamamos h de pré-equalizador.

f

a—>b

137



18 EQUALIZADOR, PRODUTO FIBRADO E SOMA AMALGAMADA 138

O conceito dual de equalizador é o co-equalizador (basta

inverter as setas).
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Teorema 8 Todo equalizador é mono.

Prova: Seja i : e — a um equalizador de f,qg:a — b.

Assim, foi=gqgoi. Sejam j,l:c— e tal quetoj =10l
(hipotese). Desde que
fo(ioj)=(foi)oj=(goi)oj=go(ioj) entaoio]
€ um pré-equalizador de f e g e existe um unico k : c — e
tal que toj =10k. Assim, 1 =k = L.
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Teorema 9 Todo equalizador epi € iso.

Prova: Seja i : e — a um equalizador de f,qg:a — b.

Comot €epie for=goi, entdo f = g. Logo, a

identidade id, equaliza f e g (é um pré-equalizador) e

existe um unico k . a — e tal que id, =10 k. Além disto,
iokoi=1id, 01 =14 =10id, e desde que i € mono (pelo

Teorema 8) entdo ko1 = id,.
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e (Queremos generalizar os equalizadores para

morfismos com diferentes origens:;

e Eiste conceito se chama produto fibrado (pullback);

e O produto fibrado é uma das nocoes mais poderosas

de Teoria das Categorias.
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Dadas duas setas f : b — a e g : ¢ — a com destino
comum a, o produto fibrado de (f,g) é um objeto b X, c e

duas setas p: b x,c—beq:bx,c— ctal que:

1. fop=gog,onde fop,goq:bXyc— a;

2. Para qualquer outra tripla (d,h :d — b,k : d — ¢) tal

que go k = f o h, existe uma unica seta
< h,k>,d—bx,ctal que po < h,k>,=he
go < h,k >,= k.
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Observagoes:

e O “quadrado” de baixo é chamado de “quadrado do

produto fibrado” (“pullback square”);

e Note a semelhanca entre o produto fibrado e o

produto;

e Na verdade, o produto é um caso particular de

produto fibrado;

144
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e Observe que os subscritos “a” indicam dependencia
de b x,ce < h,k >, sobre f e g, mas os subscritos
nao sao opcionais pois a notacao deve indicar quando

se trata de um produto fibrado;

e Exemplo de produto fibrado em Set: o produto
fibradode (f: B— A,g: C — A) é

{(z,y)|r € B,y € C, f(x) = g(y)}, p1,p2), onde
p1((:€,y)) — I c pQ((xvy)) — Y.
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O conceito dual de produto fibrado é a soma

amalgamada (pushout).
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Teorema 10 Seja C uma categoria com objeto terminal
t. Se C tem produtos fibrados para todo par de setas,

entao C também tem produtos para todo par de objetos.

Prova: (esbo¢o) Dados a,b € C, seja
(@ X b,p1:axXb—a,ps:axb—0b) um produto fibrado

de (la:a—t,1b:b—t). E ficil verificar que este é um

produto.
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Teorema 11 Se uma categoria C tem produtos fibrados
para todo par de setas e tem objeto terminal, entao tem

um equalizador para todo par de setas.

Prova: Sejam f,qg:a — b. Seja

(¢, fst : ¢ — a,snd : ¢ — a) um produto fibrado de

(< f,idy >:a—bxa,<g,id, >:a —bxa). Entao o
equalizador de f,g € (c,fst = snd). Pois,

fotst =pjo < foftst, fst >=pjo < f,id, > ofst = p1o <
g,id, > osnd = pjo < gosnd,snd >= gosnd. Além disto,

para qualquer (¢, h : ¢ — a) tal que foh = goh, também
< f,id, > oh =< ¢,id, > oh, e por definicao de produto

fibrado, existe um unico k : ¢ — ¢ tal que fst o k = h.
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Lema 1 (Lema do Produto Fibrado - Pullback Lemma -
PBL) Se um diagrama da forma:

|

comuta, entao:

1. Se os dois quadrados menores sao produtos fibrados,

entao o retangulo externo é um produto fibrado;

2. Se o retangulo externo e o quadrado a direita sao
produtos fibrados, entao o quadrado a esquerda é um

produto fibrado.
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Teorema 12 Se o quadrado:

b

C —

Xq C—g—>C
A f

a

¢ um produto fibrado e g € mono, entao p também ¢é

mono.
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Observacoes:

e [ista ultima propriedade sugere uma generalizacao de

uma construcao conjunto-teorética;

Se f : A — B é uma funcao e C' C B, entao a
imagem inversa de C' sob f, denotada por f~1(C) é o
subconjunto de A definido como

FHCO) = {z|z € A, f(z) € C}. E facil mostrar que o
diagrama:

o) -
lm/
A

T
! . B

é um quadrado de produto fibrado em Set.
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19 Morfismos Parciais

e Aplicar Teoria das Categorias no contexto de Teoria
da Computabilidade;

e Neste contexto, a nocao de parcialidade aparece
naturalmente pois programas de computador podem

eventualmente nao terminar;
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e Uma funcao parcial f : A — B com campo de

definicao D C A pode ser representada por um par

de funcoes totais (i : D — A,h: D — B), onde i é

uma injecao e h € a restricao de f para D.
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Dados uma categoria C e dois objetos a e b, um
mapeamento parcial [m,h] : a — b é uma classe de
equivaléncia de pares (m :d — a,h :d — b), onde m é

mono, com respeito a seguinte relacao R:

(m:d—ah:d—bRm :d —ah':d —0b)see
somente se existir k:d' — d, kiso, m'  =mok e

h'=hok.
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e Desejamos definir a categoria pC, de mapeamentos

parciais sobre C;
e Um problema é definir as composicoes;

e Se C tem produtos fibrados para todo par de setas,

podemos resolver o problema;
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e Dados (n:e—bk:e—c)e(m:d—a,h:d—b);

e Defina [n, k| o|m,h]:a — c a classe de equivaléncia

determinada pelos lados mais externos do seguinte
diagrama, ou seja,
(mon':dxpe—a,koh’:dx,e— c), onde o
quadrado é um produto fibrado:

h/

dee

,n/

e Peclo Teorema 12, como n é mono, n’ também o é.
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Exemplo em Set:

e Supomos D C Ae FC Betomamosm:D — Ae

n: E — B como as injecoes canonicas;

e Entdo, D xz E = {(z,y)|z € D,y € E,h(z) =

n(y)} ={(z,y)|lz € D,y € E,h(z) =y} = {z|z €
D, h(x) € E}, ou seja, o campo de definicao da

funcao composta;

e Concluimos que, para todo x € {x|x € D, h(z) € E},

temos k(h'(x)) = k(h(x)), como era necessario.

157




