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5.2 Risonanza di spin elettronico (ESR)

A L’oscillatore armonico



Capitolo 1

Interazione luce—materia

1.1 Teoria perturbativa dipendente dal tempo

Si abbia un sistema molecolare isolato in uno stato stazionario. Questo

significa
ov —iBp
Hyv,, = iha—tn con ¥, = ppe T

Al tempo iniziale ¢ = 0 viene introdotta una “perturbazione” (per noi l'inte-
razione della molecola con la radiazione elettromagnetica). L’Hamiltoniano
diventa H = Hy + V/(t). Al tempo finale ¢t = ¢; viene a cessare 'interazione
e ’Hamiltoniano ridiventa Hy. Durante il tempo di interazione 0 < t < ¢1,
occorre risolvere I’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo

ov
(Ho+ V(t)W¥ ZTLE

Sara lecito procedere alla seguente espansione:

o) = Ledve ~ () (1.1)
oY = (Hy Vi () (1.2)

—zEkt

= ch 7 Brpn(a +ch V() er(z)  (1.3)
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Semplificando:
—'LEkt . . —'L'Ekt
ch o V(t)er(x) = thck(t)e mop(x) (1.6)
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moltiplicando ambo i membri dell’eq. 1.6 per ¢ (z) e integrando sulle
coordinate spaziali, si ha:

zEmt —iEt
ihem (t }:(% e {em V()| or) (1.7)
o anche )
. ? i
Cm@%Z—gEZ%@k““W%nWﬁﬂww (1.8)
k
dove si € posto wyr = % Fin qui la trattazione ¢ esatta; la risolu-

zione completa del nostro problema (I’equazione di Schrédinger dipendente

dal tempo) si riduce pertanto alla risoluzione di un sistema di equazioni

differenziali del I ordine rispetto al tempo, dati gli elementi di matrice del-

Poperatore V (t) nella base degli stati stazionari (p,, |V| ). Indicando con
ci(t)

c(t) il vettore colonna | €2(t) | possiamo riscrivere I'eq. 1.8 nella maniera

compatta seguente:

d i

—c(t) =Gec con G = ——e“m (o, [V] k) .

dt h

A questo punto introduciamo le opportune approssimazioni: poniamo a de-
stra cio che si ha prima dell’“accensione” dell’interazione, ci(t) = dgy, per
t < 0; prima dell'interazione € noto che il sistema ¢ nello stato stazionario

n (U(t)=e =g ¢n(z)). Con tale approssimazione si ha:

— Lot (o [V (2)] o) (1.9)

—cm(t) = h

dt
Integrando dal tempo 0 a t; (& tale 'intervallo di durata dell’interazione) si
ha:

7 t

m(t1) = em(0) — & 01 e (o [V (t)] ) dt (1.10)

con ¢, (0) = 8. Per t > 1y, V(t) = 0 e dunque %c;,(t) = 0 (rigorosamen-

tel), em(t) = em(t1) e ¥(t) = Dopcrltr)e —e ¢r(x). La probabilita che lo
stato abbia energia Ej, & |cx(t1)[%.

Notiamo come l'unica approssimazione fatta sia stata di porre %c(t) =
Gc(©). Se chiamiamo ¢ la soluzione di tale equazione, una maniera per an-
dare oltre I’approssimazione da noi introdotta sarebbe di risolvere %c@) (t) =
Ge(t) e cosi via andando a ordini sempre pitl elevati (& questo il metodo

delle approssimazioni successive o di input—output).



1.2 Interazione di una molecola con un’onda elet-
tromagnetica piana
Ricordando che un’onda elettromagnetica ¢ un campo elettromagnetico oscil-

lante, indicando con E e B i vettori di campo elettrico e magnetico, si ha
che un’onda piana polarizzata lungo 'asse x ¢ definita da:

Ey
E=] 0 E, = Eycos2n(vt — E)
A
0
0 z
B=| By By, = By cos 2m(vt — <)
0 A

dove con v indichiamo la frequenza e con A la lunghezza d’onda (Av = ¢
velocita della luce). E e B sono tra loro ortogonali e, in unita gaussiane,
Ey = By. Ricordiamo la classificazione delle onde:

radionde A~ 1m

microonde A= lcm

infrarosso A~ 10"2cm Bdii 1 di P . L
visibile A 10%A 1 importanza il vettore di Poynting che
raggi X A~ 1A

raggi vy A~ 107*A

(in unita gaussiane) si definisce come S = ﬁﬁ A B. § ¢ legato al flusso di
energia radiante (la quantita di energia elettromagnetica che passa per unita
di tempo per unita di superficie). Piu in dettaglio, se dS ¢ un’area infinitesi-
ma individuata dal versore k (il vettore di lunghezza unitaria perpendicolare
alla superficie ds), si ha che S.kdsdtela quantita di energia che passa nel
tempo dt attraverso ds. Il modulo di S & § = L E§cos* 2 (vt — %) (E e

—

B sono ortogonali); tale quantita ¢ detta intensita della radiazione. Il valor

2
medio di S in un periodo & dato da < S >= %l.

Quando una carica ¢ si muove con velocita ¥ in un campo elettroma-
gnetico, essa ¢ sottoposta alla forza di Lorentz F' = qE + q7 A B. Poiché

E e B hanno eguale intensita il rapporto tra forza magnetica ed elettrica
¢ 2. Un elettrone nell’atomo di idrogeno nello stato fondamentale 1s ha
velocita media < v >= ﬁl?c. Quindi, in prima approssimazione, si puo tra-
scurare 'effetto del campo magnetico e considerare solo il campo elettrico
nell’interazione luce—materia.

Nell’interazione luce—molecola sara importante il campo elettrico nella
zona in cui ¢ situata la molecola; ora E, = Egcos2n(vt — 5); prendendo
come origine il centro della molecola (il baricentro ad esempio), si ha che
% =~ 0 poiché z ha il valore della dimensione molecolare (dell’ordine dell’A)
e A & qualche migliaio di A nel caso della luce ultravioletta; bisogna andare



ai raggi X per avere A\ ~ 1A. Dunque possiamo scrivere E, = Ej cos(27mvt)
e il campo puo essere considerato uniforme (cioe indipendente da 7), con il
potenziale V = —zE, (ricordiamo che VV = —E.) L’energia di una carica
q in un potenziale V e data da ¢V; se la molecola consta delle cariche g;
(nuclei + elettroni) nelle posizioni 7, si avra

V(t)=— Z qiv; By = —Ey cos wtz ¢ir; (w=2mv)
i i

Si definisce d, = ), ¢ix; come componente x del momento dipolare del
sistema, per cui risulta

1 . ,
V(t) = —dzEOE(e“"t + et

usando le formule di Eulero. Quindi, ricordando la formula (1.10)

1 EO ez’(wmn—i-w)t -1 ei(wmn—w)t -1

—— d 1.11
2 h <80m| m|$0n> Wmn + W + Wmn — W ( )

em(t) = Omn +

Se w & Wy, il secondo termine in parentesi diventa grande:
H(wmn—w)t ~ .
e ~ 1+ i(wmp —w)t

e la frazione diventa it; al contrario il primo termine nell’eq.1.11 puo essere
trascurato dato che il denominatore & grande; w,,, = w significa % =
2nv; B, — E, = hv. Se dunque la differenza tra FE,, e E, uguaglia la
frequenza della luce v moltiplicata per h, si ha forte probabilita di passare
dallo stato n a quello m (assorbimento). Se invece wy,, +w = 0 ¢ la prima
frazione quella dominante e risulta w = —wy,y,; E, — E, = hv; siamo qui
nel caso dell’emissione indotta da radiazione (o emissione stimolata). Nei
casi in cui w € sostanzialmente diverso da 4w, si potrebbe vedere che il
coefficiente ¢,,(t) risulta trascurabile.

Vediamo ora la probabilita di transizione al tempo ¢t. Nel caso dell’as-
sorbimento si avra: P(n — m) = ¢ (t)c,(t). Trascurando la prima parte
dell’eq. 1.11 e tenendo presente la relazione seguente:

e —1=¢"2e'2 — '2e ' = 2’2 sin%
e dunque:
, 2
et — 1‘ = 4sin? %
si ha: ) 21 )
E, Sin“ 5 (wWmn — W)t
em(t))? = =2 d G 1.12
e = 22 Vg ldol )2 222 s (112
21
Studiamo Sma22 ! come funzione di o (t fisso). Per a ~ 0 sin? Jat =~ a2t
ef it %t2; poi f =0 per %at =nT o= 2”7" Per grandi ¢ la funzione si



-10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10

21
Figura 1.1: La funzione Sma§ 2 cont =1 (a sinistra) e ¢ = 5 (a destra).

concentra tutta in uno “spicchio” centrale.

Rimaneggiamo la formula 1.12 ricordando che < S >= 08%3, dove < S >
¢ 'ammontare di energia che fluisce per unita di superficie per unita di
tempo. Se prendo una superficie A e un tempo ¢, si ha che < § > At e

Ienergia fluita nel tempo t attraverso A. Nel tempo ¢ la luce percorre una

2
lunghezza | = ct. Dunque lenergia < S > At = %At e contenuta nel
volume Act e pertanto la densita di energia (energia per unita di volume)

. E2 1. . . . .
¢ pr = g2; lindice z ricorda che abbiamo a che fare con luce polarizzata
lungo l'asse z. Quindi

8T Py sin? 1 (wyn — W)t
|Cm(t)|2 = ? |{om |dz] SDn>|2 ((j — w)2 (1.13)

Ora non si avra una radiazione rigorosamente monocromatica bensi un con-
tinuo di frequenze; ciascuna frequenza dara un contributo infinitesimale e si
avra u,(v) dv = energia per unita di volume con frequenza compresa tra v e
v+ dv. Quindi p, viene sostituita da u,(v)dv e si dovra integrare su tutte
le frequenze:

20 sin? L (wpy — w)t

(Winn — w)

8
Cmt2:_ md:c n2/
e (8)] h2\<90 |da| n)] ;

Ricordando che hw;,, = E,, — E, risulta

% sin?[n(Ey, — E, — hv)t/h)
(B — Ep — hv)?

2 = 2 U, (V) AV
() = 87 (o el 0u) | A)d

(1.14)
sin? fat

Per tempi sufficientemente lunghi si ¢ visto che la funzione —%— si concen-
tra vicino a zero, dunque solo il valore u, (v, ) avra efficacia nell’eq. 1.14;
sara lecito sostituire u,(v) con il valore u, (v, ) e farlo uscire fuori dall’in-
tegrale; cambiando ora variabile: x = wt(hv — Ey, + Ey)/h; de = 7wtdy si




ha:

/°° sin?[1(E,, — E, — hv)t/h] t2m? /°° sinfz _mt /°° sin? x
V= —— _— _—
0 (Ep, — Ep — hv)? h2nt _AB 2

Nell'ultimo passaggio abbiamo fatto uso dell’integrale notevole [ % dr =
. Pertanto I’equazione 1.14 diventa:

2T

|Cm(t)’2 = w2 [(om |ds] 90n>‘2 tug (Vimn) (1.15)

L’equazione 1.15 e di capitale importanza per ogni tipo di spettroscopia ed ¢
nota come REGOLA D’ORO DI FERMI. Se divido per t ottengo la probabilita
di transizione per unita di tempo (transition rate) che una molecola nello
stato n al tempo ¢ = 0 si ecciti in m; se moltiplico per N,, il numero di
molecole nello stato n, ho il numero totale di transizioni per unita di tempo.
Se la luce e isotropa, le direzioni x,y e z sono equivalenti e u, = uy = u, =
%u; si avra dunque:

em(®)? = % [om Idal @a)* + {9m Idy] @adl® + [(@m 12| @ndl*] w(vimn)
= izl (om[dlen) e (116)

Nella formula 1.16 compare il momento dipolare di transizione <g0m M g0n>,
una grandezza fondamentale in ogni tipo di spettroscopia.

Per quanto riguarda ’emissione si arriva ad una formula identica data
I’hermitianita dell’operatore dipolare ({¢m, |de| ©n) = (on |de| pm)™ etc.)

1.2.1 Emissione spontanea

Una molecola che si trovi in uno stato eccitato ritorna allo stato fonda-
mentale anche in assenza di radiazione. Tale fenomeno e chiamato “emis-
sione spontanea” e per una corretta trattazione occorrerebbe far ricorso ai
metodi dell’elettrodinamica quantistica. Noi ci limiteremo al trattamento
fenomenologico fornito da Einstein nel 1917.

La velocita di assorbimento (n — m, E,, > E,) viene scritta come
B Npu(Vpmy) con By = 3% ’<gpm M gon>‘2. La velocita di emissio-
ne stimolata (m — n) & By—nNpu(Vmy) con By, = Bp_y (come si e
visto nella precedente trattazione). La velocita di emissione spontanea viene
assunta come A, ., Ny, (indipendente dalla presenza o meno di radiazione).
All’equilibrio dovra risultare:

da cui si ricava:

’LL(I/ ) _ Am—mNm _ Am—mNm/Nn

8



Ma dalla termodinamica statistica sappiamo che:

Em
Ny € FT hwma
_— = o = e kT
Nn e kT
e pertanto:
Appe™ T A 1
—n€ KT —
U(an) = “ hvmn = Bm “ hvmn (117)
By (1l —e 7’7 ) n—me kT — 1

Sperimentalmente ( e teoricamente dalla teoria statistica del corpo nero) si
ha (Planck 1900):

31
u(v) = 87rhy—3,w7
C”err — 1
Confrontando con l'eq. 1.17 si ottiene:
3 4,3
_ Vi 0471, 2
A = BuosmTh =150 = it (o1 |d) )| (1.18)

Se abbiamo inizialmente N,,(0) molecole nello stato eccitato m in assen-
za di radiazione, al tempo t sara —%Nm(t) = Ap—nNp(t) (supponendo
che n sia il solo stato cui si puo andare); risolvendo, si ha la ben nota leg-
ge esponenziale Np,(t) = Ny, (0)exp(—Ap—nt); 7 = AWLTL ¢ un tempo di
rilassamento.




Capitolo 2

Spettroscopia
roto-vibrazionale delle
molecole biatomiche

2.1 Funzioni d’onda ed energie

Cominceremo con alcuni richiami all’approssimazione di Born—-Oppenheimer.
L’Hamiltoniano totale di una molecola e esprimibile come somma della com-
ponente cinetica degli elettroni e dei nuclei e della componente di energia
potenziale data dall’attrazione nuclei—elettroni e dalla repulsione elettroni—
elettroni e nuclei-nuclei. Si ha:

Te=>; 57;21 en. cinetica elettroni
T=> . 2110\;[(1 en. cinetica nuclei
Ven=—>";i >u ZT‘*Tef attraz. nuclei-elettroni
Vee=1 > % repuls. elettroni—elettroni
Vnn:% >as %262 repuls. nuclei-nuclei

Indicheremo come Hamiltoniano elettronico Hy = To + Ve + Vee + Van
e noteremo che in tale operatore le coordinate dei nuclei compaiono solo
come parametri. L’Hamiltoniano totale sara H = H,.; + T,,. Data una certa
configurazione dei nuclei supporremo di essere capaci di risolvere I’equazione
per il moto degli elettroni nel potenziale generato dai nuclei e dagli elettroni
stessi:

Hel\Ijel(m; R) = U(R)\Ilel(x; R) (21)

L’equazione 2.1 (clamped nuclei equation) descrive il moto degli elettroni nel
campo generato dai nuclei fissi nella configurazione specificata da R. Con x
indichiamo la totalita delle coordinate elettroniche (e cioe x1,y1, 21, " * Tn, Yn, 2n)
e con R l'insieme di tutte le coordinate nucleari (X1,Y1, Z1, - Xn, YN, ZN).-

10



Il punto e virgola che compare in W, (z; R) separa le coordinate “dinami-
che” degli elettroni x da quelle “parametriche” dei nuclei R; per ogni con-
figurazione nucleare R che fisseremo avremo una data ¥ (z; R) e una data
energia U(R). L’equazione di Schrédinger completa per la molecola sara
HWU,,y = EVyy. Se assumiamo che Wy (x; R) vari poco con la configurazione
nucleare R, ossia se assumiamo che %\If@l(az; R) = 0 dove X, ¢ una generi-
ca coordinata nucleare, la funzione d’onda totale potra essere approssimata
nel modo seguente:

Uit = Ver(x; R)xn(R) (2.2)

dove x,,(R) € una funzione delle sole coordinate nucleari. Tale & in essenza
l’approssimazione di Born-Oppenheimer. In effetti si ha T, W (z; R)xn(R) =
\Ijel(:E;R)Tan(R) e dunque HV;,; = EWV, diventa \Ijel(x;R)Tan(R) +
U(R)¥ei(z; R)xn(R) = EtotVei(z; R)xn(R), da cui, dividendo per ¥ (z; R)
si ottiene:

[Tn + U(R)]Xn(R) = EtotXn(R) (23)

dove si vede che I'energia elettronica U(R) svolge il ruolo di energia poten-
ziale in cui si muovono i nuclei.

In una molecola biatomica il termine di energia cinetica nucleare T,
che compare in 2.3 puo essere trattato in maniera semplificata. Vediamo
dapprima come vanno le cose nel caso della meccanica classica. Se 77 e T5
sono i vettori posizione che individuano i due nuclei, & conveniente cambiare
coordinate e passare al vettore R che individua il baricentro (m171 +maTy =
M ﬁ, con M = mj + mgy) e al vettore differenza 7= 7, — 7 che individua la
posizione relativa di 2 rispetto a 1. Invertendo le precedenti relazioni si ha:

no= R-27

o= R+
Le stesse relazioni valgono per le velocita (basta derivare rispetto al tempo);
se chiamiamo V e ¥ le derivate rispetto al tempo di Re 7, rispettivamente
si vede che, con facili calcoli, I’energia cinetica 7}, = %mlv% + %mgvg si tra-

sforma in T}, = %M V2 4+ % pv? dove = 2 ¢ la massa ridotta nucleare.

Se poi introduciamo gli impulsi P = MV e p = ut possiamo riscrivere Ty,
in forma hamiltoniana:

P2 2

T = o+ -

2M  2u
Per ottenere la forma quantistica dell’operatore di energia cinetica nucleare
basta introdurre gli operatori P, = —ih%,---px = —iha%,--- Pertanto

I’equazione di Schrédinger per il moto dei nuclei diventa:

P2 p? 5 3
ot o T U (7‘)1 Xn(R,T) = Ejorxn(R,T) (2:4)

11



Notiamo che U dipende solo da r, la distanza tra i nuclei ma non dipende in
alcun modo da R. Ma quando I’'Hamiltoniano consta di due parti distinte
non interagenti sappiamo che la soluzione al problema ad autovalori si fat-
torizza in un prodotto di funzioni e ’energia si decompone in una somma di
energie. Nel nostro caso xn(R,7) = f(R)¢n () dove:

T f(R) = By f(R)
, Eiot = By + Eing
12+ U)o () = Bunstin (7)

La prima equazione non e altro che quella di una particella di massa M in una
scatola e la soluzione sard f(R) = X (2)Y (y)Z(z) con X (z) = \/gsin RaTL

etc. La grandezza FEy., energia traslazionale della molecola, ¢ priva di i?n—
portanza nella spettroscopia: la scatola ha dimensioni macroscopiche, la
differenza tra i livelli & piccolissima e la lunghezza d’onda per effettuare
un salto quantico tra livelli contigui € enorme; le onde luminose di interes-
se spettroscopico non provocano salti traslazionali: (¢, |x|¢y,, +n) =~ 0
poiché N e enorme.

Il problema del moto interno & quello di una particella di massa p in
un potenziale centrale U(r). Vediamo qualche considerazione di meccanica

classica:
L? = r?p?sin? 0 = r2p? — r2p? cos? 0 = r2p? — (7 p)?
2 7.5)2 2
P=5+C0 =L
dove p, = g -p & impulso radiale. Quantisticamente, si ha una cosa analoga

con p, — p, = —ihtZr. Pertanto:

2 2
Hint:g_ﬁ""zir? +U(7’)

Hippn (7) = Epn (7)

Poiché L? dipende solo dalle coordinate angolari 6 e (0, pOrremo, per prova,
YN () = R(r)f(0,¢) Si ha subito

R(r)
2pur?

2 ’r_
FE + UMIR() + 12 = ERf

2

Dividendo ambo i membri per Rf e moltiplicando per 2ur? si ottiene:

1 2
2pr2ﬁ[§—; +U(r)|R - 2ur?E  +

—A

12



L’equazione L?f = Af fornisce come soluzioni le armoniche sferiche f =
Yin(0,¢) e gli autovalori A = h%I(I +1). Con tale valore di A I'equazione
radiale risulta:

B2+ 1)

2
[, +UG) + 7 5 IR() = BR(7) (2.5)

Si ha un’equazione di Schrodinger radiale diversa per ogni diverso [; il

R2(1+1) . . 2 _ 219,19, _
oz © detto potenziale centrifugo. Ora p; = —h” 5 r -5 =

2 . . .
—h%%r e dunque ’equazione radiale diventa:

termine

2 g2 2
—Z—M%rR(T) L U)rRe) + D) ZZ(L:; Y\ R(r) = ErR(r)
Introducendo la funzione ausiliaria g(r) = rR(r) (si noti g(0) = 0) si

perviene subito a:

K2 d? KA1+ 1)
g4+ U+ ——Zlg=F 2.

L’equazione 2.6 € 'eq. di Schrodinger per una particella di massa u che si

muove di moto unidimensionale (0 < r < o), sottoposta a un potenziale
2
U(r) + % Per U(r) si potra procedere a uno sviluppo in serie attorno

alla distanza di equilibrio (in cui U & minimo):

U(r) =Ul(req) + U,(Teq)(r — Teq) +%U”(Teq)(r - Teq)z +e
0

= U(req) + %k(r - 7’eq)z

dove si & posto k = U"(req); con la variabile = r —r4 il termine centrifugo

diventa R 3 Ricordando lo sviluppo binomiale
% (regta)?’ bp

m_oo m k m(m_l) 2
(1+x) —kz:%(k)x =1l+me+ ——Fr—a"+ .-

dacui (14+2)~2 = 1—-2x+32%+- - - si ha il seguente sviluppo per il potenziale
centrifugo:
RA(L+1)  RA(L+1) 2

x T
- 1-22 435 4 ...
2ur? 2ur? [ Te 2 ]

Arrestando lo sviluppo del pot. centrifugo all’ordine zero e troncando quello
di U al secondo ordine, ’equazione relativa a g diventa:

h? d? 1

oz Zkxlg=W 2.7

o 29 T ke g (2.7)
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2
con W =FE —U(re) — UL 14 9.7 8 I’equazione ad autovalori per un

2ur?
oscillatore armonico. Introducendo la lunghezza caratteristica xy tramite
. 2 .1 ..
I'eguaglianza 227 = %kajg e quindi passando alla variabile y = z/z, le
0

soluzioni di 2.7 si possono subito scrivere come

1
9o(y) = coHy(y)e 2V

dove H,(y) ¢ il polinomio di Hermite di grado v. Gli autovalori sono dati
da:
1 |k

1
szhye(v+§) v=0,1,2,--- ye:% p

1 r—r
Per quanto riguarda la funzione radiale R essa sara data da R(r) = —g( -
r

).

Zg
Nota: l’equazione 2.7 non e esattamente quella di un oscillatore armonico

poiché il limite inferiore di  non ¢ —co ma —r. (dato che r > 0); comunque 7, &
sufficientemente grande da rendere trascurabili le discrepanze con il caso del “vero”
oscillatore armonico.

Per quanto riguarda l’energia totale interna della molecola biatomica,
nell’ambito delle approssimazioni fatte, essa risulta decomposta in tre com-
ponenti, elettronica, vibrazionale e rotazionale, secondo la formula:

1. RAL+1
E,i=U(re) +hve(v+2) + Rl +1)

> (2.8)

2ur?
e la funzione d’onda per il moto dei nuclei si fattorizza nel modo seguente:

Y = 00(0)Yin 0, ¢) 29)

Si usa scrivere poi:

RA(L+1)  hA(L+1)
2ur2  8mlur?

— hBI(I+1)

Si introduce cioe la costante rotazionale B, = Wh—rg‘.

€
Nota: in spettroscopia si suole scrivere le formule dell’energia nella forma h x cost x
numero quantico dove cost ha le dimensioni di una frequenza (questo, ovviamente,
in analogia con la formula dell’energia per l'oscillatore armonico).

2.1.1 Correzioni all’energia al I ordine perturbativo

Proseguendo con lo sviluppo di U(r) si ha:

U(r) = Ulre)+ 50" (re)r=re)* 40" () (et o U7 () (r =)
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Analogamente, per il potenziale centrifugo:

RA(I+1)  RA(I+1 — 7 —7e)?
(+1) R0+ D [}, =r) =
2pur? 2ur? Te r2

Scriveremo
H = Hy + ax+bx®+ca®+da?
H,

Se consideriamo H; come una perturbazione, applicando la teoria perturba-
tiva al I ordine, si ha:

By = (o) 1Y) = (90(x) |Hi| go(a))

Per motivi di simmetria, solo i termini a potenza pari in H; potranno dare
contributo non nullo (il quadrato di g,(z) & una funzione pari) e dunque si

avra:
EY =b{g.|#*| 9u) +d (g0 || g)

Conviene esprimere le potenze di z in termini degli operatori di annichilazio-

$4

ne e creazione: T = Igy, y = @(cﬁ +a),y? = %(a2 t+at?+aat +ata). Nel
calcolare il valor medio di y? (come di qualsiasi altra potenza di y), soltanto
i termini che contengono un egual numero di creatori e annichilatori potran-
no dare contributo non nullo ( si ricordi che a™|v >= /(v +1)jv+1 > e
alv >= y/v|v — 1 >). Pertanto risulta:

1
<y? >,= =gy laa®™ +atalgy) =v+ 3

N =

Per y? si avra poi:

1

4 _ +,,t +,q1 +,+ + + +,+ +,+

< >,= =< aa aa a aa araa a aT+a aaa aaa  a a a aaq >

Yy vT Y Gv | | + + + + + |gv
(v+1)2 v2 (v+1)v v(v+1) (v+1)(v+2) v(v—1)

1
<yt >,= 1(602 + 6v + 3)

In definitiva si ha:

<a?>, = z3(v+3)
<at>, = z{d(?+v+3)
Saf [0+ 52+
I R A
07 ww T Anuw,
3RA(L+1) h 1
b<a?>,== N alll+1 -
77 >= g i 47r2/we(v+2) a(+)(v+2)

15



1
d<at >U:ﬂ(v+§)2+7

Se si va agli ordini superiori della teoria perturbativa si trova un’espansione
(detta di Dunham)! della forma:

1. .
By = Ulre) + Y aijv -+ ) 0 + 1P (2.10)
]
Ricordiamo infine due note forme analitiche spesso adoperate per approssi-
mare il potenziale U(r).
) 2
Eq. di Morse U(r) =D, {1 - e_a(’”_’"e)} (2.11)
2_,2y]2
Eq. di Varshni U(r) = D, [1 - %e_ﬁ(’" _’"e)} (2.12)
L’eq. di Morse non ha il giusto comportamento per r — 0 a differenza
dell’eq. di Varshni. A parita di numero di parametri ’eq. di Varshni e
spesso superiore a quella di Morse; tuttavia il vantaggio dell’eq. di Morse ¢
che I'eq. di Schrédinger risulta risolubile esattamente (per il caso [ = 0).
2.1.2 Transizioni energetiche vibrorotazionali

Utilizzando la formula d’ordine zero precedentemente incontrata:

1
Ey =U(re) + hve(v + 5) + hBI(l+1)

si ha
Eyy — Ey = hve(v' —v) + hB[I'(I' + 1) — I(I + 1)]

Vediamo le regole di selezione nell’approssimazione dipolare. Si ha
¢nvlm($7 T) = djn,el(m; T)Xv (T)}flm(ea ‘P)

<¢7w’l’m/

J‘¢7wlm> = /Xi/ (MY (0,9) [/ ¥ (z; PYdin (25 7) dz | Xo (1) Yim (6, @)r? dr sin 6 dodp

d= —BZFi + Z Zo€Ty; /'(b;;d;/}n dr = d_;l(r)

La grandezza cfel(r) € nota come “momento dipolare elettronico” e dipen-
de dalla distanza internucleare r; esso e orientato lungo ’asse molecolare e
vale zero per le molecole biatomiche omonucleari (per ovvi motivi di sim-
metria). Quindi non si ha spettro roto—vibrazionale per le molecole biato-
miche omonucleari. Per le biatomiche eteronucleari si avra, esplicitando le
componenti:

'Nella pratica Pespansione di Dunham viene assunta come una formula empirica, con
i parametri a;; tali da fittare lo spettro sperimentale
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(W' I'm’ |dy| vim)
<nv’l’m’ J‘nvlm> = (W''m/ |dy| vim) In coordinate polari
(W' I'm’ |d,| vim)
risulta:
d; = d(r)sinfcos¢
dy = d(r)sinfsine
d, = d(r)cosf
e pertanto

(W'I'm' |d,|vim) = /gvf(r)d(r)gv(r) dr/YTm,(H,gp)Ylm(O,go) cos 0sin 0 dfdyp

e analogamente per d, e d,. Dalle proprieta delle armoniche sferiche si hanno
subito le regole di selezione per [ e m:

I'=14+1
m'=m+1l o m=m

Per quanto riguarda la funzione d(r) noteremo che essa tende a zero per
r — 0 (gli atomi non hanno momento dipolare) e, nel caso di dissociazione
ad atomi neutri della molecola diatomica, d(r) — 0 per r — oco. Espandendo
d(r) attorno alla distanza di equilibrio r. e troncando lo sviluppo al primo
ordine, risulta:

d(r) =d(re) +d (re)(r—re) + -
/gvfd(r)gv dr = d(re)dyy + d (re) (V' |z|v)
e dunque le regole di selezione per il numero quantico vibrazionale v saranno:
VV=v o vV=0v+£l1
Se v/ = v abbiamo lo spettro rotazionale puro:
Eyy — By = By — Ey = hB[I'(I' +1) = (1 + 1)]
Conl'=1+1siha
Eyii1 — Ey = hB[(1+ 1)1 +2) —1(1+1)] =2hB.(I+1) 1=0,1,2,---
Se invece I =1 — 1 si avra:
Eyi-1—FEy; =—-2hBl 1=1,2,---

Ora sappiamo dalla termodinamica statistica che il numero di molecole con
hBe
energia hB.I(l + 1) & o (21 4 1)e” #7 '+ 3 una certa temperatura T. 11
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hBe
massimo si ha (trattando [ come una variabila continua) per 2~ wr WUHD) 4

hB, e 2T
(2l + 1)(— ]{‘TE)(2Z + 1)6_%1(“'_1) = 0 ossia per 2[ +1 = h—Be; lnae =
1 /2T 1 . . . .\ . .
S\ 7LE 3 (eguaglianza da intendersi nel senso del pit prossimo intero).
[

Con v/ = v + 1 si ha lo spettro roto—vibrazionale di assorbimento; si
hanno due casi a seconda che I’ =1+10l' =1—1:

Eyi1141 — Ey = hve+2hB.(l+1) R-branch
Eyi10-1—Ey = hv, — 2hB.l P-branch

La riga corrispondente alla transizione vibrazionale “pura” E, 1, — E, =
hve € proibita (Q-branch).

Se correggiamo la formula di F,; con i primi termini aggiuntivi della serie
di Dunham, si ha:

1 1 — 1
Ey = U(re)+hye(u+§)+hBel(l+1)—huexe(v+§)2—hDe[l(l+1)]2+hae(v+§)l(l—|—1)

Eyi1101— By = he+2h B (14+1) —hvea 2(v+1)—4h Do (14+1)3 + hae (14+1) (14+-2v+3)

Come esempio di spettro vibro—rotazionale riportiamo in figura 2.1 il caso
della molecola di HCI.

T "Wl
ﬁ h
3
i U U e
2800 Q 3000
P-Branch R-Branch
¥/em!
Figura 2.1:  Spettro vibro-rotazionale della molecola di HCI; lo

sdoppiamento delle righe ¢ dovuto ai due isotopi (35 e 37) di CL

2.1.3 Effetto Raman (cenni)

Nello scattering (diffusione) di un fotone da parte di un bersaglio molecolare
possiamo avere i casi seguenti:
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e Scattering elastico: 'energia del fotone diffuso & uguale a quella del
fotone incidente (Rayleigh scattering)

e Scattering anelastico, con perdita o guadagno di energia da parte del
fotone uscente: hv + Epy = h/ + E);; Av =1V —v = —AE)/h, dove
AFEj; misura il salto quantico tra le energie molecolari. In questo
secondo caso siamo in presenza dell’effetto Raman.

Il fenomeno dello scattering della luce ¢ debole e occorre un raggio molto
intenso (laser) per osservare l'effetto Raman. Il caso in cui il fotone uscente
ha frequenza inferiore a quello entrante (con contemporanea eccitazione della
molecola a un livello energetico superiore) ¢ detto Stokes—Raman; il caso
opposto del fotone uscente con frequenza superiore € chiamato anti—-Stokes—
Raman.

Cio che governa l'effetto Raman ¢ la polarizzabilita molecolare. In un
campo elettrico E (statico o oscillante) la molecola acquisisce un momento
dipolare indotto proporzionale al campo applicato: J;nd = oFE. In una
trattazione classica semplificata, considerando che la molecola ruota e vibra
e che pertanto la polarizzabilita ¢ una funzione del tempo, porremo: a =
ap+aq coswyst, con wys una “frequenza molecolare” caratteristica; E¢ pure
funzione di t: E = Eycoswt (trascurando z/\). Pertanto:

ding = aoEg cos wt + a1 Fg coswt coswpt
1

Ricorrendo alla nota identita trigonometrica cosacos 3 = 3[cos(a 4 3) +
cos(a — )] si ha:

-

. 1 - 1 -
ding = aoFEpcoswt+ —agEycos(w+wp)t+ —ajFgcos(w —wpr)t
————— 2 2

Rayleigh anti-Stokes Stokes
(2.13)
In realtd o non ¢ una semplice costante (se non in casi di grande simmetria
della molecola) e la relazione che intercorre tra le componenti del dipolo
indotto e quelle del campo elettrico e la seguente:

dind,x:axxEm +axyEy ‘o B,
dind,y=0yo Lo +oyy Byt E,
dind,z =0 By +azyEy +a. . B,

0, adoperando le matrici:

dﬁ? EI
dy | =a | E, | dove la matrice o ¢ detta tensore di polarizzabilita.
dZ EZ

In meccanica quantistica il dipolo indotto dovra essere calcolato come

dy Y(x, t)> e

le componenti della polarizzabilita saranno date da: oz, = (Odindg,./0FEz)o

valor medio del corrispondente operatore: djuq., = <zp(aj,t)
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etc. La polarizzabilita € una proprieta elettronica, come il momento dipo-
lare permanente di una molecola. In una molecola biatomica, similmente a
quanto si fa con il momento dipolare, si potra effettuare lo sviluppo in serie
attorno alla distanza di equilibrio:

a(r) = a(Re) +d(re)(r —re) + -+

Le regole di selezione che si incontrano nella spettroscopia Raman sono de-
terminate da elementi di matrice del tipo (v'I'm’ |a| vim), pertanto, facendo
uso dello sviluppo visto sopra, si ha:

W't'm’ ol vim) =< v'|v > (Yo [a(re)| Yim)+ (' [r = rel v) (Yem [0/ (re)| Yim)

Per quanto riguarda la dipendenza del tensore o dalle coordinate angolari 6
e  si ha che le componenti di ogni tensore si comportano come i prodotti
xx,xy etc. Cio implica che le variazioni permesse di [ possono essere solo
Al = £2,0. Per quanto riguarda la variazione del numero quantico vibra-
zionale v, si ha Av = 0 dal primo termine e Av = £1 dal secondo. Il primo
caso (Av = 0) si verifica nella spettroscopia Raman puramente rotazionale
e il secondo nella spettroscopia Raman vibro-rotazionale (Av = £1).
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Capitolo 3

Spettroscopia
roto—vibrazionale delle
molecole poliatomiche

3.1 Rotazione delle molecole poliatomiche

Riscriveremo ’approssimazione di Born—Oppenheimer e ’equazione di Schrodin-
ger per il moto dei nuclei nella forma seguente:

Yot (2, R) = her(z; R)Yn (R)

{Tn + U(R)}YN (R) = Bttty (R)

Decomporremo quindi 7}, nelle sue varie componenti:
Tn = Ttr + Trot + Tm‘b + Tvib—rot
Nella molecola biatomica si aveva semplicemente:

L? L? T
Trot + Trot—wiv=—5=—5{1—-2—+---
rot rot—vib 2,&’!"2 2/”‘2{ T }
Nelle molecole poliatomiche una formula analoga e di gran lunga piti compli-
cata; in questa trattazione considereremo la molecola come un corpo rigido
e ci preoccuperemo solo del termine T;..;.
In un corpo rigido il momento di inerzia attorno a un asse a € dato da
I, =3, marg, dove r, misura la distanza della particella a-esima dall’asse
a; ora in un corpo rigido esistono tre assi preferenziali, ortogonali, detti assi
principali di inerzia a, b e c tali che :
1

T = §Iaw§ +

1

1
2 2
§Ibwb + §Icwc
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Per trovare i tre momenti I, Ij, e I. (momenti principali di inerzia) si cal-
cola dapprima il tensore di inerzia in un sistema di riferimento baricentrale
arbitrario:

Za Mq (ygz + Zgé) - Ea MaZlaYa - Ea MaTazZa
I= =Y aMalYaTa  DqMa (mgl + Zgl) = 2o MaYaZa
=20 MaZaTa —YaMaZaYa Do Ma (533 + yi)

La matrice I & hermitiana (simmetrica reale) e puo essere diagonalizzata
tramite una matrice ortogonale (matrice di rotazione):

I, 0 O
RIR = 0 I, O | I tre autovalori sono i momenti principali di
0 0 I.

inerzia cercati e la matrice R esprime la rotazione cui si deve sottoporre la
terna cartesiana di riferimento per trasformarla in quella degli assi principali
di inerzia.

Se I, # Iy # 1. il corpo rigido e detto asymmetrical top; se I, = I #
1. siamo nel caso del symmetrical top; se infine I, = I, = I. il corpo &
uno spherical top. Se la molecola possiede una qualche simmetria, essa
dovra essere rispettata dagli assi principali di inerzia. Cosi nel caso della
molecola di HoO (gruppo di simmetria Co,) un asse dovra coincidere con
Passe di simmetria Cy e gli altri due saranno 'uno nel piano molecolare e
Paltro (ovviamente) perpendicolare a questo. Nella molecola di NH3 (gruppo
di simmetria Cj,), un asse coincide con C3 e gli altri due possono essere
scelti arbitrariamente (purché ovviamente ortogonali); tutte le molecole che
abbiano almeno un asse di simmetria C'3 sono (almeno) symmetrical tops.
Nel caso della molecola di metano (gruppo Ty) la simmetria ¢ cosi elevata
che ogni terna baricentrale puo essere scelta come sistema di assi inerziali; il
CHy4 & uno spherical top. Nel caso dei symmetrical tops si ha una ulteriore
classificazione: se I, = I, < I. si ha un s.t. oblato (una molecola piatta, ad
esempio il benzene), se invece I, < I, = I. si ha un s.t. prolato (molecola
allungata, ad esempio PCls).

Dalla meccanica classica sappiamo che la componente del momento an-
golare su uno dei tre assi (ad es. a) & L, = I,w, per cui l'energia cinetica
puo essere subito espressa in forma hamiltoniana:

L2 1?2 I2
T, =@ 4 b 4 —“c
"I, + 21b + 21,

Tale formula e valida anche in meccanica quantistica, dove intenderemo con
Ly, Ly e L. le tre componenti dell’operatore momento angolare totale di
rotazione della molecola lungo gli assi principali di inerzia a, b e c. L'eq. di
Schrodinger per il moto rotazionale avra dunque la forma:

Trl/}rot = Erot'lprot (3 1)

Yot € funzione di 3 angoli che individuano la posizione della terna a, b, ¢
rispetto a quella fissa z,y,z. Tali angoli, detti angoli euleriani sono cosi
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definiti: 8 e ¢ sono le coordinate polari del versore di ¢ e v € ’angolo di cui
bisogna ruotare attorno a c per portare b nel piano xy.
Il caso piu semplice da trattare ¢ quello dello spherical top:

1 2 2 2 L2
TT:ﬂ(La_‘_Lb_‘_LC):ﬁ

Gli autovalori dell’eq. di Schrédinger (3.1) sono pertanto:

2

h
Er=—L(L+1) L=0,1,2---
L 21(+) 5 Ly 4y

Per un symmetrical top si ha:

L2+12 1?2 [2 1 1
_tath g Ze 2 (o 2 (3.2)

T -
" 21, 2, 21, 2, 21,

Ora T,, L? e L. commutano (L? commuta con ogni sua componente) e
dunque le funzioni ¥, (0, ¢,7y) possono essere scelte come autofunzioni di
L? e L.; inoltre anche L, (la proiezione di L sull’asse fisso z) commuta con
L? e L.'. In definitiva 1, puo essere scelta come autofunzione di L2, L. e
L,:
L2wrot - h2L(L + 1)’4’7‘01&
Lc¢r0t = hmwrot
Lzﬂ)rot = hM¢rot

Potremo assegnare a . i tre numeri quantici L,m, M: ¥, (0,¢,7) (ar-
moniche di Wigner). Gli autovalori di T} sono dunque:

E h2L(L+1)+(1 1)h2 2

=57 — — — )h"m
Lm =91, 21, 21,

Notiamo che si ha la medesima energia per +m e per —m e che non si ha
alcuna dipendenza da M. La degenerazione degli autovalori E'r,, € pertanto
22L +1)sem # 0 e (2L + 1) se m = 0 (Nel caso dello spherical top
visto sopra, la degenerazione ¢ (2L + 1)2 non essendovi alcuna dipendenza
dell’energia né da M né da m). Se introduciamo le costanti rotazionali:

_h _h _h
- 8n2I,’ - 8n2[)’ - 82,
si ha:
Epm = hAL(L + 1) + h(C — A)ym? (3.3)

!Quest’ultima commutazione non & evidente; si pensi che L. = ¢- L (proiezione di L
sul versore dell’asse mobile ¢) &€ uno scalare e dunque invariante rispetto alle rotazioni (e
L. & associato a una rotazione infinitesima attorno all’asse z)
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Il caso degli asymmetrical tops ¢ il piu complicato: rimane la sola com-
mutazione tra T, e L? e L, (tra ogni coppia di questi operatori) e la funzione
d’onda avra i soli indici L, M. Si potra sempre scrivere:

rot Z¢Mmcm (34)

Per trovare i coefficienti di espansione ¢, bisogna diagonalizzare la matrice
di 7} nella base delle w]L\/[m e la dimensione di tale matrice ¢ 2L + 1

3.1.1 Spettro di microonde

Perché si possa osservare lo spettro di microonde occorre che la molecola
abbia un momento elettrico dipolare permanente. Dunque gli spherical tops
sono automaticamente esclusi come pure i symmetrical tops planari. Per un
symm. top non planare, bisogna valutare il momento dipolare di transizione
< ﬁ’m
essere I'asse ¢) e pertanto:
dsin @ cos ¢
d=| dsinfsin ¢ | come nelle molecole biatomiche (si noti che non c’e
dcos@

alcuna dipendenza dall’angolo 7). Le regole di selezione sono pertanto:

/ J‘ zp]me>; d ¢ diretto lungo l'asse di simmetria (che assumeremo

AL=41 AM=0,41 Am=0
Quindi se Ep,, = hAL(L + 1) + h(C — A)m?, si avra per 'assorbimento:
ELsim — Bl = 2hA(L +1)

E’ possibile dunque avere informazioni solo sulla costante A dallo spettro
di microonde su una molecola di tipo symm. top. Utilizzando l'effetto
isotopico & talvolta possibile determinare in maniera completa la struttura
molecolare. Vediamo il caso della molecola di NHjs: indichiamo con r la
distanza NH e con « I’angolo tra NH e ’asse di simmetria C3. Nella terna

degli assi inerziali si ha: zy = —3—7“ cosa e zp = M—r cos a.. Le coordi-
. V3

nate z e y degli idrogeni sono: Hy (rsina,0), Hy (—3rsina, ¥2rsina), Hs
(—3rsina, —@r sin ). Di qui si deduce:

Impgmpy 3

I, = Zma ya +z ) N 2o a4 —myr?sin®a
Mot 2
Con NDj si ha:
3mDmN 3
I = ——"r?cos’a + —mpr?sin®«

Dalla conoscenza di I, e I si determinano sia r che a.
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3.2 Vibrazioni molecolari

Considereremo il caso delle piccole vibrazioni in una molecola poliatomica
attorno alle posizioni di equilibrio, nel sistema di riferimento mobile abc degli
assi inerziali che trasla e ruota con la molecola. Indicheremo con a,, by, co
le coordinate cartesiane del nucleo a-esimo, con aqe, bae, Cae le coordinate
della posizione di equilibrio e con o = o — Gae, Yo = ba —bae, Za = Ca — Cae
le coordinate del vettore spostamento dall’equilibrio. L’energia cinetica T' =
% > Mal(d2 4+ 92 + 22) puo essere riscritta, utilizzando coordinate “mass—
weighted” q1 = /miz1, 2 = /miy1, @3 = /M2, @4 = /Max2, etc.,
come T = %Ef’ivl qf L’energia potenziale in cui si muovono i nuclei puo
essere espressa in queste coordinate e puo essere sviluppata in serie di Taylor
attorno al punto di minimo (il vettore (0,0,---,0)):

oU 1 o0*U
UQ1>Q27""Q3N :U0707 + <_) qi+ = a. A qiq; + -
( )= 0009+ 5 (50) a5+ 55 (g ) 99
0*U
0q;0q;
q i vettori colonna che hanno come elementi i ¢; e ¢;, rispettivamente. Si ha
subito:

Formiamo la matrice U con elementi u;; = ( ) ; indichiamo con q e
e

I 1.
T:§ q U:Ue+§qu

dove abbiamo usato (0U/9¢;)e = 0, essendo il punto di equlibrio un minimo.
Le equazioni del moto si ottengono scrivendo la forza che agisce su
ciascun punto materiale:

D By dt? '
Ora si avra:
oU dq; OU oU )
B - E— = A/ o~ = 3 - 1 1
0ry Oy 0gj mn 0q; (con j (o )+1)

1 9qi Jqir
= 2\/ma;uzz/ (aQ'qu + aqj

j
1
= 3VMa Zuji’Qi/+ZuijQi
it i
1
= ia/ma(22ujiqi)
i

d.. _ 1 d_ . dz, _ 1 d* )
Inoltre Zxq = Nk ot = NG e pertanto:

A’z d2qj

maW = maﬁ = —\/mazujz’%‘
(2
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0, in forma matriciale:

q=-Uq (3.5)

L’eq. 3.5 ¢ un insieme di equazioni accoppiate che puo essere semplifica-
to se si pensa che la matrice hermitiana (simmetrica reale) U puo essere
diagonalizzata tramite una matrice ortogonale R:

RUR = A (A diagonale)

Quindi: 3 ) ) 3
U=RAR; g=-RARq; Rq=-ARq

Porremo Q = Rq; Q ¢ il vettore delle coordinate normali:

3N 3N
Qi =Y _Rijqj =) Rjig; (3.6)
Jj=1 J=1
Per la i-esima coordinata normale si ha QZ = —\;@; che si risolve immedia-
tamente in
Qi = B; cos(v/ \it + ;) (3.7)

con B; e ; opportune costanti determinate dalle condizioni iniziali. Tor-
nando alle coordinate ¢ si ha:

3N 3N
j=1 Jj=1

Prendiamo la soluzione particolare in cui B; = 0 per ogni ¢ tranne che per
i =k:
qi = Rip B cos(v/ Akt + ¢x)

Pertanto ciascun atomo vibra con la medesima frequenza angolare v/\;, e con
la stessa fase . Tale vibrazione e¢ detta un modo normale di vibrazione
(il k-esimo modo). La soluzione generale della meccanica classica ¢ una
combinazione lineare di tali modi normali.

Degli autovalori A; si puo vedere che 6 sono uguali a zero. Tali autovalori
corrispondono a moti traslazionali e rotazionali della molecola per i quali le
forze di richiamo sono nulle. I moti traslazionali sono facili da scrivere in
quanto possono essere assunti come descritti dalle coordinate baricentrali.
Cosi, ad esempio, possiamo identificare Q3n_5 (porremo come ultimi nella
successione dei @) tali modi con autovalore nullo) con:

1 & 1 I
Qsn—5 = M a;maxa = M az::l vVMaqj(a)

(dove la sequenza degli indici j(a) € 1,4,7,---3(a — 1) + 1) e Qsn_s = 0
poiché non c’é forza di richiamo se la molecola trasla; cosi Q3ny_5 = 0Q3N—5
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e A\3n_5 = 0; analogamente per le altre coordinate baricentrali lungo y e z e
anche (ma ¢ pitt complicato) per i moti rotazionali. Se la molecola ¢ lineare
nella configurazione di equilibrio, si hanno solo 2 coordinate rotazionali e
dunque solo 5 autovalori nulli nella matrice A.
L’energia totale (classica) per la molecola, omettendo U, sara:
1- 1

T+U=E = 744+ ;qUq

1 —= . 1 —
= 3RQ)RQ)+ 5(RQU(RQ)
_ %QRRQ + %QRURQ
1=~. 1~
Ossia
3N—6 13N<6

1 )
E:Ue+§ZQf+§Z)\ZQ? (3.9)
=1 =1

Nota: Nella eq. (3.9) sono stati omessi i termini cinetici relativi ai moti traslazio-
nali e rotazionali in quanto questi si trattano a parte.

Per scrivere ’espressione dell’hamiltoniano quantistico occorre utilizza-
re i momenti corrispondenti (coniugati) alle coordinate @;; come da T =

1/2mi? si ricava p, = g—g (= ma), cosl, analogamente si puo dimostrare che
il momento coniugato a @; € proprio P; = gg_ = ;. Pertanto la funzione
hamiltoniana classica risulta:
3N—6 ¢
Ha= 3 5(P?+X0Q7)
i=1

Per passare poi all’hamiltoniano quantistico occorre sostituire a P; 'opera-
tore differenziale —ih{%_:

H ¢& una somma di 3N — 6 hamiltoniani armonici disgiunti e dunque le
autofunzioni di H sono esprimibili come prodotti di n singole autofunzioni
riferite a ciascun hamiltoniano componente:

P(Q1,Q2, -, Qan—¢) = V1(Q1)Y2(Q2) - - Y3n—6(Q3n—6)

con:
H(Qd’i(@i) = Eii(Q;) ;
H(i) = 3(-1? 25 + \iQ2) = hwi(—3 2 + §u?)
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con w; = VAi; ¥i = Qi/a;, a; essendo la distanza caratteristica (mass—

weighted) determinata dall’eguaglianza Z—; = Aia?. E dunque, ricordando le

soluzioni per l'oscillatore armonico:
1,2
Vi(ys) = Hy, (ys)e” 2%
E; = hw;(v; + %)
Evl,v2,~~~,v3N_6 = hwl(vl + %) + hLUQ(’UQ + %) + -+ hW3N_6(’U3N_6 + %)

Come esercizio sull’'uso della tecnica delle coordinate normali vediamo in
dettaglio 'applicazione al caso gia noto della molecola biatomica. Indican-
do con abc la terna degli assi principali d’inerzia, si ha che gli atomi 1 e
2 avranno soltanto le coordinate lungo ¢ diverse da zero: ci,cie,Ca,Coc €,
analogamente, tra le coordinate mass—weighted, solo g3 e gg saranno non
nulle: g3 = /mi(c1 — cie), g6 = /ma(c2 — c2e). L'energia potenziale (nel-
lapprossimazione armonica) ¢: U = U, + %(u;),gq% + ug6qd + 2u36q3qs). Per
trovare le costanti u;; basta ricordare che U = U, + %k‘e(r — re)Q, r=cg—cCq,
Te = C2¢—Cle, T—Te = q6/+/M2—q3//Mm1, da cui uzz = ke/m1, ugs = ke/ma,
usg = —ke/ v/mima. Per trovare le frequnze normali di vibrazione occor-
re cercare le radici dell’equazione caratteristica per la matrice U, ossia
det(u;; — Ad;j) = 0. Fatti i conti, si ottiene A = 0 (con molteplicita 5) e
A = ug3 + uge = ke/

3.2.1 Simmetria e vibrazioni

Se la molecola possiede una simmetria nella configurazione di equilibrio, ta-
le simmetria ha una influenza profonda nella caratterizzazione dello spettro
vibrazionale e nella determinazione delle regole di selezione. A prima vista
la cosa puo apparire sorprendente perché la molecola, nell’effettuare la vi-
brazione, perde, anche completamente, la simmetria della configurazione di
equilibrio. Ad esempio, la molecola di acqua ha una configurazione di equi-
librio che appartiene al gruppo C, ma, in un generico spostamento dalla
posizione di equilibrio, il gruppo si riduce a Cs (ogni molecola triatomica
possiede sempre almeno un piano di simmetria, quello in cui giacciono i tre
nuclei). Il punto importante da comprendere & che una volta effettuate le
operazioni di simmetria (quelle di cui gode la molecola nella configurazio-
ne di equilibrio), la configurazione finale che si ottiene ¢ si distinguibile da
quella iniziale ma le relazioni geometriche risultano inalterate per cui:

U(Rr, Ry, ---) = U(r1, 72, )

dove R & cio che si ottiene applicando ’operazione di simmetria R al vettore
di spostamento ;. Tale applicazione di R a 7; puo essere pensata realizzarsi
in due fasi:

1) si applica 'operazione centrando sull’atomo da cui parte 7
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2) si applica l'eventuale permutazione e si trasla conseguentemente il
vettore di spostamento

E’ anche comodo pensare le posizioni di equlibrio come immutate in que-
ste trasformazioni cosicché le trasformazioni si applicano ai soli vettori di
spostamento. Cosl, per il caso della molecola d’acqua, si avra, per quanto
riguarda 'operazione di simmetria Csy:

To —Z, -1 0 0 0 O O O 0 O To
Zo Zo O o0 1 o o0 0 0 0 0 Zo
T —2 0 0 0 O 0 0 -1 0 O T1
Gl = w|=]0 000 000 —-10]|]|wn
21 22 0 0 0 O 0 0 O 0 1 21
To - 0O 0 o0 -1 0 0 O o0 O T2
Y2 ~y 0 0 0 0 10 0 0 0]/
%] | ] Lo o0 0 01 0 0 0]z

La medesima trasformazione si applica al vettore delle coordinate mass-
weighted q; indaghiamo ora su cio che accade al vettore delle coordinate
normali Q: si avra CoQ = Q' ma U = %Zf’ivl_ﬁ )\Z-Q? risulta invariante
rispetto all’operazione di simmetria poiché, come si € visto, la configurazione
finale conserva le medesime relazioni geometriche di quella iniziale e dunque
Ienergia potenziale & la stessa:

U(Q1,Q2,--+,Q3n—6) =U(Q],Q3, -, Q5y_¢)

3N-6 3N—6
DRI =Y Xi(CaQi)?
i=1 =1

Se 1 \; sono tutti distinti si deve avere:

(CQQi)Q = Q? ossia (C9Q; = +Q;

e si avranno coordinate normali simmetriche (segno +) o antisimmetriche
(segno —) rispetto all’operazione di simmetria data. Ma se due \; risultano
uguali, si avra (ragionando qui su Aj):

A (QF + Q3) = M((C2Q1)” + (C2Q2)?)

Ora cio & compatibile solo con una struttura del tipo:

o, Q| _ | v vi2 Q1
Q2 V21 V22 Q2

dove la matrice V ¢ unitaria (ortogonale). Infatti:

Q1
Q2

1

(C2Q1)*+(C2Q2)* = ’12+Q’22=[Q’1Q’2][ ]z[QlQQWV[QQ]:Q%Q%
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Piu in generale, nel caso di una frequenza g volte degenere si avra una matri-
ce V di dimensione g x g che effettua la trasformazione. Nel caso di assenza
di degenerazione, come si ¢ visto prima, la matrice ¢ monodimensionale e
vale +1. Usualmente le matrici V costituiscono una rappresentazione #rri-
ducibile per il gruppo di simmetria dato; in caso contrario si parla di degene-
razione accidentale, esattamente allo stesso modo di quanto accade per 1'uso
della simmetria con gli orbitali molecolari. Cosi, ad esempio, se una mole-
cola appartiene al gruppo C9,, non avendo questo alcuna rappresentazione
irriducibile piu che monodimensionale, ci aspettiamo che le frequenze di vi-
brazione siano tutte non degeneri (se cosi non fosse, ¢ assai probabile che la
molecola goda di una simmetria piu elevata di Cy, essendo la degenerazione
accidentale un evento assai improbabile).

3.2.2 Classificazione per simmetria delle coordinate normali

Vedremo ora alcuni esempi di applicazione dei concetti esposti preceden-
temente. Per il caso dell’acqua si ha la seguente tabella dei caratteri:

Cay ‘ E Cy o(yz) o(xz) ‘

Ay |1 1 1 1 z
Ay |1 1 -1 -1 R,
By |1 -1 1 1 |y R,
By [1 -1 -1 1 | zR,

Per quanto riguarda la traccia x delle matrici che esprimono ’azione
delle operazioni di simmetria sul vettore degli spostamenti dall’equilibrio
dei vari atomi, bastera prendere in considerazione solo quegli atomi che non
vengono permutati. L’identita FE, lasciando tutti gli atomi inalterati, avra
la massima traccia possibile 3N. Nell’esempio in questione y(FE) = 9. Per
Cs si considera solo 1'ossigeno:

T, -1 0 O T,

Col wo |=] 0 =10 Yo

Zo 0 0 1 2o
x -1 0
e x(C2) = —1 0(zy) lascia i tre atomi invariaticono(zy) | vy | =| 0 +1
z 0 O

per ogni atomo, per cui x(o(zy)) = 3. Infine o(zz) va solo considerata nella
sua azione verso 1'ossigeno e risulta subito x(o(zz)) = 1. Pertanto le tracce
della rappresentazione riducibile a nove dimensioni risultano:
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| E Cy o(zy) ofzx)
x|9 -1 3 1

Tale rappresentazione si decompone in una somma diretta di rappresen-
tazioni irriducibili, in maniera che:

X =na, A1 +na,As+np, B +np,Bo

dove n; (il numero di volte che la i-esima irrep. & contenuta nella rapp.
riducibile) ¢ dato dalla formula: n; = 3 >z X(R)x;(R). Nel nostro caso
risulta: na, = (9 —1+3+1) = 3; na, = 1; np, = 3; np, = 2. Pertan-
to x = 341 + Ay + 3B1 + 2B5. Esaminando l'ultima colonna della tabella
dei caratteri 3.2.2 ci accorgiamo subito che i tre moti traslazionali si tra-
sformano come Ay, Bj, By mentre i tre moti rotazionali seguono Ay, By
e By. Escludendo pertanto tali moti rimane 241 4+ B; per i modi normali
di autentica vibrazione: esistono quindi due modi normali totalsimmetrici,
appartenenti cioe a Aq, (uno stretching simmetrico e un bending simmetri-
co) e uno appartenente a Bj (stretching antisimmetrico). Non ci si aspetta
alcuna frequenza di vibrazione degenere.

Come secondo esempio, vediamo la molecola di metano la cui configura-
zione di equilibrio ha una simmetria descritta dal gruppo T}.

Ty | E 8C3 3Cy 6og 654
A1 1 1 1 1
Ay | 1 1 1 -1 -1
E|]2 -1 2 0 0
3
3

Ty 0 -1 -1 1 | Ry, Ry, R,
Ty 0 -1 1 -1 | x,y,2

Ricordiamo che il gruppo Ty consta di 24 elementi, ripartiti in 5 clas-
si: I'identita, 8 rotazioni ternarie (assi CH nel metano), 3 rotazioni binarie
(assi bisettori di HCH), 6 riflessioni (piani HCH) e 6 rotoriflessioni quater-
narie (con asse di rotazione il bisettore HCH e piano di riflessione ad esso
perpendicolare). Si hanno 5 rappresentazioni irriducibili, di cui due mo-
nodimensionali, una bidimensionale e due tridimensionali. Nel considerare
la rappresentazione riducibile portata dal vettore degli spostamenti, ci sara
utile considerare che, per una rotazione propria di un angolo «, un atomo
non soggetto a permutazione contribuisce alla traccia per un valore pari a
2 cos v+ 1; quindi per una rotazione C3 (o = 120°, cos @ = —%) il contributo
e 2(—% +1 = 0. Per un asse 5, il contributo alla traccia per atomo non
permutato ¢ 2cosa — 1 (poiché S,, = C), - 03,). In definitiva risulta assai
semplice scrivere la tabella dei caratteri per la rappresentazione riducibile
portata dal vettore degli spostamenti:
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| E 8C3 3Cy 604 6S4 |
|15 0 -1 3 -1 |

La decomposizione di tale rappresentazione risulta pertanto:

na,= 5 (154+0—-3+18 — 6)=1
na,= 5;(15+0— 3 — 18 + 6)=0
ng=s5; (30+0—-6+0+0) =1
ny = 5;(45+0+3—18 — 6)=1
np,= 5;(45+ 04 3+ 18+ 6)=3

|“u>|"u>|

e

Tolte le traslazioni e le rotazioni, che seguono le rappresentazioni 75 e 11, si
rimane con Ay + F+ 275 per quanto riguarda le vibrazioni normali. Pertanto
le frequenze di vibrazione nella molecola di metano sono classificabili nel mo-
do seguente: una frequenza non degenere (A7), una doppiamente degenere
(E) e due tre volte degeneri (T3).

3.2.3 Regole di selezione negli spettri rotovibrazionali

Le regole di selezione negli spettri rotovibrazionali sono determinate dall’in-
tegrale implicante il momento dipolare <z// ‘(ﬂ 1/1>, dove 1) e 9’ designano
lo stato iniziale e finale. Nell’approssimazione di Born—Oppenheimer la
(funzione d’onda per il moto interno delle particelle) ha la ben nota forma:

¢ = wel (33‘; R)wvib(Q)djrot(eSO’Y)
Inoltre d = —e > iTi+ 20 Za€To € pertanto
(v = [ v ([ vidiadee) vt dr
= <wvib’¢rot’ |ﬁ| wvibwrot>

dove abbiamo designato con fi il momento dipolare elettronico della mole-
cola:

H(Q1,--,Q3n—6) = /1/}:[(1_;/}@1 dxz,

Tale vettore dipende dalla geometria della molecola, che noi opportunamen-
te descriviamo mediante le coordinate normali (), e dall’orientazione della
molecola stessa (gli angoli euleriani). Se indichiamo con €,, €, e €. i tre
versori relativi al sistema ruotante degli assi inerziali, possiamo scrivere:

H = la€a + Hp€h + HcCe

In tale formula pg, @y € e dipendono solo dalla geometria molecolare, ossia
dalle coordinate interne @) e i versori e dipendono solo dagli angoli euleriani.

<¢, di‘¢> = <wvib/¢rot/ |Maga + Nbgb + Mc€c| wvib¢rot>
= <wm’b’ |Na| wvib> <wrot’ ‘€a| ¢r0t> + -
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Vediamo ora per sommi capi la dipendenza dei versori €; dagli angoli eule-
riani. Per quanto riguarda €., versore dell’asse z locale, esso dipende solo
sin @ cos ¢
da 0 e ¢ e si ha subito €. = | sinfsiny | Per gli altri versori, possiamo
cos 6
pensare la trasformazione che porta dal sistema di assi fisso nello spazio a
quello ruotante degli assi a,b ¢ come attuata in tre stadi: il primo stadio
consiste nella rotazione attorno all’asse z di un angolo ¢; un vettore con
coordinate x,y e z nel sistema fisso avra coordinate z’,7’ e 2’ nel nuovo

sistema ruotato, secondo la trasformazione seguente:

x’ cosep singp 0 T
y | =| —sinp cosp 0 Yy
2 0 0 1 z

Il secondo stadio consiste nella rotazione degli assi z’,', 2’ di un angolo 6
attorno all’asse . In questo nuovo sistema il vettore con coordinate z’,y', 2’
si scrive come:

z" cosf@ 0 —sinf x
y/l — 0 1 0 y/
2" sinf 0 cosf 2

Infine il terzo stadio ruota il sistema x”y”z” di un angolo ~y attorno all’asse

2" si avra:

" cosy siny 0 x
y" | = | —siny cosy 0 y”
Zl/l 0 0 1 Z”

Con questi tre stadi abbiamo portato il sistema di assi zyz a coincidere
con quello abe. 11 generico vettore con coordinate x,y e z nel sistema fisso
¢ “visto” avere coordinate z”,y"” e 2" nel sistema degli assi inerziali abc.

Risultera:
n

dove abbiamo indicato in maniera semplificata le matrici di rotazione scritte
in dettaglio precedentemente. Tale relazione puo essere facilmente invertita,
ricordando che le matrici di rotazione sono ortogonali ( e dunque il loro
inverso coincide con la trasposta) e che l'inversa di un prodotto di matrici e
il prodotto delle inverse in ordine opposto ((AB)~! = B~tA~1):

"

x

y | =100l | v

"
z

7
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Ora il vettore €, ad esempio, ha come coordinate (1,0,0) nel sistema mobile
abc e la relazione precedente permette di ottenere le sue coordinate x4, yq, 24
nel sistema fisso. In tal modo l'integrale rotazionale (V.01 |€4] ®ror) si espri-
me interamente in termini degli angoli euleriani. Pur essendo possibile dare
formule generali per tali integrali, noi ci asterremo dai relativi calcoli, che
sono assai laboriosi. Ci limiteremo a ricordare le regole di selezione relative
al numero quantico L, indice del momento angolare totale, AL = +1,0.

Consideriamo ora l'integrale sulle coordinate interne (Y |tta| Yvin) €
espandiamo in serie di Taylor la grandezza pu(Q1,---,Q3n—¢) attorno alla
posizione di equilibrio (0,0, ---):

3N—6

= flae + Z (gg‘z) i

Risulta:

3N—6

Otta
<¢m’b’ |;ua| T;Z}vib> = Uge < TZme'me > + Z ( A

Qi

microonde infrarosso
Si hanno poi i seguenti passaggi:

boin = [127 % by, (Q5)
< wvib’|wvib >=< %’1 (Ql)wvé (Q2) e |,¢Ul (Ql)wvg (Q2) e >= 51; 1)151)/'02 T 5U§N_61)3N,6

) (Vuivy |Qi] Yuin)

(3.10)

(o 1Qil i) =y (Q1) -+ 00y (Q0) -+ 1Qil ¥y (Q1) -+ 100, (Q1) -+
= <¢vg|¢v1> <'¢}v: |QZ|¢%> <17Z}’U:/3N76|’llb'l/'3nf6>

N——— —— —
51}’ v1 Avi ==+1
Quindi se lo stato finale %, differisce per piu di un numero quantico da
quello iniziale 1, non si ha transizione. La parte rotazionale descritta sopra
da la struttura fine dello spettro con le bande P, @ e R (si veda la trattazione
per le molecole biatomiche). Entro 'approssimazione dipolare, una molecola
che si trovi nello stato vibrazionale fondamentale con tutti i numeri quantici
v; = 0 non puo compiere transizioni che verso uno stato in cui soltanto uno
dei v; € uguale a 1; tali livelli energetici eccitati vengono chiamati livelli
fondamentali (da non confondere con lo stato fondamentale). Procedendo a
termini di ordine piu elevato nell’espansione (3.10) sono possibili transizioni
verso stati con due numeri v; uguali a 1 (livelli di combinazione) o con un
certo v; uguale a 2 (livelli di overtone). In una molecola con numerosi gradi
di liberta e piuttosto comune che un livello di overtone o di combinazione
abbia energia assai vicina a un altro livello fondamentale (il primo esempio
noto riguarda la molecola di CO3). Quando si considera leffetto dovuto
all’anarmonicita e lo si tratta come una perturbazione, applicando la teoria
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perturbativa degenere ai due livelli in questione, accade che la degenerazione
puo essere anche totalmente rimossa; si parla in tal caso di risonanza di
Ferma.

3.2.4 Effetto della simmetria nelle transizioni vibrazionali

Ritorniamo all’integrale relativo al momento dipolare di transizione che de-
termina la probabilita di transizione: (W |fi| Ywip). Se la molecola ha una
simmetria il vettore i, per effetto delle operazioni del gruppo, si trasfor-
ma come il vettore posizione di coordinate x,y, z. Inoltre le funzioni .
e Yy sono pure classificabili per simmetria e pertanto affinché l'integra-
le (Yyipr |pi| o) risulti # 0 occorre che il prodotto di tutte le simmetrie
contenga la rappresentazione totalsimmetrica. Nell’assorbimento, a tempe-
ratura ambiente, le molecole sono in larga misura nello stato fondamentale
coniwv; =0:
yip, = cost - 6_%(y%+y%+m+y§N—6)
dove y; = %, a? = % Come abbiamo gia visto, ’espressione che & ar-
gomento dell’esponenziale ¢ invariante rispetto alle operazioni del gruppo e
dunque lo stato fondamentale 1),,;;, appartiene alla irrep. totalsimmetrica del
gruppo. Lo stato finale 1,;; con un v; uguale a 1 sara:
Yyity = cost - yie_%(y%"‘y%"‘"""ygN—s)

e avra pertanto la simmetria di ;. Affinché I'integrale risulti non nullo biso-
gna allora che il prodotto della rappresentazione cui appartiene (Q; per quella
cui appartiene z (0 y o z) contenga la totalsimmetrica. Se riesaminiamo il
caso della molecola di HyO, ricordando che le coordinate normali hanno sim-
metria Ay, A; e By, notiamo dalla tabella dei caratteri del gruppo Cs, che
x,y e z portano By, By e A1, rispettivamente. Quindi la transizione dallo
stato fondamentale a quello di simmetria A; & permessa poiché l'integrale
dipolare implicante u, € non nullo; analogamente la transizione A1 — By &
lecita grazie a ji,,. Diciamo allora che tutti i modi normali nella molecola di
acqua sono attivi. Considerando ora la molecola di CHy, ricorderemo che le
coordinate normali portano Aq, F e Ts e che z,y, z portano T5. Il prodotto
diretto To ® Ty contiene A7 e dunque i modi normali di tipo T sono attivi.
Ma EQTy, =T +T5 e Ay ® To = T e dunque i modi di specie 41 e E
non sono attivi all’infrarosso: ogni conformazione molecolare appartenente
a A; o F non ha mai momento dipolare in quanto non é sufficientemente
asimmetrica.

Per quanto riguarda la spettroscopia Raman rimandiamo a quanto detto
a proposito delle molecole biatomiche e, per cio che concerne l'effetto della
simmetria, ci limitiamo ad accennare che, invece di considerare le simmetrie
di z,y, z, sono i prodotti xx,xy,--- che devono essere indagati. Transizioni
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che sono proibite all’infrarosso possono diventare lecite al Raman; in partico-
lare se una molecola ha un centro di inversione, le transizioni ¢ — g o u — u
sono proibite all'l.R. (x,y, z sono u) ma sono lecite in spettroscopia Raman
(i prodotti xx,zy,--- sono g). Nella molecola di metano ¢ facile verificare
che tutte le transizioni dallo stato fondamentale a un livello fondamentale
sono lecite in spettroscopia Raman.
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Capitolo 4

Spettroscopia elettronica

4.1 Momento dipolare elettronico di transizione

Nelle spettroscopie elettroniche gli stati iniziali e finali devono differire nella
parte elettronica della funzione d’onda. Se riscriviamo la consueta appros-
simazione di Born—Oppenheimer:

Viot = Q;bel(-r? R)d’vib(@)wrot(e@')/)

Lo stato finale sara nel caso piu generale:

wtot’ = wel’ («77; R)wm'b’ (Q)wrot’ (0907)

ossia, in genere, anche le parti rotazionale e vibrazionale cambieranno: si
parla allora di transizione roto-vibro—elettronica (o, pit succintamente, vi-
bronica). Nello stato iniziale E = U, + Eyi, + Eror + - - - per cui la variazione
di energia subita nella transizione sara:

AFE = (Ué - Ue) + (Evib’ - Evib) + (Erot/ - Erot) + -
Se si divide per hc si hanno le energie espresse in cm !, per le quali sono di
uso comune i seguenti simboli:

Ue Evib Erot
© he’ he '’ he

e si hanno le diseguaglianze:
|T) —T.| >> |G' — G| >> |F' — F|

Le transizioni elettroniche dallo stato fondamentale ai primi eccitati sono
dell'ordine di alcuni eV, ossia di alcune decine di migliaia di cm~! (1eV
= 8065.5 cm™!), contro le migliaia (o meno di mille) per le transizioni
vibrazionali e le decine (0 meno) per quelle rotazionali.
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Esaminiamo, come di consueto, il momento dipolare di transizione:

<1/1tot' ‘ﬂ¢t0t> = <¢tot' de T/Jtot> + <¢tot' CZN‘ T/Jtot>

dove d. = —e ) ;Ti e dy = €Y., ZaTa- Si avra poi, designando con ¢y la
funzione d’onda roto—vibrazionale:

(bt | 1) = [ ([ wivdivrde ) o aVis = (o Vg )

dove fi;; = J z/;;f,,d;zpel dx & il momento dipolare elettronico di transizione tra
gli stati elettronici iniziale i (1) e finale f (1¢). Si tratta di un vettore fun-
zione delle coordinate nucleari in quanto le ¢.; dipendono parametricamente
dalle R. Per quanto riguarda d_}V si ha invece:

<¢tot/

[ var) = [widon ([ vivvads) avy

dN’ ¢tot>
0. Soltanto l’operatore di dipolo elettronico é efficace nelle transizioni vibro-
niche.

ma le funzioni elettroniche . € ¥y sono ortogonali e dunque <1/}tot,

Se un certo operatore A commuta con H. ([4,H.] = 0) si possono
scegliere le 1.; in modo che siano autofunzioni comuni di A e H.:
He¢el = Eel¢el
Awel = awel

possiamo dunque assegnare un numero quantico a alle funzioni d’onda elet-
troniche: e q,%er or- Se poi A, che supponiamo hermitiano, commuta anche

con qualche componente di d,, [A,d;] =0, si avra

(1/}6!’(1’ |d7,‘ wel,a> =0 se d 7& a (41)

Infatti, prendendo 'elemento di matrice dell’operatore [A,d;] (=0) risulta:

0= <wel’,a’ ‘Adz - dzA‘ wel,a> - <¢el’,a’ ‘Adl‘ wel,a> - <¢el’,a’ ‘dzA’ wel,a>
(a/ - a) <¢el’,a’ ‘dz| wel,a>

da cui il risultato desiderato (Yeps o/ |di| Vero) = 0. Notiamo che tale risultato
¢ valido anche per funzioni d’onda approssimate ¢ 4.

Ora il momento di spin elettronico totale S = Yo, 8 commuta con H,
(nella misura in cui sono trascurabili le interazioni magnetiche) e con ogni
componente d;;

[SQ,HG} -0 e {SQ,dl} -0

Quindi, alla luce delle considerazioni svolte sopra, non sono possibili transi-
zioni elettroniche tra stati di diversa molteplicita spettrale: AS = 0 & una
prima importante regola di selezione per le transizioni elettroniche.
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Per le molecole biatomiche si ha la classificazione in stati elettronici X,
II, A, ... a seconda del valore del momento angolare elettronico lungo 'asse
internucleare (asse z).

sznA = hAwnA

econ A =0,1,2,... si ha appunto %,II,A,... L, & la componente lungo
I’asse z dell’operatore momento angolare elettronico totale:

Lz:le+L2z+“‘+an

Tale operatore commuta con H, poiché se si ruotano tutti gli elettroni di un
angolo arbitrario attorno all’asse z, I’hamiltoniano elettronico resta invariato
(ricordiamo che un operatore di rotazione attorno a un dato asse ¢ funzione
della proiezione di L su quell’asse): [L,,H.] = 0. Invece L, e L, non
godono di questa proprieta di commutazione (solo negli atomi tutte e tre le
componenti di L commutano con ’hamiltoniano elettronico). Siha anche la
seguente commutazione: [L,,d.] = 0. Infatti per un singolo elettrone risulta
subito:
(L., 2] = [xpy — ypa, 2] =0

in quanto nel secondo commutatore compaiono variabili sempre diverse nei
prodotti; la cosa si generalizza facilmente a n elettroni, con L, = >, L;,
d, = —e) ; z;. Ricaviamo allora immediatamente la regola di selezione

(Ynar |dz| ) =0 se AN #0

Possiamo sfruttare le proprieta di commutazione anche per stabilire regole
di selezione implicanti d, e d,. Per un singolo elettrone si ha

[L,,y] = ihz

come si verifica subito tramite i seguenti passaggi':

lyp: — zpyyl = [yp2,y] = [2py, Yl
———
0
==z [py7 y] = thz
e analogamente [L,,z| = ihy, [L.,y] = —ihz. Il risultato & ancora valido

per n elettroni. Pertanto risulta:

(s |[ Lz, )| na) = th (prar [y na)

h(A/ - A) <77Z)n’A’ |$| wnA> = ih me |y| wn/&> (4‘2)
RA = A) (s [yl nn) = =ik (Ywar 2] thna) (4.3)

'Ricordiamo 'identitd operatoriale [AB,C] = A[B,C] + [A,C] B, di cui viene fatto
uso.
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Osserviamo che se A’ — A = 0 allora i due integrali (a+ || 1a) € (Yar |y ¥a)
sono entrambi nulli. Se A’ — A # 0 possiamo moltiplicare membro a membro
le due equazioni 4.2 e 4.3, ottenendo:

(A= 2)% (=) {lyl) = (I2]) {lyl)

da cui si deduce che AA = +1. Quindi per le molecole biatomiche possiamo
scrivere le regole di selezione per A come AA = 0,+1 (¥ — X, ¥ — I,
etc.). Gli stati ¥ hanno anche 'ulteriore classificazione + e — rispetto alla
riflessione per un arbitrario piano o che contiene ’asse internucleare. Se
prendiamo per o il piano zx si ha per il momento dipolare d, (I'unico che
potrebbe causare una transizione, essendo AA = 0):

(St 2|27y = (oZH o227 ) = —(ZT 2| Z7) =0

dove abbiamo fatto uso della unitarietd dell’operatore di riflessione.! Si ha
dunque la regola di selezione per gli stati X: X1 4 ¥~

Nelle molecole biatomiche omonucleari si ha pure I'invarianza di H, ri-
spetto all’inversione delle coordinate elettroniche rispetto al centro della
molecola; cio porta alla nota classificazione degli stati elettronici in stati g
(gerade, pari) e stati u (ungerade, dispari). Poiché 1'operatore d, ¢ di tipo
u, si ha la regola di selezione: g 4 g, u /% u.

Esaminiamo ora piu in dettaglio il caso di una transizione vibronica
implicante ¥ — X. Il momento di transizione e (¢Yn |ji;f|¥n) e sappiamo
che, essendo AA = 0, solo la componente lungo l'asse internucleare di /i,y
puo essere diversa da zero: f[i;y = pif(r)é., dove é, il versore dell’asse
internucleare, ha come componenti:

sin 6 cos
€= | sinfsingp |, einoltre VYn = Vyip(r)Yim (0, 9)
cos 0

Sappiamo gia che, in tal caso, Al = 41 e pertanto si avra un branch P
e uno R (ma non uno Q). Per transizioni diverse da ¥ — X si ha, piu
generalmente, Al = +1,0 (ma [ =0 4 [ = 0). Per quanto riguarda il ter-
mine (Yyiy |pif(r)] Yuin), assumendo una debole dipendenza da r e ponendo
quindi ;¢(r) ~ fis (costante) si ha:

(oivy |1 f (1) oin) = flif < Yoty |[Voip > (4.4)

E’ ora importante notare che I'ultimo integrale della formula (4.4) non &
generalmente nullo poiché le funzioni v,;, implicate si riferiscono a diverse
funzioni di energia potenziale. E’ di notevole importanza il seguente prin-
cipio di Franck—Condon: durante la transizione elettronica la geometria

'Ricordiamo che gli operatori unitari lasciano invariato il prodotto scalare:
< UA|UB >=< A|B >.
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molecolare resta praticamente invariata. Intuitivamente, il principio risulta
assai chiaro se si pensa che le masse pesanti dei nuclei non riescono a seguire
subito il repentino cambiamento elettronico. Dal punto di vista quanto—
meccanico, se la funzione iniziale v¥,;;, € quella dello stato fondamentale, con
v = 0, e dunque la piu probabile distanza internucleare ¢ 7, si avra che la
transizione avverra preferenzialmente verso una ., dello stato elettroni-
co eccitato con un v’ tale da assicurare che la massima probabilitd per la
distanza r sia ancora r.. Gli integrali < ),y |1y > sono detti “fattori di
Franck—Condon”.

A
1 //
(= =
E AW vd
AN/ 7
N /
/
\w/ >
\ 7/
\ /
\ /
\_A /
:
| % r

Figura 4.1: 1l principio di Franck—Condon.

Vediamo il calcolo del fattore di Franck—Condon per il caso di una tran-
sizione 0 — 0 (ossia con i numeri quantici v e v’ entrambi uguali a zero). Per

lo stato iniziale si ha: y = =" con a2 = L e, analogamente, per lo stato

Hw
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/

o 3 . __r—Te 2 h .
di arrivo: 3’ = ~—= con a* = TR Inoltre:
N2

4 1,2

Yoly) = <—) e 2Y

T

g

1o 4 Ly

= — e 2
ww) = (5)

Da a'y' —ay =r. —r, = Ar, siricava y' = Ly + Aa’,"e

a % ]_ % +oo 1.2 1(a Are 2
SOO = (—,> <—) / e_Ey 6_5(7y+ a’ ) dy
a T o

L’esponenziale diventa, e~ 317y +27By+5°]

Ricordando l'integrale notevole:

per cui;

Are
==,

sesiponey =5 ef =%

+o0 9 T B2
/ o~ AT +Br+C g _ ZeerC

—0o0

si ottiene il risultato finale:

_1 ﬁQ / _1_Ar 2
Soo = 2 e 217 = _2ad’ ¢ Za%+a?
1+~2 a? 4 a?

Notiamo come l'integrale di Franck—Condon Sy tenda rapidamente a zero
al crescere di Ar., lo scostamento tra le distanze di equilibrio nei due stati
elettronici.

4.1.1 Determinazione delle energie di dissociazione dagli spet-
tri elettronici

Se si conoscono tutte le transizioni vibroniche da uno stato elettronico ini-
ziale a uno finale, dav=0a v =0,1,2,...,v),4x (con v}y che designa
I'ultimo stato vibrazionale legato del livello energetico superiore), si puo de-
terminare ’energia di dissociazione dello stato iniziale nel modo seguente.
Indicheremo con a la differenza tra il livello v = 0 e v’ = 0, con Dy I’energia
di dissociazione dello stato iniziale (misurata dal livello v = 0), con b I'ana-
loga energia di dissociazione per il livello superiore e con c la differenza tra
i due stati dissociati. ¢ e nota da dati di spettroscopia atomica, in quanto
corrisponde all’energia di eccitazione di uno dei due atomi (eventualmente
anche di entrambi). Si ha Dy = a + b — ¢. La differenza tra due picchi di
assorbimento successivi da AG’'(v) = G'(v' +1) — G'(v'), dove, come si & gia
visto G'(v') = % e Eyip = hv(v+ 1) — hvze(v + 3)? + - --. Considerando
che AG'(v') =~ hv — 2hvz (v + 1) e che

AG(0) + AG (1) + - + AG (vrax — 1) = G' (Vhyax) — G'(0)
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ci accorgiamo che, graficando i AG’ contro v’ ed estapolando la curva a zero
(estrapolzione di Birge—Sponer), ’area sottesa dalla curva ¢ & b; conoscendo
poi la frequenza pin bassa nella “progressione” vibrazionale (vgp) si ha a =
hvgg € in definitiva Dy = hrvgg +b — ¢

4.1.2 Forza dell’oscillatore

Si definisce la “forza dell’oscillatore” come il rapporto tra il coefficiente
B, di Einstein (probabilita di transizione per unita di tempo per unita
di densita) e il coefficiente analogo per il caso di un oscillatore armonico

isotropo di una particella di massa eguale a quella di un elettrone e con

costante di forza k tale che v,,, = %\/ %, dove la transizione avviene dallo

stato fondamentale al primo livello eccitato. Ricordiamo che un oscillatore
isotropo ha come energia potenziale U(x,y,z) = %k(m2 + y% + 2%) e le so-
luzioni all’eq. di Schrédinger sono date dai prodotti delle soluzioni per gli
osc. arm. delle tre dimensioni z,y e z (e con 'energia uguale alla somma

relativa alle tre dimensioni):

71}11102113(:37%2) = ¢v1($)¢v2(y)wv3(z)

3
Eyvgvs = hv(vr +ve+vs+ 5)
Il primo livello eccitato per l'osc. arm. isotropo ¢ tre volte degenere (uno
dei tre numeri quantici v ¢ uguale a 1 e gli altri sono 0). Ricordando le
proprieta dell’osc. arm. si ha facilmente:

uwmwciif

4TMYpn,

e, di conseguenza, per il coefficiente di Einstein B]_,, .

21 e2h

2
=

Bl = oz ({11 O + [(1]dy  0)[ + [(L1d: | 0)) = )

ST2MUpn,

<m M n>‘2 e dunque la forza dell’oscillatore

Per la molecola B,,_.,, = 32%

=g =T i)

n—m

risulta:

L’importanza della forza dell’oscillatore € dovuta alla sua connessione con
grandezze sperimentali. Se abbiamo una cella contenente il nostro campione,
di sezione unitaria (1cm?) e di lunghezza Az, la variazione di intensita della
luce segue la ben nota legge esponenziale (di Lambert e Beer):

I(v) = Iy(v)e FAe
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dove k, ¢ il coefficiente di assorbimento. L’intensita totale di luce assorbita
si otterrd integrando su tutte le frequenze’

w2 = [t =100 dv = [ )= e 5

Approssimando ’esponenziale col suo sviluppo in serie al primo ordine si
ha, con buona approssimazione:

e VA / k, dv

(I'integrale che compare nella formula precedente si chiama coefficiente di
assorbimento integrato). D’altra parte sappiamo che Io(Vmn) = cu(Vimn)
(flusso di radiazione), per cui:

o = u(Vmn) (NpAz) By —mhvimn,

(N, ¢ la number density di molecole nello stato n, N,Az ¢ il numero di
molecole nella cella). Si deduce quindi I'importante formula:

/ Ky dv = Ny By mhimn (4.5)

4.1.3 Energie di ionizzazione da spettri U.V.

Al di 1a degli orbitali di valenza (leganti, antileganti e non leganti) abbiamo
anche gli orbitali “Rydberg”, i quali mettono in gioco orbitali atomici con
alto numero quantico principale n. Nel caso di molecole con atomi delle
prime due righe del sistema periodico, gli orbitali Rydberg si hanno con
n > 3. Ricordiamo che le dimensioni dell’orbitale aumentano circa con n?:
nel caso di un atomo idrogenoide si ha < r >= £2[3n? — [(I + 1)]. Dunque
I’elettrone descritto da un orbitale Rydberg ¢ in media lontano dal resto della
molecola e la situazione € comparabile a quella di un elettrone nell’atomo di
idrogeno:

11 me
2n® h
Dividendo per hc si ha in numeri d’onda:
E, Ry 1 me*

— = —— = 109737.32cm

he n?2 c cn

Per gli stati Rydberg molecolari la formula si corregge con il parametro 4,
detto quantum defect o Rydberg defect

E, _ Ry

he ~ (n—90)?

Le I(v) della formula precedente sono in realta delle densita di intensita
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Tale energia & misurata a partire dallo stato ionizzato

(n) Ry _

o et -t

n _ Ry

N Ok
Da tale formula e possibile, per estrapolazione, ricavare il valore del poten-
ziale di ionizzazione I.

4.1.4 Spettroscopia fotoelettronica

Nella spettroscopia fotoelettronica (PES: Photoelectron Spectroscopy) si stu-
dia il processo di estrazione di un elettrone da una molecola tramite una
radiazione incidente di frequenza v:

M+hv— M +e
Tenendo conto della conservazione dell’energia si ha:
E(M)+hv=EM")+T,

dove T, ¢ ’energia cinetica dell’elettrone uscente. Nella PES facente uso di
radiazione ultravioletta (UV-PES o UPS) la radiazione ¢ monocromatica e
viene ottenuta per scarica elettrica in un tubo di He per opera dell’emissione
dallo stato eccitato ! Py1s2p dell’Elio allo stato fondamentale (la luce emessa
ha lunghezza d’onda di 584 A pari a un’energia di 21.22 e€V). Lo spettro
PES si ottiene misurando il numero relativo di elettroni emessi in funzione
di T,. Lo ione M™ puo essere lo stato fondamentale o uno stato eccitato,
a seconda di quale elettrone viene emesso; inoltre M™ puod trovarsi in uno
stato vibrazionale eccitato in dipendenza dal fattore di Franck—Condon e cio
causa una risoluzione in bande vibrazionali dello spettro PES. Esaminiamo
nella figura seguente il caso dello spettro fotoelettronico per la molecola di
Ng:

Lo stato fondamentale della molecola di Ny (IZ;) e descritto in termini
di orbitali molecolari dalla seguente configurazione

KK (042s)*(07,25)* (mu2p)*(042p)°

Le tre bande presenti nello spettro indicano la rimozione di un elettrone
dagli ultimi tre orbitali occupati; i fotoni incidenti, con energia pari a 21.22
eV, non sono in grado di estrarre elettroni appartenenti a orbitali piu inter-
ni. La banda a energia pili bassa corrisponde alla rimozione di un elettrone
dall’orbitale 042p; la spaziatura tra i due picchi costituenti la banda vale
2150 cm™! e corrisponde alla frequenza 7y dello stato ionizzato (225‘;). Se
confrontiamo tale valore con quello della frequenza dello stato fondamentale
della molecola neutra (2345 cm~!), notiamo una lieve diminuzione dovuta
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2150 cm-1

g

t 15,58 eV

8]

R ‘1810 cm! ﬂ

g 2390 cm-1 16 69 eV

2

o <1876 eV

A N
| | | |
21.0 20.0 19.0 18.0 17.0 16,0 15.0

«—— lonization energy {eV)

Figura 4.2: Spettro PES per la molecola di No

al fatto che e stato rimosso un elettrone da un orbitale debolmente legante;
tale carattere debolmente legante dell’orbitale o,2p & ulteriormente attesta-
to dalla scarsa struttura vibrazionale della banda (due soli picchi, con il
piu intenso dovuto alla transizione 0 — 0). La seconda banda ¢ invece ben
strutturata vibrazionalmente e consta di 5 picchi separati da una distanza
di 1810 cm™*, in accordo col fatto che & qui stato rimosso un elettrone da
un orbitale fortemente legante m,2p. Infine I'ultima banda, con due soli
picchi separati da 2390 cm ™!, frequenza pil elevata di quella dello stato
fondamentale, indica che l'orbitale da cui ¢ stato tolto un elettrone (o2s)
ha carattere di antilegame.
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Capitolo 5

Risonanza magnetica

5.1 Risonanza magnetica nucleare

Il nucleo atomico ¢ dotato di momento angolare di spin, I. Differentemen-
te dall’elettrone, in cui si ha il valore S = %, per i nuclei possono dar-
si valori semiinteri (fermioni) o interi (bosoni). Cosi si ha, ad esempio:
Atomo spin
Hl
H2
Li’
012
Cl3
N14
N15
016
Ol?
018
protoni e neutroni) ¢ pari si avranno valori interi (bosoni) altrimenti valori
semiinteri (fermioni). Si ha poi la regola per cui se il numero di massa &
pari e il numero atomico Z ¢ pari, il valore dello spin ¢ nullo. Al momento

Il neutrone ha spin % Se il numero di massa (somma dei

Ot O N = Nl= O MW = Nl

RN . L e =
angolare di spin e associato un momento magnetico iy = gn
2mpe
. s o - ) qL
Nota: una carica ¢ con massa m e velocita ¥ ha i = ¢ AN — = ——. Per un
- 2c 2me
3 o g -
elettrone con spin S si ha i = —ge5-- con g, ~ 2

La massa del nucleo e la carica Z vengono inglobati in gx (nuclear g
factor); gn & quasi sempre positivo (eccezioni: il neutrone, N3, O'7).
Indicando con |I, M) le autofunzioni di I? e I, si ha:
PIL,M) = RI(I+1)|I,M)
L |I,M) = hM|I,M)
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1l modulo di I viene definito come fi\/T(I + 1) e quindi

&
| = — I(I+1)= I(I+1
| = low| gt T+ 1) =l /1041

Bp € il magnetone nucleare (= 2;26) e vale 5.051 x 10724 erg/gauss. 3, ¢
1/1836 il magnetone di Bohr (., = 2512 - e pertanto i momenti magnetici

nucleari sono molto piu piccoli del momento magnetico elettronico. Si pone
anche jiy = gN%”f. L’energia di interazione di un momento magnetico
immerso in un campo magnetico B (E e in realta il vettore di induzione
magnetica ma, nel vuoto, in unita gaussiane, tale vettore coincide col campo
magnetico) ¢ data dalla formula Ey, = —fiy - Be pertanto:

-

I = B
Eint = _gNﬁpﬁ B = _gNBp%Iz (51)

dove abbiamo posto 'asse z coincidente con la direzione di B. L’Hamilto-
niano corrispondente ha la medesima forma

B
H = —gNﬁp%Iz = —’}/NBIZ (52)
con Yy = gl\%ﬁ L (magnetogyric ratio). Gli autovalori e le autofunzioni di H
sono date da:
H‘I,M[>:—gNﬂpBM[ |I,M]> (53)
con My=1,I—1,---,—I. La spaziatura dei livelli & proporzionale al cam-

po B. Se introduco una perturbazione dipendente dal tempo V' (), la pro-
babilita di transizione dallo stato iniziale v, allo stato finale v, & data

da
2

1 t
L[t i VO ) e
h= Jo
con Wy = % Se un momento magnetico [y immerso in un campo

magnetico Beé esposto a radiazione elettromagnetica di frequenza v, si avra
che iy interagisce col vettore Bj(t) della radiazione tramite

_gNﬁp
h

Ora By, = B?x cos 2m (vt — §) e similmente per By, e Bj,; poiché § <<'1
si ha che By,(t) = B}, cos(2muvt) e quindi gli integrali coinvolti sono del
tipo dipolo magnetico (¢, |I;|¥y). Supponiamo il campo statico B diretto
lungo lasse z e le ¢, e ¢y, date da |I, M) e |I, Mj); poiché (My|L,| My) =
Moy, M si ha subito che la componente z del campo magnetico oscillante
non puo indurre transizioni NMR. Per quanto riguarda I, e I, conviene
usare gli operatori gradino (ladder) I+ = I, £ily; si ha:

V(t) = _El : /jN = (Blzfz + Blny + Blz-[z)

Lo |1 Mp) = aqu, [LMp+1) con agg, = hy/I(I+1) — My(M; +1)
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[§]

I |1, Mp) =B, |1, M — 1) con By, = ha/I(I +1) — My(M; — 1)
Pertanto
2(My |I| M) = (Mp | I+ + I-| M1) = cpp aap 1 + dongy a1

Abbiamo cosi ottenuto la regola di selezione AM; = +1. Una situazione
del tutto simile si incontra per I,. Se allora i livelli energetici per un nucleo
isolato in un campo statico sono Ey;, = —gnBpBMy (My =1,1—-1,--- —
I), la regola di selezione da come frequenza di transizione NMR (Nuclear
Magnetic Resonance):

U= gN 5pB _ N B
h 2T
(se gn < 0 si usera —gy). Un campo di intensita pari a 10000 gauss (1
tesla in MKSA), facilmente ottenibile, da per un protone (gy = 5.58) una
frequenza v = 42.6 MHz (Megahertz, 10%sec™!); siamo dunque nella zona
delle radiofrequenze dello spettro elettromagnetico.

5.1.1 Chemical shifts

Per un nucleo non isolato ma posto in un contesto molecolare, il campo
magnetico B “visto” dal nucleo & modificato dai campi magnetici generati
dagli elettroni e dagli altri nuclei. Vediamo per ora effetto degli elettroni.
Gli elettroni sono dotati di spin e di momento angolare orbitalico (con ecce-
zione degli elettroni descritti da orbitali s) che generano momenti di dipolo
magnetico e dunque campi magnetici. In una molecola che si trovi nello
stato elettronico fondamentale il momento angolare totale ¢ zero e dunque,
in assenza di un campo magnetico B esterno, il nucleo non risente quasi
nulla di tali momenti elettronici. Ma in presenza di un campo B esterno
la funzione d’onda elettronica risulta perturbata e cio causa un contributo
elettronico B’ al campo magnetico sul nucleo e B’ ha valori differenti sui
differenti nuclei. Il campo BZ prodotto sul nucleo i dagli elettroni perturbati
risulta proporzionale al campo esterno B esiha

— —

Bl = —0,B (5.4)

)

dove o; ¢ il tensore di shielding (simile, concettualmente, alla polarizza-
bilita). Come per ogni tensore di secondo rango, esiste una terna di assi
rispetto ai quali o; ¢ diagonale (con autovalori 0,4, 0yy,0.2). In un gas o in
un liquido le molecole ruotano rapidamente attorno a B e cid che il nucleo
vede ¢ un campo medio

<Bl>=—-<0o;>B
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con < ¢g; > uno scalare pari a %(Jm—l—ayy—l—az »), che d’ora in poi designeremo
semplicemente col simbolo o; (costante di shielding). Quindi il campo totale
sul nucleo i &

éi = g - O'ig = (1 - UZ)E (55)
e 'hamiltoniano per 'interazione del nucleo i—esimo con il campo B risulta:
Hz' = —gi%B(l — O‘Z‘)Izﬂ' (56)

e globalmente H = YN | H;.
Il problema ad autovalori ha come soluzione

N N
=[], Mi(i)) e E=-3,BY gi(1—0;)Mp; (5.7)
i=1 1=1
L’interazione col campo oscillante & V (t) = — B - > i Hi. Per le regole di

selezione bisogna considerare Y, (¢ |fi;| v); se ¢ differisce da 1 per pin di
un fattore si ha zero. Occorre che per un dato 7 si abbia AMy; = £1 e che
per tutti gli altri nuclei sia AM7; = 0. Sono dunque permesse transizioni a
stati finali che differiscono per lo stato di spin di un solo nucleo. Le frequenze
delle righe NMR sono dunque

UZ-:%Bgi(l—ai) i:1,2,...N (58)

Nuclei identici in ambienti chimici equivalenti nella molecola hanno gli stessi
valori di g; e o; e dunque uguale frequenza di transizione NMR. Nuclei
identici in diversi ambienti hanno uguali g; ma diverse o; ed esibiranno
frequenze diverse anche se vicine. Nuclei diversi hanno diversi g; e risuonano
a frequenze lontane tra di loro. La costante di shielding o; € piccola rispetto
a1 (=~ 1075 per H, per nuclei pit1 grandi ~ 10~ o0 anche ~ 1073). Si definisce
chemical shift la grandezza 0; = (Oref — 05) X 106, ossia lo scostamento della
costante di shielding rispetto a un ben preciso riferimento. Per il protone
tale riferimento € usualmente costituito dal tetrametilsilano (TMS). Se v,
designa la frequenza dello spettrometro, si ha dalla (5.8)

hug
1—0; = P
" BpgiBoi
(51' _ hVSp Bo,ref - BO,i % 106 — BO,ref — B(J,i y 106
5pgi BO,iBO,ref BO,ref

5.1.2 Spin—spin splittings

Consideriamo una molecola con due nuclei con spin % e gli altri nuclei a

spin zero. Il nucleo 2 genera col suo momento magnetico un campo By che
e avvertito dal nucleo 1

Eipy = —By - i1 = _QN%§2 0
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Assumeremo in questa trattazione semplificata Eg semplicemente proporzio-
nale a iy e scriveremo Ej,; = Afl 'B; mettendo A nella forma A = hJya/ h?
si introduce la costante di accoppiamento spin—spin Jis con le dimensioni di
una frequenza. Pertanto I’hamiltoniano per il sistema dato sara

hJio - =
H = _QN%B(l —o1)l1 — QN%B(l —o9)l.0+ h—212[1 -1y (5.9)

Volendo risolvere il problema ad autovalori per H, occorre considerare le
autofunzioni di I? e I,1, che chiameremo «a(1) e 3(1) e quelle di 12 e I,o,
a(2) e 5(2); la soluzione desiderata ¢ nello spazio dei quattro prodotti

a(l)a(2), (1)5(2), B(1)e(2), 5(1)5(2)

Conviene considerare la rappresentazione accoppiata fornita dalle quattro
funzioni

p1o= a(l)a(2)

w2 = \/5

p3 = PB(1)B(2)

oy — a(1)8(2) — B(1)a(2)
V2

Le funzioni cosi costruite risultano autofunzioni dell’operatore quadrato del
momento totale Eot = 1?1 + 132 In effetti, per una qualunque delle prime
tre funzioni ¢ (stato di tripletto) si ha I2,o = 2h%p e per I'ultima (stato di
singoletto) 12,04 = 0. Poiché si puo scrivere

L 12 _ 12 _ 12
Il X 12 —_ tot 21 2

conosciamo immediatamente ’azione di I_i . fg sulle quattro funzioni ¢ e,
quindi, anche ’azione di H. Risulta allora che ¢ e (3 sono autofunzioni di
H:
1 1 1
Hpr = (—gnBpB(1 - 01)5 — gnNBpB(1 — 02)5 + hZJ12)901

1 1 1
Hez = (gnBpB(1— 01)5 + gNBpB(1 — 02)5 + hZJw)sOs

Per 9 e @4 risulta invece:

1 1 1
Hyey = (—gnBpB(1— 0’1)5 +gnBpB(1 — 02)5)904 + hJ121902

1 1 3
Hoy = (—gnBpB(1— 01)5 +gnBpB(1 — 02)5)902 = hJ12Z<P4
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Occorre pertanto operare una trasformazione unitaria su @2 e ¢4 in maniera
da diagonalizzare H. Poniamo

hJi2
4

3
b = <904|H|904>:—hJ12Z

a = (p2|H|p2) =

B
c = (p2|H|ps) = (pa|H|p2) = —9N5p§(02 —01)

Bastera dunque diagonalizzare la matrice [ @ ¢ ] I facili calcoli danno per

b

gli autovalori:

b —b\? hJ h2.J2 B2
=214 (a >+c2:——12i\/ 12+912v5;2>j(02—01)2

2 2 4 4
(5.10)

sin 6

cos 6

Gli autovettori saranno della forma [ )
—siné

cos 0 ]

], dove si puo
imporre 0 < 0 < ' con

a—F

(a —FE)cosf —csinf =0; tanf = -

Scegliendo il segno + in (5.10) si ottiene

IS+ VEAZ —
tan 6 = 12 0 2

VoA

Poiché /JE + 1BA2 < Jia + 1pA, si ha tanf < 1 o sinf < cos .

Ponendo vy = gnB,B/h (frequenza di assorbimento per un nucleo isola-
to, senza shielding) e A = o9 — 01, possiamo scrivere le 4 autofunzioni e i 4
autovalori come segue:

P =¢1 (aq) Ey = hiy|—1+ (01 + 02)] + $hJr2
1y = cos Qo —sinfp, Fo = %h[Jé + V02A2]% - %thg

Wby = sin g + cos Oy By = —Lh[J% + 12A%]2 — Lpgy,
Y3 =3 (B0) E3 = hy[l — (01 + 02)] + $hJ12

Notiamo che per 68 = 0, 15 coincide con o e dunque Fy deve coicidere con
(po |H| p2) = hJyi2/4; ora questo & possibile solo se A = 0. Analogamente,
se = 0 si ha la coincidenza di 14 con ¢4 e di Ey con (@4 |H| ps) = —3hJ12/4
(solo se A = 0). Volendo indagare quali transizioni sono possibili tra i 4 stati

nfatti, se si cambia @ con 6 + , le funzioni sin e cos cambiano entrambe di segno,
lasciando 'autostato inalterato

52



trovati, occorrera calcolare gli elementi di matrice degli operatori I, + I9
e Iy1 +Io. Ricorrendo a Iy e I_ (operatori gradino per lo spin totale) si ha
subito:

(o |l + I |¢1) = V2cos
(@a|ly + I |¢1) = V2sind
(Vs[4 + I-|¢1) = 0
(Ya |l +I-[¢p2) = 0
(3 [Iy +1-[¢2) = V2cosb
(g [Ty +1_|p3) = V2sind

Lo spettro consiste dunque di quattro frequenze secondo lo schema seguente:

W = he (1 — %01 %02) J12 + % [JE + g A?] 2 Intensita o cos? 6
Py by vo(l — %O‘l l o9) — J12 % [JE, + I/OA2]% Intensitd o sin® 0
Yo =y (1l — 301 — l o2) + 3J12 — 3 [JH + I/OA2]% Intensita o< cos? @
Yo o3 (1l —f0q1 — % )+ 312+ 3 [Jh + 148 ]% Intensitd o sin® 0

Le due righe piu interne sono separate da un valore pari a [Jf2 + V02A2] 2 —Ji9
mentre la differenza tra la quarta riga e la terza (o tra la seconda e la prima)
vale Jy2. Se Jy2 € nullo si hanno solo due frequenze; se A & nullo (caso di due
nuclei equivalenti) le due righe centrali confluiscono e le due righe esterne
scompaiono poiché sin @ = 0. Quindi per due protoni equivalenti accoppiati
(01 = 09 = 0, Ji2 # 0) lo spettro NMR consiste di una singola riga alla
frequenza vy(1 — o).

Tipicamente Ji9 € nel range 0, £20H z per l'interazione protone—protone;
l'interazione protone F & invece dell’ordine di ~ 100Hz. L’interazione
spin—spin risente molto del numero di legami tra i protoni in esame; cosi in
CHs (2 legami) si ha J ~ —10Hz, in H-C-C-H (3 legami) si ha J nel range
5-8Hz. Se occorrono doppi o tripli legami C-C si possono avere interazioni
piu lontane: in CHj3-C4-CHj, es—2,4,—diino, malgrado i sette legami che
separano due idrogeni alle due estremita si ha un valore di J pari a 1.3Hz.
In H-C=C-H cis si ha J nel range 5-12H 2z mentre nel trans, sebbene gli
idrogeni siano piu lontani, si 12-19H z e in -C=CHsy, il valore di J & negativo
(-3.5,-2.5Hz).

Quando i nuclei sono tali che Jio << 1A, si dice che siamo nel caso
AX (si usano due lettere distanti dell’alfabeto) e se Ji2 ~ 1A si usa la
terminologia AB (lettere dell’alfabeto vicine); con Ay si indicano i due nuclei
equivalenti, con una sola riga. Spesso nei composti organici lo splitting
causato da J & molto minore di quello dovuto al chemical shift ( ma il caso
di CHR=CHR’ ¢ un’eccezione).

Se si passa a esaminare il caso di tre nuclei con spin % interagenti, occorre
considerare gli otto prodotti caa, aaf, etc. e diagonalizzare I’hamiltonia-
no in tale spazio; il caso e trattabile in maniera analitica e conduce alle

93



seguenti possibilita: Az, ABy, AXy, ABC, ABX e AMX, dove con 'ultima
notazione si intendono tre nuclei non equivalenti con tutti gli accoppiamen-
ti spin—spin molto minori delle corrispondenti differenze in chemical shift.
Con quattro spin nucleari (spazio di 16 funzioni) I’analisi ¢ assai complicata.
Un caso importante ¢ AyXo, due coppie di nuclei chimicamente equivalenti
con Jux << 19gAax. Si hanno in realtd due casi AsXs a seconda che si
abbiano due distinte o una sola costante Jax; cosi in CHy=C=CF5 si ha
una sola costante Jyr ma in CHy=CF5 si hanno due distinte costanti. Nel
primo esempio i protoni sono magneticamente equivalenti e nel secondo chi-
micamente equivalenti. Consideriamo il caso A,,, con n nuclei chimicamente
equivalenti. Si puo vedere che si ha una sola riga nello spettro, anche se i
nuclei non sono magneticamente equivalenti; tale e il caso del benzene CgHg
con tre distinte costanti di accoppiamento (Jortho, Jpara € Jmeta), del tetra-
metilsilano, dell’etilene, del metano etc. Per un tale sistema ’hamiltoniano
ha la seguente forma:

H = —hl/o(l—O‘A)Z 7:;42 +h§ZZ,JZ'j 22%
i=1 i=1j=1
Hy H

Sia I, = ' I, 4, la componente z dell’operatore di spin totale; poiché Hy ¢
proporzionale a I, si ha la commutazione di tali operatori. Ma si ha anche
[I.,H'] = 0 poiché una rotazione attorno all’asse z lascia invariati tutti i
prodotti scalari che compaiono in H'. Pertanto H, Hy e H' formano una
terna di operatori commutanti e le autofunzioni di H possono essere scelte
comuni a Hy e H': Hoyp = Eg, HY = E'tp, HYp = (Eg + E')Y. Se ora
il campo magnetico oscillante él(t) & preso polarizzato lungo l'asse x, si
ha che la probabilita di transizione implica integrali del tipo (0’ |>°; Ira,| )
= (' |I;|v¥). Ma I, commuta con H' poiché una rotazione attorno a z
(come pure attorno a un asse arbitrario) lascia invarianti i prodotti scalari
e dunque possiamo invocare il teorema (4.1) di pagina 38: (¢’ |I;|¢) = 0
se gli autovalori £/ ed E associati a H’ sono diversi. Cosi la transizione
1) — 1)/ puo implicare solo una variazione in Ey e non puo in alcun modo
implicare le costanti J;; che compaiono in H'! Interviene poi la regola di
selezione per cui un solo M[(i) puo variare di una unita e pertanto si ha una
sola frequenza vp(1 —o4).

Vediamo ora uno spettro del tipo A;,X,,, con due gruppi di nuclei chi-
micamente equivalenti e con una sola distinta costante di accoppiamento
spin-spin tra A; e X;. Vediamo innanzi tutto che gli accoppiamenti di tipo
Ja, A; € Jx; X; Possono essere ignorati nello spettro poiché non influenzano
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le frequenze di transizione. Si avra per '’hamiltoniano:

H= —hu01—a,4%§: —huol—ax%i ;ZXJ:JAAIA Iy,
Ho(4) Ho(X) H'(A)
Ly > T +h 2; JaxTa, - T,
H'(X) H'(AX)

E’ facile vedere che il terzo termine (H'(A)) commuta con tutte e cinque
le componenti di H (e dunque con H stesso); commuta col primo poiché
I.(A) = 3" 1,4, € la componente z del momento totale per A; col secondo
e col quarto poiché vengono implicati diversi nuclei e infine col quinto se si
riscrive H'(AX) nella forma J4xI(A)-I(X) e si ricorda che ogni componente
di I (e ovviamente di Ix, trattandosi di nuclei diversi) commuta con lo
scalare H'(A). Pertanto le autofunzioni ¢ di H sono anche autofunzioni di
H'(A); se applichiamo un campo oscillante polarizzato lungo z, gli integrali
che determinano la probabilita di transizione sono:

v

Ora H'(A) commuta con I,(A) (rotazione di uno scalare) e ovviamente con
I,(X) (nuclei diversi), quindi l'integrale dipolare & zero se gli autovalori di
H'(A) cambiano da destra a sinistra e dato che tali autovalori implicano
le Ja;4; si e dimostrato che lo spettro non puo dipendere da tali costanti
di accoppiamento. Un identico ragionamento si applica anche alle costanti
Jx,; le Cosi, ai fini della determinazione dello spettro possiamo considerare
I’'Hamiltoniano semplificato

¢> B (V' |gale(A) + gx L(X)| V) .

H = Hy(A) + Hy(X) + H'(AX)

Poiché Jyx & piccola rispetto alla differenza in chemical shift (per defi-
nizione di caso A,,X,), possiamo considerare H'(AX) come una piccola
perturbazione nell’hamiltoniano. Le funzioni imperturbate e le loro energie
sono:

= |Mra, ) IMra,,) IMrx,) - [Mrx,) (5.11)
E(O) = —hVO(l — O'A) Z MI,Az‘ - hl/o(l - Ux) Z MI,Xi (5.12)
i=1 i=1

'La dimostrazione fornita ¢ valida anche per gli spettri A,,B,.
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La correzione al I ordine ¢

(nell’'ultimo passaggio i termini I,(A)l,(X) e I,(A)l,(X) danno zero) In
definitiva:

m n

EW =hJax > M,y Mix, (5.13)

i=1 j=1
Ora la regola di selezione prescrive che solo un nucleo possa cambiare di una
unita il valore M; (AMj 4, = £1, AMj 4, = 0), quindi nella transizione di
un nucleo A si ha la frequenza vy(1—o4)—Jax Z;”:l M x;. La sommatoria
Z?:l My x; assume n + 1 valori per un nucleo X con spin %, da 5 fino a

—5, scalando di 1. Cosi per n = 3 si ha:

oo %
fbaa afa  aal %
BBa aBB Baf —3
poe -5

Si hanno dunque, per n = 3, quattro righe egualmente spaziate attorno alla
frequenza vy(1 — 04), con la separazione tra righe adiacenti uguale a J4x.
Le intensita relative del quartetto stanno nel rapporto 1 : 3 : 3 : 1 (tante
funzioni di spin indipendenti per ciascun valore di Z;”:l My x;). Nel caso
generale con n arbitrario il numero di funzioni e (Z), con k = 0,1,---n,
ossia il numero di modi di scegliere k oggetti da un insieme di n. Si avra
un (n+1)-pletto con intensita relativa data dai rapporti degli (Z), con la
differenza tra due righe uguale a Jax. Per le transizioni dei nuclei X si
hanno, analogamente, m + 1 righe centrate attorno a vo(1 — ox). E’ tale
uno spettro al primo ordine.

5.1.3 Origine dell’accoppiamento spin—spin

Incominciamo ad esaminare il caso dei solidi. Il campo magnetico generato
da un momento magnetico si esprime come:

—

o i . r
B(r) =5 +3(i-1 % (5.14)

Siano A e X due nuclei vicini in un solido immerso in un campo B (coin-
cidente con la direzione dell’asse z); dei due momenti jix e [ia solo ux . e
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ft4,> hanno valori medi non nulli. Il campo generato da p X7zl_5 (E e il versore
dell’asse z) in A sara dunque:

—

23 2. €24 r
BX(’F) = —Tk + 3,UJX7Z COS Hﬁ

L’interazione con pi4 .k sara dunque:

2
= - KX,z LA, cos” 0
—BX . Nszkj = # — 3,U,X,z,qu,zT—3
HX,z LA, 2
= —%(3 cos“f —1)

Ora px,, puo assumere i valori gx ﬁp(:lz%) e dunque il campo totale sentito

da A &:

9x Bp
2r3

B(l—o04)+ (3cos?0 —1)

Se B =2 x 10* gauss e 04 = 2 x 107° (per il protone) Bos ~ 0.4 gauss.
Se X & 9F, con r =1 A si ha gpﬂp/r?’ = 13 gauss; quindi gli accoppiamenti
spin—spin nei solidi sono molto piu grandi di quelli causati dai chemical shifts
(il contrario accade nei liquidi). Si avranno 4 livelli corrispondenti agli stati:

11>11> 11 1 1
2°2/712° 2/7 22/ 27 2

(il primo valore per X, il secondo per A); se consideriamo le transizioni per
A, si avranno le due possibilita:
11 > 1 1 >
S P e
272 27 2

1 1> 1 1>

2N L2z

272 27 2/
Quindi lo spettro NMR per A consiste in un doppietto centrato in B(1 —

. . 2(3cos? H—1 . .. ..
04)940p/h e con separazione pari a 949 By gwg, ) Ci sono poi interazioni

di A con gli altri nuclei del cristallo che provocano una sovrapposizione di
altri doppietti con minore splitting; I'effetto netto € un doppietto con righe
molto allargate (broad line NMR). Data la dipendenza dello splitting da r e
0 & possibile usare gli spettri NMR in fase solida per determinare le distanze
internucleari.

Passiamo ora al caso dei liquidi e dei gas. Qui le molecole sono sottoposte
a rapida rotazione e il campo magnetico visto da una molecola dovuto al
momento magnetico di un altro nucleo deve essere sostituito da una media
su tutti i possibili valori di 6:

1 g 2 1
< cos?f >= —/ cos? 0 sin 6 df dp ==
41 Jo 0 3

per cui < 3cos?6 — 1 >= 0 e dunque I'accoppiamento spin-spin diretto tra
due nuclei & nullo nei liquidi e nei gas; non si hanno broad lines ma high
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resolution NMR. GIli splitting spin—spin tuttavia esistono e sono dovuti a
un accoppiamento indiretto che si propaga attraverso i legami. Cosi in HF
lo spin di H si accoppia con quello di un elettrone e I'altro elettrone che &
forzato ad avere spin opposto nell’orbitale che descrive il legame, si accoppia
a sua volta con lo spin di F.

5.1.4 Rilassamento di spin

In assenza di campo magnetico gli stati con spin « e spin £ hanno la stes-
sa energia e il numero di nuclei N, eguaglia Ng. Applicando un campo
uniforme B si altera questo equilibrio e i nuclei con spin o hanno normal-
mente energia minore di quelli 8 (se gy > 0). Si andra verso un nuovo
equilibrio, determinato dalle probabilita di transizione per unita di tempo
dal livello inferiore o a quello 3 e viceversa; chiameremo W,z e Wp, tali
probabilita. L’emissione spontanea, date le piccole frequenze in gioco, puo
essere trascurata; il meccanismo importante in W3 e Wp, ¢ I'interazione dei
momenti magnetici con 'ambiente. Il processo di raggiungimento dell’equi-
librio € noto col nome di rilassamento. Saremo qui interessati al cosiddetto
rilassamento spin—lattice (spin—reticolo), intendendo con cio in generale I'in-
terazione dei momenti magnetici con ’ambiente (il concetto nacque con lo
studio dei solidi dove si ha un vero reticolo cristallino che interagisce con i
ii;). Avremo allora:

dN,
d—tﬂ — —N5Wsa 4+ NaWag (5.15)

e un’altra equazione simile per d]d\io‘. Si avra poi N, + N3 = N. Definendo
allora la differenza delle popolazioni n = N, — Nj (che ci aspettiamo positiva
visto che gli stati con spin a hanno energia inferiore), ’eq. (5.15) diventa:

dn
2 = Wag + Wpsa) + N(Wsa = Wag) (5.16)
Quando l’equilibrio ¢ raggiunto si ha Cfi—? = 0, da cui negg = N %
pertanto:
dn
dat = _(n - neq)(Waﬁ + Wﬁa) (5'17)

che ha come soluzione

n(t) = neg = (no — neg)e” Moot Woe)t

con ng pari alla differenza di popolazione al tempo 0 (si avra usualmente
ng = 0). Il tempo 171 = 1/(Wy3 + Wp,) € chiamato tempo di rilassamento
spin—lattice e misura la rapidita con cui le popolazioni « e 8 raggiungono 1’e-
quilibrio. Nei liquidi il range di variabilita di 77 & 1072 — 102 sec. T} esprime
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il tempo di vita medio degli stati a e 3. Ora se uno stato ha una vita me-
dia 7, la sua energia ¢ incerta di un ammontare AE ~ 2 (indeterminazione
tempo—energia); se scrivo AE = hAv ho Av =~ ﬁ, una relazione che mi da
I’ampiezza di riga NMR. Non & questa pero I'unica causa dell’allargamento
di riga: anche l'interazione con gli altri momenti magnetici (fluttuanti) sia
della medesima molecola che di quelle circostanti, causa un’ulteriore incer-
tezza nei livelli energetici E, e Eg. Si definisce Tp = ﬁ come tempo di
rilassamento spin—spin, dove Av & la vera larghezza di riga. In liquidi non
viscosi e nei gas, la rapida rotazione delle molecole media i campi magnetici
fluttuanti a zero e solo T} contribuisce alla larghezza di riga (ossia Ty = T).
Nei liquidi viscosi, invece, i campi fluttuanti danno un contributo, 'incer-
tezza AF risulta maggiore, T < T e le righe sono piu allargate rispetto ai
liquidi non viscosi.

Se ¢ presente un campo oscillante él si ha assorbimento ed emissione
stimolata e cio modifica le equazioni precedenti. Se B ¢ piccolo, le probabi-
lita di assorbimento ed emissione sono pure piccole rispetto alle probabilita
di transizione spin—lattice e rimangono valide le equazioni precedenti. Ma
se Bj e grande e le le probabilita di assorbimento ed emissione sono compa-
rabili alla spin relaxation si verificano nuovi fenomeni: 1’assorbimento netto
¢ proporzionale a n (differenza delle popolazioni) e se il rilassamento spin—
lattice e lento, B svuota la popolazione del livello inferiore al di sotto del
valore di equilibrio, n diminuisce e contemporaneamente diminuisce anche
Iintensita della riga di assorbimento; inoltre I'alta velocita di assorbimento—
emissione accorcia la vita media degli stati e allarga le righe oltre il valore
di ﬁ Questo fenomeno di indebolimento e allargamento del segnale ¢
detto saturazione. Se T & grande (> 10sec), si puo procedere a una serie di
rapide scansioni della riga di risonanza e, poiché I'intensita della riga & pro-
porzionale a n, si riesce a seguire 'avvicinamento di n a n, e a determinare
Ti. Se T, & minore di 0.5 sec, esso puo essere ottenuto direttamente dalla
larghezza di riga.

5.2 Risonanza di spin elettronico (ESR)

Sistemi molecolari con elettroni spaiati sono suscettibili di risonanza magne-
tica elettronica; esempi sono gli ioni di metalli di transizione con elettroni d
spaiati, sia in soluzione che in cristalli, radicali intrappolati in cristalli, mo-
lecole organiche in stato di tripletto, radicali organici in soluzione (di questi
il trimetilfenile fu gia scoperto nel 1900).

Un elettrone in un campo magnetico esterno B interagisce tramite

St Uy

H:_E‘ﬁszgeﬂeg'

eh
2mec

con g, = 2.0023 (fattore g elettronico) e con (. = (magnetone di Bohr).
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Se B definisce I'asse z g
H = geﬁeBﬁz

La differenza di energia tra il livello e 3 vale g.8.B e la frequenza di
risonanza ¢ v = g.(.B/h. Con un campo B di 10000 gauss si ha v = 28000
MHz e siamo pertanto nella zona di spettro delle microonde (si ricordi che
Be =~ 18008,). 1l grande valore di 3. rende 'ESR (FElectron Spin Resonace)
molto piu sensibile del’NMR; si pensi che si ha sensibilita per concentrazioni
di radicale piccole sino a 10~'2 moli/litro. Se & presente un solo elettrone
spaiato, saranno i nuclei dotati di momento di spin non nullo a interagire
con l'elettrone. Il campo magnetico generato da un nucleo con momento iy
e dato da

— —

5 (= uN L o\ T
By (F) = -3t 3N - T)g (5.18)
e l'interazione col momento dell’elettrone ¢
Loz e fin o (AN T)(fie - T)
E = —ji. - By(7) = 81"3 -3 p E (5.19)

L’hamiltoniano H ha la stessa forma, con i [i intesi come operatori. Se
si prende la media di H nella funzione d’onda elettronica, si ottiene un
hamiltoniano efficace implicante solo gli operatori di spin:

L 2 in - 7)(jie - T
oy = i i [ av 3 [lpp DD gy (5.09)

In realta tale formula non e valida quando r e dell’ordine delle dimensioni nu-
cleari (si ha divergenza); ci bastera comunque adottare un semplice modello
in cui il nucleo e visto come una sfera di raggio ¢ con la carica distribuita
sulla superficie. Al di fuori della sfera, il campo B generato dal nucleo &
fornito dall'eq. (5.18) ma dentro la sfera si ha un campo B uniforme (non
dipendente cioe dalla posizione) che vale B = % fn. Quindi dentro la sfera
che rappresenta il nucleo I'energia di interazione (’hamiltoniano) eé:

5 - 2.,
Hepy = —/ B jie|y?dV = — iy - ue/ [|? dV (5.21)
sfera Y sfera

Il raggio p puo essere assunto cosi piccolo in modo che ¥(z,y,z) =~ 1(0)
allinterno della sfera, per cui

i1 h(0) P50 = Sl 0) i i
(5.22)

Siamo cosi pervenuti al termine di contatto di Fermi; 1(0) pud avere con-

tributo solo dalle componenti s. Se 1) = > ck Xk, 1 Xk essendo gli orbitali

atomici, & un orbitale molecolare, saranno solo gli orbitali atomici x di tipo

s che daranno un contributo.!

2,
Hepp = —Euw-ueli/}(o)ﬁ/ dV = —

1si puo anche dire che H¢sy deriva dalla media di un termine H. = —%ﬂ'ﬁN - fled (7).
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Ora in un liquido o in un gas tale termine di contatto & 1'unico che
sopravvive, poiché la media rotazionale annulla il termine spin nucleare—
spin elettronico (esattamente come succede per il caso dell’accoppiamento

fra due nuclei). Scrivendo poi ji, = —geﬂe% e iy = gNBp%, si ottiene

8 Lo
Hepp= gegNﬂeﬁpWIdJ(U)!QS I

o anche

=

S-I 8
Hejp= hA7 con hA= gegNﬂeﬁp?WJ(O)]Q (5.23)

A & chiamata costante di accoppiamento iperfino. Quindi per un singolo
nucleo e un singolo elettrone in un campo B lungo ’asse z si ha:

Heff = geﬁeB% — gNﬁpB% + hAS—QI (5.24)

h

Tale hamiltoniano ha la stessa forma incontrata per il caso di due nuclei
interagenti (eq. (5.9) a pagina 51) e possiamo rileggere la soluzione di quel
caso; tuttavia A € nel range 0 — 500 MHz nei radicali organici e g.8.B/h
vale 14000 MHz per B=5000 gauss e quindi il termine di interazione tra
i due spin puo essere considerato una piccola perturbazione; con la teoria
perturbativa al primo ordine si ha immediatamente:

E= %geﬁeB _%gNﬁpB +%hA
Ey= %geﬂeB +%9NBpB _%hA
E?;:_%geﬁeB _%gNﬁpB _%hA
E4:_%geﬁeB "’%gNﬁpB +%hA

Le transizioni sono provocate da un campo magnetico oscillante él inte-
ragente con jis. Prendendo B, polarizzato lungo ’asse x, gli integrali del
momento di transizione da considerare sono (¢’ |15 5| 1); si hanno transizioni
tra 1 <> 3 e 2 «> 4 con le frequenze seguenti:

geBeB 1

— = _A
Va1 n 3
geBeB 1

— - - _A
Vi—2 h 2

Si ha quindi un doppietto con separazione A. Per il radicale piu semplice,
I’atomo di idrogeno, la funzione d’onda & nota esattamente:

T 1

Ls = e w0 dacui [p(0)?=—
7TCL8 77@%
e si ottiene
8 1
AH gegpﬂeﬂp—g = 1420.5MHz

ED Tag
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Per un elettrone che interagisce con n nuclei equivalenti si avra un accop-
piamento iperfine %—‘24 Yo S f; Si avra allora un multipletto di n + 1 righe
centrate in g.0.B/h, con spaziatura pari ad A e con intensita relativa data
dal coefficiente binomiale. Cosi in CgHg™ si ha un settupletto. Nel radica-
le trifenilmetilico si hanno sei idrogeni orto, 6 meta e 3 para, provocando
globalmente la comparsa di 7x7x4 = 196 righe.
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Appendice A

L’oscillatore armonico

Un oscillatore armonico € una particella di massa m in moto lungo una linea
retta, soggetta a un potenziale V = %k::UQ, per cui la forza sulla particella e
—kz. Classicamente, ’equazione del moto e

con soluzione
x =acosw(t —tp)

dove a e ty sono costanti determinate dalle condizioni iniziali e w = \/% e
la frequenza angolare (la frequenza v ¢ data da 27v = w. L’energia totale,
somma dell’energia cinetica piu l’energia potenziale, ¢ data da %k‘aQ e puo
assumere tutti i valori positivi. L’Hamiltoniano classico del sistema e dato
da ! !
H=—p>+ ~ka?

om!t " 2
e pertanto I'operatore Hamiltoniano quantistico risulta
Y

“omdE T3k

Procedendo al cambio di variabile y = xio, si ha

. . . 1 B2 .
Scegliendo xy in modo tale che risulti 27 = k:x%, ossia ponendo xy =
0

2 C .
(g’—m)l/ 4. si pud riscrivere I'Hamiltoniano nella forma:

142 1
HZhw(_id—gﬂ+§y2)
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Possiamo pertanto considerare 'Hamiltoniano ridotto H' = H/(hw). Defi-
niremo ora il seguente operatore:

S]
I

NS
[\}
Ve
.
&
+
<
S—

il cui aggiunto &

a

S
|
&|Q‘
_l_
s

Risultano le seguenti relazioni:

1, d?
+q = —(— 2 el
a a = 2( dy2+y +|:y7d:|)
1, d?
= 5(_d—y2 +y7—1) (A.1)
1 d?
aat = 5(—d—yz—|-yz—|—1) (A.2)
[at,a] = -1 (A.3)
1
ata=H' — 3 (A.4)

Il problema degli autovalori e delle autofunzioni di H’ & pertanto equivalente
a quello per I'operatore a™a. Infatti se a™ai, = v, si ha pure H'v, =
(v+ %)wv. E’ immediato verificare che gli autovalori v dell’operatore a™a
sono tutti non negativi; si ha infatti:

(o [aTa) ) = v (1hy | o) = [|atpy||* >0

E’ importante verificare se esistono soluzioni con autovalore nullo. In tal
caso, ricordando che ’eguaglianza a zero della norma di un vettore implica la
nullita del vettore stesso, deve valere I’equazione ay = 0 ovvero (d%—l—y)l/)o =
0. Si tratta di una semplice equazione differenziale del primo ordine, risolta
da to(y) = cexp(—3y?). La costante di normalizzazione c¢ si pud scrivere
come ¢ = Li (ricordando l'integrale notevole gaussiano [°°_exp(y?)dy =
K
/7). Pertanto autovalore piu basso di H' & % e quello di H ¢ %hw Per
trovare gli altri autovalori e le altre autofunzioni di a™a opereremo nel modo
seguente: supponendo di aver risolto I'equazione a™a, = vi),, studiamo

leffetto dell’operatore a™ su v,:
ata(aty,) =a(aTa + 1), = (v+1)(at )

Pertanto la funzione a™, & autofunzione di a*a con autovalore v + 1; cid
significa che la funzione a*), ¢ un multiplo di v, (ricordiamo che nei
casi monodimensionali, come & appunto l'oscillatore armonico, non si ha
degenerazione per gli stati legati). Dovra pertanto risultare

a+¢v = Pyt (A5)
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La costante «, viene determinata facilmente prendendo la norma quadrata
di entrambi i membri di A.5

la* 9ol = Jauf?
(@™l a™y) = (o laa™|2y)
= (Yylata+1|ty)=v+1

e dunque ay, = Vv +1le 41 = #aﬂ[)v. Possiamo allora ottenere da g

Vvo+1
le funzioni 11, 19 etc. con successive applicazioni di a™:
1, d 1 2 V2 2
= —_——— + —€ 2 = —ye 2
¥1(y) \/5( 0 y)ﬂ% TV
1, d 1 y?
— (=4 = ~1+2y%e 7
Y2 (y) 5( a0 Y)i(y) ﬁﬂi( y°)
Si ottiene cosi un set infinito di soluzioni cui corrispondono gli autovalori
v=0,1,2,--- I corrispondenti autovalori per I’Hamiltoniano H sono dati da
1 1
E, =hw(v+ 5) = hv(v + 5) (A.6)

Le autofunzioni possono essere messe nella forma

M

Y

Yo(y) = CoHy(y)e™ = (A7)

dove C, ¢ una costante di normalizzazione e H,(y) € un polinomio pari o
dispari a seconda della parita di v, noto come Polinomio di Hermite. Non
esistono altre soluzioni possibili oltre quelle indicate; infatti e facile verificare
che la funzione a, & autofunzione di a™a con autovalore v — 1:

ata(ay,) = (aa™ —1a,
= (v—1)apy

quindi a, = By1hy—1 (con B, = /v come si desume subito dall’eguaglianza
delle norme quadrate). Se fosse possibile un autovalore non intero, applican-
do 'operatore a un numero sufficiente di volte si arriverebbe a un autovalore
negativo, il che, come abbiamo visto in precedenza, & impossibile.

Nota: applicando a a una 1, con v intero, si giunge, dopo v applicazioni, a vy,
dopodiché ai)y = 0 e dunque il processo viene bloccato.

Per tali caratteristiche gli operatori a™ e a vengono chiamati, rispettiva-
mente, operatore di creazione e operatore di distruzione; applicando a™ a 1,
si crea una eccitazione aggiuntiva nel sistema; si dice anche che v, possiede
v eccitazioni e, dalla equazione a™av, = vi),, si pud interpretare a™a come
I'operatore che misura il numero di eccitazioni nel sistema.

Tutti gli operatori di interesse fisico, funzioni delle coordinate e degli
impulsi, possono essere descritti in termini degli operatori di creazione e
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distruzione; cosl gli operatori y e d% possono essere scritti invertendo le
relazioni che definiscono a e a™:

y = g(a +a™)
d V2
d_y = T(G—Cﬁ)

Da questi si desume subito ’espressione per i quadrati:

1
Yy = §(aa +atat +aat +ata)
d? 1
— = —(aa+ata” —aat —aTa
Risulta cosi agevole calcolare sia i valori medi che quelli di transizione per
ogni tipo di operatore. Ad esempio, si verifica subito che 7 = d% =0
e y_ =v+ %, % = —(v+ %), da cui possiamo verificare le relazioni di

indeterminazione di Heisenberg AzAp, = h(v + %) > %
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