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ESIPUHE

Tama kokeilumoniste perustuu Tampereen yliopistossa filosofian opetuksen yhteydes-
sé pidettyihin logiikan peruskurssin luentoihin ja harjoituksiin seka tekijoiden kah-
teen vanhempaan monisteeseen. Néista ensimmainen on Logiikan peruskurssi vuodel-
ta 1989 ja toinen Logiikkaa; teoriaa ja sovelluksia vuodelta 1997. Teimme jalkimmai-
sen paljolti edellisen pohjalta, mutta lisisimme tekstiin runsaasti esimerkkeja ja py-
rimme saamaan erityisesti predikaattilogiikan semantiikan esittelyn havainnollisem-
maksi. Pitddksemme monisteen laajuuden suurin piirtein entisellaén jatimme télloin
todistusteorian lahes kokonaan pois, ja muutimme kaytannon syistd myos monisteem-
me nimea. Tassd kokeilumonisteessa on todistusteoria otettu jalleen mukaan.

Olemme kirjoittaneet lauselogiikan semantiikkaa koskevan osuuden kokonaan uu-
delleen ja yhdistdneet vanhojen monisteidemme kolme ensimmaista lukua yhdeksi
luvuksi. Kokeilumonisteessa ei ole joukko-oppia késittelevad liitetté, silla uudelleen
kirjoitettuna siité tuli niin laaja, etta sita ei ollut mielekasta sisallyttad tahéan kokei-
lumonisteeseen. Joukko-oppia koskeva liite on verkossa osoitteessa

http://www.uta.fi/laitokset/mattiet/matematiikka/kurssit/
logiikka/liitejoukoista.pdf.

Myos harjoitustehtavat on jatetty kokeilumonisteesta pois. Tarkoituksemme on ni-
mittain uudistaa vanhoja tehtavia ja myos lisata uusia tehtéavia. Logiikkaa; teoriaa ja
sovelluksia monisteen harjoitustehtéavat 16ytyvét verkosta osoitteesta

http://www.uta.fi/laitokset/mattiet/matematiikka/kurssit/
logiikka/tehtéavat.pdf

Néita tehtavia on hieman muokattu tdhén kokeilumonisteeseen tulleiden muutosten
vuoksi. On syyta todeta, ettd harjoitusten lapikdyminen on vélttamatonta logiikan
teknisen valineiston ymmaéartamiselle ja soveltamiselle. Kirjatenttiin valmistuvien opis-
kelijoiden kannattaa myos hyodyntad monisteen esimerkkeja: tehtdvaannon voi ko-
pioida esimerkin alusta, sen jalkeen voi yrittda ominpéin ratkaista tehtavéin ja lopuksi
voi tarkistaa oman vastauksen vertailemalla sitd esimerkin vastaukseen.

Tassa kokeilumonisteessa esitelldan lause- ja predikaattilogiikan peruskésitteet
siiné laajuudessa, jossa niiden voidaan katsoa kuuluvan filosofian peruskoulutukseen.
Varsinaisia matemaattisia todistuksia tassd monisteessa ei ole, mutta moniste anta-
nee hyvéit esitiedot myos matemaattisemmille logiikan kursseille. Kokeilumonisteen
laajuus on sikéli ongelmallista, ettéa sité ei ehdita kasitella kolmen opintoviikon luen-
tokurssilla, vaan joko predikaattilogiikan semantiikan tai todistusteorian esittaminen
on lahes kokonaan sivuutettava luennoilla.



Kokeilumonistetta kaytettiin ensimmaisen kerran syyslukukaudella 2002. Tama
uusin versio eroaa vain todistusteoriaa késittelevan luvun osalta siitd. Téahan lukuun
on tehty muutama korjaus ja sithen on lisatty predikaattilogiikan todistusteoriaa
koskeva osuus.

Monisteen teknisestd toimitustyosta kiitamme Jarmo Niemelda ja Leena Heik-
kilad. Monisteen sisiltod koskevista parannusehdotuksista (joita kaikkia emme ole
voineet ajan puutteen vuoksi vield toteuttaa) kiitdmme Tommi Vehkavaaraa.

Tampereella ja Helsingissa 3. elokuuta 2003

Veikko Rantala Ari Virtanen

Nimitdmme monistettamme edelleenkin kokeilumonisteeksi, vaikka se onkin jo
kaytossa kolmatta vuotta. Syksylla 2006 monisteeseen on tehty ldhinné teknisid muu-
toksia.
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Luku 1
MITA LOGIIKKA ON

Logiikan sanotaan usein olevan tiede, joka tutkii pddtelmid eli argumentteja. Se koet-
taa erotella patevat paatelméat epapatevistd. Me osaamme tietenkin tehda paattelyita
jokapéivéiisessa eldmassa ilman, ettd meidén pitéisi opetella logiikkaa. Voidaan kui-
tenkin kysyé, mita jokapaiviiseen paattelyyn itse asiassa sisaltyy ja milla perustein
pateva paattely voidaan erottaa epapatevasta paattelysta. Tallaisten kysymysten tar-
kasteleminen on logiikan tehtavia.

Loogikoilla on tiettyja kasityksia siitd, mita oikealta paittelyltd on vaadittava,
mutta on tiarkeda huomata, ettei tasta kuitenkaan ole taydellista yksimielisyytta eika
ehké voikaan olla. Jokapaivéiinen péattely on monessa suhteessa enemman tai va-
hemmaén epamaéaraista, joten se voi antaa aihetta moniin eri tulkintoihin. Kun sita
ruvetaan analysoimaan tasmallisin keinoin, joudutaan valitsemaan erilaisista vaih-
toehdoista. Jotta loogikko voisi paattelyité tutkia, on ne esitettéva jossakin kielessa.
Talloin joudutaan yleensa kdyttamaan sopivia formaaleja kielia. Luonnollisen kielen
lauseiden "kaantaminen” logiikan formaalille kielelle ei ole kuitenkaan ongelmatonta.

Nykyaikaisen késityksen mukaan logiikka on kuitenkin paljon muutakin kuin pa-
tevan pédattelyn tutkimista. Se on erilaisten asioiden eksaktia analyysia. Eras tarkeé
puoli logiikassa on totuuden késitteen tutkiminen; mité se tarkoittaa, kun sanotaan,
etta jokin vaittama on tosi tai epdtost, tai etta se on yleispdtevd. Yleisemmin, logii-
kassa tutkitaan erilaisten kielien lauseiden (vaittamien, viitelauseiden) ja asiaintilo-
jen tai mahdollisten maailmojen (siis "todellisuuden”) valistd suhdetta. Talloin on
kysymyksessé logiikan semanttinen puoli.

Logiikkaa on myo6s luonnehdittu sanomalla, ettd se on filosofian osa, joka tut-
kii tiedon muotoa eika sen sisdltoa. Vaikka tama ei ehké tarkkaan ottaen pidakaan
paikkaansa, ndemme myohemmin, etta esimerkiksi paatelmien patevyys ei niinkdan
riipu siiné esiintyvien lauseiden sisallosta tai siitd, mité lauseet sanovat maailmasta,
vaan pikemminkin niiden muodosta. Kun kiytetaan formaalia kielta ja tutkitaan sen
lauseita kiinnittamatta huomiota niiden merkitykseen, kyseesséa on logiikan syntakti-
nen puoli.

Logiikka on filosofisen analyysin tarkea véline. Kun tutkitaan jotakin filosofian
kannalta tarkeaa késitettda, voidaan yrittda esittda tdama kasite logiikan viitekehyk-
sessa ja télla tavalla tdsmentéa sitd. Kun tamé on tehty, voidaan tarkasteltavan ké-
sitteen merkitysta tutkia tdsmaéllisin keinoin. Edella mainittiin esimerkkina paattely.



Logiikka on siis kdsiteanalyysin véaline. Silloin kun logiikkaa kéytetédan filosofisten
kasitteiden analyysiin, puhutaan usein filosofisesta logiikasta. Logiikan menetelméat
ovat suurelta osin matemaattisia, usein vield formaalimpia kuin perinteisen matema-
tiikan, ja toisaalta logiikkaa kaytetadn myos matemaattisten késitteiden analyysiin
ja matematiikan perusteiden tutkimiseen ja selventamiseen. Tama on matemaattista
logiikkaa. Myos filosofisen logiikan menetelmét ovat usein matemaattisia ja formaa-
leja. Silloin kun menetelméat ovat formaaleja on logiikka formaalista tai symbolista.
On kuitenkin vaikea tehdé tarkkaa erottelua filosofisen ja matemaattisen logiikan va-
lille. Paitsi matematiikan, myos muiden tieteiden perusteita, jopa taiteiden, voidaan
tutkia kayttamalla logiikkaa. Talloin logiikka toimii metodologisena valineena.

Kun logiikkaa kaytetadn késiteanalyysiin, heraéd usein kysymys siita, onko se so-
velias valine tahan tarkoitukseen. Voidaan esimerkiksi kysyé, vastaavatko talla tavoin
saadut tulokset ja kasitteelliset tarkastelut sitéd, mita ajattelemme asioista "intuitiivi-
sesti”, tai ovatko ne tarkasteltavan tutkimuskohteen kannalta merkityksellisia. Niinpa
on esimerkiksi huomattu, etta kun logiikkaa sovelletaan kielitieteessa, siis luonnolli-
sen kielen tutkimiseen, ei riita, ettd tutkitaan vain syntaktisia ja semanttisia asioita.
Naiden liséksi taytyy ottaa huomioon kielen kayttajat, konteksti, jossa kielta kayte-
taan, ja muut pragmaattiset tekijat. Edelleen on huomattu, etta tutkittaessa mate-
matiikan tai empiiristen tieteiden perusteita tarvitaan monenlaisia logiikoita; ei ole
yhta ainoaa loogista systeemia, joka olisi sovelias. Tallaiset huomiot ovat johtaneet
logiikan voimakkaaseen kehittymiseen erityisesti viime vuosikymmeninéd. Nain eri-
laiset sovellukset voivat olla kimmokkeena kehitykselle. Toisaalta logiikka, niinkuin
matematiikka, on oma tieteenalansa, joka kehittyy myos itsendisesti, sovelluksista
riippumatta.

Taméan kurssin puitteissa kasitelldan eréitéd edella mainittuja logiikan piirteita,
mutta monia niistd voidaan vain sivuta. Aloitamme tutkimalla patevad paéttelya
ei-formaalilla tavalla; erityisesti kysymystd, miten paattely, vaikka se sinédnséd onkin
syntaktinen prosessi, voidaan liittda semanttisiin tarkasteluihin. Sanomme jotakin
totuuden késitteestd ja mahdollisista maailmoista. Tarkastelemme sitten tarkemmin
lauselogiikan syntaksia, siis sita, millaisia hyvin muodostettuja ilmaisuja lauselogii-
kan kielessd on, esittelemme totuustaulumenetelman ja tutustumme lauselogiikan
semantiikkaan. Sen jélkeen tutkimme predikaattilogiikan syntaksia ja semantiikkaa.
Viimeisessa luvussa perehdymme todistusteoriaan. Maarittelemme téalloin tasmalli-
sesti syntaktisesti, millaiset paattelyt ovat péatevia lauselogiikassa. Koetamme lahinna
saada yleiskuvan ns. klassisen logiikan periaatteista ja myos jonkinlaisen tuntuman
sen formaaleihin menetelmiin. On kuitenkin hyva pitdd mielessa, ettei klassinen lo-
giikka ole ainoa mahdollinen, joskin tavallisesti sité pidetaan "standardilogiikkana” ja
lahtokohtana muiden loogisten periaatteiden tarkastelulle. Erilaisia periaatteita ja lo-
giikoita on kehitetty ja tutkittu metodologisista syista ja myos siksi, etta nakemykset
ovat erilaisia.



1.1 Paattely

Padtelma eli argumentti koostuu siita, etta joistakin oletuksista eli premisseistd seu-
raa tietty johtopadtos. Paatelméa syntyy pddttelyn tuloksena. Paatelma voi olla oikea
eli (loogisesti) pdtevd tai epdpdtevd. Seuraava padtelma nayttaa patevalta:

(1.1) Sokrates on ihminen.
Kaikki ithmiset ovat kuolevaisia. (Premissit)
Siis: Sokrates on kuolevainen. (Johtopéétos)

Nédemme, ettd premissit ovat (olivat) tosia, samoin johtopaéatos. Sen sijaan seuraava
paatelma ei ilmeisestikaan ole pateva:

(1.2) Sokrates on ihminen.
Erddt ihmiset ovat kuolevaisia.
Siis: Sokrates et ole kuolevainen.

Premissit ovat tosia, mutta johtopaatos epétosi. Pateville padtelmélle asetetaankin
yleisesti seuraava valttamaton ehto:

(1.3) jos premissit ovat tosia, niin johtopadtos on tosi.

Tama on tarkea ominaisuus. Pateva péattely ei sen mukaan johda "totuuden ulko-
puolelle”, mikéli premissit ovat tosia. Sanotaan, ettd pateva paéttely on totuuden
sailyttdva. Toisin sanoen jos joku hyvéksyy premissit tosiksi ja paattely on pateva,
hénen on hyvaksyttava myos johtopaatos todeksi. Néin ei tietenkadn ehka tapahdu
siind tapauksessa, ettd han e¢ tiedd, etta paattely on pateva. Téma ongelma koskee
ns. episteemista logitkkaa.

Ehto (1.3) ei kuitenkaan ole riittéava ehto péteville paattelylle, kuten ndemme
seuraavasta esimerkisté:

(1.4) Sokrates on ihminen.
Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia.
Siis: Sokrates on filosofi.

Tassé premissit ovat tosia kuten myos johtopaatos, mutta silti paatelmé on selvasti
epéapéateva. Ehto (1.3) onkin vaatimus, joka padtelmén téytyy vahintédin toteuttaa,
jotta se olisi patevi. Toisaalta padtelméa voi olla pateva, vaikka sekéd premissit etta
johtopadtos olisivat epétosia:

(1.5) Sokrates on suomalainen.
Kaikki suomalaiset ovat kuolemattomia.
Siis: Sokrates on kuolematon.



Voidaan myos esittda esimerkkeja patevista paidtelmista, joissa todesta ja epato-
desta premissisté seuraa epatosi johtopaétos tai joissa epétosista premisseisté seuraa
tosi johtopaidtos. Naemme, ettei kysymyksella, ovatko premissit tosia vai ei, ole si-
nansa merkitysta paatelman péatevyydelle. Tarkastelemme hieman myohemmin, mi-
k& on premissien ja johtopaatoksen semanttinen suhde. Péatevida padtelméa voidaan
luonnehtia tasmallisin semanttisin keinoin. Téhan asti olemme luottaneet luontaiseen
kykyymme erottaa useissa tapauksissa patevat paatelmat epapatevista.

Ennenkuin menemme semanttisiin tarkasteluihin, mainittakoon erés térkeéd syn-
taktinen patevin argumentin ominaisuus. Tarkastelkaamme argumentteja (1.1) ja (1.5)
seké vaikkapa seuraavaa:

(1.6) Pekka on korppi.
Kaikki korpit ovat mustia.
Stiis: Pekka on musta.

Niilla argumenteilla on selvasti sama looginen muoto eli sama looginen rakenne,
jonka voimme alustavasti esittad seuraavasti:

(1.7) a on A. (a:lla on ominaisuus A)

Jokainen A on B. (Kaikilla, joilla on
ominaisuus A, on
ominaisuus B)

Siis: a on B. (a:lla on ominaisuus B)

Voimme todeta, etta paatelman patevyys ei niinkaén riipu siina esiintyvien lausei-
den aktuaalisesta siséllostéa, vaan niiden loogisesta muodosta. Sijoitettiinpa péatte-
lyssd (1.7) amn paikalle mika tahansa nimi ja A:n ja B:n paikalle mita tahansa omi-
naisuuksien nimié, saadaan pateva paatelmé. Nain tulkittuna ehto (1.7) antaa syn-
taktisen kriteerin paatelman patevyydelle; mutta ndemme toisaalta, ettd taméa on
yhteydessé semanttiseen kriteeriin (1.3).

Edelld tarkastellun tapaisia paatelmia kutsutaan (varsinkin formaalisissa yhteyk-
sissd) myos deduktioiksi. Pateva argumentti, joka on deduktio, on tietyssid mielessé
sitova: johtopaatos seuraa vdlttamdttd premisseista. Argumentti, jossa johtopaétos ei
seuraa premisseista valttaméatta tai varmuudella, vaan pikemminkin suurella toden-
nakoisyydella, on induktiivinen paatelméa. Niitd emme kuitenkaan tarkastele.

Kéaytannossa ei padtelmia useinkaan esiteta taydellisind. Voimme esimerkiksi paa-
tella seuraavasti:

(1.8) Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia.
Siis: Sokrates on kuolevainen,

tai vain: ’Sokrates on kuolevainen, koska kaikki ihmiset ovat.” Voimme talloin puhua

kdaytannollisesta tai jokapaivdisesta paattelystd. Kysymys kdytannollisen paattelyn
loogisesta patevyydesta voi ratketa, jos loydetaan puuttuvat premissit.
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1.2 Mahdolliset maailmat

Olemme todenneet, ettei paatelméan patevyys kovin suuressa maarin riipu premissien
aktuaalisesta totuudesta tai epatotuudesta eika siitd, mika niiden aktuaalinen tul-
kinta on. Se riippuu néisté seikoista ainoastaan siind méérin kuin ehto (1.3) sanoo.
Kun téssa yhteydessa puhutaan premissien "aktuaalisesta totuudesta”, "aktuaalises-
ta sisallosta” tai lyhyesti vain "totuudesta”, tarkoitetaan sen totuutta tai tulkintaa
suhteessa tahan maailmaan tai siihen tilanteeseen tai asiaintilaan, jossa asianomaisel-
la hetkelld olemme tai jota jostakin syysta tarkastelemme. Jos esimerkiksi ollessani

tietyssa huoneessa sanon:
(1.9) Tdamdn huoneen ovi on kiinni,

niin aktuaalinen tilanne tai aktuaalinen maailma muodostuu niisté seikoista, tapahtu-
mista jne., jotka liittyvat asianomaiseen huoneeseen ja siihen seikkaan, etté olen siina
huoneessa. Mita kaikkea tasmallisemmin sanottuna siihen liittyy, on ainakin osittain
sopimuksenvarainen asia. Mutta ymmarramme kuitenkin, mita aktuaalinen tilanne
tai maailma tassa yhteydessa suurinpiirtein tarkoittaa. Kun ajattelemme aktuaali-
sen maailman talla tavoin kiinnitetyksi, ymmarramme myos sen, mité tarkoitetaan
lauseen (1.9) aktuaalisella totuudella tai epatotuudella, ts. silld, ettd se on tosi tai
epéatosi, tai mikéd on sen aktuaalinen tulkinta. Téllaisten lauseiden yhteydessa puhu-
taan usein, esimerkiksi kielitieteessa, siita kontekstista eli asiayhteydestd, jossa lause
sanotaan.
Samoin, jos tarkastelemme lausetta

(1.10) Helsinki on Suomen pdadkaupunki,

huomaamme, etta se on tosi, siis tosi tassa aktuaalisessa maailmassamme, joka eh-
ké voidaan intuitiivisesti ajatella "laajemmaksi” tai "suuremmaksi” maailmaksi kuin
askeinen. Mitaan tarkkoja rajoja maailman koolle kummassakaan tapauksessa ei tar-
vitse kuitenkaan asettaa, jotta ymmartaisimme naiden lauseiden merkityksen ja né-
kisimme, ovatko ne tosia vai eivat. Niinpa voimme esimerkiksi todeta, etta tiettyyn
historialliseen tilanteeseen nédhden (1.10) ei ole tosi.

Osoitamme nyt, ettd patevad paatelméad voi luonnehtia siind esiintyvien lausei-
den merkityksien avulla, kun "merkitys” méaritelladn sopivalla tavalla. Saamme néain
paattelylle semanttisen tulkinnan, joskin paattelyé, sikéli kuin sen muodosta on kysy-
mys, voidaankin pitad syntaktisena toimituksena, kuten on jo aikaisemmin todettu.
Tarkastelut, jotka koskevat lauseiden merkityksid eivit ole térkeitd vain paattelyn
kannalta, vaan filosofian ja loogisen semantiikan kannalta yleisemminkin.

Koska siis puhuminen aktuaalisesta totuudesta ei riitd, meidén on aktuaalisen
maailman liséksi tarkasteltava muitakin ns. mahdollisia maailmoja, mahdollisia asiain-
tiloja tai tilanteita. Voimme kuvitella esimerkiksi sellaisen tilanteen tai maailman,
jossa Helsinki ei ole Suomen padkaupunki eli jossa lause (1.10) on epétosi. Se ei ole
taménhetkinen aktuaalinen maailma, mutta se on jossakin mielessd mahdollinen ja
se on jopa ollut tietyssa historian vaiheessa aktuaalinen. Témén maailmamme tila



esimerkiksi vuonna 2020 voisi edustaa mahdollista maailmaa, joka ei ole aktuaali-
nen mutta tulee aktuaaliseksi eli aktualisoituu tai realisoituu tuona vuonna. Toisaal-
ta voidaan my6s puhua mahdollisista maailmoista, jotka eivat koskaan aktualisoi-
du; esimerkiksi maailma, jossa on siivekkaitda hevosia, voisi ehkéa olla sellainen. Se
on mahdollinen jossakin mielessé; se on esimerkiksi loogisesti mahdollinen maailma,
vaikka se ei olisikaan fyysisesti, biologisesti tai fysikaalisesti mahdollinen. Meilld voi
siis olla erilaisia kriteereja sille, miké on mahdollista, mika ei; mutta logiikan yhtey-
dessé tarkastellaan tavallisesti loogista mahdollisuutta (joka sekin on usein suhteessa
annettuun logiikkaan).

Siitd, mitd mahdolliset maailmat tarkkaan ottaen ovat, meidan ei tarvitse tassa
vaiheessa valittaa, vaan riittaa ajatella, ettd mahdollinen maailma on jotakin, jos-
sa sopivan, tarkasteltavan kielen lauseet ovat tosia tai epatosia, ts. jossa niilla on to-
tuusarvo. Toisaalta sovimme, ettd nimenomaan lauseiksi kutsutaan niita kielen ilmai-
suja, joilla on totuusarvo maailmoissa; lauseet ovat totuudenkantajia. Niinpéa luonnol-
lisen kielen lauseita tassd merkityksessa ovat indikatiivilauseet ja muut vaitelauseet,
mutta eivat esimerkiksi kysymyslauseet. Usein luonnollista kielta kaytettéesséd kon-
teksti maaraéd, onko lause vaitelause vai ei. Lauseet ovat kielen syntaksiin kuuluvia
olioita, kun taas mahdolliset maailmat ja totuusarvot kuuluvat semantiikkaan. Sil-
loin kun tarkastellaan jonkin logiikan formaalia semantiikkaa, tarvittava mahdollisen
maailman késite maaritelladn aina tasméllisesti (matemaattisesti, joukko-opillisesti).
Tallaisia joukko-opillisesti konstruoituja mahdollisia maailmoja kutsutaan usein mal-
leikst.

Olettakaamme, ettd voimme puhua kaikkien maailmojen (mallien) kokoelmasta
(luokasta, avaruudesta). Voimme nyt mééritella erédita térkeita semanttisia késitteita.
Lauseen sanotaan olevan aktuaalisesti tosi, jos se on tosi aktuaalisessa maailmassa;
siis jos se on tosi maailmassa, jossa sité tarkastelemme. Lause on loogisesti tosi, jos se
on tosi kaikissa mahdollisissa maailmoissa. Vastaavasti lause on loogisesti epdtosi, jos
se on epétosi kaikissa mahdollisissa maailmoissa. Lause on kontingentti, jos se on tosi
jossain maailmoissa ja epétosi toisissa. Voimme ajatella lauseen merkityksen méaaraa-
véan, missé maailmoissa se on tosi ja missa epatosi. Joskus jopa lauseen merkitykseksi
maaritelladn niiden mahdollisten maailmojen, joissa lause on tosi, muodostama ko-
koelma.

Modaalilogitkan yhteydessa loogisesti tosia lauseita sanotaan usein wvalttamdtto-
miksi ja loogisesti epatosia mahdottomiksi lauseiksi. Lausetta, joka on tosi ainakin
jossain maailmassa, sanotaan mahdolliseksi. Modaalilogiikka on juuri logiikkaa, joka
tutkii valttamattomyyden ja mahdollisuuden kasitteita. Usein siina kasitteen "valt-
tamétta tosi” ala katsotaan laajemmaksi kuin kéasitteen "loogisesti tosi”. Tama tar-
koittaa, ettéd kaikkia loogisia totuuksia pidetadn vilttamattomina totuuksina, mutta
jotkut valttamatta todet lauseet eivat ole loogisesti tosia.

Lause B on lauseen A looginen seuraus, jos B on tosi kaikissa niissd maailmoissa,
joissa A on tosi. Tamé merkitsee, ettd A ”sallii” vain osan (tai enintddn samat)
niistd maailmoista, jotka B sallii. Tassa mielessé voidaan sanoa, ettd A on "loogisesti
voimakkaampi” kuin B. Intuitiivisesti katsoen tuntuukin luonnolliselta ajatella, ettéa
mitd voimakkaamman ehdon lause ilmaisee, sitd "vihemman” voi olla maailmoja,
joissa se on tosi. Loogisen seurauksen méaritelmé yleistetaén koskemaan useampia



lauseita seuraavasti: lause B on lauseiden Ay, As, ..., A, looginen seuraus, jos kaikissa
niissd maailmoissa, joissa premissit A;, As, ..., A, ovat tosia, on my0s johtopaatos
B tosi.

Jotta looginen seuraus, joka on semanttinen kasite, ja pateva padtelmé, joka on
syntaktinen késite, vastaisivat toisiaan, pitdd seuraavan ehdon olla voimassa: anne-
tuista premisseista voidaan péatella jokin johtopédatos tasmélleen silloin kuin tama
johtopaétos on naiden premissien looginen seuraus. Voidaan osoittaa, ettd myohem-
min tarkasteltavien formaalien logiikkojen yhteydessd tamé ehto on voimassa, kun
mahdollisten maailmojen avaruutena on kussakin tapauksessa (kutakin logiikkaa vas-
taten) kaikkien loogisesti mahdollisten maailmojen luokka. Ehtoa ei tietenkddn voi
osoittaa oikeaksi, ennen kuin siiné esiintyvat kasitteet on tehty tasmallisiksi. Logiikan
peruskurssin yhteydessé ehtoa ei todisteta.
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Luku 2
LAUSELOGIIKKA

Lauselogiikassa tutkitaan seké syntaktisella etta semanttisella tasolla loogisia konnek-
titveja ja niiden avulla muodostettuja lauseita sekd myos formaalia padttelya. Tés-
sé luvussa tarkastelemme klassisen lauselogitkan formaalia méaarittelyd ja semantti-
sia kysymyksid. Viimeisessa luvussa tarkastelemme lauselogiikan todistusteoriaa. On
huomattava, ettda on olemassa lauselogiikoita, joissa syntaktiset tai semanttiset asiat
on maaritelty eri tavalla kuin klassisessa logiikassa. Pidamme aluksi tarkastelut ei-
formaalilla tasolla, ja vasta vihin myohemmin tutkimme, miten lauselogiikka voidaan
formalisoida.

2.1 Loogiset konnektiivit

Loogiset konnektiivit vastaavat tiettyjé luonnollisen kielen ilmaisuja, jotka ovat tar-
keitd myos ei-formaalissa matemaattisessa kielessi. Lauselogiikassa konnektiiveille
annetaan tasmalliset semanttiset merkitykset. On siis huomattava, ettd merkitykset
ovat sopimusluonteisia, joskin pyritadn noudattelemaan luonnollisen kielen merki-
tyksia. Ne kuitenkin poikkeavat osittain vastaavista luonnollisen kielen ilmaisujen
merkityksista jo senkin takia, ettd jalkimmaiset eivit ole téysin yksikésitteisia. On
myoOs huomattava, etta vain joillakin luonnollisen kielen konnektiiveilla on vastineensa
lauselogiikassa.
Klassisen lauselogiikan konnektiivit ovat seuraavat:

vastine

merkinté luonnollisessa
nimitys (vaihtoehtoinen) kielessé
negaatio - (~, —) ei (ole niin, etté ...)
konjunktio A (&) ja
disjunktio \% tai
implikaatio — (D, =) jos ..., niin ...
ekvivalenssi < (=, &) jos ja vain jos

Konnektiivien kiaytto on seuraavanlainen. Olkoot A ja B lauseita. Niistd muodos-
tetaan konnektiivien avulla yhdistettyja lauseita seuraavasti:
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yhdistetty
lause luetaan nimitys

-A ei A A:n negaatio

ANB Aja B A:mn ja B:n
konjunktio
(A ja B ovat
konjunkteja)

AV B A tai B A:mn ja B:n
disjunktio
(A ja B ovat
disjunkteja)

A— B jos A, niin B A:mn ja B:n
implikaatio
(A etulause,
B jalkilause)

A< B A, jos ja vain jos B A:n ja B:n
ekvivalenssi.

Kéaytamme silloin talloin lauseeelle samaa nimitysta kuin sen ns. padkonnektiiville (ks.
s. 18). Puhumme siis esimerkiksi implikaatiosta A — B sen sijaan, etta kéyttaisimme
tarkempaa, mutta pidempaé ilmausta "implikaatiolause”.

Loogisia konnektiiveja sanotaan totuusfunktioiksi. Se tarkoittaa, ettd kunkin yh-
distetyn lauseen totuusarvo maaraytyy yksikésitteisesti sen osalauseiden totuusar-
voista (edellinen on siis jalkimmaisten funktio). Tutkimme seuraavaksi, miten to-
tuusarvot maaraytyminen voidaan esittaé totuustaulujen avulla. Kasittelemme ensin
kutakin konnektiivia erikseen.

Negaatio
Tarkastellaan lauseita A ja —A:

A: ’Soitan Maijalle’;
—A: "En soita Maijalle’.

Sovimme, etté jos A on tosi jossakin tilanteessa (maailmassa), niin = A on téssa tilan-
teessa epéatosi ja kdantden. Tama vastaa luonnollisen kielen kieltosanan merkitysta
(niissé yhteyksissé, joissa totuuden ja epatotuuden liséksi ei ole muita vaihtoehtoja).
Merkitéén lyhyesti ¢, jos lause on tosi (annetussa tilanteessa) ja e, jos se on epdtos.
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Jos nyt A on mielivaltainen lause, saadaan seuraava yleinen totuustaulu negaatiolle:

Al —-A
t e
e t

Konjunktio
Seuraava esimerkki osoittaa, millainen totuusfunktio konjunktio on:

A: 'Soitan Maijalle’;
B: ’Menen kayméan Maijan luona’;
A A B: ’Soitan Maijalle ja menen kiymaan Maijan luona’.

Sovimme, ettd AA B on tosi (annetussa tilanteessa) tasmélleen silloin kun molemmat
konjunktit A ja B ovat tosia. Tamé on se merkitys, joka sanalla "ja” on suomenkie-
lessd. Jos nyt A ja B merkitsevat mielivaltaisia lauseita, saadaan yleisesti:

A B|AAB
t t t
t e e
e t e
e e e

Disjunktio

Kuten ndimme, negaatiolle ja konjunktiolle annetaan sama merkitys kuin vastaavil-
la luonnollisen kielen ilmaisuilla yleensd on. Mutta disjunktion kohdalla joudutaan
valitsemaan ja tarkentamaan, silla sanalla "tai” on tavallisessa kielenkaytossa kaksi
merkitysta. Seuraavat esimerkit osoittavat eron:

(2.1) Soitan Maijalle tai menen kdymdan Maijan luona.

Jos puhuja tekee tdmén lupauksen, hén ilmeisesti tarkoittaa, ettd hén aikoo tehda
toisen mainituista teoista, mutta ei molempia, vaikka lause sindnsa ehkéa sallisi mo-
lemmat. Tallaista "tai”’-sanan tulkintaa sanotaan eksklusiiviseksi, ja se on ilmeisesti
lahella ilmaisun ”joko-tai”-merkitysta. Toisaalta, jos haluan esimerkiksi kuulla, mi-
ta tapahtui eilen yliopistolla, ja tiedan, etta Maija ja Matti olivat silloin sielld, voin
sanoa:

(2.2) Soitan Maijalle tai Matille,

eli taydellisemmin: "Soitan Maijalle tai soitan Matille’. Jos nyt soitan ensin Maijalle,
joka ei kaikesta huolimatta tieddkadn, mita yliopistolla tapahtui, voin soittaa myds
Matille ja silti katsoa pitaneeni lupaukseni (2.2). Téllainen "tai”-sanan tulkinta sal-
lii siis molemmat vaihtoehdot, joten sitd voidaan sanoa inklusiiviseksi. Klassisessa
logiikassa disjunktion merkitys sovitaan inklusiiviseksi. Sovitaan siis, ettd lauseiden
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A: ’Soitan Maijalle’;
B: ’Soitan Matille’

disjunktio
AV B: ’Soitan Maijalle tai soitan Matille’

on tosi (annetussa tilanteessa) tdsmaélleen silloin kun ainakin toinen disjunkteista A
ja B on tosi. Tamé yleistetdan jéalleen mielivaltaisille lauseille A ja B:

A B|AVB
t t t
t e t
e t t
e e e

Implikaatio

Implikaatiota siind merkityksessa kuin se méaritellaan klassisessa logiikassa, sanotaan
usein myos materiaaliseksi implikaatioksi. Luonnollisen kielen ilmaisu ’jos ..., niin’
on monimerkityksinen. Se voi esimerkiksi ilmaista seurausrelaatiota tai kausaalista
suhdetta:

(2.3) Jos luku on suurempi kuin nolla, niin se ei ole pie-
nempi kuin nolla.

(2.4) Jos vettd kuumennetaan, niin se hoyrystyy.

Itse asiassa ndma ilmaisevat eraénlaista vahvaa yhteytta etu- ja jéalkilauseiden vélil-
la. Jos edellinen on tosi, niin siitd jossakin mielessa seuraa, ettd jalkimmainenkin on
tosi. Lauselogiikan materiaalinen implikaatio ei ilmaise seurausrelaatiota, joskin se
on yhteydessé siihen, kuten myohemmin nédemme. Se tarkoittaa vain, ettd jos etu-
lause on tosi, niin jalkilausekin on tosi; ei, etta jalkimmaéisen totuus seuraisi edellisen
totuudesta. Hyviaksymme siis esimerkiksi seuraavanlaiset implikaatiot:

(2.5) Jos Maa on litted, niin Mars on planeetta.
(2.6) Jos Maa on litted, niin Kuukin on.

Naiden kummankin etulause on epéatosi, mutta ne itse katsotaan tosiksi. Luonnolli-
sessa kielessa ei tallaisesta ole mitaan yksikasitteistd sopimusta. Tarkastellaan viela
seuraavaa esimerkkia:

(2.7) Jos vappuna on lunta katolla, niin sitd on maassakin.

Taméa ei ota kantaa sithen tapaukseen, ettéd jonakin vappuna ei ole lunta katolla.
Mutta klassisessa logiikassa sovitaan, etté téllaisessa tilanteessa (maailmassa) (2.7)
on tosi. Sen sijaan jo tavallisessa kielenkéytossa (2.7) olisi epétosi, jos sen etulause
olisikin jonakin vappuna tosi, mutta jalkilause epéatosi. Sovitaan siis, etté lauseiden
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A: "Vappuna on lunta katolla’;

B: ’Sita (ts. lunta) on maassakin’
implikaatio
A — B:’Jos vappuna on lunta katolla, niin sitd on maassakin’

on epitosi (annetussa tilanteessa) vain kun A on tosi mutta B epéatosi. Jos taméa
yleistetaan, saadaan implikaatiolle seuraava totuustaulu:

A B|A— B
t t t
t e e
e t t
e e t

Jos se tuntuu erikoiselta, etta implikaatio méaritelladn talla tavoin, niin etta esimer-
kiksi lauseet (2.5) ja (2.6) ovat tosia, niin todettakoon, ettd matematiikassa silla on
tamé sama merkitys. Edelleen, se antaa implikaatiolle tietyn yhteyden péaattelyyn,
kuten myohemmin ndemme. Voisimme ehké lauseista (2.5) ja (2.6) sanoa, ettd ne
ovat "triviaalisti tosia”.

Ekvivalenssi

[Imaisu ’A, jos ja vain jos B’ merkitsee samaa kuin 'Jos A, niin B, ja jos B, niin
A’. Tama tekee ko. ekvivalenssin todeksi tdsmaélleen niissé tapauksissa, ettd A:lla ja
B:1la on sama totuusarvo:

A B|A< B
t t t
t e e
e t e
e e t

Totuusehdot ja mahdolliset maailmat

Totuustaulu edustaa kaikkia mahdollisia annetun lauseen totuusarvojakaumia. Teem-
me nyt seuraavan sopimuksen: jos mahdollinen maailma (tilanne) w noudattaa ylla
olevien totuustaulujen mukaisia totuusehtoja konnektiiveille, sitd sanotaan klassisek-
5.

Jos siis w on klassinen mahdollinen maailma, niin jokainen atomilause p on joko
tosi tai epatosi maailmassa w ja

1. = A on tosi maailmassa w, jos ja vain jos A on epatosi maailmassa w;
2. A A B on tosi maailmassa w, jos ja vain jos A ja B ovat tosia maailmassa w.

3. AV B on tosi maailmassa w jos ja vain jos ainakin toinen lauseista A ja B on
tosi maailmassa w;
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4. A — B on tosi maailmassa w jos ja vain jos ei pida paikkaansa ettd A on tosi
ja B epéatosi maailmassa w;

5. A < B on tosi maailmassa w jos ja vain jos sekd A ettd B ovat molemmat tosia
tai molemmat epétosia maailmassa w.

Esimerkki 1. Oletetaan, ettd p ja g ovat tosia maailmassa w. Télloin disjunktio
pV q on tosi maailmassa w ja negaatio —p on epatosi maailmassa w. Siis implikaatio
pV g — —p on epatosi maailmassa w.

Annamme seuraavaksi esimerkin maailmasta, jossa implikaatio pV ¢— —p on tosi.
Implikaation totuusehtojen mukaan se on tosi, jos etulause on epatosi tai jalkilause
tosi. Kun siis esimerkiksi —p on tosi maailmassa w’ eli kun p on epédtosi maailmassa
w’, niin implikaatio p V ¢ — —p on tosi maailmassa w’.

Esimerkki 2. Tutkimme, millaisessa maailmassa w implikaatio pV ¢ — p on epéatosi.
Implikaation totuusehtojen mukaisesti etulauseen p V g pitaa olla tosi ja jalkilauseen
p epatosi maailmassa w. Siis maailman w pitda olla sellainen, ettd ¢ on siina tosi,
mutta p epatosi.

Esimerkki 3. Onko olemassa sellaista maailmaa, jossa lause pA g+« g/Ap on epétosi?
Jos p A g on tosi jossain maailmassa w, niin seka p ettd ¢ ovat siind tosia. Téssa
tapauksessa siis myos lause g A p on tosi maailmassa w. Jos p A ¢ on epatosi jossain
maailmassa w, niin ainakin toinen lauseista p ja ¢ on epatosi maailmassa w, jolloin
myos g A p on epéatosi maailmassa w.

Jokaisessa maailmassa siis lauseiden p A ¢ ja ¢ A p totuusarvot ovat samoja. Ei ole
siis olemassa sellaista maailmaa, jossa ekvivalenssi p A ¢ <= ¢ A p olisi epéatosi.

2.2 Lauselogiikan syntaksi

Logiikassa pyritdan maarittelemaan taysin yksikasitteisesti tarvittavat syntaktiset
ja semanttiset kasitteet. Tahin pédastadn esimerkiksi formalisoimalla tarkasteltavan
logiikan syntaksi ja méarittelemalla semanttiset kasitteet kayttaen joukko-opillista ja
muuta matemaattista kielta.

Tutkimme nyt, miten lauselogiikan syntaksi formalisoidaan. Tarkoituksena on an-
taa sellainen maaritelmé "lauseelle”; etté periaatteessa voidaan annetusta merkkijo-
nosta mekaanisesti todeta, onko se lauselogiikan lause vai ei. ("Lauseen” tilalla kéayte-
tadn tassa yhteydessa myos nimitysta "kaava”. Noudatamme kaytéantoa, etta semant-
tisissa tarkasteluissa puhumme enimmakseen lauseista, mutta syntaktisissa kaavois-
ta.) Tama edellyttad ensiksikin, ettd sovitaan, mitké ovat ne syntaktiset merkit, joita
saadaan kayttad, ja toiseksi, miten naita merkkeja voidaan yhdistelld. Nain siirrymme
viela yhden askeleen eksaktimpaan suuntaan.

Seké syntaktiset ettd semanttiset tarkastelut yksinkertaistuvat usein, jos valitaan
peruskonnektiivit, joiden avulla muut konnektiivit voidaan maéritella. Peruskonnek-
tiiveiksi voidaan ottaa negaatio yhdessé disjunktion, konjunktion tai implikaation
kanssa. On my6s mahdollista ottaa kayttoon kokonaan uusia konnektiiveja ja maé-
ritelld tutut konnektiivit ndiden avulla. Kaytamme téassa kuitenkin kaikkia edella
esiteltyja konnektiiveja.
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Perussymbolit

Ensimmaéinen askel formalisoinnissa on valita kaytettdavat perusmerkit, joista muut
ilmaisut rakennetaan. Ne ovat perussymboleja (primitiivisymboleja), ja ne muodosta-
vat sanaston eli aakkoston. Perussymboleita on tietenkin myos luonnollisessa kielessa,
mutta formaalikielesséd ne on tarkemmin rajattu. Sovimme, ettd perussymbolit ovat
seuraavat:

D1, D2, D3, - - - lausemuuttujat
-, A\, V, —, < konnektiivit
() ) sulut.

Lausemuuttujia kutsutaan myos atomilauseiksi. Myos nimitysta "atomikaava” ja
"propositiosymboli” kdytetaan. Niitd on siis ddreton maara (tavallisesti ajatellaan,
ettéd niitd on ns. numeroituvasti 4aretéon maara). Merkitd4n niiden joukkoa kirjaimella
L:

L= {p1,p2,p3,---}.

Lausemuuttujiksi voidaan tietenkin valita toisiakin symboleita, jolloin saadaan ikéaan-
kuin eri kielia.

Perussymbolit kuuluvat objektikieleen eli sithen formaalikieleen, jota tarkastelem-
me; samoin kohta maéariteltavat kaavat eli lauseet. Koska joudumme puhumaan naista
objektikielen ilmaisuista, meilla on oltava sopiva metakieli, jossa niihin voidaan vii-
tata, ts. kieli, jossa niistd voidaan puhua. Sovimme, etta kirjaimet p, ¢, r, ... ovat
metakieleen kuuluvia metavariaabeleita, jotka viittaavat lausemuuttujiin ja kirjaimet
A, B, C, ... metavariaabeleita, jotka viittaavat mielivaltaisiin kaavoihin. Konnektii-
vit ja sulut viittaavat itseensa.

Kaavat

Seuraavaksi méaritellaan, mita tarkoitetaan kaavalla eli lauseella. Taméa tapahtuu ns.
kaavanmuodostussaantojen avulla. Kaavat maaritellaan induktitvisesti eli sopivalla
tavalla askeleittain. Kukin méaritelmén askel, paitsi ensimmainen, maérittelee kaavan
yksinkertaisempien kaavojen avulla.

Kaavanmuodostussadanndt:

1. Lausemuuttujat ovat kaavoja.
2. Jos A on kaava, niin = A on kaava.

3. Jos A ja B ovat kaavoja, niin (A A B), (AV B), (A — B) ja (A < B) ovat
kaavoja

4. Muita kaavoja ei ole.

Tamé merkitsee, etta jokainen kaava rakennetaan lausemuuttujista konnektiivien ja
sulkujen avulla. Kaavassa = A (huomaa, ettei tassi kayteta sulkeita) negaation — ala
on kaava A. Negaation alaan kuuluu siis sita valittomaésti seuraava lausemuuttuja tai
sulkeiden sisallé oleva lause.
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Esimerkki 4. Merkkijono ((p; — ps) <> ——ps) on kaava. Tama ndhd&én osoittamal-
la, miten se muodostetaan vaiheittain atomikaavoista: p; ja ps ovat lausemuuttujina
kaavoja, joten (p; — p2) on kaava. Samoin —ps; on kaava. Téten ——ps on kaava.
Koska siis (p1 — p2) ja =—ps ovat kaavoja, niin ((p; — ps) <> ——ps) on kaava.

Esimerkki 5. Merkkijono p; A Aps ei selvéstikaén ole kaava. Tarkasti ottaen myos-
kédan merkkijonot p; A pe ja p1 A pa A p3 eivit ole kaavoja (miksi?).

Rakennettaessa vaiheittain kaavaa lausemuuttujista ldhtien jokaisessa vaiheessa
kaytetadn yhtd konnektiivia. Viimeiseksi kaytettya konnektiivia kutsutaan kaavan
padakonnektiiviksi. Usein lauseita késiteltaessa on ensin loydettava paakonnektiivi.

Esimerkki 6. Kaavan ((p; — p2) < ——ps) padkonnektiivi on ekvivalenssi <, kaavan
(p1 — po) implikaatio — ja kaavan ——ps; padkonnektiivi on negaatio —.

Sulkujen poistaminen

Voidaan sopia, ettd kaavassa uloimmat sulut jatetaan pois. Sulkeiden méaraa voidaan
vahentaa myos sopimalla, miten kukin konnektiivi vaikuttaa kompleksisessa lausees-
sa, eli mikd on sen (vaikutus)ala. Taméa on analogista aritmetiikassa méaariteltavan
“oikean laskujérjestyksen” kanssa. Sovitaan, etté

1. negaatiolla on pienin (vaikutus)ala;

2. konjunktiolla ja disjunktiolla on pienempi ala kuin implikaatiolla ja ekvivalens-
silla.

Uloimpien sulkujen lisaksi jatetaan pois sellaiset sulut, jotka eivat vaikuta konnek-
tiivien alaan, kun eri konnektiivien aloilla on se keskinédinen jarjestys joka on edella
esitetty.

Esimerkki 7. ((-AV B) — () lyhentyy muotoon =AV B — C, koska disjunktion
ala on suppeampi kuin implikaation.

Esimerkki 8. (mA V (B — () lyhentyy muotoon —A V (B — (). Jaljelld olevaa
sulkuparia ei voi poistaa.

Esimerkki 9. ((AV B)AC) lyhentyy muotoon (AV B)AC. Jaljella olevaa sulkuparia
ei voi poistaa, koska disjunktio ja konjunktio ovat samanarvoisia.

Esimerkki 10. Kaavassa —(A A B) olevaa sulkuparia ei voi poistaa, koska negaation
ala on sita valittomaésti seuraava kaava.

Ellei sekaannusta aiheudu, kiytetdén usein merkintdd A A B A C kaavojen (A A
B)ANC ja AN (B AC) asemesta; niilla on samat totuustaulut. Vastaavasti voidaan
merkitd AV BV C.

Kun on sovittu metavariaabelien kaytosta ja "tarpeettomien” sulkujen poistami-
sesta, niin voimme sanoa ilman sekaannusta, etta kaikki néin saatavat ilmaisut ovat
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kaavoja, vaikka ne tarkasti ottaen vain viittaavat kaavoihin (siis tiettyihin objek-
tikielen merkkiyhdelmiin). Ne eivét itse asiassa ole kaavoja, koska ne eiviat kuulu
objektikieleen. Esim. metakielen ilmaisu p V ¢ — r viittaa objektikielen kaavoihin,
jotka ovat muotoa ((p V q) — r), ts. jotka saadaan tésté sijoittamalla pm, ¢:n ja rn
paikalle mielivaltaisia lausemuuttujia. Analoginen sopimus vallitsee esimerkiksi mate-
matiikassa, kun kaytetaan kirjaimia viittaamaan lukuihin, mutta kuitenkin sanotaan
naistéd kirjaimista, ettd ne ovat [ukuja. Kun olemme tamén seikan todenneet, emme
kiinnita jatkossa sithen huomiota, ellei erikoisesti tule tarvetta. Téallainen on tyypil-
linen menettely eksakteissa menetelmissa. Sen jalkeen kun on sovittu, miten asiat
pitad tarkasti esittad, voidaan tasta tarkkuudesta tinkia, ellei sekaannusta aiheudu
ja jos nain saadaan tarkastelut yksinkertaisemmiksi. On kuitenkin tarkeaé tietda, mi-
ten periaatteessa voidaan tarpeen vaatiessa palata tarkkaan ilmaisuun. Logiikassa on
lisdksi erittain tarkead huomata objektikielen ja metakielen ero. Kaikki keskustelu
objektikielestd kaydaan metakielessa.

Merkinnat = ja <&

Y )

[lmaukset ’jos ..., niin ...” ja ’...jos ja vain jos ...  esiintyvit niin usein mate-
maattisissa teksteissa, ettd niille on otettu kayttoon omat merkinnét. Periaatteessa
néille ilmauksille voisi hyvinkin kayttaa merkintoind implikaatiota — ja ekvivalenssia
<, mutta matematiikassa on yleisempaa kayttda "kaksoisnuolia” = ja <. Logiikan
tutkimisen nakokulmasta tama on sikéli hyva ratkaisu, ettd nyt voidaan ”yksinker-
taisia” nuolia kayttaé logiikan objektikielessa ja kaksoisnuolia metakielessd. Voimme
siis kayttda metakielessé sellaisia ilmauksia kuin esimerkiksi "lause A on epéatosi =
lause A — B on tosi” ja A « B on tosi tdsmaélleen silloin kun on voimassa: A on
tosi < B on tosi.” (Luettavuuden kannalta jalkimmaéisessa ilmauksessa ei ilmausta
"tasmalleen silloin kun” kannata korvata kaksoisnuolella <>, vaikka niilla onkin sama
merkitys.) Joskus ilmauksen ”jos ja vain jos” ja kaksoisnuolen < sijasta kaytetdan
myo6s ilmausta “joss” (englanniksi "iff”).

Rakennepuu

Jokaisella kaavalla A on rakennepuu T'(A), joka vastaa kaavaa muodostettaessa kéy-
tettyja lauseenmuodostussdantoja. Kaavan rakennepuu voidaan maaritella rekursii-
visesti eli induktiivisesti seuraavasti:

T(pi) = Di
-B
T(=B) = |
T(B)
BoC
T(BoC)= A\
T(B) T(C)
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Viimeisessa kohdassa o voi olla mika tahansa konnektiiveista A, V, — ja <.

Rekursiivisen méaritelmén idea on, etta siina esiintyvid saantoja sovelletaan tois-
tuvasti, kunnes paadytaan sellaiseen tilanteeseen, jossa ei endd tehda mitaan. Kaa-
van A rakennepuussa T'(A) muodostaa kaava A puun rungon ja kaavassa A esiinty-
vat lausemuuttujat (joille ei tehdd mitadn) puun lehdet. Vaikka ylla oleva méaaritel-
ma saattaakin vaikuttaa vaikeatajuiselta, niin kyseessa on varsin yksinkertainen asia,
kuten seuraavat esimerkit osoittavat.

Esimerkki 11. Muodostetaan esimerkeissa 7-10 olleiden kaavojen rakennepuut:

-AvV B—C -AV (B—C)
/\ /\
-AvB (C - A B—C

/\ | /\
-A B A B C

|
A

(AVB)ANC -(AAB)

/\ |
AvB C ANB

/\ /\
A B A B

Esimerkki 12. Kaavan (vrt. esimerkki 4) ((p; — ps) <> ——ps5) rakennepuu on:

(pl —>p2)<—>ﬂﬂp5

/\

P1— D2 - iP5
/\ |

Pr P2 - D5

|

Y23

2.3 Totuustaulumenetelma

Luonnollisen kielen lauseet, varsinkin kompleksiset, ovat usein monimerkityksisia.
Logiikassa kuitenkin pyritaan yksiselitteisyyteen. Tarkastelemme nyt, miten konnek-
tiiveja voidaan kayttaa kompleksisten lauseiden muodostamiseen ja miten téallaisten
lauseiden totuusarvoja "lasketaan”.

Olettakaamme, ettd joku sanoo seuraavasti:

(2.8) Matkustan Helsinkiin ja kdyn Maijan luona tai me-
nen elokuviin.

Tama ei ole yksiselitteinen lause. Puhuja voi tarkoittaa toista seuraavista mahdolli-
suuksista:
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(2.9) Matkustan Helsinkiin ja kdyn sielld Maijan luona
tai menen sielld elokuviin,

(2.10) Matkustan Helsinkiin ja kdyn sielld Maijan luona;
tai menen elokuviin (esim. Tampereella).

Jos luonnollisessa kielessa kaytettéisiin sulkeita samaan tapaan kuin matematiikassa,
saisimme namé eri merkitykset esiin myos seuraavasti:

(2.11) Matkustan Helsinkiin ja (kayn Maijan luona tai
menen elokuviin);

(2.12) (Matkustan Helsinkiin ja kayn Maijan luona) tai
menen elokuviin.

Niéilla lauseilla on selvasti eri merkitys. Niitd voidaan tutkia lahemmin kddantdmdl-
la ne lauselogiikan kieleen. Téll6in meidéan on ajateltava, ettd "ja” ja "tai” voidaan
kadntaa vastaaviksi loogisiksi konnektiiveiksi. Oletetaan lisaksi, etta yllaolevat lauseet
voidaan rakentaa konnektiivien avulla atomilauseista. Merkitdan nyt seuraavasti:

p: 'Matkustan Helsinkiin’;
q: 'Kayn Maijan luona’;

r: 'Menen elokuviin’.
Talloin lauseiden (2.11) ja (2.12) kéénnokset olisivat:

(211):pA(gVr)
(2.12): (pAgq) V.

Nailla on eri totuustaulut, kuten kohta ndemme. Tarkastelemme ensin kuitenkin muu-
taman yksinkertaisemman lauseen totuustauluja.

Totuustaulujen muodostamista sanotaan totuustaulumenetelmaksi. Talloin tar-
kastellaan kaikkia annetussa lauseessa esiintyvien atomilauseiden totuusarvojakau-
mia. Seuraavissa esimerkeissa on esitelty erilaisia tapoja tehda totuustaulu.

Esimerkki 13. -p A ¢:

P q|p|lq|PANg
t t| e |t e
t e| e |e e
e t| t |t t
e e| t |e e

Huomaa, ettd ylla ¢:n sarake on toistettu vain sen takia, ettd voidaan lukea va-
semmalta oikealle, kun maarataan lauseen —p A ¢ totuusarvot. Toistaminen ei siis ole
valttdmatonta. Totuusarvojakaumia on 22 kappaletta.
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Esimerkki 14. =(p A q):

plalphg|-(pAg)
t|t t e
tle e t
et e t
ele e t

Nopeampi tapa tehda totuustaulu on kirjoittaa tarkasteltava lause vain kerran ja
merkité lasketut totuusarvot aina vastaavan konnektiivin alle. Esimerkiksi tutkittaes-
sa lausetta —(p A q) otetaan lahtotilanteeksi taulukko, jossa on merkitty atomilausei-
den alle niiden totuusarvojakauma. Taman jéalkeen lasketaan lauseen p A g totuusarvo
sithen ja lopuksi lauseen —(p A q) totuusarvo, jolloin saadaan seuraava totuustaulu:

pla|~(pAq)
t|t|e
tle|t
elt|t e
elelt e
11113 2

Tassa pystyrivit on numeroitu siina jarjestyksessé, missa ne on tehty. Viimeiseksi saa-
tu pystyrivi on syytd merkité jollain tavalla (esimerkiksi kehystamaélla, alleviivaamalla
tai lihavoimalla).

Esimerkki 15. (-p — —p) V ¢

plal=p——p) Vg
titlett et tt
tlelett et te
elt|tet te tt
eleltet te te
1111214 31 51

Tassé on toistettu atomilauseiden totuusarvojakaumat. Tama ei tietenkaan ole valt-
tamatonta. Huomaa, ettd tAmén lauseen totuusarvo on aina t.

Totuustaulussa voidaan jattaa pois myos vasemmanpuoleiset atomilauseita vas-
taavat pystyrivit. Téalloin on kuitenkin muistettava merkita useamman kerran esiin-
tyvan atomilauseen alle aina sama totuusarvojakauma.

Esimerkki 16. -p — —p V ¢:

p—pVyg
ettt ettt
et et ee
te tett
te tete
21 3141

Ul & & &

Tamaénkin lauseen totuusarvo on aina t.
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Lopuksi teemme lauseiden (2.11) ja (2.12) totuustaulut:
Esimerkki 17. pA (¢ V r):

p q rlqVr|pAlgVr)
t t t t t
t t e t t
t e t t t
t e e e e
e t t t e
e t e t e
e e t t e
e e e e e
Totuusarvojakaumia on nyt 2% kappaletta.
Esimerkki 18. (p A q) V1
p g r|pAglr|(pAg VT
t t t t t t
t t e t e t
t e t e t t
t e e e e e
e t t e t t
e t e e e e
e e t e t t
e e e e e e

Naemme, etta esimerkeissa 17 ja 18 olevilla lauseilla on eri totuustaulut, joten
lauseilla (2.11) ja (2.12) on myos totuusarvojen valossa eri merkitys.

Tautologia

Huomasimme, ettd esimerkeissd 15 ja 16 lause saa aina totuusarvon t (tosi) riippu-
matta siitd, miten totuusarvot jakautuvat atomilauseiden kesken. Tallaiset lauseet
ovat tautologioita.

Tekemalla totuustaulut huomataan myos, ettd esimerkiksi lauseet p; V —p; ja
—(p1 A —p1) ovat tautologioita. Jos téssd atomilauseen p; paikalle sijoitetaan mikéa
tahansa lause (vaikka kompleksinen), niin saatu lause on edelleen tautologia. To-
tuustaulumenetelmaéd voi soveltaa myos suoraan tapauksiin, joissa atomilauseiden
totuusjakaumien sijasta tutkitaankin mielivaltaisten lauseiden totuusjakaumia.

Esimerkki 19. Olkoon A mielivaltainen lause. Osoitetaan lause AV—A tautologiaksi.
Tehdaéan tavalliseen tapaan totuustaulu.

Al-A| AV -A
t e t
e t t
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Totuustaulusta ndhdéaén, etta lause A V = A saa aina totuusarvon t. Téassa tutkittiin
siis tapauksia, ettd A:lla on totuusarvo t tai e. On tietenkin mahdollista, etta jokin
tietty lause A ei voi saada kuin vain toisen naista totuusarvoista (A voisi olla vaikkapa,
p1 V —py!). Oleellista kuitenkin on, ettd A:lla ei voi olla misséén tapauksessa mitaan
muita totuusarvoja kuin t ja e.

Esimerkki 20. Osoitetaan, ettd lause B = =((p — ¢V r)A—=(p — qVr)) on
tautologia. Kun merkitddn A = (p — ¢ V r), niin huomataan lauseen olevan muotoa
—(A A —A). Taméa on tautologia:

—\(A/\—\A)
tteet
t eete
41321

Siis myos alkuperdinen lause B on tautologia. Lauseen B voi tietenkin osoittaa suo-
raan tautologiaksi, mutta talloin periaatteessa pitéisi totuustaulussa olla atomilausei-
den p, ¢ ja r eri totuusarvoja vastaavat 8 vaakarivia.

Esimerkin 19 tautologiaa kutsutaan kolmannen poissuljetun laiksi ja esimerkin 20
poissuljetun ristiriidan laiksi. Alla on esitetty nadmé ja muutama muu tautologia ja
niille kaytetty nimitys.

T, A< A identiteetin laki

T ——A— A kaksinkertaisen kiellon laki
T35 —(AAN-A) poissuljetun ristiriidan laki
T, AvV-A poissuljetun kolmannen laki
s ANA— A idempotenssilait

Ty AVA— A

T, AANB«< BAA vaihdantalait

s AVB«— BVA

Ty —-(AAB)«< -AV-B de Morganin saannot

Ty —(AVB)«<~ -AA-B

Ty, (A— B) < (nB — —A) kontrapositio

Tis, (AANB)ANC < AN(BAC) liitantélait

Ty AN(BVC)— (ANB)V(AANC) osittelulait
Esimerkki 21. Todistetaan tautologiaksi T}

A B|(A— B)«< (=B — —A)
t t t t e t e
t e e t t e e
e t t t e tt
e e t t ¢t tt
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Esimerkki 22. Todistetaan tautologiaksi 1’4

A B C|AN(BVC)— (AANB)V(AAC)
t t t t t t t t t
t t e t t t t t e
t e t t t t e t t
t e e e e t e e e
e t t e t t e e e
e t e e t t e e e
e e t e t t e e e
e e e e e t e e e

Usein osoitettaessa jotakin lausetta tautologiaksi (tai yleensad tehtéessé totuus-
taulua) ei kaikkiin kohtiin aina tarvitse laskea totuusarvoa. Alla on tésté esimerkki
(myo6s edelld olleita esimerkkejé voi tehdé lyhyemmin).

Esimerkki 23. Todistetaan tautologiaksi p — ((¢ — r) — p).

p g rip—>(g—r)—p)
t t t t tt
t t e t tt
t e t t tt
t e e t tt
e t tlet
e t elet
e e tlet
e e elet

Sen osoittamiseksi, ettd jokin lause ei ole tautologia, ei tarvitse tietenkdan tehda
koko totuustaulua, vaan riittaa esittad jokin vaakarivi, jolla lauseen totuusarvo on e.

Esimerkki 24. Liitantalaki ei pade implikaatiolle, silla lause
(A= (B—0)) < (A—B)—=C)

ei ole tautologia:

( )

— o
— o Q

— — — —
t t t e
3 2 4 )

2.4 Lauselogiikan semantiikkaa

Tutustumme nyt tarkemmin eraisiin lauselogiikan semanttisiin késitteisiin. Nouda-
tamme sivulla 15 tekemadmme sopimusta, ettd mahdolliset maailmat ovat klassi-
sia, jolloin siis konnektiiveilla on totuustaulujen mukaiset merkitykset. Lauselogiikas-
sa tarkastellaan atomilauseiden ja mahdollisten maailmojen tai tilanteiden suhdet-
ta vain totuusarvojen kannalta, joten maailmojen sisiisesté rakenteesta ei véliteta.
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Riittda, kun voidaan sopia atomilauseiden totuusarvoista; kompleksisten lauseiden
totuusarvot madraytyvat taman jalkeen konnektiiveille antamamme merkityksen pe-
rusteella. Lauselogiikassa mahdollinen maailma voidaankin esittda yksikasitteisesti
luettelemalla kyseisessé maailmassa todet atomilauseet. Lauselogiikan semantiikassa
on tapana kutsua mahdollisia maailmoja malleiksi. Maailmoille kaytimme merkinto-
ja w, w; jne., mutta malleille kiytetadin yleensid merkintoja M, M, jne.! Sovimme,
etta atomilauseiden totuusarvot ovat riippumattomia toisistaan, joten kun meilla on
annettuna jokin (darellinen tai déaretén) joukko atomilauseita, niin voimme olettaa,
ettd on olemassa sellainen malli, jossa ovat tosia ndma ja vain nadmé atomilauseet.

Oletamme siis atomilauseiden totuusarvot mallissa M on annetuiksi. Yhdistet-
tyjen lauseiden totuusmaaritelman esitdmme induktiivisesti noudattaen sita jarjes-
tystd, jonka mukaisesti lauseen (eli kaavan) késite maariteltiin. Se vastaa sivulla 15
antamaamme maéaaritelmaa; esitystapa on vain formaalimpi ja maailmojen sijasta pu-
humme malleista. Jos A on tosi mallissa M, merkitsemme M E A. Merkinta M ¥ A
tarkoittaa sité, ettd lause A on epétosi mallissa M.

Totuus mallissa
1. ME-As MEA.

2. MEAANB& MEAjaMEB.
3. MEAVB& ME Atai M EB.
4. MFA—B& MFE Atai M E B.
5 MEA— B joko MF AjaMFEBtai M¥ AjaMFEB.

Néiden totuusehtojen nojalla voimme todeta mielivaltaisesta lauseesta, onko se tosi
vai epatosi annetussa mallissa lahtemallé atomilauseiden totuusarvoista ja kayttamal-
1a ehtoja askel askeleelta. Se on lauselogiikan erityispiirre, jota vastaavaa piirretté ei
ole kaikilla logiikoilla, kuten esimerkiksi myohemmin tutkittavalla predikaattilogii-
kalla.

Esimerkki 25. Olkoon M sellainen malli, jossa atomilause ¢ on tosi ja atomilause
p epatosi: M F q ja M ¥ p. Koska M F p, niin M F —p, ja taten M F —p A q eli lause
=p A q on tosi mallissa M.

Lause p V —q on epatosi mallissa M: Oletuksen mukaan M ¥ p. Koska M F g,
niin M ¥ —q. Taten M ¥ pV —q.

'Modaaliseen lauselogiikkaan perehtynyt lukija huomannee, etté modaalilogiikassa mahdollinen
maailma w vastaa téllaista lauselogiikan mallia ja ettd modaalilogiikan malli M on yhden tai useam-
man lauselogiikan mallin (siis mahdollisten maailmojen) kokoelma.
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Lauseen malli

Sanomme, ettd malli M on lauseen A malli, jos A on tosi M:ssa (siis M F A) ja etta
se on lausejoukon { Ay, Ay, As, ...} malli, jos se on jokaisen tdhéan joukkoon kuuluvan
lauseen A; malli.

Jokainen lause A jakaa lauselogiikan mallit kahteen eri luokkaan: niihin, joissa
A on tosi, ja niihin, joissa A on epétosi (jompikumpi luokista saattaa olla kuitenkin
tyhja). Edelliset ovat lauseen A malleja, jalkimmaiset lauseen —A malleja.

Esimerkki 26. Tarkastelemme, millaisia lauseen A = p A ¢ — r mallit ovat. En-
sinnakin, jos M F p tai M F ¢, niin M ¥ p A q, ja taten implikaation totuusehdon
perusteella M E A. Jos M E r, niin talloinkin implikaation totuusehdon perusteella
M E A.

M on siis lauseen A malli, jos mallissa M on atomilause r tosi tai ainakin toinen
atomilauseista p ja g epatosi. Téllaisia malleja on dareton maara. Kaikki muut mallit
(siis mallit, joissa p sekd ¢ ovat tosia ja r epétosi) ovat lauseen —A malleja. Myos
naita malleja on adretoén maédra.

Yhdistettyjen lauseiden totuusarvot malleissa maardytyvit konnektiivien totuus-
tauluja vastaavalla tavalla. Totuustaulussa tarkastellaan aina vain aérellistd maaraé
atomilauseita, mutta malleissa kaikille lausemuuttujille annetaan jokin totuusarvo.
On kuitenkin ilmeista, etté jos jokin atomilause r ei esiinny tarkasteltavassa lausees-
sa A, niin atomilauseen r totuusarvolla mallissa M ei ole merkitystd sen suhteen,
miké lauseen A totuusarvo mallissa M on.? Lauseen totuusarvo mallissa voidaan-
kin selvittdd myos muodostamalla totuustaulun vaakarivi, jossa atomilauseella p on
totuusarvo t, jos M FE p, ja totuusarvo e, jos M F p.

Esimerkki 27. Olkoon M malli, jossa atomilause ¢ on tosi ja muut atomilauseet
epatosia. Lause

~((pV @) A=(=p—r))
on epatosi mallissa M:

~((pvaA=(=p—r))

e ett tt teee

7 121 653141

Tamé sama totuustaulun vaakarivi osoittaa, ettd lause —=((p V ¢) A =(—p — 7)) on
epéatosi kaikissa sellaisissa malleissa, joissa ¢ on tosi ja p epétosi.

Toteutuva, kumoutuva lause

Madrittelemme, ettd lause A on toteutuva, jos silla on malli, ja kumoutuva, jos sen
negaatiolla = A on malli. Toteutuva lause on siis tosi ja kumoutuva epétosi ainakin
yhdessa mallissa.

2Voimme muotoilla tidmin viitteen seuraavasti: jos lauseessa A esiintyy vain atomilauseet q1, go,

.., qk, niin kaikissa malleissa M’ joissa néilli atomilauseilla on samat totuusarvot kuin mallissa M,

on myos lauseella A sama totuusarvo kuin mallissa M. Tama véite voidaan todistaa tdsméallisesti

todistustekniikalla, jota kutsutaan induktioksi lauseen pituuden suhteen. Emme kuitenkaan talla
peruskurssilla esitd téata todistustekniikka, ja sivuutammekin todistuksen.
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Esimerkki 28. Olkoon A = (=pAq)V (pAq)V (pA—q). Kun malli M on esimerkiksi
sellainen, ettd M ¥ p ja M E ¢, niin M F —p A q ja tdten M E A. Lause A on siis
toteutuva. Osoitamme, ettd se on myos kumoutuva: Olkoon M malli, jossa kaikki
atomilauseet ovat epéatosia. Koska M F p ja M ¥ ¢, niin M F =-pAq, M F pAqja
M ¥ p A\ —q, jolloin myos M ¥ A.

Lausetta, joka on seka toteutuva ettd kumoutuva, kutsutaan kontingentiksi.

2.4.1 Validisuus

Madrittelemme, ettd lauselogiikan lause A on loogisesti tosi eli validi, jos se on tosi
kaikissa lauselogiikan malleissa. Merkitsemme téalloin F A. Jos lause A on epétosi
kaikissa lauselogiikan malleissa, niin sanomme, ettd A on loogisesti epdtosi. Merkinta
F A tarkoittaa, ettd lause A ei ole loogisesti tosi; ei sité, ettd lause A olisi loogisesti
epatosi.

Naista méaaritelmista seuraa, etta jos A on loogisesti tosi, niin kaikki lauselogiikan
mallit ovat A:n malleja, ja jos A on loogisesti epétosi, niin A:lla ei ole yhtadn mallia.
Voimme myos todeta, etté lause on loogisesti tosi, jos ja vain jos se ei ole kumoutuva,
ja loogisesti epéatosi, jos ja vain jos se ei ole toteutuva.

Esimerkki 29. Lause A = p— (¢/Ar—p) on loogisesti tosi. Jos nimittain M on malli,
niin joko (1) M E p tai (2) M ¥ p. Tapauksessa (2) saadaan suoraan implikaation
totuusehdon perusteella M E p — (¢ A — p). Tapauksessa (1) M E g Ar —p ja
talloin M F p — (¢ Ar — p). Olipa siis M miké tahansa malli, niin M E A. Téten
F A

Lause voidaan osoittaa loogisesti todeksi myo6s ns. epdasuoralla todistuksella. Edel-
lisen esimerkin tapauksessa voidaan tehdéa vastaoletus: A ei ole loogisesti tosi. Talloin
siis A ei ole tosi jokaisessa mallissa. Vastaoletuksen perusteella siis on olemassa sellai-
nen malli M, etta M ¥ A. Télléin on oltava M F p ja M ¥ g Ar — p. Jalkimmaéisestéa
seuraa, ettd M F g A r ja M ¥ p. Mutta téssa on ristiriita: ei voi olla olemassa sel-
laista mallia, ettd M FE p ja M ¥ p. Vastaoletus on siis vadra ja lause A on loogisesti
tosi.

Esimerkki 30. Lause B = p A =¢ A (p < q) on loogisesti epétosi. Osoitamme tamén
tekemalld vastaoletuksen, etta lauseella B on jokin malli M. Vastaoletuksen perus-
teella on siis olemassa sellainen malli M, ettd M F p, M F —q ja M F p < q. Koska
M E —q, niin M ¥ q. Mutta koska M F p ja M FE p « ¢, niin on oltava M F g,
jossa on ristiriita. Vastaoletus on siis vaara, eika lauseella B ole malleja. Se on siis
loogisesti epatosi.

Esimerkki 31. Osoitimme edelld, etta lause A = (—=pAq) V (pAq)V (p A —q) on
sekd toteutuva ettd kumoutuva. Se ei siis ole loogisesti tosi eiké loogisesti epétosi.

Osoitettaessa lauseita valideiksi kannattaa joskus hyodyntaa alkuperaisen totuus-
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maaritelman kanssa yhtapitavia ehtoja

MFE-As MEA,
MEAVB& MEAjaMFEB,
MEA—-B<s MEAjaMFERB.

Esimerkki 32. Osoitamme poissuljetun ristiriidan lain =(A A = A) validiksi. Olkoon
M lauselogiikan malli. Nyt M ¥ —(AA—A), jos ja vain jos M £ AA—A. Mutta tdma
on yhtapitavaéd sen kanssa, ettd M F A ja M F —A eliettd M E A ja M F A, joka
on mahdotonta. Siis lause =(A A = A) on tosi jokaisessa mallissa ja F =(A A —A).

Esimerkki 33. Tarkastelemme seuraavaksi poissuljetun kolmannen lakia A V —A.
Olkoon M lauselogiikan malli. Nyt M ¥ AV —A, jos ja vain jos M ¥ A ja M F —A.
Talloin siis M F A ja M F A, mikd on mahdotonta. Siis M F AV —A, ja titen
FAV-A.

Esimerkki 34. Osoitamme, etta lause A— BV A on validi. Teemme vastaoletuksen,
ettd on olemassa sellainen malli M, ettd M ¥ A— BV A. Vastaoletuksen perusteella
ME Aja M FE BV A, joka on mahdotonta. Siis vastaoletus on viard jaFE A— BV A.

2.4.2 Validisuuden ja tautologisuuden suhde

Lause A = pAq— q on validi. Jos nimittain olisi M ¥ A, niin M F pAqgja M ¥ g, joka
on mahdotonta. Voimme osoittaa tdman lauseen validiksi myos "mekaanisemmalla”
tavalla. Kun M on lauselogiikan malli ja olemme kiinnostuneet vain lauseiden p ja ¢
totuusarvoista, niin on nelja eri mahdollisuutta:

(1) MEpjaMEq,
(2) M EpjaMFyq,
(3) MEpjaMEq,
(4) MEpja MFEq.
Voimme suoraviivaisesti todeta, ettéd kaikissa tapauksissa

MEPANg—q.

On ilmeisté, etté ylla luetellut nelja mahdollisuutta vastaavat lauseen A totuustaulun

p q PAg—q
t t t
t e t
e t t
e e t

vaakariveja. Atomilauseet p ja ¢ jakavat lauselogiikan mallit neljaan eri luokkaan
ehtojen (1)—(4) mukaisesti. Esimerkiksi ehtoa (1) vastaavassa luokassa ovat kaikki ne
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mallit, joissa atomilauseet p ja g ovat tosia. Kaikissa tamén luokan malleissa lauseen
A totuusarvo on sama kuin totuustaulun silla vaakarivilla, jolla p:n ja ¢:n totuusarvo
on t (téssa siis ensimmaéinen vaakarivi). Vastaavasti muiden ehtojen mukaiset mallien
luokat vastaavat totuustaulun muita vaakariveja.

Yleisesti, jos tarkastelemme lausetta A, jossa esiintyy k atomilausetta, niin on
2% erilaista mahdollisuutta, mitkd ndiden k:n atomilauseen totuusarvot ovat jossain
mallissa M, ja lauseen A totuusarvo mallissa M on sama kuin lauseen A saama
totuusarvo sen totuustaulun silld vaakarivilld, jossa lauseessa A esiintyvalla atomi-
lauseilla on samat totuusarvot kuin mallissa M. Taméan vastaavuuden perusteella
saamme seuraavan tuloksen:

lauselogiikan lause A on tautologia, jos ja vain jos se on validi.

Jos siis tehtdvimme on osoittaa jokin lause A validiksi, niin voimme tehda té-
méan totuustaulumenetelméllé osoittamalla lauseen A olevan tautologia. Yleenséa yk-
sinkertaisin tapa osoittaa lause loogisesti todeksi onkin kayttda totuustaulumene-
telméé. Usein mallien avulla tapahtuva tarkastelu on kuitenkin lyhyempi (tosin yhté
lyhyeen esitykseen padstéaan jattamalla merkitsematta totuustauluun "tarpeettomat”
totuusarvot eli siis sellaiset totuusarvot, joilla ei ole merkitysta tarkasteltavan lauseen
totuusarvolle).

Esimerkki 35. Olkoon tehtdvané osoittaa lause E tautologiaksi, kun
E=A— (B« (C)—D),

missa A=-rApAq, B=-uAN(rAp),C=(-qgAt)jaD=pV(s—u).

Jos tehtavan haluaa ratkaista totuustaulumenetelmélld, niin pitda tehda totuus-
taulukko, jossa on 2° = 64 vaakarivii. Paljon kitevimpéé onkin tarkastella malleja:
Olkoon M lauselogiikan malli. Jos M ¥ p, niin M ¥ A ja téaten implikaation to-
tuusehtojen perusteella M F E. Jos M E p, niin M F D. Talléin M F (B~ C)— D
ja taten M F E. Koska lause E on loogisesti tosi, niin se on myos tautologia.

2.4.3 Looginen seuraus

Maarittelemme, etta

B on lauseiden Ay, As, ..., A, looginen seuraus, jos jokainen lauseiden
Ay, Ay, ..., A, malli on my6s lauseen B malli.
Talloin merkitadn Aq, Ao, ..., A, F B. Lauseita A;, Ay, ..., A, voidaan kutsua tassa

yhteydesséd premisseiksi eli oletuksiksi ja lausetta B johtopaatokseksi. Néita nimityk-
sid kdytetadn erityisesti todistusteorian yhteydessi. Jos lause B ei ole lauseiden A,
Ag, ... looginen seuraus, niin merkitaan Ay, As, ... ¥ B.

Esimerkki 36. Todistetaan muutama tarkea looginen seuraus.

Modus ponendo ponens: p— q,pF q.
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Todistus. Olkoon M sellainen malli, ettd M E p — ¢ ja M FE p. Tasta seuraa
valittomasti, etta M F ¢. Néin on osoitettu, etta jokainen lauseiden p ja p — ¢ malli
on myos lauseen ¢ malli.

Modus (tollendo) tollens: p — q,—q E —p.
Todistus. Olkoon M sellainen malli, ettda M F p — q ja M E —q. Koska siis
M E p—qja M F g, niin on oltava M ¥ p. Siis M F —p.

Hypoteettinen syllogismi: p— q,q —=rEp—r

Todistus. Olkoon M F p —qja M F qg—r. Jos M ¥ p, niin M F p—r.
Tarkastellaan sitten tapausta M E p. Koska M E p— ¢, niin M F ¢q. Edelleen M F r,
silla M F g — r. Siis tassékin tapauksessa M F p — r.

Kun halutaan todistaa looginen seuraus A;, As, ..., A, E B, niin suorassa todis-
tuksessa (jota edellisessa esimerkissé kaytettiin) oletetaan, ettd malli M on sellainen,
ettA M E A;, (i=1,2,...,n). Taman jalkeen osoitetaan, ettd M F B. Voidaan kéyt-
tdd myos epédsuoraa todistusta, jolloin tehdédn vastaoletus Aq, As,..., A, ¥ B eli
ettd on olemassa sellainen malli M, ettd M F A; (i = 1,2,...,n) mutta M ¥ B, ja
pyritdan tamén jalkeen johtamaan ristiriita.

Esimerkki 37. Osoitetaan suoralla todistuksella, ettéa
p,p—q,q—=r,r—skEs.

Olkoon M sellainen malli, ettd (1) M E p, (2) M Ep—q, (3) M E q—r ja (4)
M E r—s. Kohtien (1) ja (2) perusteella M E ¢. Taten kohdan (3) perusteella M & r,
jolloin kohdan (4) perusteella M E s.

Esimerkki 38. Osoitetaan epésuoralla todistuksella, ettéa
p—q,q—r,r—skEp—s.

Tehdaéin vastaoletus: on olemassa sellainen malli M, ettda M EFp—q, M F qg—1ja
M E r — s, mutta M ¥ p — s. Jalkimmaéisen vaitteen perusteella M F p ja M F s.
Toisaalta télloin vastaavasti kuin edellisessa esimerkissa saadaan, ettd M F s ja tassa
on ristiriita.

Tarkastelemme seuraavaksi validisuuden ja loogisen seurauksen vélistd suhdetta
yksinkertaisen esimerkin avulla. Oletetaan, ettd A, B E C. Jos siis M F Aja M F B
niin M F C. Talloin myoés M E A AN B — C. Toisaalta jos edes toinen lauseista A ja
B on epétosi mallissa M, niin M ¥ A A B ja talloinkin implikaation totuusehtojen
perusteella M F AN B — C. Jos siis C' on lauseiden A ja B looginen seuraus, niin
implikaatio A A B — C on validi.

Kéantéen, jos implikaatio AA B— C' on validi, niin ei ole olemassa sellaista mallia
M, etta M F AN B ja MFEC. Jossiis M EAjaME B, niin M F C. Mutta tdma
tarkoittaa samaa kuin ettd A, B F C.

Y14 oleva esimerkki osoittaa, etta A, B E C, jos ja vain jos A A B — C on validi.
Yleisemmin
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lause B on lauseiden Ay, As, ..., A, looginen seuraus, jos ja vain jos impli-
kaatio Ay A Ay A--- AN A, — B on validi.

Koska lause A7 A Ay A -+ A A,, — B on validi, jos ja vain jos se on tautologia,
niin totuustaulumenetelméa voidaan soveltaa myos loogisen seurauksen osoittamiseen
sellaisissa tapauksissa, joissa oletuksia on &arellinen maara. Esimerkin 36 loogiset
seuraukset olisi voitu todistaa myos osoittamalla lauseet

(p—q)Ap—gq,
(p—q) N —~q— —p,
=) ANg—1)—(P—r)

totuustaululla tautologioiksi.

Jos jollain totuustaulun vaakarivilla yksikin lauseista A, As, ..., A, saa totuusar-
von e, niin implikaatio Ay A As A+ - - A A,, — B saa totuusarvon t. Tutkittaessa loogisia
seurauksia totuustaulun avulla riittéa siis rajoittua tutkimaan niité vaakariveja, joilla
premissit Ay, Ao, ..., A, saavat totuusarvon t. Esimerkiksi tutkittaessa totuustaulun
avulla hypoteettista syllogismia

p—=qq—rEp—rT
ei tarvitse yksityiskohtaisesti tarkastella vaakarivejé, joissa p on tosi ja q epéatosi

(niissé p — ¢ on epétosi), eikd vaakariveja, joissa ¢ on tosi ja r epatosi (niisséd g — r
on epétosi).

~—

A=p—=qgN(@—=71)—=pP—T

p qrip—q g—r p—or|A
t t t t t t t
t t e e t
t e t e t
t e e e t
e t t t t t t
e t e e t
e e t t t t t
e e e t t t t

Myos vastaoletukseen perustuvaa tapaa todistaa looginen seuraus voidaan so-
veltaa totuustaulumenetelmaan. Nyt rajoitutaan tarkastelemaan niita totuustaulun
vaakariveja, joissa johtopaatos on epétosi, ja pyritdan osoittamaan, ettd kaikki pre-
missit eivat ole nailla vaakariveilla tosia. Hypoteettisen syllogismin yhteydessa voisi
siis tarkastella vain niita kahta vaakarivia, joilla p on tosi ja r epétosi (silld vain niissa
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johtopéétos p — r on epéatosi).

p qrip—q g—r p—orl|A

t t t t t

t t e t e e t

t e t t t

t e e e t e t

e t t t t

e 1t e t t

e e t t t

e e e t t
Osoitettaessa, ettd Ay, As, ..., A, ¥ B riittda antaa esimerkki sellaisesta mallista
M, jossa premissit ovat tosia, mutta johtopéaatos epatosi. Totuustaulumenetelmad
kéyttaen riittda siis 16ytaa yksi vaakarivi, jolla lauseilla A, As, ..., A, on totuusarvo

t ja lauseella B totuusarvo e.

Esimerkki 39. Olkoon M sellainen malli, jossa g on tosi, mutta r epatosi. Talloin
MEr—p MEp—qgjaMFq—r, jotenr —p, p—qgFq—r.

Samaan tulokseen paadytaan lauseen A = (r—p)A(p— q)— (¢—r) totuustaulun
vaakarivin

pqnr  r—pp—=qq—r A
t t e

t t e e
tai
p qgqr r—pp—qq—r A
e t e t t e e
perusteella.

Loogisen seurauksen méaritelmé yleistyy myos tilanteisiin, joissa premisseja on
adreton méaard. Lause B on lauseiden Aq, As, Az, ... looginen seuraus, jos jokainen
lauseiden A, As, Az, ... malli on my6s lauseen B malli. Tutkittaessa darettoméan
lausejoukon S loogisia seurauksia ei voi suoraan soveltaa totuustaulumenetelmaé, sil-
la tavallisessa lauselogiikassa ei sallita darettomia konjunktioita. Voidaan kuitenkin
todistaa, ettd S F B, jos ja vain jos on olemassa sellainen joukon S &érellinen os-
ajoukko {Al,AQ,. .. ,Ak}, etta Al /\Ag/\ : /\Ak E B eli etta Al/\Ag/\ : /\Ak—>B
on tautologia.

Esimerkki 40. Osoitamme, ettd pi, —pa, p3, P4, ... F p1 A pro1 A proor- Olkoon M
lauseiden py, —p2, p3, 74, ... malli (nditd malleja on itse asiassa vain yksi). Téll6in
siis M E p; aina, kun ¢ on pariton. Erityisesti M F py, M F pio1 ja M E pioo1, joten
M E p1 A pro1 A proor -

Helposti nahdéan, etta niilla premisseiné olevilla atomilauseilla, jotka eivét esiinny
johtopéaatoksessa pi A p1o1 A pioo1, €i ole merkitysté. Itse asiassa on voimassa

D1, D101, Pioo1 & P1 A Prot A Pioor-
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2.4.4 Looginen ekvivalenttisuus

Lauselogiikan lauseet A ja B ovat loogisesti ekvivalentteja, jos niilla on samat mallit.
Talloin merkitddan A = B. Siis A = B, jos ja vain jos kaikki lauselogiikan mallit M
toteuttavat ehdon M F A < M F B.

Esimerkki 41. Olkoon M malli. Talloin

M E =(p— —q)
S MFEp— —q
S MEp ja MFE —q
S MFEpja MEq
S MEPpAg.

Lauseet —(p — —q) ja p A q ovat siis loogisesti ekvivalentit: =(p — —¢) = p A q.

Maéaritelman mukaan lauseet A ja B ovat loogisesti ekvivalentit, jos ja vain jos
M E A< M E B aina, kun M on malli. Tama tarkoittaa siis sitd, ettd jokaisessa
mallissa M joko M F Aja M F B tai M ¥ A ja M ¥ B. Mutta tamé ehto on
yhtépitava sen kanssa, ettéd jokaisessa mallissa M F A < B. Onkin voimassa

Lauseet A ja B ovat loogisesti ekvivalentit eli A = B, jos ja vain jos
ekvivalenssi A «<» B on validi.

Todistettaessa lauseita A ja B loogisesti ekvivalentiksi ei riita tarkastella ekviva-
lenssin A <= B totuusarvoa joissakin malleissa, vaan on osoitettava tdmén ekvivalens-
sin olevan tosi kaikissa malleissa.

Esimerkki 42. Olkoon p ja ¢ tosia mallissa M. Talloin siis M F p ja M E p Aq,
joten M F p <« p A q. Ekvivalenssi p <= p A g on siis tosi mallissa M, mutta tdma ei
osoita sita, etta lauseet p ja p A ¢ olisivat loogisesti ekvivalentit.

Ne eivit olekaan loogisesti ekvivalentteja. Kun nimittain malli M’ on sellainen,
etta p on siiné tosi, mutta ¢ epétosi, niin M’ ¥ p << p A q.

Osoitettaessa lauseita A ja B loogisesti ekvivalenteiksi kannattaa tarkastelut
useimmiten jakaa kahteen osaan. Ensin osoitetaan, ettda M F A = M F B aina,
kun M on mielivaltainen malli. Téassé itse asiassa osoitetaan, ettd B on A:n looginen
seuraus. Taman jalkeen todistetaan kadnteinen véite M E B = M E A eli ettd A on
B:n looginen seuraus.

Tuloksista M F A = M E Bja M E B = M F A seuraa, ettd M F A <
M F B. Koska M on tassa mielivaltainen lauselogiikan malli, niin ndin saadaan
todistettua lauseet A ja B loogisesti ekvivalentiksi. Tarvittaessa voimme soveltaa
logiikkaa "metatasolla” ja todistaa esimerkiksi vaitteen M F B = M FE A sijasta sen
kanssa yhtapitava viite M 2 A = M ¥ B.

Esimerkki 43. Osoitamme, ettd —(A A B) = =A V =B. Olkoon M lauselogiikan
malli. Oletetaan ensin, ettd M F =(AA B). Siis M ¥ AN B, joten M ¥ A tai M ¥ B.
Siis M E —A tai M E -B. Taten M F AV —B.
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Oletetaan sitten, ettd M F AV —B. Siis M E A tai M E -Beli M ¥# A
tai M ¥ B. Siis M ¥ AABeli M E (A A B) Olemme néin osoittaneet, etté
_|(A/\ B) = —|A\/ -B.

Esimerkin alkuosasta ndemme, ettd =(AAB) F —=AV—-DB, jaloppuosasta, ettd ~AV
-B F =(A A B). Loppuosan péaéttelyn voimme tehdd myos seuraavasti: Oletetaan,
ettd M ¥ —(AAB).Siis M E AANBeli M F Aja MFE B. Taten M ¥ —Aja M ¥ —B.
Tasté seuraa, ettd M ¥ AV —B.

Koska ekvivalenssi A <~ B on validi, jos ja vain jos se on tautologia, niin voim-
me totuustaulumenetelmallé osoittaa kahden lauseen olevan loogisesti ekvivalentit.
Esimerkiksi sivulla 24 esitetyt tautologiat T ja Ts—T15 vastaavat seuraavia loogisia
ekvivalenttisuuksia:

—A=A kaksinkertaisen kiellon laki
ANA=A idempotenssilait
AVA=A
ANB=BAMNA vaihdantalait
AVB=BVA

-(AANB)=-AV-B de Morganin saannét
—\(A\/B) =-AN-B
(A— B) = (=B — —A) kontrapositio
(ANB)AC=AN(BAC) liitantalait
(AvB)vC=AVv(BVC(C)
AN(BVC)=(AANB)V(ANC) osittelulait

AV (BANC)=(AVB)AN(AV ()

Tarkastelimme esimerkissé 43 toista de Morganin saéntoé. Seuraavassa esimerkis-
sé tarkastelemme osittelulakia mallien avulla.

Esimerkki 44. Osoitamme, etté lauseet AA(BVC) ja (AAB)V(AAC) ovat loogisesti
ekvivalentit. Oletetaan, ettd M = AA (BV (). Siis M E A ja M E BV C. Koska siis
MEBtai MEC, niin MEAABtai MEANC. Taten M E(AANB)V (ANC).

Oletetaan kaédntéen, ettd M F (AA B)V (AAC). Siis (1) M E AA B tai (2)
M E AN C. Tapauksessa (1) M F A ja M E B, josta seuraa, ettd M F BV C
ja edelleen M E AN (BV C). Tapauksessa (2) M E A ja M E C, joten télloinkin
MEBVCjaMEAN(BVCQ).

Muita térkeita loogisia ekvivalenttisuuksia ovat

A—-B=-AVB implikaation ja disjunktion yhteys
A— B=-(AA-B) implikaation ja konjunktion yhteys
A—~B=(A—B)AN(B— A) ekvivalenssin ja implikaation yhteys

Jatdmme naiden loogisten ekvivalenttisuuksien todistamisen harjoitustehtavaksi.
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Yhteensopivat ja yhteensopimattomat lauseet

Sanomme, ettéi lauseet A ja B ovat yhteensopimattomia, ellei niilla ole yhteisid mal-
leja. Lauseet A ja B ovat yhteensopivia, jos niilla on yhteisid malleja.

Esimerkki 45. Koska olemme olettaneet atomilauseiden totuusarvot riippumatto-
miksi toisistaan, niin atomilauseet p ja ¢ ovat aina yhteensopivia eli on olemassa
sellainen lauselogiikan malli M, etta M F p ja M F q. Nama lauseet eivat tietenkdan
ole loogisesti ekvivalentteja; myos esimerkiksi p ja —q ovat yhteensopivia.

Esimerkki 46. Lauseet pAq ja =(p— ¢q) ovat yhteensopimattomia. Osoitetaan taméa
tekemaélla vastaoletus: on olemassa sellainen malli M, etta M E pAgja M E =(p—q).
Talloin siis M F p— q. Tama ei kuitenkaan ole mahdollista, koska M E pAq ja taten
M FE q. Vastaoletus on siis vaara, ja lauseet ovat yhteensopimattomia.

Ristiriitaisuus
Lauseiden yhteensopivuuden ja yhteensopimattomuuden kasitteet voidaan méaritel-
14 myos useammalle kuin kahdelle lauseelle. Lauseiden A;, A,, ... sanotaan olevan
yhteensopivat, jos lausejoukolla {A;, As, ...} on malli eli jos on olemassa sellainen
lauselogiikan malli, ettd M E Ay, M E Ay jne. Muussa tapauksessa ne ovat yhteen-
sopimattomat. Erityisesti todistusteoriassa yhteensopivien lauseiden muodostamaa
joukkoa kutsutaan ristiriidattomaksi eli konsistentiksi ja yhteensopimattomien risti-
rittarseksi eli inkonsistentiksi.

Jos lauseet Ay, As, ..., A, ovat yhteensopivat, niin méaaritelman mukaan niilla
on malli. Mutta tdméa tarkoittaa samaa kuin ettd konjunktio A; A Ay A --- A A,
on toteutuva. Jos lauseet Ay, As, ..., A, ovat yhteensopimattomat, niin myoskaan
konjunktiolla Ay A Ay A -+ A A, el ole mallia. Mutta talléin jokainen lauselogiikan
malli on negaation =(A; A Ag A--- A A,) malli. Kun tarkastelemme &dérellista méaéraé
lauseita, niin on siis voimassa seuraava tulos:

Lauseet ovat yhteensopivia, jos ja vain jos niiden konjunktio on toteutuva.
Lauseet ovat yhteensopimattomat, jos ja vain jos niiden konjunktio on
loogisesti epéatosi.

Esimerkki 47. Lause AA—A on loogisesti epéatosi, ja lauseet A ja =A ovat yhteenso-
pimattomat. Voimme myo6s sanoa, etté lausejoukko {A, 7A} on ristiriitainen. Joskus
myos lausetta A A = A kutsutaan ristiriitaiseksi.

Yhteensopimattomuus ja looginen seuraus

Jos Ay, Ay, ..., A, F B, niin ei ole olemassa sellaista mallia M, ettd M E A; (i =
1,2,...,n)ja M ¥ B. Tama tarkoittaa samaa kuin, ettd lauseet Ay, Ay, ..., A,, °B
ovat yhteensopimattomat. Tamaé tulos voidaan esittda myos seuraavasti:

Aq, Ay, ... A, B B, jos ja vain jos Ay, As, ..., A,, 7B ovat yhteensopivat.
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Jos lauseet A ja B ovat ovat yhteensopimattomia, niin triviaalisti myos lauseet
A, B ja -~C ovat yhteensopimattomat ja tdten A, B F C. Yleistden voidaan todeta,
ettd yhteensopimattomista premisseistd seuraa loogisesti mita tahansa. Tamé voi-
daan sanoa myos seuraavasti: kaikki lauseet ovat ristiriitaisen lausejoukon loogisia
seurauksia.

Esimerkki 48. Hieman paradoksaalisesti p,q,—q F —p. Taméa seuraa siita, etta
lauseet ¢ ja —q ovat yhteensopimattomia, joten olipa C' mikéd tahansa lause, niin
p.q,~qFC.

2.4.5 Ratkeavuus

Esitamme vield yhteenvedon siitd, miten totuustaulumenetelmélla voidaan tutkia
lauselogiikan semantiikkaa. Todettakoon, ettd totuustaulumenetelmaa ei ainakaan
sellaisenaan voi soveltaa esimerkiksi predikaattilogiikkaan, ja alla olevat tulokset kos-
kevat siis vain lauselogiikkaa. Lauseen totuustaululla tarkoitamme sen totuustaulun
viimeisena muodostettavaa pystyrivia. Méaaritelméan mukaan lause on tautologia, jos
sen totuustaulussa esiintyy vain totuusarvo t. Méarittelemme, etta lause on kontra-
diktio, jos sen totuustaulussa esiintyy vain totuusarvo e. Lause A on siis kontradiktio,
jos ja vain jos sen negaatio —A on tautologia.

Lause on toteutuva, jos ja vain jos se ei ole kontradiktio.

Lause on kumoutuva, jos ja vain jos se ei ole tautologia.

Lause on loogisesti tosi, jos ja vain jos se on tautologia.

Lause on loogisesti epatosi, jos ja vain jos se on kontradiktio.

A ja B ovat loogisesti ekvivalentteja, jos ja vain jos A «» B on tautologia.
A ja B ovat yhteensopivia, jos ja vain jos A A B ei ole kontradiktio.

A ja B ovat yhteensopimattomia, jos ja vain jos A A B on kontradiktio.

Lause A on lauseiden A, As, ..., A, looginen seuraus, jos ja vain jos lause
Ay NAy A --- N A, — A on tautologia.

Lauselogiikan sanotaan olevan ratkeava. Téma tarkoittaa, ettd mielivaltaisesta
lauselogiikan lauseesta voidaan periaatteessa todeta, onko se loogisesti tosi vai ei, on-
ko se annetun lauseen looginen seuraus vai ei, onko se loogisesti epétosi vai ei jne.
Ratkeavuus ei pidé paikkaansa logiikoille yleensa. Emme todista lauselogiikan ratkea-
vuutta peruskurssilla, mutta on helppo vakuuttua siita, ettd totuustaulumenetelma
antaa ratkaisumenetelmdn mainittujen seikkojen selville saamiseksi. Pystymme peri-
aatteessa aina totuustaulumenetelmalld selvittdméén, onko esimerkiksi annettu lause
A tautologia vai ei, ja vastaus tdhan kysymykseen antaa vastauksen myo6s sithen, onko
A loogisesti tosi vai ei. Eri asia on, ettd jos lauseessa A on riittédvin monta atomi-
lausetta, niin mikaén olemassa oleva tietokone ei pysty missaén jarjellisessa ajassa
laskemaan lauseen A totuustaulua. Ratkeavuuteen riittda se, ettd periaatteessa on
olemassa mekaaninen ratkaisumenetelma.
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Esimerkki 49. Olkoon A,, = p1VpaV---Vp, ja B, = —p1VA,. Ndemme vilittomaésti,
ettd lause B, (n =1,2,3,...) on tautologia.

Olettakaamme, etta olisimme ohjelmoineet tietokoneen selvittdmaén taydellisella
totuustaulumenetelmélld kysymyksen siitéd, onko annettu lause tautologia vai ei, ja
ettd kiytossimme olisi supertietokone, jonka tehokkuus olisi 2,2 Tflop/s eli 2,2 - 10'2
liukulukuoperaatiota sekunnissa (tieteen tietotekniikan keskus CSC on ottamassa tél-
laista konetta kayttoon Suomessa vuoden 2002 aikana). Jos nyt voisi yksinkertaistaen
ajatella, ettd totuustaulun yhden vaakarivin laskeminen vastaisi vain yhta ainoata
liukulukuoperaatiota riippumatta siitd, kuinka monta konnektiivia ja atomilausetta
tutkittavassa lauseessa on, niin lauseen By; 2*"-vaakarivisen totuustaulun laskeminen
kestaisi vain hieman yli minuutin. Uuden atomilauseen mukaanotto kuitenkin kak-
sinkertaistaa tarvittavan laskuajan. Lauseen By, totuustaulu vie aikaa kuusi paivaa,
vuosi ei riitd lauseelle Bgg ja lauseen Brg kohdalla ylittyy jo tuhannen vuoden raja.

2.4.6 Sovelluksia luonnolliseen kieleen

Loogisen seurauksen kasite ja muut téassé esiintyneet semanttiset késitteet sellaise-
na kuin ne on edelld maéritelty koskevat formaalia lauselogiikkaa. Voimme kuitenkin
ajatella, ettd jos on mahdollista kdantaa joitakin luonnollisen kielen lauseita lause-
logiikan kielelle, niin naita kasitteitd voidaan soveltaa myos niihin. Kysymys luon-
nollisen kielen ilmaisujen esittdmisesta formaalissa logiikassa on seka filosofisesti etta
loogisessa mielessa vaikea, eiké siita voida tassa yleisesti keskustella.

Esimerkki 50. Olkoon p: ’sataa lunta’, ¢: 'on helle’. Lauselogiikan malleja koske-
van sopimuksen perusteella lauseet p ja q ovat yhteensopivia. "Todellisuudessa” ei
kuitenkaan koskaan voi helteella sataa lunta. Voimmekin sanoa, etta kasitteiden ’sa-
taa lunta’ ja 'helle’ merkitykset ovat sellaisia, ettd jos sataa lunta, ei ole helle, ja jos
on helle, niin ei sada lunta. (Néiden késitteiden merkityksen lisédksi tamé méaaray-
tyy tietenkin myos luonnontieteellisisté tosiasioista.) Lauseet p, ¢, p — —q ja ¢ — —p
ovat lauselogiikassakin yhteensopimattomat ja lause =(p A g A (p — —¢) Ag— —p) on
tautologia.

Esimerkki 51. Tarkastellaan lausetta ’sataa tai ei sada’. Olkoon p: ’sataa’, jolloin
tamén lauseen kadnnokseksi saadaan p V —p, joka on tautologia. Lause p V —p on siis
loogisesti tosi. Ensi tuntumalta sellainen séatilanne, jossa ei voisi totuudenmukaisesti
vaittaa, etta sataa tai ei sada, tuntuukin varsin oudolta.

Lauseen ’sataa ja ei sada’ kdannokseksi saadaan p A —p. Sen totuustaulussa esiin-
tyy vain totuusarvo e ja se on loogisesti epatosi. Jos ajatellaan sellaista tilanne, jossa
ajankohtana t; sataa ja sade sitten vahitellen loppuu, niin ettd myohemmin ajankoh-
tana t; ei sada ollenkaan, niin ehké jonain ajankohtana ajankohtien ¢y ja t; valilla
olisimme valmiit sanomaan: 'nyt sataa ja ei sada’ eli olisimme sitd mielta, etta se-
ka lause 'sataa’ ettd lause ’ei sada’ olisivat kummatkin tosia. Joku voisi téllaisessa
tilanteessa olla my0s sitda mielté, ettd nailla lauseilla ei olisi totuusarvoa kyseisessa
tilanteessa. Olisiko silloin kyse tilanteessa, jossa ei ole niin, etté sataa tai ei sada?

Esimerkki 52. Olkoon p: 'sataa’, ¢: 'kdytén sateenvarjoa’. Lauseet ’jos sataa, kay-
tan sateenvarjoa’ ja ’jos en kdytd sateenvarjoa, niin ei sada’ formalisoidaan silloin
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lauseiksi p — ¢ ja g — —p. Kontraposition periaatteen mukaisesti ne ovat loogisesti
ekvivalentit. Lauselogiikan nékokulmasta niiden merkitys on siis sama. Luonnolli-
sessa kielessé edellinen lause tuntuu kuitenkin luontevammalta kuin jalkimmainen,
joka tuntuu antavan ymmartaa, etta puhuja pystyisi jotenkin sateenvarjonsa kaytolla
vaikuttamaan saahan.

Tarkoittaako henkil6, joka sanoo kayttavinsa sateenvarjoa, jos sataa, myos sita,
etta jos ei sada, niin han ei kayta sateenvarjoa? Néain voi olla, mutta lauselogiikassa
lauseet p — ¢ ja —p — —q eivit ole loogisesti ekvivalentteja.

Esimerkki 53. Tutkitaan lauselogiikan avulla seuraavaa paattelya

Jos sataa, emme mene ulos.
Menemme ulos.
Siuis: B sada.

Olkoon p: 'sataa’, ¢: 'menemme ulos’. Paattely on talléin muotoa

p—q
q
P

Se on pateva, silla jos M F p——q ja M F ¢, niin M F —p. Sen ettd (p— —q) Ag F —p
voi osoittaa myos esimerkiksi tutkimalla totuustaulumenetelmallé lausetta (p— —g) A
q — —p ja toteamalla, ettd se on tautologia.

Paattely

Jos sataa, emme mene ulos.
Emme mene ulos.
Siis: Sataa.

sen sijaan ei ole péatevé. Sen formalisointi on

p—q
4
p

Kun malli M on sellainen, ettd M ¥ p ja M ¥ ¢, niin M F p— —q, M F —q ja M ¥ p.
Péattelyn voi todeta patemattomaksi myos osoittamalla, ettéd lause (p——¢) A—g—p
ei ole tautologia.

Esimerkki 54. Olkoon p: "Virkaan valitaan Matti’, ¢: "Virkaan valitaan Maija’.
Paattely

Virkaan valitaan Matti tai Maija.
Virkaan valitaan Matti.
Siis: Virkaan ei valita Maijaa.
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ei ole patevé, jos se formalisoidaan seuraavasti:

pVq
P
—q

On kuitenkin luontevaa ajatella lauseessa 'virkaan valitaan Matti tai Maija’ disjunktio
eksklusiiviseksi. Talloin formalisointi olisikin

(pvVa)A=(pAq)
p
—q

ja tama on pateva paattely.

Esimerkki 55. Olkoon p: 'Pekka maksaa monisteesta 10 euroa’, r: "Pekalla on riit-
tavésti rahaa’, m: 'Pekka saa monisteen itselleen’.
Paattely

Jos Pekalla on riittdvdsti rahaa, han maksaa opintomonisteesta 10 euroa.
Pekka saa opintomonisteen itselleen, jos han maksaa siitd 10 euroa.
Pekalla ei ole riittdvdisti rahaa.

Siis: Pekka ei saa opintomonistetta itselleen.

et ole patevé, jos se formalisoidaan seuraavasti:

r—p
b—m
-r
-m

silla premissit ovat tosia, mutta johtopaiatos epatosi esimerkiksi mallissa, jossa kaikki
muut atomilauseet paitsi m ovat epétosia.

Yleensé kuitenkin tulkitaan sen kaltaisen ilmauksen kuin 'Pekka saa opintomonis-
teen itselleen, jos han maksaa siitd 10 euroa’ tarkoittavan, ettd Pekka saa monisteen,
jos ja vain jos han maksaa siitd vaaditun hinnan. On myoskin ilmeista, etta jos Pek-
ka maksaa opintomonisteesta 10 euroa, niin hanelld on riittédvasti rahaa. Paattely
voitaisiinkin formalisoida seuraavasti:

T p
m < p
-
-m

Tama paattely on pateva.
Esimerkki 56. Onko paattely

Pekka saa opintomonisteen itselleen, jos hdan maksaa siitd.
Pekalla ei ole riittavisti rahaa.

Pekka onnistuu varastamaan opintomonisteen.

Pekka saa opintomonisteen itselleen.
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péatevia? Suoraviivaisesti formalisoituna se ei ole pateva, mutta kaiketi emme sanoisi
varastamisen onnistuneen, jos Pekka ei saisi monistetta haltuunsa.

On vaikea vetaa raja sille, kuinka paljon luonnollisessa kielessa esitettyjen paat-
telyjen premisseja pitdé ja saa muokata ”sopivan” formalisoinnin muodostamiseksi.
Logiikan harjoituksissa ja tenteisséd voi huoleti noudattaa sellaista menettelyé, etta
kadntaa luonnollisen kielen lauseet "kirjaimellisesti” formaalille kielelle mitaén lisaa-
méattd tai poisjattaméatta. Tilanne on kuitenkin eri, jos halutaan soveltaa logiikkaa
todellisten paattelyiden tutkimiseen.

Esimerkki 57. Tarkastellaan paattelya

Jos teoria T on tosi, niin tehtiessd koe K saadaan tulos R.
Tehtdessd koe K saadaan tulos R.
Siis: Teoria T on tosi.

Olkoon t: 'Teoria T' on tosi’ ja k: "Tehtdessd koe K saadaan tulos R’. Télloin
paattely formalisoidaan seuraavasti

t—k
k
t

Se ei ole patevé padttely. Tamé on myos intuition mukaista, silla pelkké yksittdinen
koe ei voi osoittaa jotain teoriaa todeksi.
Onko sitten paattely

Jos teoria T on tosi, niin tehtiessd koe K saadaan tulos R.
Tehtdessd koe K ei saada tulosta R.
Siis: Teoria T ei ole tosi.

péteva? Formalisointi on nyt
t—k
-k
—

ja tdmé on pateva paattely. Mutta katsotaanko todellakin jokin teoria epétodeksi,
jos yksi siihen liittyvéa koe epédonnistuu? Néin ei tapahdu ainakaan silloin, jos teori-
aa on jo riittavasti onnistuneesti testattu tai on muita painavia syita uskoa siihen.
Osoittaako tdma esimerkki sitten logiikan hyodyttomaksi? Painvastoin, silld voimme
soveltaa logiikkaa tilanteen analysointiin. Formalisoituna siis ylla oleva paattely oli
patevé, mutta emme kuitenkaan hyvaksy johtopaatosta. Paattelyn premissit eivét siis
olekaan formalisoinnin mukaisia. Teoria 7' saattaa hyvinkin ennustaa tasmalleen ko-
keen K tuloksen, mutta varsinaisessa koeasetelmassa saattaa tapahtua monenlaisia
virheita. Voi olla myos niin, etta kokeen tuloksen tulkinta on hankalaa ja edellyttaa
jo sindnsa joidenkin muiden teorioiden kuin 7' olettamista. Kyse on siis siitd, etta
premissin 'Jos teoria 1" on tosi, niin tehtaessa koe K saadaan tulos R’ sijasta pitéi-
si olla jokin sellainen premissi kuin 'Jos teoria 1" on tosi ja eraat taustaoletukset O
ovat voimassa, niin tehtéessé koe K saadaan tulos R’ (konkreettisessa tapauksessa
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pitéisi tietenkin tarkentaa, mitd namé "erddt taustaoletukset” ovat). Kun merkitaan
o: ’erdat taustaoletukset O ovat voimassa’, niin saadaan "oikea” formalisointi

tAho—k
-k
=t

ja tama padttely ei ole endd muodollisestikaan pateva.
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Luku 3
PREDIKAATTILOGIIKKA

Lauselogiikan keinoin ei voida tarkastella sellaisten lauseiden rakennetta, jotka si-
saltdvat (sulkeiden lisdksi) muita loogisia symboleita kuin konnektiiveja. Vain sité
voidaan tutkia, millaisia lauseita on muodostettavissa konnektiivien avulla. Esimer-
kiksi sivulla 6 esitettyéd péaattelya (1.1) ei voida késitelld lauselogiikan keinoin. Téméan
argumentin toinen premissi sisaltaa ilmaisun kaikkz, joka on luonnollisen kielen kvant-
tori. Luonnollinen kieli sisaltdd muitakin kvanttoreita, kuten esim. (keskendén samaa
merkitsevat) jotkin, erddt, on olemassa lauseissa 'Jotkin (erdit) kissat ovat pitkéi-
kaisia’; On olemassa pitkaikaisid kissoja.” Seuraavat lauseet siséltaviat myos kvant-
toreita: 'Melkein kaikki kissat ovat lyhytikaisia’; *Harvat kissat ovat pitkaikaisia.’
Néemme lisdksi, ettd ndméa esimerkkilauseet, samoin kuin argumentissa (1.1) esiinty-
vat lauseet sisaltavat ilmaisuja, joissa olioilla sanotaan olevan tiettyja ominaisuuksia.
Tallaisiakaan ilmaisuja ei voida analysoida lauselogiikassa. Predikaattilogiikassa voi-
daan tarkastella formaalisti joitakin tallaisista mutkikkaammista lauserakenteista.

3.1 Predikaatit, vakiot ja muuttujat

Predikaattilogiikassa tutkitaan niin sanottujen universaalikvanttorin ja eksistenssi-
kvanttorin formaalisia ominaisuuksia ja tulkintaa. Ne vastaavat (tdsmennetyssé for-
maalissa mielessd) luonnollisen kielen kvanttoreita ’kaikki’ ja ’on olemassa’. Myos
konnektiivit sisaltyvat predikaattilogiikkaan. Edelleen siina tarkastellaan predikaat-
tisymboleita; ne vastaavat luonnollisen kielen predikaatteja eli sellaisia ilmaisuja, jot-
ka viittaavat ominaisuuksiin ja relaatioihin, kuten ’kuolevainen’, 'suurempi kuin’, jne;
seké, yksilovakioita, jotka vastaavat yksiloiden nimid, sellaisia kuin "Maija’, 'kaksi’ (lu-
ku), jne. Predikaattilogiikan kieleen voidaan ottaa mukaan myos identiteettisymboli
vastaamaan ilmaisua ’on sama kuin’ seka funktiosymboleita kuvaamaan funktioita.
Funktiosymboleita emme kuitenkaan tassé késittele.

Tutkimme aluksi esimerkkien avulla, miten mainitunlaisten symbolien avulla voi-
daan formalisoida eriita luonnollisen kielen ilmaisuja ja matemaattisia ilmaisuja; toi-
sin sanoen, miten jalkimmaisia voidaan kddntdd formaalikielelle. Néin tutustumme
alustavasti predikaattilogiikan kieleen ja sen tulkintaan. Myohemmin méarittelemme
predikaattilogiikan syntaksin ja semantiikan tasmallisesti.
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Esimerkki 58. Tarkastellaan seuraavaa luonnollisen kielen lausetta:
Sokrates on kuolevainen.

Olkoon K yksipaikkainen predikaattisymboli, joka asetetaan k&annoksessa vastaa-
maan predikaattilogiikan kielessd luonnollisen kielen ilmaisua ’kuolevainen’ — siis
joka formaalikielessé viittaa ominaisuuteen, ettd jokin tai joku on kuolevainen — ja
olkoon a yksiloévakio, joka vastaa nimeé ’Sokrates’. Talloin lause kadnnetaan lyhyesti
seuraavaan muotoon:

K(a).

Esimerkki 59. Kaikki thmiset ovat kuolevaisia. Tama voidaan ensin kirjoittaa muo-
toon 'Kaikista olioista x pitda paikkansa, ettéd jos x on ihminen, niin x on kuolevainen’
eli lyhyemmin:

Kaikille x, jos x on thminen, niin x on kuolevainen.

Otamme siis kayttoon yksilovariaabelin eli yksilomuuttujan x. Jos nyt I ja K ovat
predikaattisymboleita ja V universaalikvanttori, merkitsemme seuraavasti:

I(z): 'x on ihminen’
K(x): x on kuolevainen’
Vr: 'Kaikille z, ... .

Talloin annettu lause voidaan kaantidd muotoon:
Ve(l(z) — K(x)).

Esimerkki 60. On olemassa kuolevainen thminen. Tamé merkitsee tietenkin samaa
kuin esim. ’On kuolevaisia ihmisid’ ja ’Joku ihminen on kuolevainen’. Kirjoitetaan
se muotoon ’on olemassa sellainen olio x, ettd x on kuolevainen ja x on ihminen’ eli
lyhyemmin:

On olemassa x siten, ettd x on kuolevainen ja x on ihminen.
Jos 3 on eksistenssikvanttori, merkitsemme:
Jx: ’On olemassa x siten, etta ...’
joten annettu lause kdantyy muotoon:
Jx(K(z) A I(x)).

Esimerkki 61. On olemassa ihminen, joka ei ole kuolevainen. Téman lauseen kaan-
nos ON seuraava:

dx(I(z) N —K(x)).

Esimerkki 62. Matti on Maijan sukulainen. Tarvitsemme nyt kaksipaikkaisen pre-
dikaattisymbolin, joka asetetaan vastaamaan relaatiota ’olla sukulainen’ seka kaksi
yksilovakiota. Olkoot ndmé S, a, b, missia a vastaa kaddnnoksessa nimed 'Matti’ ja b
nimed 'Maija’. Talloin lause kdantyy muotoon:

S(a,b).
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Esimerkki 63. Matilla on sukulainen. Tama voidaan kirjoittaa muotoon:
On olemassa x siten, ettd x on Matin sukulainen,

jonka kadnnos on edellisen esimerkin sopimusten nojalla
dxS(x,a).

Esimerkki 64. Jokainen ihminen on jonkun (ihmisen) sukulainen. Muotoillaan ta-
mé ensin kayttamalla variaabeleita:

Kaikille x, jos x on ithminen, niin on olemassa y siten, ettd y on thminen
ja x on y:n sukulainen.

Taméa taas kadntyy seuraavaan formaaliin muotoon, kun kaytetdan edella tehtyja
sopimuksia:

Vo (I(z) — Jy(I(y) A S(z,y))).

Esimerkki 65. Sukulaisuus on symmetrinen relaatio eli Kaikille x ja y, jos x on
y:n sukulainen, niin y on x:n sukulainen. Tamén kadnnos on edellisten sopimusten
mukaisesti

VaVy(S(z,y) — S(y,)).

Esimerkki 66. Sukulaisuus ei ole transitiivinen relaatio eli ei ole niin, ettd kaikille
T,y ja z, jos x on y:n sukulainen ja y on z:n sukulainen, niin x on z:n sukulainen.
Taman kaannos on

VaVyVz(S(z,y) A S(y, z) — S(z, 2)).

Esimerkki 67. Oletetaan, etté reaalifunktio f on kaikkialla méaéritelty. Talloin sen
jatkuvuus voidaan méaritella seuraavasti: f on jatkuva pisteessi a jos ja vain jos
jokaista lukua ¢ > 0 kohti on olemassa luku 6 > 0 siten, ettd |f(z) — f(a)| < ¢
aina, kun |r — a| < 0. Se osa mééritelméd, jonka avulla jotakin méaaritelldén (téssa
ekvivalenssin oikea puoli) on mééritelmén definiens, ja se osa, joka maaritelladn, on
definiendum. Jatkuvuuden méaaritelméan definiens voidaan kirjoittaa kvanttoreita ja
konnektiiveja kayttamalla seuraavaan muotoon:

Ve(e>0—36(6 > 0AVz(lz —a| <6 — | f(z) — f(a)] < 2))).

Tamé voidaan esittdd hieman lyhyemmin, jos korvataan Ve(e > 0 — ...) ilmaisulla
Ve > 0...ja 30(0 > 0 A ...) ilmaisulla 30 > 0.... Néitd sidottuja kvanttoreita
kayttamalla voidaan éskeinen kirjoittaa muotoon:

Ve > 030 > 0Vz(lz —a| <6 — |f(z) — fla)] <e).

Lauseessa esiintyva kvanttorijono on muotoa V3V. Tallainen universaali- ja eksis-
tenssikvanttorin esiintymien vuorottelu aiheuttaa ilmaisuihin kompleksisuutta, joka
voi vaikeuttaa niiden ymmartamista.
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Esimerkki 68. Kaikki pitkdat eivdit ole paksuja. Tama voidaan myos sanoa: 'Kaikki,
jotka ovat pitkié, eivat ole paksuja.” Talla lauseella on kaksi merkitysta, jotka saadaan
esiin formalisoimalla. Merkitaén:

P(z): ’x on pitkd’
Q(z): 'x on paksu’.

Kaksi kddnnosta ovat talloin seuraavat:

Vz(P(z) — —Q(x));
“Vr(P(r) — Q).

Esimerkki 69. Kahden reaaliluvun vdlissa on aina kolmas. Merkitdéan:

R(x): ’x on reaaliluku’

S(z,y): 'z on pienempi kuin y’.
Annetun lauseen kadnnos on tallgin seuraava:
VaVy(R(z) A R(y) A S(x,y) — F2(R(2) A S(x,2) A S(2,9))).

Kayttamalla tavanomaisempia matemaattisia merkintoja ja sidottuja muuttujia, voim-
me myos kirjoittaa:

VieRVyeR((xz<y—3zeR(x<zAz<Yy)).

Esimerkki 70. Kahden pisteen vdlissd on aina kolmas piste. Merkitdan:
P(z): ’x on piste’
B(z,y,z): 'y on x:n ja z:n valissé'.
Kaannos on nyt

VaVy(P(z) AN P(y) A o =y — 32(P(2) A B(z,2,y))).

Téassd — o = y merkitsee samaa kuin —(z = y) eli x # y. Tehtavéssd on oletettu, etta
relaatio B soveltuu vain tapauksiin, missa x, y, z ovat eri pisteita. Jos ajatellaan,
ettd kvantifioidaan vain pisteiden ”yli”, ts. ettei universumissa tai maailmassa, jota
tarkastellaan, ole muita olioita kuin pisteita, lause voidaan kirjoittaa lyhyesti néin:

VaVy(— oz =y — F2B(z, 2,y)).

Esimerkki 71. Tarkastellaan viela lopuksi, miten lukuméaaria voidaan ilmaista pre-
dikaattilogiikassa. Kadnnetaan lauseet

a) Maijalla on ainakin yksi veli
b) Maijalla on ainakin kaksi veljed
¢) Maijalla on korkeintaan yksi veli

d) Maijalla on korkeintaan kaksi veljed
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kayttamalla yksipaikkaista predikaattisymbolia
V(z): 'z on Maijan veli’.
Talloin kadnnoksiksi saadaan

a) JzV (z)

b) 3y (V(z) ANV(y) A -z =y)

c) Vay(V(x) ANV(y) — = =y)

d) VavVyVz(V(e) AV(y) AV (z) mx=yVa=zVy=2)

Kohdassa b) ei voi kéyttdaa kadnnostd Jxdy(V(z) A V(y)), silli muuttujat = ja y
voivat aivan hyvin viitata samaan henkiloon, ja taten tama lause ilmaisee vain, etta
Maijalla on ainakin yksi veli.

3.2 Predikaattilogiikan syntaksi

Kuten olemme edelld nahneet, predikaattilogiikan syntaksi on paljon kompleksisempi
kuin lauselogiikan. Yleinen syntaksien formalisoinnin perusajatus on meille kuitenkin
tuttua lauselogiikasta.

Perussymbolit

Olemme edella jo tutustuneet alustavasti sithen, millaisia perussymboleita predikaat-
tilogiikassa kaytetaan. Méarittelemme ne nyt formaalisti. Predikaattilogiikan perus-
symbolit ovat seuraavat:

X1, To, T3, ... (yksilo)muuttujat (variaabelit)
C1, Ca, C3, ... (yksilo)vakiot

Pr Py ... (n=1,2,...) predikaattisymbolit

= identiteettisymboli

- AV, >, & konnektiivit

\ universaalikvanttori

3 eksistenssikvanttori

(,) sulut.

Néma ovat jalleen objektikielen symboleita. Eri predikaattilogiikan systeemeissa muut-
tujia, vakioita ja predikaattisymboleita voi olla eri méara ja ne voivat olla erilaisia.

Kussakin tapauksessa naméa symbolit ja siis myos niiden lukuméarat ovat eksplisiit-

tisesti esitettavi. Niinpa yllaolevassa luettelossa oletetaan, ettd ne arvot, joita indek-

sit ¢ ja n voivat saada, ovat tarkasti maardtyt. Predikaattilogiikat voivatkin erota

toisistaan tassa suhteessa ja konnektiivien valinnassa, seka myos siind suhteessa, si-

saltavatko ne identiteettisymbolia vai eivat. Muuten ne ovat perussyntaksiltaan ja

semantiikaltaan samanlaisia, ts. noudattavat samoja periaatteita. Puhumme yleisesti

vain "predikaattilogiikasta”, kun kiinnitAmme huomiota naihin yleisiin periaatteisiin

kiinnittamatta huomiota symbolien valintoihin.
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Variaabeleita on aina adareton maéra, vakioita ja predikaattisymboleita voi olla
aarellinen tai aareton maara. Ne voivat puuttua kokonaan, jos tarvitaan vain iden-
titeettisymbolia. Identiteettisymboli voidaan joskus jattda pois. Oletamme tdman
peruskurssin puitteissa, ettd vakioita on tarpeellinen maaré, jotta saamme erdat se-
manttiset tarkastelut yksinkertaisemmiksi. Usein otetaan logiikkaan predikaattisym-
bolien lisdksi tai sijasta funktiosymboleita, jotka tietenkin edustavat funktioita; mutta
jatamme ne téassa yksinkertaisuuden vuoksi pois.

Predikaattisymbolissa oleva yldindeksi osoittaa sen paikkaluvun:

P! on n-paikkainen predikaattisymboli.

Tarkastelemme kohta, mita se merkitsee. Sanomme, etta muuttujat, identiteettisym-
boli, konnektiivit, kvanttorit ja sulut ovat loogisia symboleita; ne tulkitaan aina sa-
malla tavalla. Naistd muut paitsi muuttujat ovat loogisia vakioita. Sen sijaan predi-
kaattisymbolit ja vakiot ovat ei-loogisia vakioita; usein sanotaan, ettd ne muodostavat
predikaattilogiikan kielen eli (ei-loogisen) sanaston eli (ei-loogisen) aakkoston:

L:{Pll,P21,...,Pf,...,cl,cg,...}.

Kieli vaihtelee, kun predikaattilogiikkaa kaytetaén eri tarkoituksiin. On huomattava,
etta sana “kieli” téssa yhteydessa tarkoittaa sanastoa eika kielta tavallisessa merki-
tyksessa.

Perussymbolit kuuluvat predikaattilogiikan objektikieleen. Kéytamme jalleen me-
tavariaabeleita:

T, Y, 2y .- viittaavat muuttujiin;
P, Q, R, ... viittaavat predikaattisymboleihin;
a, b, c, ... viittaavat yksilévakioihin;

loogiset vakiot viittaavat itseensa.

Kaytamme edelleen kirjaimia A, B, C, ... merkitseméiin kaavoja; kaavat maéritel-
l144n kohta. (Matemaattisessa logiikassa on ehké tavallisempaa merkité niita kreikka-
laisilla kirjaimilla ¢, ¥, o, ...)

Termit, atomikaavat

Ennen kuin voimme maéritell& predikaattilogiikan "kaavan”, tarvitsemme eraité mui-
ta kasitteité.

Termit:
1. Muuttujat ja vakiot ovat termeja.
2. Muita termeja ei ole.

Termit ovat toisin sanoen niité perussymboleita, jotka tulkitaan yksiloiksi. Seuraa-
vaksi maaritelladn, mita predikaattilogiikassa tarkoitetaan atomikaavoilla. Siinakin
ne ovat sellaisia kaavoja, joita ei voi enaé hajoittaa "pienemmiksi” kaavoiksi.

Atomikaavat:
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1. Jos P on n-paikkainen predikaattisymboli ja ¢;, ..., ¢, ovat termeja, niin
P(ty,...,t,) on atomikaava.

2. Jos t; ja ty ovat termeja, niin ¢; = 5 on atomikaava.

3. Muita atomikaavoja ei ole.

Kaavat

Kielen L kaavat maaritelldan jalleen induktiivisesti, joskin askeleita on nyt enemman
kuin lauselogiikassa.

Kaavanmuodostussadinnot:
1. Atomikaavat ovat kaavoja.
2. Jos A on kaava, niin = A on kaava.

3. Jos A ja B ovat kaavoja, niin (A A B), (AV B), (A — B) ja (A < B) ovat
kaavoja

4. Jos A on kaava ja x muuttuja, niin Vx A ja dxA ovat kaavoja.
5. Muita kaavoja ei ole.

On huomattava, etta kohta 4 sallii sellaisetkin tatd muotoa olevat kaavat, joissa ko.
variaabelia ei esiinny lainkaan kaavassa A; kuten esim. kaavat VaVyP(y) ja Ve P(a).
Talloin tietysti tamé kvanttori on tarpeeton.

Seuraava askel on sopia sulkujen poistamisesta. Se tapahtuu muutoin kuten lause-
logiikassa, mutta meidan on nyt otettava huomioon kvanttorit. Usein sanomme kvant-
toreiksi myos ilmaisuja, jotka ovat muotoa Vx tai dz, vaikka tarkkaan ottaen vain V
ja 3 ovat kvanttoreita. Téll6in voimme sanoa, etta kvanttorit kayttaytyvat sulkujen
poistamisessa kuten negaatio: kvanttorin ala on yhtéa suppea kuin negaatiollakin, siis
kvanttoria valittomasti seuraava kaava.

Esimerkki 72. Kaavassa Vz(-P(z) — 3zQ(z) A P(z)) ensimméisen kvanttorin ala
on suluissa oleva kaava, jalkimmaéisen ala Q(z). Taméa kaava siis eroaa esim. kaavasta
Ve—P(z) — Jz(Q(x) AP(x)), jossa edellisen kvanttorin ala on =P (x) ja jalkimméaisen

Q(z) A P(x).

Vastaavaan tapaan kuin lauselogiikassa voidaan muodostaa kaavan A rakennepuu
T(A). Atomikaavat muodostavat nyt puun lehdet ja kvanttorit aiheuttavat seuraavat
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lisasaannot:

VaB
T(VzB) = |
T(B)
JxB
T(3zB) = |
T(B)

Esimerkki 73. Kaavan VaVy(R(z,y) A R(y,x) — x = y) rakennepuu on seuraava:

va‘y(R(:r,y) N R(y,r)—z=y)
Vy(R(l’zy) ARy, z)—r=y)
R(z,y) N R(y,z) —z =y
/\
R(z,y) AN R(y,z) z=y
/\
R(z,y) R(y,r)

Seuraavassa esimerkissa havainnollistetaan kvanttorien alaa.

Esimerkki 74. Kaavojen VzP(x) — JyP(y) ja Va(P(x) — JyP(y)) rakennepuut
ovat seuraavat:

Vo P(z) /—\> JyP(y)  Vz (P’(fr) — JyP(y))

VxP(‘x) EIyP(’y) P(xz) 7\ FyP(y)
P(z) P(y) P(z) 3yP(|y)
P(y)

Kaavojen muuntaminen

Lauselogiikan yhteydessa on jo kédytetty merkintad A = B’ sille, etta A ja B ovat
loogisesti ekvivalentit. Otetaan tdma merkinta kayttoon myos predikaattilogiikassa.
Kasitetta "loogisesti ekvivalentit” ei ole tosin viela maéaritelty tdsméllisesti predikaat-
tilogiikan yhteydessd, mutta intuitiivisesti A = B tarkoittaa, ettd A ja B ovat tosia
tasmalleen samoissa tilanteissa.

Lauselogiikassa A = B, jos ja vain jos A < B on tautologia. Useimmissa sivulla 24
esitellyissé tautologioissa padkonnektiivi oli ekvivalenssi. Téllainen muotoa A < B
oleva tautologia osoittaa siis lauseet A ja B loogisesti ekvivalenteiksi. Esimerkiksi
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tautologioiden 15, Ty, T ja T perusteella

—A=A,
-(AANB)=-AV B,
-(AV B)=-AA B,

(A— B) = (-B — -A).

Muita kaavojen muuntamisen kannalta térkeita tuloksia ovat seuraavat:

A—>BE—\(A/\—\B),
A— B=-AV B.

Yleistetaan seuraavaksi tautologian kasite predikaattilogiikalle: Oletetaan, ettd A
on sellainen lauselogiikan tautologia, jossa esiintyvéit vain atomilauseet ¢, ¢o, ...,
Gn. Olkoot By, Bs, ..., B, joitain predikaattilogiikan kaavoja. Korvataan lausees-
sa A kaikki atomilauseen ¢; esiintymét kaavalla B; (i = 1,2,...,n). Nédin saadun
predikaattilogiikan kaavan sanotaan olevan tautologia.

Esimerkki 75. Seuraavat kaavat ovat tautologioita:
P(z)V —=P(z), —-—P(x)«< P(x),

Ve P(z) AVyQ(y) < YyQ(y) A VaP(z),
VaVy(P(z) V R(x,y)) — JxQ(z) V VaVy(P(x) V R(x,y)).

Jos esimerkiksi viimeisen kaavan tautologisuutta ei huomaa heti, niin kannattaa mer-
kitd A = VaVy(P(x)V R(z,y)) ja B = JzQ(x), jolloin kaavan nahdaéan olevan muotoa
A— BV A.

Esimerkki 76. Seuraavat (loogisesti todet) kaavat eivit ole tautologioita:
VeP(x) — P(c), VYx(P(x)V-P(x)), JyP(y)— JzP(x).
Predikaattilogiikassa on voimassa
jos A < B on tautologia, niin A = B,

mutta on kuitenkin mahdollista, ettd A = B, vaikka A <+ B ei olekaan tautologia.
Esimerkiksi

(1) dzA = VoA,

(2) VrA = —3Jz-A.
Seuraavat tulokset ovat ilmeisia:

A=A,
jos A= B, niin B = A,
jos A= B ja B=C(C, niin A=C.
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Kaava Ag voidaan muuntaa loogisesti ekvivalenttiin muotoon A,, muodostamalla
jokin "ketju” Ay = A} = Ay = --- = A, jossa jokainen vilivaihe A; = A; 11 pe-
rustellaan esimerkiksi eksistenssi- ja universaalikvanttoreita koskevien tuloksien (1)
ja (2) avulla, osoittamalla A; < A1 tautologiaksi tai toteamalla, ettd A; = A;41 on
jo aiemmin johdettu. Lisaksi voidaan kayttaa seuraavaa tarkeata ekstensionaalisuus-
periaatetta:

Olkoon A = A(...B...) kaava, jonka alikaavana esiintyy B, ja A" =
A(...C...) kaava, joka saadaan kaavasta A korvaamalla kaavan B esiin-
tymé(t) kaavalla C. Talloin jos B = C, niin A = A’.

Esimerkki 77.

——=VedyR(z,y) = ~VaIyR(z,y)
= ——Jz—JyR(x,y)
= Jdx—JyR(z,y)
= Jr——Vy—-R(z,y)
= JaVy-R(z,y).
Yl1la olevan esimerkin tulos voidaan johtaa nopeammin kayttamalld seuraavia
muistisaantoja:
—VzA = dr—A
—3JdrA =Vr—-A

Sanallisesti ndmé saannot voi ilmaista seuraavasti:

negaatiomerkin voi siirtda kvanttorin yli, jos samalla muuttaa kvanttorin
toiseksi kvanttoriksi.

Esimerkki 78.
=VaVyIzVuR(z,y, z,u) = JxIyVzIu-R(z, y, 2, u).
Esimerkki 79.
—JxVy—3z-(P(z,y) — Qy, 2)) = Va—-Vy—-3Iz—(P(x,y) — Qy, 2)
= Vadydz—=(P(x,y) — Qy, 2))
= Vady3z—(=P(x,y) V Q(y, 2))

= VaIyIz(——P(z,y) A =Q(y, 2))
= VaIy3z(P(z,y) A ~Q(y, 2)).

Néin on saatu alkuperdinen kaava muotoon, jossa esim. negaatiomerkki esiintyy vain
atomikaavojen edesséi. Lopullinen kaava on myoskin yksinkertaisempi.

Seuraavan esimerkin tulokset ovat tarkeitd kdannettaessa luonnollisen kielen lausei-
ta predikaattilogiikan kielelle.

52



Esimerkki 80.

—Vz(P(z) — Q(z)) = Fz=(P(z) — Q(x))
= Jz—=(P(z) A =Q(x))
= Jz(P(x) A =Q(x)),

Fu(P(z) — Q(r)) = Jr=(P(x) A —Q(x)),

Jx(P(x) — Q(z)) = Fz(=P(x) V Q(x)).

Jos A = B ja B on loogisesti tosi (eli tosi kaikissa mahdollisissa tilanteissa),
niin myoskin A on loogisesti tosi. Jos siis halutaan osoittaa jokin lause A loogisesti
todeksi, niin voidaan ensin yrittaa sieventaa sita.

Esimerkki 81. Lause
A = —-F2Vy—-R(z,y) — Ye-Vy(R(z,y) — —R(z,y))
on loogisesti tosi, silla

A =Vady—R(x,y) — Ve-Vy(R(z,y) — - R(z,y))
=VaIyR(z,y) — Ve-Vy(—R(z,y) V - R(z,y))
=VaeIyR(z,y) — Ve-Yy—-R(x,y)
= VrdyR(z,y) — YeIyR(z,y).

Huomaa, etté esimerkiksi tuloksia

JyVeP(x) = VaP(z),
Va(P(z) A Q(z)) = VeP(x) AVzQ(x),
Jx(P(z) V Q(x)) = JxP(z) V JzQ(x)

ei voi johtaa yllé esitetyilla menetelmillé, vaan ne pitda perustella esimerkiksi semant-
tisesti.

Sidotut ja vapaat variaabelit
Jos sanomme: 'Kaikki ovet ovat lukittuja’, eli:
(3.1) Kaikille x, jos x on ovi, nitn x on lukittu,

niin esitamme jotakin, jolla on totuusarvo jokaisessa tilanteessa tai maailmassa, jo-
hon se soveltuu. Sen sijaan, jos sanomme:

(3.2) x on lukittu,
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ei talla ilmaisulla ole missédan tilanteessa totuusarvoa, silla x on muuttuja, eiké siis
ole sovittu, mihin se viittaa. Mutta seuraavalla ilmaisulla on jalleen totuusarvo, jos
symboli a on yksilovakio, joka viittaa tiettyyn oveen:

(3.3) a on lukittu.

Sanommekin, ettd (3.1) ja (3.3) ovat lauseita. Sen sijaan (3.2) ei ole lause, vaan,
kuten usein sanotaan, lausefunktio: se saa arvoikseen lauseita, kun x:n paikalle sijoi-
tetaan yksilovakioita. Edelleen sanotaan, etta (3.2) sisiltaa vapaan variaabelin, mutta
ko. lauseet eivat. Tarkastelemme nyt edella esitetyn syntaksin puitteissa naita asioita
tasmallisemmin.

Samalla tavalla kuin sanomme arkikielessé, etté jokin kirjain esiintyy sanassa tai
sana lauseessa, sanomme logiikassa, ettd variaabeli esiintyy kaavassa tai ettd kaa-
va esiintyy toisessa kaavassa. Puhumme myos variaabelin tai kaavan esiintymdstd
kaavassa. Voimme nyt maéritella seuraavasti:

Sidottu ja vapaa variaabeli

Variaabelin z esiintymé kaavassa A on sidottu jos tdmé esiintymé on
kvanttorin Vz tai kvanttorin dx alassa kaavassa A. Muussa tapauksessa
tama esiintyma on vapaa.

Sanomme my6s vahén epdmadraisemmin, ettd x esiintyy sidottuna (vapaana) tai on
sidottu (vapaa) kaavassa.

Esimerkki 82. Kaavassa Vz—(P(x,y) AJyQ(y)) x esiintyy vain sidottuna; sen sijaan
y:n ensimmainen esiintymé on vapaa, jalkimmainen sidottu.

Esimerkki 83. Kaavassa Jz(3yP(z,y) — Q(z)) esiintyy vain sidottuja muuttujia.
Voimme nyt maaritella, mika lause on.

Lause
Kaava A on lause jos ja vain jos siiné esiintyy vain sidottuja variaabeleita.

Lausetta sanotaan myos suljetuksi kaavaksi; vastaavasti kaavaa, joka ei ole lause,
avoimeksi. Esimerkin 83 kaava on lause. Yleisesti kiaytetaan seuraavia merkintoja. Jos

kaavassa A esiintyvit vapaina korkeintaan variaabelit x, ..., x,, voidaan merkitéa:
A(xy,...,x,). Jos ndiden variaabelien paikalle sijoitetaan vastaavasti yksilovakiot aq,
..., ap, merkitdan: A(ag,...,a,).

3.3 Predikaattilogiikan semantiikkaa

Tiedamme jo lauselogiikasta, miten konnektiivit tulkitaan. Tiedamme myos edella esi-
tetyista esimerkeisté, etta kvanttoreilla on samantapainen merkitys kuin luonnollisen
kielen vastaavilla kvanttoreilla, ja ettd predikaattisymbolit merkitsevéat (intuitiivises-
ti katsoen) ominaisuuksia ja relaatioita seka yksilovakiot yksiloita. Edella olevissa
formalisointi-esimerkeissimme kéytimme predikaattisymboleita vastaamaan sellaisia
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ilmaisuja kuin ’ihminen’, 'sukulainen’, ’valissd’, jne. Ne ilmaisevat relaatioita, jotka
vallitsevat joidenkin yksiloiden valilla. Toinen niista on ns. kaksipaikkainen relaatio,
silld se voi vallita kahden yksilon vélilla: Pekka on Kallen sukulainen. Viimeksimai-
nittu on kolmipaikkainen: piste on kahden muun valissi. Ensin mainittu ilmaisee
ominaisuutta, jota voidaan pitda relaation erikoistapauksena, yksipaikkaisena relaa-
tiona. Paikkaluvulla ei teoreettisesti katsoen ole mitaan ylarajaa, kunhan se on aa-
rellinen. Predikaattilogiikan semantiikassa nama ideat tehdaén tédsmaéllisiksi. Ennen
semantiikan formaalia esittelyéd tarkastelemme kuitenkin vield paria esimerkkié.

Esimerkki 84. Oheisen kuvan esittdmassa tilanteessa ovat tosia seuraavat lauseet:

Vo ( Ympyri(z) — Valkoinen(z))
(Kaikki ympyrat ovat valkoisia) .

Vo (Musta(x) — Nelio(x)) Q
(Kaikki mustat kuviot ovat nelifita)

Va(Nelio(x) — Valkoinen(x) V Musta(z)) .

(Neliot ovat valkoisia tai mustia)

Va—( Valkoinen(z) A Musta(z)) O
(Mikaan kuvio ei ole seké valkoinen ettéd musta)
dx(Nelio(z) N Valkoinen(z))

(jokin nelié on valkoinen) .

—Jz( Ympyri(x) A Musta(x))
(el ole mustaa ympyraa)

Esimerkki 85. Tarkastellaan alla olevaa digraafia (my6s nimityksia suunnattu graafi
ja suhteikko kdytetaan). Siina esiintyy solmuga (eli pisteitd ja niitd yhdistavia nuolia.
Nuolet voivat olla yksi- tai kaksisuuntaisia. Myos silmukoita voi esiintya.

;
Ny

c

a
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Téssa digraafissa ovat tosia mm. seuraavat lauseet:

Nuoli(e,d), ~Nuoli(d,e), Nuoli(d,d), =Nuoli(a,a), Nuoli(e,c) A Nuoli(c, e),
=Vx3Jy Nuoli(z,y) (kaikista solmuista ei lahde nuolta) ja

JxVy Nuoli(z,y) (on olemassa sellainen solmu, josta ldhtee nuoli kaikkiin muihin).

Edella olleissa esimerkeissa esiintyneiden predikaattisymbolien Musta, Ympyra,
Nuoli jne. tulkinta on intuitiivisesti selva, eiké naiden esimerkkien kohdalla ole erityi-
sen mielekasta olettaa, ettd ne tulkittaisiinkin jotenkin eri tavalla. Yleensa kuitenkin
logiikassa predikaattisymbolien tulkinta on vapaasti valittavissa. Alamme seuraavak-
si tutkimaan tata. Tutkimme aluksi "konkreettista” tapausta, jossa tulkinta ei ole
sindnsé taysin vapaata, vaan sen ajatellaan vastaavan "aktuaalista” tilannetta.

Tulkinta ja malli

Oletetaan, etté talossa asuu kuusi henkiloa: Kalle, Liisa, Matti, Niina ja kaksi muu-
ta. Heilld on kullakin monia ominaisuuksia, ja heidan valillaén vallitsee monenlaisia
relaatioita. Mutta téallaisia yhteisoja tarkastellaan aina jostakin nakokulmasta; ei ole
mielekasta ajatella, ettd voisimme ottaa huomioon kaikki mahdolliset relaatiot hei-
dén valilldan ja yhteison ulkopuolelle. Tarkastellaankin nyt vain filosofian opiskeli-
ja-ominaisuutta seka rakastamis-relaatiota tassa yhteisossé; edellinen on yksipaikkai-
nen, jalkimmainen kaksipaikkainen. Merkitkoot o ja p henkiloitéa, joiden nimea ei ole
ilmoitettu. (Ellei sekaannusta synny, merkitsemme joukkojen alkioita joskus samoilla
kirjaimilla kuin yksilovakioita metakielessi.) Tutkimamme perusjoukko on téllin

X = {Kalle,Liisa, Matti, Niina, o, p}.

Mainittua ko. yhteisossé vallitsevaa relaatiota voidaan havainnollistaa vastaavan-
laisilla digraafeilla kuin edella. Sen solmut esittavat talossa asuvia henkil6itd. Kun s
ja t merkitsevat mielivaltaisia yhteison jasenié, niin piirretdan nuoli s:sté t:hen, jos s
rakastaa t:té; jos taman lisdksi ¢ rakastaa s:4é, niin s:n ja ¢:n vélille voidaan piirtaa
kaksoisnuoli. Jos s rakastaa itseddn, voidaan s:n kohdalle piirtda silmukka. Yhtei-
sOssa vallitsevaa ominaisuutta taas voi havainnollistaa esimerkiksi tummentamalla
niita henkil6ita esittdavat solmut, joilla on tama ominaisuus. Vaihtoehtoisesti voidaan
kayttaa myos samanlaista esitystd kuin Venn-diagrammeissa (ks. joukko-oppia késit-
televad liitetta).

Esimerkiksi tilannetta, jossa vain Kalle opiskelee filosofiaa ja Kalle ja Liisa ra-
kastavat toisiaan samoin kuin Matti ja Niina, voidaan havainnollistaa seuraavilla
kuvioilla.
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Kalle Liisa o kae P i o

-0 O -0 O
OO O OO O

M atti Niina P Matti Niina P

1. tulkinta
Rak, , Fil,

Joukko-opillisesti taté tilannetta voidaan tarkastella seuraavasti. Ominaisuutta
‘olla filosofian opiskelija’ vastaa joukko F'il;, joka muodostuu yhteison niistd henki-
l6isté, jotka opiskelevat filosofiaa:

Fily = { s | s opiskelee filosofiaa }.

Relaatiota 'rakastaa’ ei voi esittaa luettelemalla pelkastaén yhteison yksittaisia jase-
nié, vaan sita vastaa jarjestettyjen parien (s,t) muodostama joukko Raky:

Raky = { (s,t) | s rakastaa t:té }.

Téassa on huomattava, etté pari (s,t) on eri kuin pari (¢, s). Talla tavoin menettele-
mallé edelld ollut tilanne voidaan joukko-opillisesti esittaa seuraavasti:

Fily = {Kalle},
Rak, = {(Kalle,Liisa), ( Liisa,Kalle), ( Matti, Niina) , ( Niina, Matti) }.

Y14 esitelty tilanne on vain yksi mahdollinen. Voimme vaikkapa ajatella, etta ajan
mittaan olosuhteet muuttuvat. Talloin saamme esimerkiksi seuraavia mahdollisuuk-
sia, joista eraét ovat hyvin "traagisia”:
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Kalle Liisa Kale Liisa

O @@ O
C& <t
D0 Oe <@-—@ O

Matti Niina P Matti Niina
2. tulkinta 3. tulkinta
Rak, , Fil, Rak,, Fil,
Kalle Liisa (@] Liisa (@]

Q@ O
O O

* o
o
o

Matti Niina P Niina P
4, tulkinta 5. tulkinta
Rak,, Fil, Rak,, Fil,

Alla on esimerkkejé siitd, miten néihin tilanteisiin liittyvid asioita voi esittéa
joukko-opillisesti.

Fily = {Kalle,Liisa, Niina},

Fils = X,

Raky = {(Kalle,Kalle), ( Liisa, Kalle), { Niina, Kalle), ( Matti, Niina) },
Raks = { (s,s) | s€ X }.

Tutkitaan nyt edelld olevan esimerkin valossa, mité predikaattilogiikassa tarkoi-
tetaan mallilla. Tarkastellaan perusjoukkoa

X = {Kalle,Liisa, Matti, Niina, o, p},

jota voidaan kutsua myos mallin universumiksi, seka esimerkiksi ominaisuutta F'ily
ja relaatiota Rak; joukossa X. Kysymme aluksi, millaisessa kielessa voimme puhua
naistd. Ominaisuutta F'il; varten tarvitsemme yksipaikkaisen predikaattisymbolin;
olkoon se F'. Vastaavasti relaatiota Rak; varten tarvitsemme kaksipaikkaisen predi-
kaattisymbolin; olkoon se R. Jos haluamme lisaksi puhua Kallesta, Liisasta, Matista
ja Niinasta, tarvitsemme heita vastaamaan yksilovakioita; olkoot ne k, [, m, n. Nama
symbolit ovat objektikielen symboleita. (Olisimme voineet kdyttaa ndita samoja mer-
kint6ja jo perusjoukonkin yhteydessa. Samoin on tavallisempaa kayttad esimerkiksi
relaatiolle Rak; merkintda "R;’. Olemme tédssa halunneet kuitenkin havainnollisuuden
vuoksi tehdé selvan eron objekti- ja metakielen vilille.) Emme ota kieleen enempéé
symboleita kuin tarvitsemme. Tarvitsemamme kieli L on siis seuraava:

L=A{F Rk, l,mn}.
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Voimme my6s ilmaista vastaavuuden kaanteisesti: kieli L on tulkittu joukossa X siten,
ettd predikaattisymboli F' on tulkittu joukoksi F'il;, R on tulkittu relaatioksi Rak; ja
vakiot k, [, m, n "yksiloiksi” Kalle, Liisa, Matti, Niina (téssd jarjestyksessi). Taméa
merkitsee, ettd on olemassa sellainen funktio V; joukolta L, etta:

VI(F) = Fily,

Vi(R) = Rak;,

Vi(k) = Kalle, Vi(l) = Liisa, Vi(m) = Matti, Vi(n) = Niina.
Sanomme, ettéd jirjestetty pari

Ml - <X7 ‘/1>

on kielen L malli. Mallissa annetaan siis sekd perusjoukko etta kielen tulkinta téassa
joukossa.

Seuraavaksi yleistaimme mallin késitteen mielivaltaiselle kielelle ja sen jalkeen esi-
tamme tasmaéllisen maaritelmén totuudelle mallissa.

Predikaattilogiikan malli
Olkoon L predikaattilogiikan kieli. Kielen L malli on pari M = (X, V), jossa X on
ei-tyhja joukko ja V on sellainen funktio kieleltd L, etté
V(P!) on joukon X osajoukko, jos P! € L on yksipaikkainen predikaat-
tisymboli;

V(P?) on kaksipaikkainen relaatio eli joukon { (vi,vs) | vi,v9 € X } 0s-

ajoukko, jos P? € L on kaksipaikkainen predikaattisymboli;

V(P) on n-paikkainen relaatio joukossa X (ks. joukko-oppia késittelevaa
liitettd), jos P € L on n-paikkainen predikaattisymboli;

V(¢;) on joukon X alkio, jos ¢; € L on yksilovakio.
Kayttamalla joukko-opillisia merkintoja tamé voidaan lyhyesti ilmaista seuraavasti:
Vig) € X,
V(P) C X,
V(P C X x X,

V(P") C X"

Joukko X on mallin universumi, ja X :n alkiot ovat mallin yksiloitd. Funktio V' on
kielen L tulkintafunktio joukossa X . Tulkintafunktion arvot ovat vastaavien symbolien
tulkintoja.

Esimerkki 86. Olkoon kieli L = {P}, jossa P on yksipaikkainen predikaatti. Kielen
L malleja ovat esimerkiksi

M, = (X1,V1), jossa X1 ={a,b,c,d, e}, V1(P) ={a,e},

My = (Xo,V3), jossa Xy ={0,1,2,3}, Vo(P) = {0, 2},

M; = (X3, V3), jossa X3 =4{0,1,2,...}, V3(P)=1{0,2,4,...}.
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Esimerkki 87. Olkoon kieli L = {R,a,b}, jossa a ja b ovat yksilovakioita ja R
kaksipaikkainen predikaattisymboli. Tarkastellaan kielen L sellaisia malleja, joissa X
on luonnollisten lukujen joukko N (= {0,1,2,3,...}). Mahdollisia tulkintoja V; ovat
esimerkiksi seuraavat:

‘/1(@) =0, ‘/l(b) =1, W(R) = {<O70>7 <O7 1>7 <170>}7
‘/Q(CL) =0, %(b) =1, %(R) = {<O70>7 <O7 1>7 <O72>7 }7
Va(a) =2, V3(b) = 1, V3(R) = {(v1,02) | 01 < w2},
Vi(a) =3, Va(b) = 3, Vi(R) = {(v1,v2) [ v1 < v }

Totuus mallissa

Nyt kun meilld on kaytettavissimme mallin késite voimme méaritella, mité tarkoite-
taan silld, ettd lause on tosi mallissa. Tarkastellaan jalleen eo. "yhteiso”-esimerkkia
ja erityisesti lauseita

A=F(k), B=R(k]), C=3zR(,z), D=VzF(r), FE=VYxR(z, z).

1. tulkinta. Tulkinnassa V; (jossa siis Vi(F') = Fily ja Vi(R) = Raky; ks. sivul-
la 57 olevaa kuviota) lause A on tosi, koska Vi(k) = Kalle ja Kalle € Vi(F') (eli tul-
kinnassa V] Kalle opiskelee filosofiaa). Lause B on tosi, koska (V;(k), Vi(1)) € Vi(R)
(eli tulkinnassa Vi Kalle rakastaa Liisaa). Lause C:kin on tosi. TAmé seuraa jo siité,
ettd lause R(l, k) on tosi (tulkinnassa V; on siis olemassa sellainen henkil6, jota Liisa
rakastaa; nimittain Liisa rakastaa Kallea). Toisaalta lauseet D ja E ovat epétosia
tulkinnassa V;. Edellisen epatotuus seuraa esim. lauseen F(l) epétotuudesta, jalkim-
maéisen epatotuus esim. lauseen R(k, k) epéatotuudesta (tulkinnassa V; siis ei ole niin,
etta kaikki opiskelevat filosofiaa, mm. Liisa ei opiskele filosofiaa; ei ole myoskaén niin,
ettd kaikki rakastavat itsedén, esim. Kalle ei rakasta itsedéan).

2. tulkinta. (Sivu 58.) Tarkasteltavien lauseiden totuusarvot ovat tulkinnassa V5
samat kuin tulkinnassa V;. Lauseen C' totuus ei kuitenkaan nyt seuraa lauseen R(I, k)
totuudesta, silla tamahan lause on tulkinnassa V5, epatosi. Mutta joka tapauksessa
on olemassa sellainen henkil (mallin universumin alkio o), jota Liisa rakastaa. Kéy-
tettavissa olevassa kielessa ei vain ole vakiota, joka viittaisi tdhén Liisan rakasta-
maan henkiloén. Menettelemme jatkossa siten, ettd tallaisissa totuustarkasteluissa
laajennamme kaytettavaa kielté siten, ettéd jokaiselle mallin universumin alkiolle on
kéytettavissd nimi. Télla tavalla menetellen voimme sanoa: "Koska R(l,0) on tosi
tulkinnassa V5, niin lause JzR(l,x) on tosi téssé tulkinnassa” (huomaa, etté lause
R(l,0) ei ole alkuperéisen kielen L lause).

3. tulkinta. Myo6s tulkinnassa V3 tarkasteltavien lauseiden totuusarvot ovat sa-
moja kuin edella. Perustelut vain ovat osittain erilaiset. Lause D on epétosi, koska
esim. F'(0) on epatosi, ja lause E on epatosi, koska esim. R(p,p) on epétosi (kaytam-
me siis nyt laajennettua kielta).

4. tulkinta. Tulkinnassa V} lauseet A ja C ovat tosia, loput epéatosia.

5. tulkinta. Tulkinnassa Vj5 ainoastaan lause B on epétosi. Esimerkiksi lause
A on tosi, koska lauseet F'(Kalle), F(Liisa), F(Matti), F(Niina), F(0), F(p) ovat
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tosia eli F'(v) on aina tosi, kun v € X. Lause C on tosi, koska lause R(l,1) on tosi
(tulkinnassa Vs on siis olemassa sellainen henkild, jota Liisa rakastaa, Liisa nimittain
rakastaa itsedén).

Ylla olevien tarkastelujen pohjalta on ilmeistd, ettd on samantekevia, mita si-
dottuja variaabeleita lauseissa kaytetdan. Selvéstikin esimerkiksi lauseiden VaF'(z),
VyF(y) ja VzF(z) totuusarvot ovat samat jokaisessa tulkinnassa; ne ovat keskendén
loogisesti ekvivalentteja.

Liséksi on huomattava, etté on olemassa lauseita, joiden totuus ei tunnu riippuvan
kaytetysta tulkinnasta. Esimerkiksi seuraavat lauseet ovat tosia jokaisessa tulkinnassa
Vi, (1=1,2,...,5):

VeF(z) — F(k), F(k)V-F(k), R(l,k) — JzR(l, x).
Itse asiassa ei ole mahdollista keksié sellaista tulkintaa, jossa nédmaéa lauseet olisivat
epatosia; ne ovatkin loogisesti tosia.

Maarittelemme seuraavaksi muodollisesti totuuden mallissa lauseille induktiivi-
sesti noudatellen kaavan maaritelméaa. Kvanttorien kasittelyn teemme helpommaksi
laajentamalla ensin annettua objektikielta antamalla jokaiselle mallin yksilolle nimi.
Menettelemme (jalleen yksinkertaisuuden vuoksi) poikkeuksellisesti siten, etté jokai-
sen yksilon metakielinen nimi otetaan myos objektikieleen sen nimeksi. Kuten edella
on sovittu, merkintd A(z) tarkoittaa kaavaa, jossa ei esiinny vapaana muita muuttu-
jia kuin ehké x, ja jos a on vakio, niin merkinté A(a) tarkoittaa lausetta, joka saadaan
kaavasta A(x) korvaamalla jokainen z:n vapaa esiintymé a:lla. Merkitsemme kuten
aikaisemmin M E A, jos A on tosi mallissa M, ja M ¥ A, jos A ei ole tosi mallissa
M eli jos A on epdtosi tassa mallissa.

Totuus mallissa:

Olkoon M = (X, V) kielen L malli. Olkoon L' kieli, joka on saatu kielesta
L lisdamaélla siihen uusi yksilovakio v jokaista v € X kohti, ja M’ =
(X, V') kielen L’ malli siten, ettd V' on muuten sama kuin V', mutta
lisaksi V'(v) = v kaikille v € X (téssé on oletettava, ettd jos v € X ja
vakio v esiintyy jo kielessé L, niin on oltava V' (v) = v).

Talloin kielen L' lauseen A totuus mallissa M’ maéaritellaan seuraavasti:
MEa=bsV'(a)=V'(b),
M’ E P(a) & V'(a) € V'(P),
M'E R(a,b) < (V'(a),V'(b)) € V'(R),
M E PMay,...,a,) < (V(ay),...,V'(a,)) € V'(P]),
M'E-Ae MEA,
M'EAANBe M EA ja M E B,
MEAVB& MEA tai M'E B,
MEA—-B&sMEA tai M'E B,
M'EA« B&joko MEA ja MEB tai M"E A ja M'E B,
M'EVzA(z) & M'E A(v) kaikille v € X,
M'E JxA(z) & M'E A(v) jollekin v € X.
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Olkoon nyt A kielen L lause. Talloin M E A, jos M' E A.

Tamé méaritelmé on varsin pitkd. Konnektiiveja koskevat kohdat ovat kuitenkin jo
tuttuja lauselogiikasta. Maéritelméan lopussa on huomattava, etta jos A on kielen L
lause, niin se on aina myos laajennetun kielen L’ lause. Maéaritelmén neljas kohta
on merkitty sulkuihin, koska téssd monisteessa tarkastelemme ldhinna vain yksi- ja
kaksipaikkaisia predikaatteja. Maaritelméssa esiintyvét vakiot a, b voivat viitata seka
alkuperaisen kielen L ettd laajennetun kielen L’ vakioihin. Jos esimerkiksi a on kielen
L vakio, niin V'(a) = V(a). Jos sattuu olemaan niin, ettd a € X jab € X, niin V'(a) =
a ja V'(b) = b (mutta V(a) ja V(b) ei ole valttamatta méaaritelty) ja méaaritelmén
kolme ensimmaista kohtaa voidaan ilmaista lyhyemmin:

MEa=b<sa=0,
M E P(a) & a € V'(P),
M E R(a,b) & (a,b) € V'(R).

Naista ensimmainen saattaa vaikuttaa hieman omituiselta. Itse asiassa siiné esiinty-

valla symbolilla '=" on kaksi merkitysta: vasemmalla puolella se edustaa objektikie-

len kaksipaikkaista predikaattia, joka aina tulkitaan identtisyys-relaatioksi; oikealla

puolella se on metakielen lyhennysmerkinté, joka voitaisiin korvata esimerkiksi ilmai-
y_

sulla 'ovat samoja’ (usein kéytetaan objektikielesséd symbolin '=’ tilalla jotain siité
eroavaa, mutta kuitenkin riittdvin samankaltaista symbolia).

Esimerkki 88. Tarkastellaan esimerkissé 86 ollutta kielta ja mallia M; = (X7, V4),
jossa X7 = {a,b,c,d, e} ja Vi(P) ={a,e}.
Lause JxP(x) A 3z—P(x) on tosi mallissa M;. Taméa nahdé&én seuraavasti:
Lisataan kieleen L = {P} yksilovakiot a, b, ¢, d, e ja tarkastellaan mallia M| =
(X, Vi), jossa VI(P) = Vi(P) = {a,e}, V{(a) = a, VI(b) = b, V{(c) = ¢, V/(d) = d,
Vi(e) =e.
Koska V/(a) = a € V{(P), niin M| £ P(a). Taten M| F JxP(z). Koska V/(b) =
b ¢ V{(P), niin M{ ¥ P(b) ja taten M| E —P(b). Tésta seuraa, ettd M, F Jx—P(x).
Yhdistamalla ylla saadut tulokset saadaan, etta

M E JzP(x) A Jz—P(x).

Koska tamé lause on myos alkuperiisen kielen {P} lause, niin se on tosi myos
mallissa M.

Vaikka ylla olevan esimerkin tulos onkin ilmeinen, niin sen tasmallinen esitta-
minen maaritelmien mukaisesti on aika pitka. Jatkossa emme enda eksplisiittisesti
mainitse kielen laajennusta, vaan oletamme laajennuksen jo tehdyksi alkuperéisen
mallin yhteydessa. Emme myos vélttamétta mainitse "itsestaan selvia” perusteluja.

Esimerkki 89. Tarkastellaan esimerkin 86 mallia M3 = (X3, V3), jossa X3 = {0,1,2, ..

ja V3(P) =40,2,4,...}.
Voimme péatella lyhyesti:

Ms E JzP(x) A Jx—P(x),
silla esimerkiksi M3 F P(0) ja M3 F —P(1).
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Esimerkki 90. Tarkastellaan lauseen
A=VaVyVz(P(x) AP(y) AN P(2) mz=yVa=2zVy=2z)

totuutta esimerkin 86 mallissa Ms5.

Mallissa M3 lause A on epétosi. Koska nimittain V3(P) = {0,2,4, ...}, niin M3 E
P(0), M3 E P(2) ja M3 E P(4) ja titen M3 E P(O)AP(2)AP(4). Mutta 0 #2,0 #4
ja 2 £ 4, joten M3 ¥ 0=2V0=4V2=4. Siis My ¥ P(0)AP(2)AP4) -0 =
2V 0 =4V2=4jatiten myos Mz ¥ A. (Pohdittavaksi: millaisissa malleissa lause A
on tosi?)

Esimerkki 91. Olkoon kieli L = {R}, jossa R on 2-paikkainen predikaattisymboli.
Tarkastellaan tdméan kielen mallia M = (N, V), jossa

V(R)={(s,t) | s<t}.

Lause Vz3yR(x,y) on tosi tassd mallissa. Tété ei voi kuitenkaan todeta edes
periaatteessa luettelemalla kaikkia muotoa R(s,t) olevia lauseita ja tutkimalla niiden
totuutta. Tarvitaan seuraavanlainen yleinen perustelu:

Olkoon k£ € N mielivaltainen. Valitaan | = k£ + 1 € N. Talloin £ < [ ja siis
M E R(k,1). On siis olemassa (ainakin) yksi sellainen luku [, ettd M F R(k,1), joten
M E JyR(k,y). Tassé k on mielivaltainen, joten M F JyR(k,y) jokaiselle £ € N. On
siis voimassa

M EVz3yR(z,y).

Edellinen esimerkki havainnollistaa periaatteellisia vaikeuksia, mité lauseiden to-
tuuden tarkastelussa tulee vastaan, kun mallin universumi on aaretén. Ei ole olemassa
mitadn mekaanista ratkaisumenetelmaéd, jonka avulla aina pystyttéisiin selvittaméan
minké tahansa lauseen totuus mallissa, jonka universumi on aareton. Matematiikassa
on esimerkiksi luonnollisia lukuja koskevia vaitteita, joiden totuutta ei ole vielakaan
selvitetty tai joiden totuus on ratkennut vasta vuosia, joskus jopa vuosisatoja kestéa-
neen tutkimuksen tuloksena.

Looginen totuus

Mita tarkoitetaan silla, ettd annetun kielen L lause on loogisesti tosi, toteutuva, jne.
maaritelladn samaan tapaan kuin ennenkin, mutta nyt suhteutettuna kielen L kaik-
kien mallien luokkaan. Namé késitteet on jo esitelty mahdollisia maailmoja kasit-
televassa luvussa ja uudelleen lauselogiikan yhteydessé, joten téssa tyydymme vain
kertaamaan kaikkein tarkeimmat maaritelmat. Oletamme, etta on annettu jokin kieli
L ja ettd médritelmissé esiintyvat lauseet A, B, A;, As, jne. ovat sen lauseita. Kun
M on jokin taméan kielen L malli, niin sanomme lyhyesti, ettd M on L-malli.

Lause A on loogisesti tosi (merkitdan F A), jos M E A aina, kun M on
L-malli.

Lause A on toteutuva, jos on olemassa sellainen L-malli M, ettd M F A.
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Lause A on kumoutuva, jos on olemassa sellainen L-malli M, ettd M ¥ A.

Lauseet A ja B ovat loogisesti ekvivalentteja (merkitdén A = B), jos aina,
kun M on L-malli, niin M F A< M E B.

A on lauseiden Aq, As, ... looginen seuraus, jos aina, kun M on sellainen
L-malli, ettd M F Ay, M E Ay, ..., niin M E A.

Joskus nimityksen "loogisesti tosi” tilalla kdytetdan myos nimitysta validi. Lause
on loogisesti tosi, jos ja vain jos se ei ole kumoutuva. Lause, joka ei ole toteutu-
va, on loogisesti epatosi; myos nimitysta “ristiriitainen lause” voi kayttaa, vaikka
tdma nimitys on paremmin syntaksiin liittyva. Samoin voidaan loogisen seurauksen
Aq, Ay, ... E A yhteydessa sanoa, etté lauseet Aq, As, ... ovat premisseja ja A joh-
topaatos, vaikka myos nama kasitteet ovat paremminkin todistusteoreettisia (ja siis
syntaksiin liittyvia). Predikaattilogiikassakin on voimassa

Al,AQ,...,An':Aﬁ ':Al/\AQ/\/\An—)A

Toisin kuin lauselogiikassa, ei ole kuitenkaan olemassa ratkaisumenetelmaé, jonka
avulla voitaisiin mielivaltaisista predikaattilogiikan lauseista péaatella, ovatko ne loo-
gisesti tosia, toteutuvia jne. Vain kyllin yksinkertaisten lauseiden ollessa kysymyk-
sessd tamé voidaan tehdd. On esimerkiksi ilmeista, etta jokainen predikaattilogiikan
lause, joka on tautologia, on myos loogisesti tosi. Kysymys tautologisuudesta taas
voidaan ratkaista téysin mekaanisesti soveltamalla totuustaulumenetelméa. Alla on
kuitenkin muutama esimerkki, joita ei voi ratkaista talla menetelmaélla.

Kun halutaan osoittaa, etté joku kielen L lause on loogisesti tosi, niin on tutkittava
mielivaltaista L-mallia.

Esimerkki 92. Lause Yz P(z) — P(c) on loogisesti tosi. Osoitetaan tamé tutkimalla
mielivaltaista mallia: Olkoon M = (X, V) kielen L = {¢, P} malli ja olkoon V' (c) = (.
Jos M ¥ VxP(x), niin M E VeP(xz) — P(c). Jos taas M E VzP(z), niin aina kun
v € X, niin v € V(P). Erityisesti ¢ € V(P) ja tidten M F P(c). Tassdkin tapauksessa
siis M E VzP(z) — P(c).

Tutkittaessa lauseen A toteutuvuutta (vast. kumoutuvuutta) riittaa 1oytaa yksi
malli, jossa lause A on tosi (vast. epétosi). Erityisesti osoitettaessa, ettd jokin lause
ei ole loogisesti tosi, riittad loytad malli, jossa tutkittava lause on epéatosi.

Esimerkki 93. Olkoon L = {R}, jossa R on kaksipaikkainen predikaattisymboli.
Kielen L lause
VzyR(z,y) — JyR(y,y)

on seka toteutuva ettd kumoutuva.

Taméa ndhddén esimerkiksi tutkimalla malleja M; = (N, Vi), jossa Vi(R) =
{{z,y) [z <y}, ja My = (N,V3), jossa Vo(R) = {(z,y) [z <y}

Mallissa M; F Vz3yR(x,y), mutta M; & JyR(y,y), silld kun k& on luonnollinen
luku, niin aina esimerkiksi £ < k£ + 1, mutta ei ole olemassa sellaista luonnollista
lukua [, ettd [ < [. Tassa mallissa siis

My #Vx3yR(z,y) — IyR(y, y).
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Mallissa My E R(0,0), joten My F JyR(y,y). (Itse asiassa jopa My F VyR(y,y).)
Tassa mallissa siis

M, EV23yR(z,y) — IyR(y, y).

Loogisen ekvivalenttisuuden osoittaminen semanttisesti vaatii mielivaltaisen mal-
lin tutkimista. Toisaalta voi myos kayttaa aikaisemmin esitettyéd syntaktista lahesty-
mistapaa. Alla olevan esimerkin tulosta kiytettiin tdmédn menettelyn yhteydessa an-
nettuna tuloksena (intuitiivisesti sita tietenkin pystyttiin jo silloin perustelemaan).

Esimerkki 94. Olkoon A(x) jokin kielen L-kaava, jossa ei esiinny vapaana muita
muuttujia kuin z. Talloin VzA(x) = —-Jz—A(z). Osoitetaan tdméa tutkimalla mieli-
valtaista L mallia M = (X, V):

Oletetaan ensin, ettd M F VrA(x). Talloin siis M F A(v) jokaiselle v € X. Ei ole
siis olemassa sellaista v € X, ettd M ¥ A(v), eli sellaista v € X, ettda M F —A(v).
Siis M ¥ Jz—A(x), ja taten M F —3x—-A(z).

Oletetaan seuraavaksi, ettd M ¥ VrA(x). Ei ole siis niin, ettd M F A(v) jokaiselle
v € X. On siis olemassa ainakin yksi sellainen v € X, ettd M ¥ A(v). Tama tarkoittaa
sitd, etta M E —A(v) jollekin v € X. Taten siis M F Jz—A(z) ja M F —-Jz—-A(z).

Edellé on osoitettu, etta jokaisessa L-mallissa M

M EVzA(z) & M E —Jz-A(x).
Lauseet VzA(z) ja -3x—A(z) ovat siis loogisesti ekvivalentteja.

Jos haluataan osoittaa, etté jotkin lauseet A ja B eivét ole loogisesti ekvivalent-
teja, niin riittda loytaa yksi malli, jossa toinen lauseista on tosi, toinen epatosi.

Esimerkki 95. Lauseet Va(P(z) V Q(x)) ja YaP(z) V VxQ(z) eivit ole loogisesti
ekvivalentteja. Kun nimittdin M = (X, V), jossa X = {1,2,3,4}, V(P) = {1,2} ja
V(Q) = {3,4}, niin M F Vz(P(x)VQ(z)), mutta M ¥ VrP(x) ja M ¥ VzQ(z), joten
M ENzP(x)V VzQ(z).

Lopuksi tarkastelemme viela paria esimerkkié loogisesta seurauksesta.
Esimerkki 96. Osoitetaan, etta
I(a), Vz(I(z) — K(z)) F K(a).

Olkoon M = (X,V) sellainen kielen L = {I, K, a} malli, ettd M E I(a) ja
M E Vz(I(z) — K(x)). Jilkimmaisestd seuraa, ettd jokaiselle v € X pétee M F
I(v) — K(v). Olkoon V(a) = o’ € X. Siis M E I(d’) ja toisaalta M F I(a') — K(d).
Taten M F K(d'), josta seuraa, ettd M F K(a).

Loogisen seurauksen osoittaminen edellyttaé kaikkien sellaisten mallien tutkimis-
ta, joissa premissit ovat tosia. Jos taas halutaan osoittaa, ettd premisseisté ei seuraa
loogisesti johtopéaatos, niin riittad loytaa sellainen malli, jossa premissit ovat tosia,
mutta johtopaatos epatosi.

Esimerkki 97. Osoitetaan, etta paattelyn
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Jotkut filosofit ovat myds loogikkoja
Jotkut loogikot ovat myos matemaatikkoja
Stiis: jotkut filosofit ovat myds matemaatikkoja

johtopaétos ei ole premissien looginen seuraus. Aktuaalisessa maailmassa seké pre-
missit etta johtopdatos ovat tosia, joten taytyy tutkia jotain sopivaa keksittyd mallia.
Formalisoidaan ensin tama péaattely tavalliseen tapaan:

Ju(F(x) A L(x))
Ja(L(z) A M(x))
P

Olkoon M = (X, V), jossa

X = {Gddel, Leibniz, Newton, Russell},
V(F) = {Leibniz, Russell},
V(L) = {Gddel, Russell},
V(M) = {Gddel, Newton}.

(Aktuaalisesti tietenkin esim. Leibniz oli seké filosofi, matemaatikko etté loogikko,
mutta mallien konstruoimisessa saa luonnollisesti kiyttéa vapaasti mielikuvitusta.)

Téasséd mallissa M F Jx(F(z) A L(x)), silla M F F(Russell) A L(Russell), ja
M & Jx(L(x) A M(z)), silla M E L(Gdédel) N M(Gdédel). Koska joukoissa V(F') ja
V(M) ei ole yhteisia alkioita, niin M ¥ Jz(F(x) A M(x)). On siis voimassa

Jz(F(x) A L(x)), 3x(L(z) A M(z)) ¥ Jx(F(x) A M(x)).

Jos tassa esitetty kdannos predikaattilogiikan kielelle hyviksytadn, niin nédin on
osoitettu, ettd myos alkuperaisen luonnollisessa kielessa esitetyn paattelyn johtopéa-
tos ei ole premissien seuraus.
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Luku 4
TODISTUSTEORIAA

Lause- ja predikaattilogiikan semantiikassa méaritellaan kaavan B olevan kaavojen
Ay, Ay, ..., A, looginen seuraus, jos jokainen kaavojen A;, Ay, ..., A, malli on
myos kaavan B malli. Talloin voidaan myos sanoa, etta johtopddtis B on paitelté-
vissd premisseisti Ay, A, ..., A,. Péadttelyn késite on ensisijaisesti kuitenkin syn-
taktinen kasite. Kun kielen syntaksi on tarkasti maéaritelty, voidaan myos maéaritella
tasmallisesti, mitd patevéilla paittelylla tarkoitetaan.

Todistusteoriassa annetaan joukko aksioomia ja padttelysadntoja, joiden avulla
annetuista premisseistd dedusoidaan eli johdetaan johtopdatoksid. Aksioomat ovat
kielen yksittaisia kaavoja tai ns. aksioomaskeemoja. Paattelysdannot kertovat, mi-
ten jo paatellyistd kaavoista voidaan péatella uusia kaavoja. Deduktio on sellainen
jono kaavoja, jossa jonon kaavat ovat aksioomia, paattelyn premisseja tai paateltavis-
sé jonkin péaattelysddnnon avulla jonon aikaisemmista kaavoista. Oleellista on, etta
aksioomat ja paattelysdannot on luonnehdittu syntaktisesti: aksioomat ovat tietyn-
laisia merkkijonoja ja paattelysaannot kertovat, miten merkkijonoja kasittelemaélla
voidaan muodostaa uusia merkkijonoja. Vastaavanlaisesti kuin lause- ja predikaatti-
logiikan kielen syntaksissa luonnehditaan, millaiset merkkijonot ovat kyseisen kielen
hyvin muodostettuja ilmaisuja eli kaavoja, niin voidaan myo6s luonnehtia syntakti-
sesti, millaiset merkkijonojen jonot ovat deduktioita. Silld, mitd namaé merkkijonot
tarkoittavat tai miké niiden totuusarvo on, ei ole syntaktisesta nakokulmasta merki-
tysta, mutta jotta paattelyt olisivat myos semanttisesti mielekkéité, aksioomien pitad
olla loogisesti tosia kaavoja ja paattelysdantdjen totuuden sailyttavia.

Formaalin paattelyn esittamiseksi on kehitetty useita erilaisia padttelysysteemejd.
Niissé on erotettavissa kaksi eri lahestymistapaa: luonnollisen padattelyn systeemit ja
aksiomaattinen menetelmd. Luonnollinen paéttely vastaa nimensa mukaisesti enem-
mén sitd, mitd paattelylla voitaisiin arkipaivaisessa eldmaésséd ja matematiikassa tar-
koittaa. Siin& annetaan useita paattelysadntoji, muttei yleensé ollenkaan aksioomia.
Aksiomaattisessa menetelméssé sen sijaan annetaan joukko aksioomia ja vain muuta-
ma paattelysdantd. Taman menetelman avulla voidaan helpommin kuin luonnollisen
paattelyn systeemeissa tehda eraita teoreettisia tarkasteluja, mutta toisaalta aktu-
aalisten péaattelyiden keksiminen on vaikeampaa. Tarkastelemme seuraavaksi hieman
tarkemmin téssa esiteltyja kasitteita.
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Aksioomat

Aksioomat voivat olla yksittaisié kielen kaavoja. Vaihtoehtoisesti aksioomat voidaan
esittda aksioomaskeemoina kayttamalla niissa objektikielen atomikaavojen sijasta
metavariaabeleja. Kun aksioomaskeemassa jokainen metavariaabeli korvataan jarjes-
telméllisesti objektikielen kaavalla, saadaan (objektikieleen kuuluva) aksioomaskee-
man instanssi.

Esimerkki 98. Jos esimerkiksi lauselogiikan aksioomaskeemaksi asetetaan
ANB— A,

niin sen instansseja ovat kaikki tata muotoa olevat kaavat, kuten

D1 A\ p2 — D1,
—p1 A p2 — Ty,
D100 A\ P1oo — P100;
(p1V p2) A =pa — p1Vpa.

Aksioomaskeema A A B — A vastaa siis oikeastaan adretontéa aksioomajoukkoa
{AANB— A| A, B ovat lauselogiikan kaavoja }.

Aksioomien joukon edellytetddn yleensé olevan rekursiivinen eli vaaditaan, etté
on oltava "mekaaninen” ratkaisumenetelméa sen selvittamiseksi, onko mielivaltainen
annettu kaava aksiooma (tai aksioomaskeeman instanssi) vai ei. Erityisesti jos ak-
sioomia on vain aarellinen méara, niin tdma ehto on aina voimassa. Tilanne on sama
myos aksioomaskeemojen suhteen, silla vaikka yhtéd aksioomaskeemaa vastaakin aé-
reton maara aksioomia, niin voimme aina selvittad esimerkiksi rakennepuulla, onko
annettu kaava samaa muotoa kuin aksioomaskeema. Adreton joukko kaavoja voi olla
kuitenkin sellainen, ettei ole mahdollista jokaisen kaavan kohdalla ratkaista kysymys-
ta siitd, kuuluko se tdhan joukkoon vai ei. Esimerkiksi dareton kaavajoukko

{ A| A on predikaattilogiikan loogisesti tosi kaava }

ei ole rekursiivinen joukko; kukaan ei koskaan (ei edes misséén ei-aktuaalisessa, "ma-
temaattisesti mahdollisessa” maailmassa) tule ohjelmoimaan sellaista tietokoneohjel-
maa, joka saadessaan syotteena predikaattilogiikan kaavan aina tulostaa (éérellisen,
mutta rajoittamattoman ajan jalkeen) vastauksen kysymykseen, onko tuo kaava loo-
gisesti tosi vai ei.

Paattelysaannot

Paattelysadannot ilmaisevat yleensé, miten tietyisté skeemoista voidaan padtella tiet-
ty skeema. Jos jonkin péattelysddnnon mukaan skeemoista Ay, A, ..., A, voidaan

68



paatella skeema B, niin kyseinen paattelysaanto voidaan esittaa seuraavanlaisilla ta-
voilla:

An A17A27"'7An
B’ B ’

Esimerkki 99. Olemme jo tutustuneet paattelysaantoon Modus ponens

Ay, A, ..., Ay/B.

A
(MP) A— B
—5

Tamén paattelysiannon mukaan esimerkiksi kaavoista —p; A py sekd (—p; A po) —
(p2 V p3) voidaan péételld kaava (ps V p3).

Esimerkki 100. Erityisesti sellaisissa aksiomaattisissa systeemeissé, joissa ei kay-
tetd aksioomaskeemoja, vaan aksioomat ovat yksittaisia kaavoja, tarvitaan yhtena
paattelysaantona universaalia substituutiosddantod

A
Alp/B]

Merkinta A[p/B] tarkoittaa kaavaa, joka saadaan kaavasta A korvaamalla siina jokai-
nen lausemuuttujan p esiintymé kaavalla B. Paattelysaannon (US) avulla esimerkiksi
aksioomasta p; A ps — p; voidaan péitella —p; A ps — —py (p1 korvattu kaavalla —py),
D100 A Proo — Proo (seké py etté po korvattu kaavalla pigg) ja ylipaddtaan miké tahansa
kaava A A B — A (p; on korvattu kaavalla A ja py kaavalla B).!

(US)

Samoin kuin aksioomien joukon, niin my6s péaattelysdantojen joukon ja yksittéi-
sen paattelysddnnon edellytetddn olevan rekursiivisia eli kun on annettu kaavat A,
Ag, ..., A, ja B, niin on oltava mahdollista ratkaista kysymys siitd, onko olemassa
paattelysaantoa Aq, Ao, ..., A,/B.

Deduktio

Olkoon péattelysysteemin aksioomat (mahdollisesti aksioomaskeemoina) ja paattely-
sdannot annettu. Kaavajono By, ..., B, on kaavan B deduktio kaavoista Ay, ..., A,
kyseisessa paattelysysteemissa, jos kaavajonon viimeinen kaava B,, = B ja jokainen
kaavajonon kaava B; (i =1,2,...,m) on

(1) jokin aksiooma (jonkin aksioomaskeeman instanssi),

(2) jokin kaavoista A, ..., A, tai

1On siis makuasia, kiiyttdiko esimerkiksi aksioomaskeemaa AA B — A vai aksioomaa py Aps — p1
yhdesséd paattelysaannon (US) kanssa. Téasséd monisteessa valitsemme aksioomaskeemojen kiyton,
silld nédin deduktion méaéritelmé on hieman yksinkertaisempi.
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(3) paateltavissa jonkin paattelysaannon avulla sita edeltavisté jonon kaavoista.

Kaavat Ay, ..., A, ovat tdméan deduktion oletuksia eli premissejd. Jos on olemassa
kaavan B deduktio oletuksista A1, ..., A,, niin B on dedusoitavissa eli johdettavissa
naista kaavoista. Talloin merkitadn

Ay, ... A, B.

Voimme sanoa myos, ettd B on pddteltdvissd kaavoista Aq, ..., A,. Periaatteessa
tassa pitaisi merkki "7 suhteuttaa kaytettévissa olevaan paattelysysteemiin aina-
kin silloin, jos tarkastellaan useita paattelysysteemeja samanaikaisesti. Jos deduk-
tion oletukset kuuluvat joukkoon S, niin sitd kutsutaan deduktioksi kaavajoukosta S.
Talloin merkitaan S + B. Merkinndt A;,..., A, b B ja {41, As,..., A} F B tar-
koittavat siis samaa. Silld, missa jarjestyksessa premissit ovat, ei ole merkitysté, joten
joukkomerkinnan kéytto on oikeutettua.

Kaavan B sanomme olevan teoreeman, jos kaava B voidaan johtaa niin, ettei
B riipu mistaan premisseista. Télloin merkitsemme — B. Voimme myo6s sanoa, etta
teoreema on kaava, joka on dedusoitavissa tyhjasta joukosta.

Esimerkki 101. Oletetaan, ettd kiytossé on aksiooma(skeema) AA B — A ja padt-
telysdéntod (MP). Talloin kaavajono

ANB,ANB—A A A—-C,C

osoittaa, ettd premisseisti A A B ja A — C voidaan péatella johtopdatos C'. Jonon
alussa on premissistd. AA B ja aksioomasta AA B — A saannoén (MP) avulla johdettu
kaava A. Siitd ja premissisti A — C on sitten jonon loppuosassa johdettu sdannoén

(MP) avulla C.

Esimerkki 102. Mikéa tahansa premisseistda voidaan paatella:
Al,AQ,...,An I_Az (Z = 1,2,...,n).

Deduktio on téssa tapauksessa triviaalisti yhden kaavan, nimittain kaavan A; itsensé,
muodostama jono.

Esimerkki 103. Olkoon kaavajono Bji, Bs, ..., B,, kaavan B,, deduktio kaavoista
D, B ja A. Maaritelman mukaan sama jono kelpaa myos kaavan B,,, deduktioksi kaa-
voista A, B, C, ja D, silla premissien jarjestyksella ei ole vélié ja "turhien” oletusten
(tassd C') lisdédminen ei mitétoi johtopaatoksia.

Paattelyiden aarellisyys

Paattelyt eli kaavajonot, jotka toteuttavat deduktiolle asetetut ehdot, ovat aina &a-
rellisia. Premisseja voi kylla olla dareton madra, mutta aktuaalisessa todistuksessa
voidaan kéayttaa niista vain darellistd maarda. Tama huomio voidaan muotoilla seu-
raavasti: jos kaava A on johdettavissa darettomésta kaavajoukosta S, niin on olemas-
sa sellainen aarellinen joukko joukkoon S kuuluvia kaavoja, josta A voidaan johtaa.
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Mitaan kiinteda ylarajaa deduktion pituudelle ei voida kuitenkaan antaa, vaan deduk-
tiot voivat olla mielivaltaisen pitkia. Koska péaattelyt ovat darellisid ja aksioomien ja
paattelysaannot edellytetaan olevan rekursiivisia, niin syntaktisten paéttelyiden pa-
tevyys voidaan aina tarkistaa mekaanisesti. Ainakin periaatteessa voidaan vaikkapa
laatia tietokoneohjelma, joka saa syotteend kaavajonon By, Bs,..., B, ja tulostaa
vastaukseksi sen, onko tamé jono kaavan B,, deduktio kaavajoukosta S vai ei. Sen
sijaan semanttiset perustelut sille, onko jokin kaava joidenkin toisten kaavojen loo-
ginen seuraus, eivat ole talla tavoin mekaanisesti tarkistettavissa predikaattilogiikas-
sa (lauselogiikassa kuitenkin esimerkiksi taydelliselld totuustaululla esitetty peruste-
lu on mekaanisesti tarkistettavissa). Logiikan syntaktinen ja semanttinen tarkastelu
eroavat téissé suhteessa huomattavasti toisistaan.

On olemassa useita erilaisia paéttelysysteemeitéd, mutta johdettavuuden késite on
siind mielessa yleispéatevi, ettd jokaisessa (klassisessa) lause- ja predikaattilogiikan
paattelysysteemissd annetuista premisseista voidaan johtaa tédsmélleen samat johto-
paatokset. Erityisesti jokaisessa péaattelysysteemissa on johdettavissa tasmaélleen sa-
mat teoreemat. Tarkastelemme seuraavaksi kysymysta siitd, millaisia teoreemoja ja
annettujen premissien johtopéaatoksia naissa klassisissa systeemeissa voidaan johtaa.
Saamme néin yhteyden logiikan semantiikan ja syntaksin (todistusteorian) vélille.

4.1 Luotettavuus ja taydellisyys

Totesimme jo edelld, ettd pateva paattely séilyttad totuuden: Aina, kun premissit
ovat tosia, johtopdatoskin on tosi. Tama merkitsee, ettéa

jOS Al,AQ,...,ATL'_B, niin Al,AQ,...,Ani:B.

Kun tdmaé ehto on voimassa, niin sanotaan paattelysysteemin olevan luotettava (myos
ilmaisuja ehed ja korrekti kaytetddn). Pééttelyiden pétevyyttd voikin aina koettaa
arvioida semanttisesti tarkastelemalla, onko johtopaatos tosi, jos premissit ovat. Kun
luotettavuuden lisaksi on voimassa myos kadnteinen vaite

jOS Al,AQ,...,Ani:B, niin Al,AQ,...,ATL'_B,

niin paattelysysteemia kutsutaan taydelliseksi. Paattelysysteemi on siis talloin siina
mielessa taydellinen, etta kaikki premissien loogiset seuraukset ovat myos johdetta-
vissa tdman systeemin avulla naista premisseista.

Nimitysta "taydellisyystulos” kaytetdan usein tulokselle, joka ilmaisee seka luo-
tettavuuden ettd taydellisyyden. Téaydellisyystuloksen perusteella siis (klassisessa)
paattelysysteemissa on annetuista premisseistd dedusoitavissa kaikki naiden premis-
sien loogiset seuraukset ja vain ne.

Erikoistapauksena taydellisyystuloksesta saadaan

F B, jos ja vain jos + B.

Paattelysysteemien teoreemojen joukko on siis sama kuin loogisesti tosien kaavojen
joukko. Lauselogiikassa kaava on loogisesti tosi, jos ja vain jos se on tautologia, jo-
ten taydellisen lauselogiikan paattelysysteemin teoreemoja ovat kaikki tautologiat ja
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vain ne. Kaikissa (klassisissa) lauselogiikan pééttelysysteemeissé on esimerkiksi todis-
tettavissa kaava A V —A teoreemaksi, mutta mika varsinainen aktuaalinen todistus
on, riippuu kaytetysti systeemisté. Jossain systeemissa voi kaava A V —A olla ak-
sioomana, jossain toisessa systeemissa sen johtaminen voi edellyttaéd varsin pitkaakin
deduktiota.

Taydellisyystulos on esimerkki metateoreemasta. Niité ei todisteta suorittamal-
la varsinaisia syntaktisia todistuksia, vaan yleisemmalla padttelylla. Esittelemme
myohemmin muutaman muun metatuloksen. Yleenséd nama tulokset patevat kaik-
kiin péaéttelysysteemeihin, mutta niiden todistukset (jotka ovat siis matemaattisia
todistuksia systeemisté, eivit systeemin syntaktisia todistuksia) ovat ainakin jossa-
kin maérin erilaisia eri systeemeille.

4.2 Luonnollinen paattely lauselogiikassa

Olemme jo tutustuneet paéttelysdantoon modus (ponendo) ponensiin. Kutsumme sita
luonnollisen péaattelyn systeemissamme implikaation eliminoinniksi ja kaytamme sille
merkintad (—F):
A
(—F) A— B
5
Saanto (—F) on totuuden sailyttava, niin kuin pitddkin. On ilmeistd, etté viivan
ylapuolella olevien kaavojen jarjestykselld ei ole merkitysta, ja voisimme yhta hyvin
esittaa taman saannon seuraavasti:
A— B
(—>E ) A
B

Saantoa (— E) soveltaessamme piddmmekin premissien jarjestysta epdoleellisena

Esimerkki 104. Tarkastelkaamme nyt argumenttia, jossa tata saantoa kaytetadn.
Samalla tuomme esille, miten deduktio jarjestetdan luonnollisen paéttelyn jarjestel-
mésséd. Osoitetaan, etté

A A—B, B—-CFC.

Asetamme deduktiossa esiintyvat kaavat allekkain ja numeroimme jokaisen vaakari-
vin. Premissit asetetaan vaakarivin ylapuolelle. Sovellettaessa jotain paattelysdantoa
mainitaan kyseisen sadnnon lisdksi ne vaakarivit, joiden kaavoihin séantoa on sovel-
lettu.

(1) | A premissi
(2)|A—B premissi
(3) | B—C  premissi
4) [B 1,2, »E
(5) | C 3,4, —F.

Neljannen vaakarivin oikealla puolella oleva merkinta "1, 2, — E” tarkoittaa siis
sité, etta on sovellettu implikaation eliminointia — £ ensimmaisen vaakarivin kaavaan
A ja toisen vaakarivin kaavaan A — B.
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Esimerkin 104 deduktio voidaan jarjestdaa myos toisella tavalla. Varsinkin pitkat
deduktiot saadaan havainnollisemmiksi, jos oletus toistetaan kesken deduktion sita
kaytettaessa. Tama on ilmeisen oikeutettua, ja voidaankin esittdd seuraava ns. ite-
raatiosaanto:

(R) Oletus voidaan toistaa kesken deduktion.

Seuraava esimerkki valaisee iteraatiosdannon kayttoa:

Esimerkki 105. Esimerkissa 104 olevan deduktion kolmas oletus voidaan ottaa mu-
kaan kesken todistuksen:

(1) | A

(2)| A—B

3)| B—C

4) | B 1,2 —FE
(5)| B—C 3, R

6) | C 3,4, —F.

Tarkastelemme seuraavaksi konjunktion eliminointia:
AANB AANB
A B

Taméa on myo6s ilmeinen séanto. On helppo tarkistaa, etta se on totuuden séilyttava.

(AE)

Esimerkki 106. Deduktiossa AN B, A— (B — C) F C joudutaan kiyttdmaan seké
implikaation etta konjunktion eliminointia:

(1) | ANB

(2) | A= (B—C)

(3) ] A 1, NE

4) | B—C 2,3, —F
(5) | B 1, NE

6) | C 4,5 —FE.

Toinen konjunktioon liittyva séanté on yhtéa ilmeinen. Sitd sanotaan konjunktion
tuonniksi (mukaanotoksi):

A
(AT) B
ANB

Myoskaan tdman sadnnon yhteydessé ei premissien jéarjestyksella ole merkitystd. On
selvad, etta jos A ja B ovat tosia, niin myds A A B on tosi.

Esimerkki 107. AANBF BA A.

(1) | ANB

(2)| A 1, \E
(3) | B 1, NE
(4| BANA 2,3, AT.
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Esimerkki 108. ANAB, A—-CFANAC.

(1) | ANB

(2) | A—=C

(3) | A 1, NE
4)|C 2,3, —F
(5) | ANC 3,4, NT.

Negaatiotakin vastaa kaksi saantoa, negaation eliminointi

_|_|A
A

(—E)

ja megaation tuonti, jonka esittelemme vasta myohemmin tutustuttuamme alitodis-
tuksen késitteeseen.

Esimerkki 109. AN (=——BAC)FAAN(BAC).

(1) | AN(—BACQ)

(2) | ==BAC 1, \E
(3) | =—B 2, N\E
(4) | B 3, ~F
(5) | C 2, \E
6) | BAC 4,5 AT
(7)) ] A 1, AE
(8) | AN(BAC) 6,7, AT.

Disjunktion tuonti on yksinkertainen ja ilmeinen saanto:

A B
AVB'’ AV B

(VT)

Triviaalisti edelld esitellyt paattelysdannot —F ja VT sailyttavat totuuden.
Esimerkki 110. AANBF AV B.

(1) | ANB
(2)| A 1, \E
3)|AvB 2, VT.

Saannon disjunktion eliminointi yhteydessa tarvitaan alideduktion (alitodistuk-
sen) késitetta. Alideduktiolla tarkoitetaan varsinaisen deduktion sisilla olevaa deduk-
tiota. Sen premissejd kutsutaan apuoletuksiksi. Alideduktiossa kaytetddn aivan sa-
moja paattelysdantoja kuin varsinaisessakin deduktiossa. Siina voidaan toistaa myo6s
varsinaisen deduktion premisseja.
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Deduktio voi sisaltaéd useita alideduktioita, ja alideduktiot voivat puolestaan si-
sdltda omia alideduktioita:

premissit

apuoletukset
apuoletukset
A

Ay
apuoletukset

Ay

Ay

Y14 Ay ja Ay ovat deduktion Ay alideduktioita ja Az on deduktion A, alideduktio.
Jos deduktio A” on deduktion A’ alideduktio ja A’ on deduktion A alideduktio, niin
deduktion A” katsotaan olevan myots deduktion A alideduktio. Téten myos Az on
deduktion A; alideduktio.

On ilmeisté, etta iteraatiosdédntd voidaan esittééd seuraavassa yleisemmaésséa muo-
dossa:

(R) Deduktiossa aiemmin esiintyva kaava, joka ei sisélly loppuunvie-
tyyn alideduktioon, voidaan toistaa.

Esimerkiksi ylla alideduktiossa Az voi toistaa minké tahansa deduktiossa A; tai A,
aikaisemmin esiintyneen kaavan. Deduktiossa A, ei voi kuitenkaan toistaa kaavoja,
jotka esiintyvat pelkéastdan deduktiossa As. Vastaavasti alideduktiossa Ay ei voi tois-
taa alideduktiossa A, esiintyvéiéd kaavaa (paitsi jos se sattumalta esiintyy myos sen
ulkopuolella deduktiossa Aj.)

Tulkitsemme jokaisen deduktion itsensé alideduktioksi,? joten tamé yleistetty ite-
raatiosaénto sisaltda myos tapauksen, jossa deduktiossa toistetaan siind aikaisemmin
esiintyneita kaavoja.

Kaavojen toistaminen usein selkeyttida deduktioita. Jos halutaan lyhentéaa deduk-
tioita, niin sdantoa (R) voi myos soveltaa niin, ettd jos alideduktion rivilla ¢ saa sen
perusteella toistaa kaavan A, niin rivilla i saa suoraankin soveltaa péaattelysdantoa
kaavaan A.

2 Joukko-oppiin perehtynyt lukija huomannee, ett relaatio ’z on y:n alideduktio’ on refleksiivinen
ja transitiivinen relaatio.
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Esimerkki 111.

] c

(2) A apuoletus
(3) c 1, R

(4) ANC 2,3, AT
(5) B apuoletus
(6) BAC 1,5 AT

Rivit 2, 3 ja 4 muodostavat (loppuunviedyn) alideduktion, jossa oletuksena on kaava
A. Téssé alideduktiossa on toistettu 3. rivilld kaava C', joka esiintyy deduktiossa
aikaisemmin.

Rivien 5 ja 6 muodostamassa alideduktiossa voisi rivilla 6 toistaa kaavan C', mutta
deduktiota on lyhennetty soveltamalla paattelysdantoa AT suoraan siihen. Tassa
alideduktiossa ei voi toistaa rivien 2, 3 ja 4 muodostamassa alideduktiossa esiintyvia
kaavoja A ja AN C.

Alideduktioiden hyodyllisyys tulee esiin kéytettdessd sellaisia paéattelysaantoja
kuin esimerkiksi seuraavaksi esiteltava disjunktion elimointi, jolla voidaan paétella
kaavoja alideduktioista niiden ulkopuolelle.

Disjunktion eliminointi on seuraava saanto:

AV B
| A apuoletus
C
(VE)
' B apuoletus
C
C

Tamaéa saanto voidaan tulkita seuraavasti: jos seké oletuksesta A etté oletuksesta
B voidaan paétella C', niin disjunktiosta A V B voidaan paitella C'. Voimme esittaé
tamén lyhyesti seuraavasti:

jos AF Cja BF C, niin AV BF C.

Kun osoitetaan, ettd A F C, niin C' riippuu apuoletuksesta A. Vastaavasti osoitet-
taessa B F (' se riippuu apuoletuksesta B. Mutta naiden alideduktioiden ulkopuolella
C ei riipu naista apuoletuksista, vaan vain oletuksista, joista disjunktio AV B riippuu.

Helposti voidaan todeta, ettd disjunktion eliminointisaanto sailyttaa totuuden.
On vain huomattava, ettd nyt oletus, ettd apuoletuksesta A (vastaavasti B) voidaan
paatella C, tarkoittaa sita, ettd jos A on tosi (vastaavasti B on tosi), niin C' on tosi.
Jos siis AV B on tosi eli A tai B on tosi, niin my6s C' on tosi. (Yksinkertaisuuden
vuoksi emme ole téassa tarkastelleet tilannetta, jossa C' riippuu muistakin oletuksista
kuin AV B, A ja B.) Lyhyesti voimme esittaa totuuden séilymisen seuraavasti:

jos AE(C ja BE (C, niin AV BE C.
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Esimerkki 112. AV B+ BV A. (Huomaa, milla tavoin viimeiselld rivilla viitataan
alideduktioihin.)

(1) | AVB premissi

(2) A apuoletus

(3) BV A 2, VT

(4) B apuoletus

(5) Bv A 4, vT

(6) | BV A 1, 2-3,4-5, VE.

Esimerkki 113. (Vrt. esim. 111.) AVB,CADF (AANC)V (BAD).

(1) | AvB premissi
(2) |CAD premissi
(3) | C 2, \E
(4) | D 2, N\F
) A apuoletus
ANC 3,5, AT

A~~~
N O Ot
~— —

(ANC)V (BAD) 6, VT

(8) B apuoletus
9) BAD 4,8, AT
(10) (ANC)V (BAD) 9, VT
(11) | (AAC) Vv (B A D) 1,57, 810, VE.

Johdettu teoreema (A A C') V (B A D) riippuu vain premisseista AV B ja C' A D.
Helposti nahdédén, ettd jos ndma premissit ovat tosia, niin myos johtopaéatos on (A A
C)V (B A D) tosi.

Myos seuraavien saantojen avulla voidaan johtaa kaavoja, jotka ovat alideduktioi-
den ulkopuolella eli eivét riipu niissa tehdyista apuoletuksista. Naita sdantoja voidaan
soveltaa myo6s varsinaiseen deduktioon, jolloin saadaan johdettua teoreemoja. Ensim-
mainen on implikaation tuonti:

A apuoletus

(—=T)
A— B

Tamaéan sddnnoén merkitys on seuraava: jos kaavasta A ja mahdollisesti muista oletuk-
sista voidaan johtaa B, niin voidaan paételld implikaatio A — B. Taméa implikaatio
ei riipu A:sta, mutta riippuu muista oletuksista, joista B riippuu. Tamaéakin saédnto
sdilyttaa totuuden: Jos A on epétosi, niin implikaatio A — B on triviaalisti tosi. Jos
A ja muut oletukset, joista B riippuvat, ovat tosia, niin siitd, ettd apuoletuksesta A
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voidaan paitella B, seuraa, ettd B ja titen koko implikaatio A — B on tosi. Erityi-
sesti jos B ei riipu muista oletuksista kuin apuoletuksesta A, niin implikaatio A — B
on aina tosi (siis se on loogisesti tosi).

Esimerkki 114. A—- B, B—CFA—C.

(1) | A—B

(2)| B—C

(3) A apuoletus
(4) A—B 1, R

(5) B 3,4, =F
(6) B—C 2, R

(7) C 5,6, —F
8)|A—=C 37, =T

Myos sadntoa — T soveltaessamme viittaamme koko alitodistukseen, jonka perus-
teella implikaatio paatellaén.

Esimerkki 115. Osoitamme, ettd A A B — A on teoreema, ts. ettd = A A B — A.
(1) ANDB apuoletus
(2) A 1, AE
(3) | ANB— A 1-2, »T.

Viimeisen rivin kaava A A B — A ei riipu mistaén oletuksesta eli sité ei ole johdettu
mistdan premisseistd. Nain taytyy ollakin, jotta se olisi teoreema.

Implikaation tuonnin liséksi negaation tuonti on saénto, jolla voidaan johtaa apuo-
letuksista riippumattomia kaavoja:

(=T)

-A

Saantoa sanotaan myos epdsuoraksi todistukseksi (reductio ad absurdum), ja se
voidaan tulkita seuraavasti: jos on todistettava —A, oletetaan A (vastaoletus) ja joh-
detaan tastd ja mahdollisesti muista oletuksista ristiriita B A —=B. Tamakin saanto
sailyttaa totuuden. Ristiriitahan on aina epatosi. Jos siis teemme oletuksen, etta

jos A on tosi, niin B A =B on tosi

eli oletamme, ettéd kaikki alideduktiossa A = B A =B kéytetyt paittelysdannot ovat
totuuden sailyttavia, niin voimme péaételld, ettd A on epétosi ja tdten —A on tosi.
Oletuksesta, etta alideduktiossa totuus sailyy, seuraa siis, ettd totuus siilyy myo6s
viimeisessa askeleessa negaation tuontisdantoa sovellettaessa.
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Esimerkki 116. Negaation eliminointisdantod ——A F A voisi kutsua myos kak-
soisnegaation eliminoinniksi. Johdamme nyt "kaksoisnegaation tuontisiédnnon” A F

_|_|A'

(1) ] A

(2) -A vastaoletus
(3) A I, R

(4) AN-A 2,3, AT
(5) | A 24, - T.

Seuraavan esimerkin tuloksella voidaan oikeuttaa paattelysaanto, jolle kaytetaan
nimitysta Modus tollens (vrt. 31).

Esimerkki 117. A — B,~B F —A.

(1) | A—B

(2) | =B

(3) A vastaoletus
(4) A— B 1, R

(5) B 3.4 E
(6) -B 2, R

(7) BA=B 56, AT
8)| —-A 37, T

Osoitamme seuraavaksi kolmannen poissuljetun lain luonnollisen pééattelyn teo-
reemaksi.

Esimerkki 118. - AV —A.

(1) -(AV -A) vastaoletus

(2) A apuoletus

(3) AV—-A 2, VT

(4) -(AV -A) 1, R

(5) (AV-A)A=(AV-A) 3,4, NT

(6) -A 2-5, T

(7) AV -A 6, vT

(8) (AV=A)A=(AV-A) 1,7, AT

(9) | =—(AV-A) 1-8, T
(10) | AV —-A 9, —E.

Kaava —A 6. rivilla ei riipu 2. rivin apuoletuksesta A, mutta riippuu 1. rivin vasta-
oletuksesta —(A V —A). Viimeisen rivin kaava ei riipu mistéén, joten se on teoreema
(sama koskee myos 9. rivin kaavaa).

Ekvivalenssia koskevat seuraavat eliminointi- ja tuontisadnnot:

A B
(—F) A< B A< DB
B A7
A—B
(«T) B— A
A< B~
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Seuraavassa esimerkissé osoitamme, etté ekvivalenssissa voidaan kaavojen jarjes-
tys vaihtaa.

Esimerkki 119. A<~ B+ B« A.

(1) | A<= B

(2) B apuoletus

(3) AoB LR

(4) A 2,3, —F

(5) | B—A 2-4, —T

(6) A apuoletus

(7) A< B 1, R

(8) B 6,7, —E

9) | A—B 68, =T
(10) | B~ A 5,9 «T.

Edella on esitetty luonnollisen paattelyn peruspddattelysdidinndt. Deduktio voidaan
usein esittda lyhennetyssa muodossa, jos kaytetaan hyvaksi johdettuja pddttelysddn-
toja, joiden kdyton voi oikeuttaa seuraavalla deduktion tuontisdainnolld:

(F) Jos kaava B on aikaisemmin johdettu premisseista Ay, ..., A,, niin
kaavoista Ay, ..., A, voidaan suoraan péatella B.

Tama saanto sisaltad myos tapauksen, jossa premisseja ei ole ollenkaan: aikaisem-
min johdettu teoreema voidaan tuoda deduktioon. Sadnnon kéaytto edellyttaa, etta
mukaan otettava deduktio on aikaisemmin suoritettu. Tamé sulkee pois sen mahdol-
lisuuden, etta jollakin muulla keinolla kuin dedusoimalla (esimerkiksi totuustaulu-
menetelmélld) saataisiin selville jonkin teoreeman tai (annettujen premissien) johto-
paatoksen olemassaolo, ja tata tietoa sitten kaytettaisiin paattelyssa. Vain aikaisem-
pia syntaktisia paattelyita saadaan kayttaa aktuaalisten deduktioiden lyhentamiseksi.
Talla rajauksella paattelysaannon () oikeutus on ilmeinen.

Deduktion tuontisidnnossa on kyse oikeastaan vain siita, ettd kerran tehtya ja
"julkisesti” esitettyd deduktiota ei tarvitse joka kerta esittdd uudelleen. Aina, kun
esittda jonkin deduktion, niin voi kdyttad sitd vastaavaa tulosta johdettuna paétte-
lysdantona kaikissa niissé tilanteissa, joissa tuo alkuperédinen deduktio on nédhtavissa.
Johdettuja paattelysadntoja voi myos systemaattisesti johtaa ja muodostaa niisté
eradnlaisen "kaavakokoelman”, jonka saantoja saa kayttaa, vaikka ei valttamatté oli-
sikaan heti mahdollista katsoa, millainen alkuperédinen johto on. Lisaémmekin pari
tallaista johdettua sdantoa kaytettavissa olevien sdantdjen joukkoon: Esimerkin 116
perusteella on kaytettavissd kaksoisnegaation tuonti

A

/1 T
ja esimerkin 117 perusteella paattelysaantdé Modus tollens

A—B
(MT) -B
-A
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Johdetut paattelysdannot ovat oikeastaan metateoreemoja. Sen avulla deduktioi-
ta voidaan lyhentaa valttamalla toistoa. Deduktiotia voi lyhentad myos soveltamalla
seuraavaa deduktioiden yhdistdmistd koskevaa metateoreemaa: jos A, Ay, ..., A, F
B; (i=1,2,...,m)ja By, By,..., B, - C, niin Ay, Ay, ..., A, b C. Tama tulos voi-
daan todistaa jo deduktion yleisen maaritelmén pohjalta. Kuten jo olemme toden-
neet, tallaisten tulosten todistukset eivat ole syntaktisia todistuksia tai deduktioita
edelld esitetyssa mielessé, vaan ne ovat "metaloogisia” todistuksia, jotka koskevat syn-
taktisia deduktioita. Todistamme téssé esimerkkeind metateoreemoista vield yhden
johdetun paattelysadnnon. Myohemmin tutkimme viela ristiriitaisuuden kasitetta ja
luonnollisen péaattelyn taydellisyytta.

Deduktioteoreema. Jos Ay,..., A, 1, A, b B, niin Ay,..., A, 1+ A, — B.

Todistus. Oletuksen mukaan Ay, ..., A, F B, ja koska premissien jarjestyksellé ei ole
merkitysta, niin talléin on olemassa deduktio A:

A A,
A

An—l

B

Johdon Aq,..., A,_1 F A, — B saamme téten seuraavasti:

A A, (apuoletus)
1, R

An,1 n — 1, R

A, — B —T.
O

Esimerkki 120. Pidattelysaannon Modus tollens perusteella A — B, —B F —A. De-
duktioteoreeman perusteella A— B F =B — = A. Vaihtamalla téassa A:n tilalle =B ja
B:n tilalle = A saadaan

-B—-AF A — ——B.
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Osoitamme kayttamaélla tatd tulosta hyvéksi, ettd -B — A+ A — B:

(1) | -B—-A

(2) | -——A— B 1, (F)

(3) A apuoletus
(4) A 3, =T
(5) ——A — ——B 2, R

6) ~-B 4,5 —E
(7) B 6, ~FE

8)| A—B 37, T,

Esimerkki 121. Deduktioteoreeman perusteella tuloksesta A — B + —-B — —A
seuraa teoreema - (A — B) — (B — —A) ja tuloksesta =B — —A = A— B teoreema
- (=B — —A) — (A — B). Yhdistamélla namé teoreemat ekvivalenssin tuonnilla
saadaan kontrapositiota vastaava teoreema - (A — B) < (=B — —A).

Seuraavat kaksi esimerkkia valaisevat johdettujen paattelysdantojen kayttoa de-
duktioissa.

Esimerkki 122. Osoitetaan, ettd -AV B - A — B osoittamalla ensin, ettd —=A
A — B ja sitten, ettd BF A — B.

—AFA—B: (1) | =A
(2) A apuoletus
(3) -B vastaoletus
(4) A 2, R
(5) -A 1, R
(6) AN-A 4,5, AT
(7) -—-B 3-6, =T
(8) B 7, -E
9)| A—B 2.8 —T.
BFA— B (1) | B
(2) A apuoletus
(3) h? 1, R
4) | A-B 23, T.
~AVBFA— B: (1) | ~AV B
(2) -A apuoletus
(3) A—B 2, (F)
(4) B apuoletus
(5) A— B 4, (F)
6)| A—B 1,23, 45, VE.
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Esimerkki 123. A, AV B+ B.

Esitamme viela yhteenvedon luonnollisen péaattelyn paittelysaannoistéd ja muista

periaatteista:

o~~~
S— N N

A
-AV B

B , 3, —F.

Luonnollinen péaittely (yhteenveto)

Yleista

Deduktioon sisaltyvan paatelman premisseja voidaan kayttad missa jarjestyksesséa

tahansa.

(Iteraatiosddints R)

Deduktiossa aiemmin esiintyva kaava, joka ei sisdlly loppuunvie-

tyyn alideduktioon, voidaan toistaa.

Peruspaiattelysadnnot

(AE)

(AT)

-A

ANB

33

A— B 2, (F) Esim. 122
1




AV B
| A apuoletus
C
(VE)
| B apuoletus
C
C
A B
T
(vVT) AV B AV B
A
(—F) A—B
B
A apuoletus
—T
(1) :
A—B
A B
(«—F) A<~ B A<~ B
B A
A—B
(«T) B— A
A< B

Johdetut paattelysadannot

(Deduktioteoreema) Jos Ay,...,A,_1,A, - B, niin Ay,...,A,_1 + A, — B.

(F) Tilanneissa, joissa kaavan B deduktio premisseista Ay, ..., A, on
jo kerran esitetty, voi kaavoista Aj, ..., A, suoraan paatelld B:n
toistamatta deduktiota.
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Sadnnon () erikoistapauksia

(Namé vapaasti kdytettavissa. )

A
A—B
(MT) -B (Modus tollens)
-A

Luotettavuus ja taydellisyys

Olemme edella todenneet yksittaisten paattelysdantojen yhteydessa, etté ne ovat to-
tuuden sailyttavia. Taman perusteella on helppo todistaa edelld esittdmémme luon-
nollisen péattelyn systeemin luotettavuus. Luotettavuus tarkoittaa siis sita, etta jos
kaava A on johdettavissa lausejoukosta S, niin kaava A on myos kaavajoukon S loo-
ginen seuraus:

jos S H A, niin S F A.

Tassé "7 tarkoittaa johdettavuutta edellé esitetyssa luonnollisen paéttelyn systee-
missa. Tassa systeemissa tapahtuva padttely on taten totuuden sailyttavia: jos kaa-
vajoukon S kaavat ovat tosia jossain mallissa M, niin my6s johdettu kaava A on tosi
mallissa M. Erityisesti jokainen teoreema eli tyhjasta kaavajoukosta johdettavissa
oleva kaava on loogisesti tosi. Emme tassa kuitenkaan todista tata luonnollisen paat-
telyn systeemin luotettavuutta yleisesti, vaan tyydymme tarkastelemaan esimerkkia,
joka havainnollistaa yleisen todistuksen ideaa.

Esimerkki 124. Osoitamme ensin, ettd A — (BAC), ~—AF BV D.

(1) | A= (BAC)

(2) | —A

(3) [ A 2, -F
(4) | BAC 1,3, —F
(5) | B 4, NE
(6) | BVD 5 VT.

Luonnollisen paattelyn systeemin luotettavuuden perusteella
A— (BANC),m——mAE BV D.

Todistamme témaéan tassa erikoistapauksessa tavalla, mika jéljittelee yleista luotetta-
vuustuloksen todistustapaa.
Olkoon M sellainen malli, etté

(1) MEA—(BAC)
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ja

(2) M E ——A.
Kohdan (2) perusteella M ¥ —A, ja saamme tésté, etta
(3) ME A.

Kohtien (1) ja (3) perusteella

(4) MEBAC.

Taten konjunktion totuusehtojen perusteella
(5) M E B,
ja disjunktion totuusehtojen perusteella
(6) MEBVD.
Olemme néin todistaneet, ettdi A — (BAC), -—AE BV D.
Luonnollisen paéttelyn systeemi on myos téaydellinen:
jos S E A, niin S+ A.

Erityisesti jokainen loogisesti tosi kaava on johdettavissa tyhjasta kaavajoukosta eli
jokainen loogisesti tosi kaava on luonnollisen paattelyn systeemin teoreema. Tay-
dellisyyden todistaminen on huomattavasti monimutkaisempaa kuin luotettavuuden
todistaminen. Yhdistamalla luotettavuus- ja taydellisyystulokset saamme seuraavan
tuloksen.

Taydellisyysteoreema. Olkoon S kaavajoukko, A kaava ja tarkoittakoon 7 &7 joh-
dettavuutta luonnollisen pddttelyn systeemissd. Tdalloin

S+ A, jos ja vain jos S E A.

Erityisests
F A, jos ja vain jos E A.

Taydellisyysteoreeman merkitys on ilmeinen, koska se antaa meille keinon siirtya
todistusteoreettisista tarkasteluista semanttisiin ja painvastoin. Tarkastelemme paria
esimerkkia tésta.

Esimerkki 125. Koska kaava
AV (BANC)— (AVB)AN(AV(O)
(distribuutiolaki) on tautologia, niin se on my6s loogisesti tosi:
FAV(BANC)— (AVB)AN(AV(O).
Taydellisyysteoreeman perusteella tiedimme siis, etté
FAV(BAC)— (AVB)AN(AV(O).
Taydellisyysteoreema ei kuitenkaan anna mitaén vihjetta siitd, miten taman teoree-

man aktuaalinen johtaminen tapahtuisi.
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Esimerkki 126. Kaava
((A—>B)—>C) — (A—>(B—>C))

ei ole tautologia. Taydellisyysteoreeman perusteella tieddmme, ettei tama kaava ole
myoskaan luonnollisen paéattelyn systeemin teoreema.

4.3 Ristiriitaisuus

Kun kéytettavissa on deduktion kasite, niin voidaan méaritella tasmallisesti, mita
tarkoitetaan ristiriitaisuudella:

Kaavajoukko S on ristiriitainen, jos ja vain jos on olemassa sellainen kaava
A, ettd joukosta S voidaan johtaa seké kaava A ettd —A.

Ristiriitaisuus voidaan maéritella muullakin tavalla. Voidaan nimittéiin todistaa,
etta lause- ja predikaattilogiikan paattelysysteemeissa seuraavat ehdot ovat yhtépi-
tavia:

(1) on olemassa sellainen kaava A, ettd S F A ja S+ —A,

(2) on olemassa sellainen kaava A, ettd S+ A A A,

(3) kaavajoukosta S voidaan johtaa mika tahansa kaava.

Jalkimmaisen ehdon mukainen maéaritelmé soveltuu ristiriitaisuuden yleiseksi méa-
ritelméksi. Sitd voidaan ndet soveltaa myo6s sellaisiin loogisiin systeemeihin, joissa
ei kdytetd negaatiota, seké sellaisiin, jotka perustuvat ajatukseen, ettei muotoa A
ja ei-A olevaa vaittdmad ole aina katsottava intuitiivisesti “ristiriitaiseksi”. Téllaisia
ei-klassisia logiikoita on kehitelty, mutta tassa niitéa ei voi kasitella.

Osoitamme nyt ehdot (1), (2) ja (3) yhtapitaviksi luonnollisen pééttelyn systee-
missd. Ensinndkin voimme todeta, ettd ehdosta (3) seuraa triviaalisti seké ehto (1)
ettd ehto (2). Deduktio

(1) | An-A

(2) -B vastaoletus
(3) AN-A 1, R

(4) | —B 23, =T
)| B 4, -F

osoittaa, ettd kaavasta A A = A voidaan johtaa mielivaltainen kaava B. Ehdosta (2)
seuraa siis deduktioiden yhdistdmissddnnon perusteella ehto (3) ja taten myos (1).

Osoitamme vield, ettd ehdosta (1) seuraavat ehdot (2) ja (3). Olkoon S sellainen
kaavajoukko, ettd S F A ja S F —A. Tall6in konjunktion tuonnilla saadaan S +
AN—-A. Kun B on mielivaltainen kaava, niin AA—A F B, joten yhdistamélla deduktiot
saadaan, ettd S F B. Kaikki edelld mainitut kolme ehtoa ovat siis yhtapitavia.

Ristiriidan kasite sellaisena kuin se on edelld maéaritelty koskee vain formaalia
lauselogiikkaa. Voimme kuitenkin ajatella, ettd jos jotkin luonnollisen kielen lauseet
voidaan kaantda lauselogiikan kielelle niin, ettd niiden looginen muoto tulee esille,
niin tata késitetta voidaan soveltaa myos niihin.
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Esimerkki 127. Osoitetaan, etté seuraavien lauseiden muodostama joukko on risti-
riitainen esittdmalla lauseet ensin lauselogiikan kielessa:

Jos sataa, niin kastun.

Sataa.

Jos kastun, niin en kayta sateenvarjoa.
Kaytan sateenvarjoa.

Merkitkoot A, B ja C vastaavasti lauseita 'Sataa’, ’Kastun’ ja 'Kéytan sateenvar-
joa’; talloin ylla olevat lauseet kdantyvéit kaavoiksi A— B, A, B— —(C', C'. Osoitetaan
nyt, etta

A— B, A B—-C,CFCA-C.

(1)| A—B

(2)| A

(3) | B—~C

4)|C

(5) | B 1,2 —FE
(6) | -C 3,5, —»F
(7) | CA=C 4,6, AT.

Taydellisyystuloksen perusteella S - A A=A, jos ja vain jos S F A A —A. Koska
kaava A A —A ei ole tosi missddn mallissa, niin tastd voidaan péétella, ettd risti-
riitaisella kaavajoukolla ei ole mallia eli ettd sen kaavat ovat yhteensopimattomat.
Erityisesti aarellisessa tapauksessa saadaan seuraava tulos.

Kaavajoukko {A;, Ay, ..., A,} on ristiriitainen, jos ja vain jos kaava
Ay N Ay A--- AN A, on loogisesti epétosi.

Esimerkki 128. Osoitimme edelld kaavajoukon S = {A — B, A, B — =C, C}
ristiriitaiseksi. Tiedamme tdmén perusteella, etta kaava

ANCA(A— B)A(B— —(C)

on loogisesti epéatosi ja etta kaavajoukolla S ei ole mallia. Namé véitteet voi toden-
taa helposti myds suoraan (ensimméisen esimerkiksi totuustaulumenetelmallé, toisen
esimerkiksi tekemélla vastaoletuksen, etté kaavajoukolla S olisi malli M).

Seuraavaksi laajennamme luonnollisen paattelyn systeemia niin, ettd saamme luo-
tettavan ja taydellisen péattelysysteemin predikaattilogiikalle. Annamme sitéd ennen
kuitenkin esimerkin siitd, miten lauselogiikan todistusteoriaa voidaan kasitella aksio-
maattisella menetelmalla.

4.4 Lauselogiikan aksiomatisointi

Seuraavassa esittelemme lauselogiikan aksiomatisoinnin PM, joka ladheisesti muistut-
taa A. N. Whiteheadin ja B. Russellin teoksessaan Principia Mathematica esittamaa
aksiomatisointia:
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Aksioomat:

(Az1) (AVA)— A,

(Azs) (AV B) — (BV A),

(Azy) (B—C)— ((AVB)—(Av()).
Pdattelysdaannot:

(MP) A, AB—> B

Tassa aksiomatisoinnissa on valittu peruskonnektiiveiksi negaatio ja disjunktio ja
muut konnektiivit mééritelld&n niiden avulla tavalliseen tapaan (esimerkiksi impli-
kaation A — B mééritelma on —A V B).

Esimerkki 129. Aksioomaskeeman Azs eras instanssi on kaava A — AV A.

Esimerkki 130. Sijoittamalla aksioomaskeemaan Az, kaavan A tilalle =C', kaavan
B tilalle A ja kaavan C tilalle B saadaan skeema (A— B) — ((=C'V A) — (=C'V B))
eli skeema

(Az}) (A— B)— ((C—>A)—>(C—>B)).
Siita on edelleen saatavissa (A:m tilalle AV A, B:n ja C'n tilalle A) skeema
(AVA—A)— ((A—>A\/A)—>(A—>A)).

Naemme, ettd aksioomat ovat yksinkertaisia tautologioita. Tunnetusti paattely-
saanto6 (MP) séilyttaé totuuden. Whitehead ja Russell eivét kayttaneet aksioomaskee-
moja, vaan heidan aksioomat olivat vastaavia yksittéisid kaavoja. He implisiittisesti
olettivat universaalin substituutiosddnnén (US) olevan kéytettévissd (tatd saantoa
oikeastaan kaytetdan silloinkin, kun korvaamme aksioomaskeemoissa kaavoja toisilla
kaavoilla). Alunperin he esittivit aksioomaksi myos kaavaa

(pV(gVvr)—(qgV(pVr)),

mutta myohemmin osoittautui, etta se ei ole riippumaton muista aksioomista, vaan on
johdettavissa niistd. Se on siis jo ylla olevan systeemin teoreema, joten sitd on turha
asettaa aksioomaksi. Annamme muutaman esimerkin aktuaalisista deduktioista tassa
systeemissd. Kaytdmme merkintdd Fpyp korostaaksemme, ettd kyse on juuri tasta
erityisesta aksiomatisoinnista.

Esimerkki 131. Osoitetaan, etté

A—>B,C—>A|_1DMO—>B
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eli ettd kaava C'— B on johdettavissa oletuksista A — B ja C'— A. Deduktio on siis
asianmukaiset ehdot toteuttava kaavajono, mutta nytkin selvyyden vuoksi asetamme
jonon kaavat allekkain:

(1) A—B oletus
(2) C—A oletus
3) (A—-B)— ((C —A)— (C— B)) Az

(4) (C—A)—(C—B) 1,3, MP
(5) C—B 2.4, MP.

Johdettu kaava on tietenkin johdettavissa jokaisesta kaavajoukosta, johon ylla
olevan deduktion oletukset kuuluvat.

Esimerkki 132. - A — A. Seuraava kaavajono on kaavan A — A todistus, joten
tdma kaava on teoreema:

(1) AVA— A Az

(2) A—-AVA Az (ks. esim. 129)
(3) (AVA—A)— ((A—AVA)— (A— A)) Az} (ks. esim. 130)
4) (A= AVA —(A—A) 1,3, MP

(5) A— A 2,4, MP.

Esimerkki 133. Seuraava kaavajono on kaavan AV—A todistus aksioomasysteemissé
PM:

(1) (B—=C)— ((AVB)—(AV(O)) Azxy
(2) (AVA)—A)— ((~AV(AVA)—(mAVA) 1,US
(3) (AVA)— A Axq
(4) —-AV(AVA)— (-AVA) 2,3, MP
(5) B—(AV B) Az,
(6) A— (AVA) 5, US
(7) "AV(AVA) 6, — méaritelma
(8) —Av A 7,4, MP
(9) (AVvB)—(BVA) Az
(10) (mAV A)— (AV-A) 9, US
(11) Av -4 8,10, MP

7

Téasséd merkinta 7i, US” viittaa universaaliin substituutiosdantoon ja tarkoittaa
sita, ettd kyseessa on i:nnen vaakarivilla esitetyn aksioomaskeeman instanssi.

Aksioomasysteemille PM voidaan todistaa taydellisyys:
Fpum B, jos ja vain jos B on loogisesti tosi.

Lisdamalla aksioomasysteemiin PM muutama predikaattilogiikkaa koskeva aksiooma
ja pééttelysaanto (ks. s. 94.) saadaan myos predikaattilogiikalle téllainen taydellinen
aksioomasysteemi.
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4.5 Luonnollinen paattely
predikaattilogiikassa

Predikaattilogiikan luonnollisen paattelyn systeemiin voimme ottaa mukaan kaikki
lauselogiikan yhteydessa esitetyt paattelysaannot. Talloin tietenkin ajatellaan paat-
telysaannoissa esiintyvét kaavat predikaattilogiikan kaavoiksi. Nain saatava systeemi
on luotettava, mutta ei ole téydellinen. Esimerkiksi kaava VzP(x) — P(c) on selvis-
ti loogisesti tosi, mutta on ilmeista, ettei sitd voi osoittaa teoreemaksi pelkéstaan
lauselogiikan paattelysadntojen avulla. Tarkastelemme nyt, miten lauselogiikan yh-
teydessa annettua luonnollisen paattelyn systeemia on laajennettava, jotta saataisiin
luotettava ja taydellinen predikaattilogiikan paattelysysteemi.
Aloitamme identiteetin tuontisaannolla (=T') ja eliminointisaannolla (=F).

(=T) P— t on termi.
(=F) A A’ on kaava, joka saadaan kaavasta A
t=t korvaamalla yksi tai useampi ¢:n va-
A paa esiintymé termilla ¢’ siten, ettd ¢/

ei tule sidotuksi sijoituksessa.

Koska identiteetin tuontisdanto sallii kaavan ¢ = t padttelemisen tyhjésta premissi-
joukosta, niin kaavaa t = t voidaan pitaa luonnollisen paattelyn systeemin aksiooma-
na.

Esimerkki 134. a = bt P(a,a,a) — P(b,a,b).

1, R
9.3, =E
24, -T.
=T
1,2, =E
Esimerkki 136. a =0, b=cFa=rc.
(1) | a
(2) | b
(3) a= I, R
(4) a= 3, R
B)la=b—a=b 34, -T
6) |la=b—a=c 2,5, =F
() |a=c 1,6, -E.
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Identiteetin eliminointisaénnossé saa korvata vain vapaita esiintymié. Vaikka oli-
sikin = y, niin emme voi kaavasta Yz R(z,y) paitelld kaavaa VzR(y,y). Korvaava
termi ei myoskddn saa tulla sidotuksi. Jos z = y ja VyP(z), niin emme voi kui-
tenkaan paatelld, ettd VyP(y). Tarkastelemme vield tarkemmin sijoituksen késitetta
ennen muiden paattelysdantdjen esittamista.

Olkoon A predikaattilogiikan kaava. Merkinnalla "A(z/t)” tarkoitamme kaavaa,
joka saadaan sijoittamalla kaavassa A jokaisen x:n wvapaan esiintymén paikalle termi
t. Mikali ¢ ei joudu kaavassa A(z/t) sidotuksi, sanomme sijoituksen olevan sallittu.
On selvaa, etta jos t on sama kuin z tai ¢ on yksilévakio, niin sijoitus on aina sallittu.
Sallitun sijoituksen erikoistapaus on se, ettei A:ssa ole x:n vapaita esiintymié lainkaan,
jolloin sijoitus on "tyhja”. Talloin tietenkin A(x/t) on A itse.

Esimerkki 137. Olkoon A = Vy(P(x,y) — Q(z)). Sijoitetaan ensin z:n paikalle z,
jolloin saadaan: A(x/z) = Vy(P(z,y) — Q(z)). Taméa on sallittu sijoitus (oletamme,
ettd eri metavariaabelit viittaavat eri muuttujiin). Sen sijaan sijoitus, jossa x:n pai-
kalle sijoitetaan y, ei ole sallittu: A(x/y) = Vy(P(y,y) — Q(y)). Voidaan nédhda, etté
talla kaavalla on selvastikin eri merkitys kuin alkuperéisellé.

Identiteetin eliminointisdanto sallii, etta vain osa esiintymistd korvataan. Kaikki
esiintymaétkin voidaan korvata ja saannon erikoistapaus on

A
t=1t

A(t/t')

?

jossa sijoituksen on oltava sallittu.
Universaalikvanttorin eliminointisdanto on seuraava:
Vz A

(VE) A

kun sijoitus on sallittu.

Tama saanto ei salli sitd, ettd vain osa esiintymista korvattaisiin.

Esimerkki 138. Osoitamme, ettd - VzP(x) — P(c):
(1) Ve P(z
(2) P(c) 1,VE
(3) | YaP(z) — P(c) 1-2, = T.
Vakio ¢ ei voi koskaan tulla sidotuksi sijoituksessa A(z/c), joten edellisen esimer-

kin deduktion 2. rivilla on péattelysaantoa VE sovellettu oikein. Jos ei edellytettaisi
sijoituksen olevan sallittu, niin saisimme esimerkiksi seuraavan "todistuksen”:

(1 | Va3yR(z,y)
(2) | YRy, ) 1, VE virheellisesti
(3) | Va3yR(z,y) — JyR(y,y)  1-2, -T.

Kaava Vo3yP(x,y) — JyP(y,y) ei ole loogisesti tosi, eikd paattelysiddntod (VE) olisi
ilman lisarajoitusta luotettava.

92



Universaalikvanttorin tuontisdéntd (V7') on seuraava:

A Rajoitus: x ei ole vapaa missaéin oletuksessa,
VzA josta A riippuu.

(vVT)

Seuraavassa esimerkissé kdytamme seké péaéttelysaéntoa (VE) etta (VT).

Esimerkki 139. Va2 P(z) — VyP(y).

E g 1, VE (sij. sallittu)
(3) VyP(y) 2, VT (y ei vapaa oletuksessa (1))
(4)

VeP(z) — VyP(y) 1-3, —T.

Seuraava esimerkki havainnollistaa sddnnén (V7') kéyttamiselle asetetun rajoituk-
sen tarpeellisuutta.

Esimerkki 140.

(1) P(z

(2) VaP(x) 1, VT virheellisesti

(3) | P(x) — VzP(x) 1-2, =T

(4) | Vo (P(z) — VzP(x)) 3, VT

(5) | P(c)— VaP(x) 4, VE (sij. A(z/c) sallittu).

Kaava P(c) — VxP(x) ei ole kuitenkaan loogisesti tosi.

Saantoa (VT') sovellettiin ylla virheellisesti alitodistuksessa, koska kaava P(x),
johon sdantoa sovellettiin, oli apuoletus, jossa x on vapaana. Sen sijaan varsinaisessa
todistuksessa saantod (V71') sovellettiin oikein. Ei nimittain edes ole mitaan oletusta,
mistd kaava P(x) — VaP(x) riippuu.

Tarkastelemme vield kahta esimerkkié sdannén (V7') soveltamisesta, joista toises-
sa saantoa kaytetaan oikein, toisessa virheellisesti.

Esimerkki 141. VzP(z) A Q(c) F Yz (P(x) A Q(c)).

(1) [ VaP(z) AQ(c)

(2) | YaP(x) 1, NE
(3) | P(x) 2, VE
(4) | Qo) 1, \E
(5) | P(x) AQ(c 3,4, AT
(6) | Vx(P(z) A Q(c)) 5 VT.

Selvésti on my6s voimassa Ve P(x) A Q(c) E Vz(P(z) A Q(c)).
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Esimerkki 142. Saannoén (V71') virheellinen kéytto.

(1) P(z)

(2) | Q(e)

(3) P(z) 1, R

(4) P(z) A Q(c) 2,3, AT

(5) Vz(P(x) A Q(c)) 4, VT virheellisesti
(6) Q(c) = Vz(P(x) AQ(c)) 25, —T

(7) | P(z) — (Q(c) — Va(P(z) A Q(c))) 1-6, =T

8) Vm(P(x) — (Q(e) = Ya(P(x) A Q(c)))) 7,VT

(9) | P(c) = (Q(c) — Va(P(z) AQ(c))) 8, VE.

Néin saatu kaava ei selvéistikédan ole loogisesti tosi.

Saantoa (V1) sovellettiin alitodistuksessa véérin, silld vaikka x ei olekaan vapaa toi-
sen rivin apuoletuksessa @)(c), niin kaavan P(x) A Q(c) johtamisessa on kaytetty
kolmannella rivilla ensimmaéisen rivin apuoletusta P(x), jossa x on vapaa.

Predikaattilogiikan aksiomatisoinnista

Eras predikaattilogiikan aksiomatisointi saadaan, kun lauselogiikan aksiomatisointiin
lisdtédén paattelysdantod (V7T') ja aksioomat

(Azs) V(A — B) — (A —VaB) edellyttéen, ettd x ei esiinny vapaana
kaavassa A,

(Azg) VeA — A(z/t), sijoituksen oltava sallittu,

(Azr) r =z,

(Azg) r=y—A— A" Aja A kuten sddnnossi (=F).

Luonnollisen pééttelyn systeemissé aksiooma (Azg) saadaan johdettua sdantojen
(VE) ja (—T) avulla, (Az;) seuraa suoraan sadannosta (=7') ja (Azg) sddnnoisté
(=F) ja (—1T). Osoitamme, ettd myos (Azs) on luonnollisen padttelyn systeemin
teoreema.

Esimerkki 143. Oletetaan, etté z ei esiinny vapaana kaavassa A. Talloin - Vo (A —
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(1) Vz(A — B)

(2) A

(3) Vz(A— B) 1, R

(4) A— B 3, VE

(5) B 2,4, > E

(6) VaB 5, VT (z ei ole vapaa A:ssa eiké
kaavassa Vz(A — B))

(7) A—VzB 2-6, =T

(8) | Vx(A— B) — (A — VzDB) 1-7, —T.

Eksistenssikvanttori

Myos eksistenssikvanttorille voidaan esittaéd omat paattelysadnnot. Koska maaritel-
mén perusteella "drA” merkitsee samaa kuin "—Vz—A”, niin ndméa paattelysddnnot
itse asiassa sisaltyvat jo aikaisempiin saantoihin. Tarkastelemme téatéa seuraavissa esi-
merkeissé.

Esimerkki 144. P(c) - 3zP(x).

(1) | Pe)

(2) -3z P(z) vastaoletus

(3) =V P(x) 2, 3 mééritelma
(4) Ve—P(x) 3, ~F

(5) -P(c) 4, VE

(6) P(c) I, R

(7) P(c)A=P(c) 5,6, AT

(8) | ==JzP(x) 2-7, T

(9) | 3xP(x) 8, -F.

Seuraavassa esimerkissé kdytamme hyvaksi kontraposition periaatetta eli periaatetta

A— BF-B— —A.

95



Esimerkki 145. Vz(P(z) — Q(z)), 3z P(z) - J2Q(z):

(1) | Va(P(z) — Q(x))
(2) | JxP(x)
(3) —32Q(z) vastaoletus
(4) Vr—Q(x) 3, 3 maaritelma, - F
() —Q() 4, VE
(6) Vz(P(r) — Q(z)) 1, R
(7) P(r) = Q(z) 6, VE
(8) —Q(x) — —P(z) 7, kontrapositio
(9) ~P(z) 5,8 —E
(10) Vz—P(x) 9, VT
(11) JxP(x) 2, R
(12) —Vax—P(z) 11, 3 maaritelma
(13) Ve—P(x) A =Vx—P(x) 10, 12, AT.
(14) | ==32Q(x) 3-13, =T
(15) | FzQ(x) 14, —E.

Deduktion tuontisdanté ja deduktioteoreema ovat voimassa myos predikaattilo-
giikassa. Useita todistuksia voidaan lyhentad kayttamalla naitd saantoja.

Esimerkki 146. Esimerkin 145 mukaan
Ve(P(z) — Q(x)), Iz P(x) F JzQ(x).
Deduktioteoreemaa kahdesti soveltamalla saamme, etté

FVz(P(x) — Q(z)) — (FzP(x) — JzQ(x)).

Taydellisyysteoreema

Muotoiltaessa predikaattilogiikan taydellisyysteoreemaa on huomattava, etté oletuk-
set ja niista johdetut kaavat voivat sisaltaéd vapaita variaabeleita. Téallaisella kaavalla
ei ole totuusarvoa mallissa. Sovimmekin, ettd vapaita variaabeleita sisaltavé kaava on
tosi mallissa M, jos sen universaalisulkeuma on tosi mallissa M. Kaavan A univer-
saalisulkeumalla tarkoitamme kaavaa, joka saadaan kaavasta A sitomalla sen vapaat
variaabelit universaalikvanttoreilla. Jos siis kaavassa A esiintyy vapaana variaabelit
Ty, Ta, ..., Tn, Niin sen universaalisulkeuma on kaava VrVzs...Vzr,A. Voimme nyt
esittaa predikaattilogiitkan taydellisyysteoreeman seuraavasti:

Sk A, jos ja vain jos S F A

ja erityisesti
F A, jos ja vain jos F A.

Esimerkki 147. Kaava R(z,y) — R(x,y) on luonnollisen péaattelyn systeemin teo-
reema, ja sen universaalisulkeuma

vavy(R(z,y) — R(z,y))

on loogisesti tosi kaava.
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