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Prefacio

Este texto comecou a ser escrito em 2002, quando fiquei responséavel pela primeira vez
pela disciplina de Equagoes Diferenciais do IM-UFRJ. Na época, essa disciplina costumava
enfatizar os varios métodos de resolucao analitica de equagoes diferenciais ordinarias, bus-
cando solugoes explicitas para equacoes especiais. Essa ideia era adota, também, em varios
cursos do género, em outras universidades do pafis.

Quando assumi a disciplina, no entanto, resolvi dar a devida énfase & anélise geométrica
das equagoes, acompanhando os avancos obtidos com a teoria de sistemas dindmicos nas
décadas anteriores. Sendo, porém, uma disciplina de terceiro periodo de graduagao, o uso
de ferramentas de analise matematica deveria ser limitado, devendo o contetudo ser baseado
em técnicas vistas nas disciplinas iniciais de calculo vetorial, geometria analitica e algebra
linear.

Felizmente, isso nao foi empecilho para a criagao de uma disciplina com contetudo bastante
interessante, equilibrando modelagem, resolucao analitica e anélise geométrica, que sao os
trés pilares da disciplina e desse texto. Equacgoes diferenciais estao presentes na modelagem
de inimeros fendmenos, nas mais diversas areas de aplicacao, e o estudo desses modelos é
fascinante mesmo com técnicas mateméaticas nao muito avancadas. A motivagao através do
uso de diversos modelos, era, de fato, outro aspecto que gostaria de explorar.

Este texto tem evoluido constantemente e ainda tenho em mente algumas mudangas antes
de considera-lo pronto para uma publicacao “oficial”, digamos assim.

O texto foi desenvolvido tendo em mente o que foi destilado como sendo, na época, a
nova ementa da disciplina, reproduzida a seguir. Apenas a parte computacional nao esta
neste texto e deve ser feita separadamente, considerando-se, particularmente, o carater mais
efémero das ferramentas computacionais.

Objetivos:

Neste curso, além da familiarizacao com alguns conceitos e métodos essenciais de equa-
¢oes diferenciais, busca-se o desenvolvimento de trés aspectos fundamentais. Primeiramente,
a importancia de equagoes diferenciais na modelagem dos mais diversos fenémenos, incluindo
as classicas aplicacoes em mecéanica, assim como os modelos de dindmica populacional, re-
acoes quimicas e bioquimicas e economia. Busca-se, também, destacar a importancia e a
complexidade de equagoes nao-lineares, que aparecem na maioria das aplicacoes mais realis-
tas, lancando-se mao de mais estudos qualitativos. E, devido a complexidade dos sistemas
nao-lineares, busca-se estimular o uso de ferramentas computacionais na anélise dos modelos.
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PREFACIO

O estudo analitico e geométrico esta concentrado em modelos unidimensionais e bidimensio-
nais, mas estudos numéricos de modelos em mais dimensoes devem ser trabalhados em listas
e/ou projetos paralelos.

Topicos:

Introdugao as equagoes diferencias (4 horas): Equagoes diferenciais de ordem
n. Modelos simples (e.g. decaimento radioativo, corpo em queda livre). Solugao
geral versus solucao particular. Condigoes iniciais. Equagoes separaveis.
Equagoes de primeira ordem - existéncia e unicidade (4 horas): Existéncia
de solugoes particulares e gerais. Método de Euler. Método de Picard. Unicidade
versus nao-unicidade de solugoes particulares.

Equagoes de primeira ordem - aspectos geométricos (8 horas): Isoclinas.
Estudo geométrico de equagoes nao-autonomas. Equacoes autonomas. Linhas de
fase. Bifurcagoes unidimensionais. Aplica¢oes: dindmica populacional, reagoes qui-
micas, modelos econdémicos.

Equagoes de primeira ordem - aspectos computacionais (2 horas): Estudo
numérico de equagoes nao-lineares, linhas de fase e bifurcagoes.

Equagoes de primeira ordem - solugoes explicitas (8 horas): Mais equagoes
separaveis. Equagoes homogéneas. Equacoes lineares. Equagoes exatas. Fatores de
integracao.

Equagoes de segunda ordem redutiveis a de primeira ordem (4 horas):
Mudanca de variavel dependente. Mudanca de variavel independente. Aplicagoes:
equacgao da corda suspensa, corpo em queda livre com resisténcia do ar, langamento
de um projétil, etc.

Equagoes lineares de segunda ordem - solugoes explicitas (6 horas): Poli-
nomios caracteristico. Solugoes analiticas (raizes reais distintas, reais iguais e com-
plexas conjugadas). Solugdes explicitas de equagoes forgadas por polindémios, expo-
nenciais e solenoidais. Oscilador harménico forgado.

Sistemas bidimensionais lineares (4 horas): Sistemas lineares auténomos. Ca-
sos canonicos e nao-canonicos. Plano de fase.

Sistemas bidimensionais nao-lineares auténomos integraveis (8 horas):
Sistemas integraveis. Aplicagoes: equagao de Lotka-Volterra (predador-presa), equa-
¢ao do péndulo sem atrito, equagdo da mola (normal, macia e dura), equacao de
Duffing.

Sistemas bidimensionais nao-lineares auténomos nao-integraveis (8 ho-
ras): Principio da linearizagdo. Modelo de espécies em competi¢ao. Equagao do
péndulo com atrito. Oscilador de Van-der-Pol. Modelos de rea¢oes quimicas e
bioquimicas. Modelos em economia.

Referéncias Bibliograficas:
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e D. K. Arrowsmith & C. M. Place, Dynamical Systems - differential equations, maps,
and chaotic behavior, Chapman & Hall, London, 1992.

e Rodney C. Bassanezi & Wilson C. Ferreira Jr., Equagoes Diferenciais com Aplica-
coes, Editora Harbra Ltda, 1988.

e William E. Boyce & Richard C. DiPrima, Fquacoes Diferenciais Elementares e
Problemas de Valores de Contorno, John Wiley & Sons, Inc., 1977.

e D. G. Figueiredo & A. V. Neves, Equagoes Diferenciais Aplicadas, IMPA, Rio de
Janeiro, 2002.

e S. Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos: With Applications to Physics, Biology,
Chemistry, and Engineering, (Studies in Nonlinearity), Perseus Books Group, 2001.






CAP{TULO 1
Introducao as Equacgoes Diferenciais

1. Introducao e modelos simples

Equacoes diferenciais estao presentes em diversos modelos em fisica, quimica, biologia,
economia, engenharia, etc. Véarias fendmenos envolvem a variagao de uma quantidade em
relacao a outra, levando naturalmente a modelos baseados em equagoes diferenciais. Pode-
mos, por exemplo, ter variagoes temporais da posicao de um objeto, da temperatura de um
material, da concentracao de um agente quimico, da concentracao de um poluente ou nutri-
ente em um meio, da umidade do ar, do namero de habitantes de uma cidade, da densidade
de bactérias de uma cultura, da densidade de massa de um gas, do valor de uma mercado-
ria, do cambio entre moedas, do produto interno bruto de um pais, etc. Além de variagoes
temporais dessas quantidades, podemos ter variagoes em relacao a outras quantidades, como
variacao de temperatura em relacao a posicao e variagao de densidade de massa de um fluido
em relacao a temperatura, por exemplo.

As equacgoes diferenciais sao expressoes matematicas de certas leis envolvidas em uma
modelagem, que podem, por exemplo, ser leis fundamentais, como a segunda lei de New-
ton, empiricas, como em reagoes quimicas, ou heuristicas, como em dinadmica populacional,
conforme veremos adiante.

Equacgoes diferenciais simples aparecem em Célculo I, quando do célculo de primitivas
de fungoes. Neste caso, dada uma fungao g = ¢(t), buscamos uma fun¢ao = = x(t) tal que

dﬁt) =g(t).
A relativa simplicidade desta equacao esta no fato de que o lado direito da equagao acima
nao depende da incognita z = x(t). A derivada de x = z(t) esta dada explicitamente em
termos de uma funcao conhecida. Nesse caso, a solu¢ao pode ser obtida, em principio, por
integracao direta.
Por outro lado, as equagoes diferenciais de maior interesse sao tais que a derivada da
funcao procurada depende da prépria funcao. Um exemplo é a equagao

dx

— = =)z,

dt
onde A > 0. Esta equacao aparece em decaimento radioativo, que veremos a seguir. Se
x = z(t) indica a massa de um material radioativo, a primeira derivada z’(t) = dx/dt indica
a taxa de variacao dessa massa em relacao ao tempo. A equacao diferencial diz que essa
taxa de variagao ¢ negativa, indicando um decaimento, e esse decaimento ¢ proporcional a

9



10 1. INTRODUCAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS

massa do objeto, em cada instante de tempo. Isso é natural, pois quanto maior a massa,
maior o decaimento, ou seja, mais atomos desse material se desintegram em outros. Que
essa dependéncia ¢ linear segue de observagoes experimentais; essa ¢ uma lei empirica.
Mais geralmente, uma equacao diferencial é uma equagao cuja incoégnita é uma funcao e
cuja equacao envolve derivadas dessa funcao procurada. Mais especificamente, consideramos

uma equagao da forma
dx d"x
Flte,—,...,— | =0.
( Y x? dt Y ) dtn )

onde t é uma varidvel independente, F' = F(t,x,xy1,...x,) é uma funcao real de n + 2
variaveis e x = x(t) é uma varidvel dependente, que é a fungao procurada (incdgnita). Esta
¢ uma equacao de ordem n, indicando a derivada de ordem mais alta presente na equagao.
A equagao
dz
dt
pode ser escrita na forma acima tomando

g(t).

Analogamente, a equagao

dx
=\
dt !
corresponde a
dx dx
Fltz,— | =M+ —.
< o dt) T
Ambas sdo equagoes de primeira ordem. Outros exemplos sao
d* & a2 ’ d
d—tf = cos(tx), x2d—t§ +cost+t =0, (d—t:; — Qx) =2 +1, cos (d_f) = sin(z).

que sao equacoes de ordem 4, 3,2 e 1, respectivamente. Observe que, em cada equacao de
ordem n, os termos de ordem mais baixa (ou seja, as derivadas de ordem menor que n)
podem ou nao aparecer explicitamente.

Podemos, também, fazer uma distingao quanto a presenca explicita da variavel ¢ na
equagao diferencial. Compare, por exemplo, as equagoes

dx \ dx ;

— =z — =tux.

dt ’ dt
A esquerda, a variavel ¢ s6 aparece implicitamente, na derivada de z, enquanto que a direita,
a variavel t aparece explicitamente no lado direito. Mais geralmente, podemos considerar

equacgoes das duas formas

dx d"z dx d"z
F(t,x,d—t,...,d—tn)—o, F<,’L’,d—t,,d—tn)—0



1. INTRODUCAO E MODELOS SIMPLES 11

com a variavel independente ¢ aparecendo explicitamente ou nao. Quando a variavel ¢ nao
aparece explicitamente, temos o que chamamos de equac¢ao autonoma. Caso contrario, temos
uma equacao nao-auténoma .

A idéia é que equagoes auténomas modelam fendmenos fechados, sem interferéncia sa-
zonal externa no sistema. Pode até haver uma influéncia externa, como a gravidade, mas
ela nao pode variar com o tempo. Por outro lado, em equagoes nao-auténomas, algum fa-
tor externo pode estar influenciando o sistema e variando com o tempo. Por exemplo, em
modelos em que a radiagao solar ¢ importante, a equagao diferencial tem que incluir algum
mecanismo explicitamente dependente do tempo e relacionado com a variacao da radiacao
segundo a hora do dia e a época do ano. Em geral, a andlise de sistemas auténomos ¢ mais
simples. Isso sera explorado ao longo do curso.

Quanto a notagao, é claro que ela nao é rigida, podemos escrever, por exemplo,

dy d"y
F = ..., — | =
(:I;, y? dgj? ) dx”) 07

onde z é a variavel independente e y = y(x), a fun¢do procurada. A notagao apropriada
depende do contexto; a variavel independente pode denotar o instante de tempo ¢ ou uma
posicao z, por exemplo, e a incégnita pode ser a posi¢ao x de um objeto, a temperatura T’
de um material, a concentracao s de alguma substancia quimica, o valor p de um produto
financeiro, etc.

Para simplificar a notacdo, podemos usar 2/, 2", 2", ™), 2 ... para indicar as deriva-
das, quando a varidvel independente estiver clara no contexto. Assim, as equagoes acima
podem ser escritas como

2 = cos(tx), 2%x" +cost+t=0, (2" —22)>=2>+1, cos(z')=sin(z).

No caso especifico da variavel independente ser uma variavel temporal, é costume, prin-
cipalmente em Mecéanica Classica, se utilizar as notagoes & e & para indicar as derivadas de
primeira e segunda ordem, comuns nesses problemas gracas a lei de Newton.

Uma equagao diferencial do tipo descrito acima é dita ordindria, pois envolve apenas
derivadas em relagao a uma tnica variavel independente real. Veremos, também, sistemas
envolvendo mais de uma equacgao diferencial ordinaria, com uma mesma variavel indepen-
dente. Ha, porém, varios outros tipos de equagoes diferenciais, como parciais, complexas,
integro-diferenciais, funcionais, estocdsticas, com retardamento, etc. Essas outras equagoes
diferenciais modelam uma gama ainda maior de fendémenos e possuem, em geral, caracte-
risticas mais complicadas que as das equagoes ordinérias, mas ha muitas semelhancas e o
entendimento destas é fundamental para o das outras.

1.1. Corpo em queda livre. Um objeto de massa m se encontra a uma distancia
h(t) do solo (figura 1.1). O seu peso é o produto mg, onde g é a aceleracao da gravidade.
A sua velocidade vertical é a derivada dh/dt, e a sua aceleracio, d*h/dt?. Pela segunda
lei de Newton (for¢a = varia¢ao de momento = massa vezes aceleragdo, no caso de massa
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constante), temos

d*h

—mg = m—;:.

MFTE

0 que nos leva a seguinte equacao diferencial de segunda ordem:
&*h

az -~ Y

(a) (b)

eixo h eixo h

h = h(t) ’ 1 h = h(t)

h=0 T 777TTTTITIITITIIIIT h=0 T 77TTITTTIITTIIITTIT

Ficgura 1.1. Corpo em queda livre, com altura h(t) em relacdo ao solo e
velocidade v no caso (a) laminar, com baixa velocidade, e (b) turbulento, com
alta velocidade.

No caso de levarmos em consideragao a resisténcia do ar, devemos adicionar um termo
dependente da velocidade dh/dt. Diferentes modelagens costumam ser consideradas, tais
como resisténcia dependendo linearmente ou quadraticamente da velocidade. Na pratica, a
dependéncia ¢ mais complicada e a resisténcia ainda depende da forma do objeto, conforme
estudado em aerodinamica. Tipicamente, a baixas velocidades, a dependéncia é predomi-
nantemente linear, ao passo que a altas velocidades, devido a turbuléncia do ar préxima a
superficie do objeto, a resisténcia se torna predominantemente quadratica.

Uma maneira de entender a modelagem dessa resisténcia do ar é a seguinte. Imagine
que o corpo tenha uma segao horizontal de area A (perpendicular ao eixo vertical h). Seja
v = dh/dt a sua velocidade. Em cada unidade de tempo ¢, o objeto percorre uma distancia
d = vt e, durante esse tempo, ele desloca uma massa de ar da ordem de pAd = pAvt, onde p
¢ a densidade do ar. Digamos que essa massa de ar saia da frente do objeto e passe para tras
dele, ganhando velocidade e passando a se deslocar com a mesma velocidade v que o objeto,
pelo menos por um breve instante de tempo (fenémeno chamado de “vacuo”, em corridas de
automovel). Com isso, essa massa de ar ganha um momento da ordem de

p = momento = massa vezes velocidade = pAv*t.

Isso significa que essa massa de ar sofreu a acao de uma forca igual, pela segunda lei de
Newton, a

dp
— £ A
=% !
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Como a toda acao corresponde uma reacao de igual intensidade, isso significa que essa massa
de ar exerce sobre o objeto uma forga de igual intensidade e de sentido contrario. Na verdade,
isso expressa a idéia de que o momento do objeto é transferido totalmente para a massa de
ar.

A descrigao acima esta, na verdade, muito idealizada. Na pratica, a massa de ar nao
ganha toda essa velocidade e apenas parte do momento do objeto é transferida para o ar.
Podemos representar isso com a ajuda de uma constante multiplicativa C'p/2, na relagao

1
f= ichsz'

Essa forca, agindo no objeto e contraria ao movimento, é chamada, em aerodinamica, de
arrasto e o termo Cp, de coeficiente de arrasto. Esse coeficiente de arrasto, no entanto, nao
é universal, ele depende da forma do objeto. E mesmo para um mesmo objeto, ele nao é
constante em relagao & velocidade. Mais precisamente, ele depende da forma do objeto e
de uma quantidade adimensional chamada de numero de Reynolds, Re = plv/u, onde [ é
um comprimento tipico do objeto e p é a viscosidade do ar (ou de qualquer outro fluido,
pois as consideragoes acima nao se restringem a objetos se deslocando no ar). Observe que
podemos considerar objetos com a mesma forma mas dimensdes diferentes (e.g. bolas de
diferentes diametros). A dependéncia na forma do objeto é extremamente complicada, mas
uma vez fixada a forma, a dependéncia do coeficiente de arrasto no tamanho do objeto ¢ mais
simples. Essa idéia é utilizada no desenvolvimento de aeronaves, construindo-se modelos em
escala menor e compensando com o aumento da velocidade (que, em um tinel de vento,
pode ser controlada), para obter o mesmo coeficiente de arrasto e permitir uma analise da
performance aerodinimica da aeronave.

Vérios experimentos foram realizados com diversos objetos e com velocidades variaveis,
indicando que o coeficiente C'p = C'p(Re) varia de maneira inversamente proporcional a Re,
para valores baixos de Re, e é aproximadamente constante, para valores altos de Re. Como
Re é proporcional & velocidade, isso indica, de fato, que o arrasto depende da velocidade
de maneira aproximadamente linear, a baixas velocidades, e de maneira aproximadamente
quadratica, a altas velocidades.

No que se segue, nao nos preocuparemos com tantos detalhes. Vamos considerar re-
sisténcias lineares ou quadraticas, indicando um coeficiente de resisténcia apropriado. Por
exemplo, no caso de resisténcia linear, temos simplesmente a equagao

&h o dh
e T T T e

onde k é um coeficiente de resisténcia apropriado, considerado positivo. Note o sinal de menos
em frente ao coeficiente de resisténcia. A forga de resisténcia é contraria ao movimento.

O modelo no caso de resisténcia linear quadratica ¢ deixado como exercicio (exercicio
1.2).

1.2. Decaimento radioativo. Em relacao a um material radioativo, uma lei para a
evolugao da quantidade de massa desse material diz que a tazra de variacao dessa massa
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por unidade de tempo em um determinado instante é proporcional a quantidade de massa
existente naquele instante. Assim, se x = x(t) denota a quantidade de massa no instante ¢,
a taxa de variagdo de massa por unidade de tempo é dx(t)/dt e essa lei diz que existe uma
constante de proporcionalidade A tal que

dz(t)
— = —)\z(t).
dt ®)
O sinal foi escolhido por esperarmos um decarmento de massa, de modo que A > 0.
Por exemplo, o carbono-14 se transforma em nitrogénio-14, com a emissao de radiagao

S~ (elétron altamente excitado), numa reagdo que pode ser descrita através da formula

Cg' — Ni* + ¢, ou simplesmente Cg’ LN NI%. A notagio Cg* indica um atomo com ntimero
atomico 6 (namero de protons no nicleo) e nimero de massa 14 (nimero total de protons
e néutrons), dando um total de 8 néutrons. O termo e indica simplesmente um elétron.
O carbono-14 é um atomo com nitcleo instavel e, nessa reagao, um néutron se transforma
espontaneamente em proton, com a criagao e emissao de um elétron altamente excitado, de
forma a equilibrar eletricamente a reagao. Essa reagao esta ilustrada na figura 1.2.

@0
O ® @ proton
80. o) J (O néutron
CHON") @ clétron
NIt
o
O e
$35°
@O @ B
cis o

e

F1GURA 1.2. Decaimento radioativo do carbono-14 em nitrogénio-14, com a
emissao de um elétron, em decaimento do tipo beta. Nessa ilustracao, apenas
o nicleo de cada atomo esta representado, as respectivas nuvens de elétrons
nao aparecem.

A maioria dos atomos de carbono presentes na Natureza é do isdtopo estavel carbono-12,
mas ha uma pequena quantidade do isétopo radioativo carbono-14. Em um organismo vivo,
h& uma constante troca de carbono com o meio, de tal forma que a quantidade de carbono-14
presente no organismo vivo ¢ mantida constante. Por sua vez, a quantidade de carbono-14
na atmosfera é mantida constante gragas a um continuo bombardeamento de raios césmicos,
gerando néutrons livres, que, por sua vez, bombardeiam o nitrogéneo, produzindo o is6topo
carbono-14. Quando o organismo morre, a troca de carbono com o meio cessa e a quantidade
de carbono-14 no organismo comega a diminuir, devido ao seu decaimento radioativo. Essa
diminuicao ¢ o que permite a datagao arqueoldgica de fosseis.

A meia-vida de um elemento radioativo é o tempo necessario para que a massa de um
material composto por esse elemento diminua & metade. A meia-vida do carbono-14 é de
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aproximadamente 5730 anos, sendo este material apropriado para estimar a idade de fosseis
de alguns milhares de anos. Para datagoes mais antigas, relacionadas a fenoémenos geologicos,
¢é mais apropriado usar elementos radioativos com uma meia-vida maior. Por exemplo, a
meia-vida do potassio-40 ¢ de aproximadamente 1,3 bilhoes de anos. Este elemento se
transforma em argonio-40, com a emissao de um positron, et (produto da transformagio

de um préton em néutron), na reacio Kjy — Arfs + e*, ou KJj ’8—+> Arfy. Essa radiacdo
¢ também chamada de radiacao beta, mais especificamente radiacao St. Medindo-se a
quantidade de argonio preso em rochas é possivel se determinar a idade de certas formacoes
geoldgicas. No entanto, como o argdnio se encontra naturalmente na forma de um gas, esse
método nao se aplica a formagoes sedimentares, pois o gas tende a escapar através de meios
pPOrosos.

Alguns decaimentos radioativos nao geram imediatamente isdtopos estaveis, sendo necessa-
ria uma reac¢ao em cadeia para atingir elementos estaveis. Um exemplo desse tipo de reacao

2

(&

B~ B~ B~ B~
Tess? = 113> T Xefd® = Csgs® == Bago'.
2seg Thrs 9hrs 25 000anos

Em cada reacao, indicamos a meia-vida do elemento em questao.

@ proéton
O néutron

@O
Uy 0@

4
Hej;

FiGUurRA 1.3. Decaimento radioativo do tipo alfa, como o decaimento do
uranio-235 em torio-231, com a emissao de uma particula alfa (um nicleo
de hélio, com dois protons e dois néutrons). Nessa ilustracao, apenas o niicleo
de cada atomo esté representado, as respectivas nuvens de elétrons nao apare-
cem.

Outros tipos de decaimento radioativo envolvem radiagao alfa (emissao de um nucleo de
hélio, com dois protons e dois néutrons) ou radiagdo gama (emissdo de um féton altamente
energético). Por exemplo, o uranio-235 pode se transformar em toério-231, com a emissao de
radiacdo alfa, ou seja UZs’® — Thas! + Hej (figura 1.3). Nessa reacio um par de néutrons e
um par de préotons sao expelidos do niicleo, reduzindo o niimero atéomico de duas unidades
e o numero de massa de quatro unidades. A emissao de radiagao gama, por sua vez, nao
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envolve mudanca no nimero atémico nem no niimero de massa, apenas uma diminui¢cao na
energia, com a emissao de um féton.

A fissao nuclear € um outro tipo de reacao nuclear bastante importante, na qual um
atomo pesado e instavel se quebra em dois ou mais dtomos. Esse tipo de reagao ¢é tipica-
mente iniciada com o bombardeamento de néutrons. Essa reacao gera ainda mais néutrons,
podendo causar uma reagao em cadeia, como explorado em bombas nucleares. A de Hi-
roshima foi baseada em uranio-235, enquanto que a de Nagasaki foi baseada em pluténio.
Fissoes nucleares controladas também sao utilizadas em reatores atémicos, para a geracao
de energia. O processo todo leva a um sistema de equacoes diferenciais, apresentando um
comportamento bem mais complicado. Em situagoes controladas, porém, a fissao nuclear
também pode nos levar a um decaimento proporcional a massa.

Assim, em varias situacoes, temos a equagao

2 (t) = —Az(t),
indicando que a massa do material diminui, em cada instante, a uma taxa proporcional

a massa naquele instante. Para simplificar a notagao, podemos omitir a dependéncia de
x = x(t) em relacdo a t e escrever apenas

==\

Com isso, procuramos uma fungdo = = z(t) cuja derivada seja um multiplo da propria
fungao z. Do Célculo, sabemos que uma tal fun¢éo ¢ a exponencial z(t) = exp(—At). Mais
geralmente, podemos multiplicar por uma constante C' nao nula qualquer, chegando a uma
solucao

x(t) = Ce™.

Posteriormente, veremos uma maneira mais direta de acharmos essa solugao.

1.3. Crescimento populacional. Um exemplo similar ao de decaimento radioativo
¢ o de crescimento populacional. Um caso simples ¢ o de crescimento de uma colonia de
bactérias. As bactérias se reproduzem por divisao celular, com cada bactéria dando origem a
duas. Em condigoes favoraveis, a populacao de bactérias se reproduz a uma taxa proporcional
ao numero total de bactérias: em uma dado intervalo de tempo At, a populacao de bactérias
cresce de um numero Az proporcional ao total x de bactérias e proporcional ao intervalo de
tempo At (quanto mais bactérias e quanto maior o intervalo de tempo, maior o crescimento).
Denotando por i > 0 a constante de proporcionalidade, temos

Ax = pxrAt.
Dividindo essa relagao por At e tomando o limite At — 0, obtemos a equacao diferencial
de
a M
O termo pu, dado por
dx
p=dr
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bactéria papel biolodgico meio tempo de geracao

Escherichia coli infeccoes intestinais, glicose e sais 17 minutos
ete.

Lactobacillus acidophilus producao de acido leite 66-87 minutos
latico

Mycobacterium tuberculosis tuberculose meio sintético  13-15 horas

Rhizobium japonicum fixagao de nitrogénio manitol, sais 6-8 minutos
em plantas e levedura

Streptococcus lactis produgao de acido leite 26 minutos
latico

Streptococcus lactis idem meio de lactose 48 minutos

Vibrio cholerae colera agar, sais 20 minutos

e levedura

TABELA 1.1. Tempo de geragao de algumas bactérias.

é chamado de taza de crescimento especifico.

Com p constante, as solugoes sao da forma z(t) = C'exp(ut) e a populagao cresce expo-
nencialmente. Analogamente ao conceito de meia-vida de um material radioativo, o tempo
de geracao de uma bactéria é o tempo necessario para a populacao dobrar de tamanho. Em
condigbes apropriadas em laboratorio, (meio de cultura, temperatura, pH, etc.) o tempo de
geragao de uma colonia da bactéria Vibrio cholerae, por exemplo, é de aproximadamente 20
minutos.(veja tabela 1.1). Assim, tomando o minuto como unidade de tempo, se 2(0) = x,
devemos ter z(20) = 2xy. Por outro lado, x(20) = zgexp(20u), logo p = In(2)/20. A
dimensao fisica de j, nesse caso, é minuto™*.

O tempo de geragao de uma coldnia de bactérias depende nao somente da bactéria mas
também do meio em que ela se encontra. Por exemplo, o tempo de geracao da bactéria
Escherichia coli em condi¢oes ideais em laboratério é entre 15 e 20 minutos, enquanto que
no intestino, esse tempo é de 12 a 24 horas.

Nesse caso de reproducao a uma taxa proporcional ao tamanho da populagao, a populagao
cresce exponencial e indefinidamente. E natural, porém, que o crescimento nao seja ilimitado.
Espera-se que para populagoes muito grandes, a taxa de crescimento nao aumente mais no
mesmo ritmo que a populacao e chegue mesmo a ficar negativa, caso a populagao seja muito
grande e os nutrientes se tornem escassos. Assim, é razoavel considerar que a taxa de
crescimento especifico i dependa da populagao, i.e. p = p(z), levando a equagoes do tipo

dx

a ().

Exemplos com p = u(x) serao considerados mais adiante. Modelos mais elaborados ainda
levam em consideracao a variagao de nutrientes, levando a um sistema de equagoes diferen-
ciais, uma equacao para a populagao x e outra equagao para a quantidade de nutrientes,
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digamos y, com as taxas de crescimento especifico podendo depender de = e y. Outras va-
riaveis também podem ser fundamentais, como a quantidade de substéncias (enzimas, etc.)
produzidas pelas bactérias e necessarias ao crescimento da colénia. Da mesma forma, a in-
teracao com outras espécies também leva a sistemas de equagoes. Em condi¢oes favoraveis,
esses organismos tendem a se multiplicar a uma taxa apropriada de crescimento especifico
dependendo do conjunto de organismos fundamentais em um certo meio-ambiente.

(a) (b)

T Inz

Int

I II IIT v

FIGURA 1.4. Evolugao de uma populagao de bactérias em escala (a) normal e
(b) logaritmica, sendo possivel identificar as quatro fases tipicas: I) fase “lag”;
IT) fase exponencial ou logaritmica; I1I) fase estacionaria; e [V) fase de declinio.

A titulo de curiosidade, ilustramos na figura 1.4(a) um grafico tipico da evolucao de
uma populagao de bactérias em uma situagao controlada em laboratorio. A figura 1.4(b)
ilustra a mesma evolugao, mas em escala logaritmica. Nela, podemos identificar quatro fases
tipicas: fase “lag”; fase exponencial ou logaritmica; fase estacionaria; e fase de declinio. Na
fase “lag”, a colonia esta se adaptando a um novo meio em que foi colocada, sintetizando,
por exemplo, enzimas e proteinas necessarias ao seu crescimento. Nessa fase, o ntiimero de
bactérias permanece aproximadamente constante. Na fase exponencial, também chamada
de logaritmica, a colonia esta livre para crescer conforme a modelagem acima. As bactérias
estao crescendo e se dividindo e algumas estao morrendo, mas de tal forma que o ntimero
de bactérias dobra a intervalos regulares. Na fase estacionéria, a colonia de bactérias para
de crescer, devido ao actimulo de detritos e/ou a escassez de nutrientes. Algumas bactérias
ainda crescem e se dividem, mas a taxa em que isso ocorre iguala a taxa de mortalidade
de células. Na fase de declinio, a taxa de mortalidade excede a de divisao celular e a
populacao passa a diminuir, apresentando um decrescimento que é, de fato, exponencial.
Em laboratoérios, ¢ comum congelar-se a cultura na fase estacionaria, para uso posterior.
Caso queira-se aumentar ainda mais a cultura, é necessario trocar o meio para que a colonia
volte a crescer.

Ainda a titulo de ilustrac@o, exibimos, na figura 1.5, varias colonias da bactéria Vibrio
cholerae (“manchas brancas”) na fase exponencial. A mancha maior contém bactérias selva-
gens, enquanto que as outras contém bactérias que sofreram mutagoes. Cada colénia contém
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FIGURA 1.5. Varias colonias da bactéria Vibrio cholerae (“manchas” brancas),
sendo a maior a da bactéria selvagem, enquanto que as outras apresentam mu-
tagoes que afetam a sua motilidade. Foto gentilmente cedida por von Kruger,
W. M. A., Unidade Multidisciplinar de Genémica, Instituto de Biofisica Carlos
Chagas Filho, UFRJ.

aproximadamente o mesmo ntumero de bactérias, o tamanho das manchas indica apenas o
espalhamento de cada colonia, mostrando a sua motilidade, ou seja, a sua capacidade de
se deslocar em um meio solido. Através desses experimentos, é possivel saber se os genes
afetados pela mutacao estao relacionados a motilidade.

Modelagens como essas nao se aplicam apenas a bactérias, mas a diversos organismos
vivos. Por exemplo, a fabricagao de cerveja depende de um “fermento cervejeiro”, que é um
fungo, no caso, o fungo Saccharomyces cerevisiae. . H& varias cepas desse fungo, cada mais
apropriado para um tipo de cerveja. As cepas mais usadas no Brasil e no mundo sdo para
a fabricacao da cerveja do tipo lager, que é a mais consumida e a preferida das grandes
cervejarias. E uma cerveja leve, pouco encorpada e com um aroma simples, sendo, com isso,
de facil aceitagao e degustacao. As cervejas pilsen e bock, por exemplo, sao do tipo lager.
Diversar outras cepas, sao usadas na fabricagao da cerveja do tipo ale, que é muito mais
antiga que a lager e, também, muito mais saborosa, podendo ser mais encorpada e com um
aroma bastante complexo. Esse tipo de cerveja é muito encontrado na Europa e nos Estados
Unidos, sendo que muitos consideram a Bélgica como sendo o pais produtor das melhores
ales do mundo. A S. cerevisiae depende de actcares simples (glicose, frutose, sacarose,
maltose, etc.), de oxigénio e de valores apropriados de pH e de temperatura, entre outros
fatores, para se multiplicar, com um tempo de geracao tipico entre 2h e 2h30min. Apoés o
consumo de todo o oxigénio, o fungo passa da fase aerébica para a anaerdbica, que é a fase
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de fermentacao, com a devida producao de alcool, gés carbonico e dos diversos elementos
que dao sabor e aroma a cerveja. Com o aumento do alcool e o declinio dos agtcares, a taxa
de crescimento da colonia diminui, com a populacao se estabilizando em um certo valor.
Por fim, apds o consumo dos agucares fermentaveis, o fungo entra em fase de sedimentacao,
floculando e entrando em desativacao, em uma espécie de hibernacao.

Um outro caso interessante de se mencionar como aplicagao da modelagem acima é a
da propria evolucao da populacao mundial de seres humanos, que segue padroes similares
aos descritos acima, apresentando uma alternancia de fases de crescimento exponencial e de
saturacao, ocorrendo a intervalos coincidentes com revolugoes tecnolédgicas.

1.4. Corda suspensa em repouso. Imaginemos uma corda suspensa em repouso,
presa apenas pelos seus extremos. Podemos representar esta corda por uma curva em um
plano zy dada pelo grafico de uma fungao y = y(x), com o eixo = paralelo ao chao, como na
figura 1.6(a). Uma equagao diferencial pode ser obtida para essa fun¢ao da seguinte forma.

(a)

gréfico de y(z)

ANNNN

€e1X0 T T T+ Ax

(c)
T(z + Az)sina(x + Az)

T(z + Az) cos ax + Ax)
—T(z) cos a(x)

—gpoAs

FIGURA 1.6. Ilustragao de (a) uma corda suspensa presa pelos extremos, re-
presentada pelo grafico de uma func¢ao y = y(x); (b) um trecho da corda, entre
os pontos x e x + Az, formando inclinagoes com angulos a(z) e a(r + Azx)
e sofrendo tensées de magnitude 7T'(z) e T'(x + Az), em cada ponto; e (c) a
decomposi¢ao das forcas agindo nesse trecho da corda.

Considere um trecho [z, z + Az| da corda, conforme ilustrado na figura 1.6(b). As forgas
que agem neste trecho sao o peso deste trecho e as tensoes exercidas pelo resto da corda nos
extremos desse trecho.
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Suponha que a corda seja homogénea e inelastica, com densidade linear de massa py,
constante ao longo da corda. Entao o peso deste trecho sera, aproximadamente,

— massa X gravidade = —gpoAs,

onde

As = /(Az)? + (Ay)2.
Em relagao a tensao nos extremos, ela age tangente a curva. Denotemos por T'(x) o valor
em modulo dessa tensado em cada ponto (x,y(z)) da corda. No ponto (x,y(z)), a inclina¢ao
da corda é dada pelo angulo a(z) tal que

dy(z) _
4 tan o(z).

Dessa maneira, no extremo = + Ax, as componentes horizontal e vertical da tensao podem
ser escritas como

T(x+ Az)cosa(x+ Ax) e T(r+ Azx)sina(r + Ax).
No extremo x, temos as componentes
—T(x)cosa(r) e —T(z)sina(x).

Como a corda esté em repouso, as forgas acima devem estar em equilibrio (figura 1.6(c)).
Logo, na componente horizontal,

T(x+ Azx)cosa(x + Ax) — T'(x) cos a(x) = 0,
e, na componente vertical,
T(x+ Az)sina(x + Azx) — T(x) sina(z) — gpoAs = 0.

Da primeira rela¢do, como z e Ax sdo arbitrarios. tiramos que T'(z)cosa(x) é, na
verdade, independente de x e igual a uma constante que denotamos por 7 e que chamamos
de tensao da corda:

T(x + Ax)cosa(r + Az) = T'(z) cosa(x) = Tp.

Dividindo a relagao na vertical por 7j e, usando a informagao acima, obtemos

tan a(x + Az) — tana(z) = 9% As.
Logo,
d
Yot Ar) dye)

dz dz
onde p
0

)\ — ?0.

Dividindo por Az e usando que
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dy(+Az)  dy() :
dz dz_ _ /14 (—y) .

>

Az T

P

Fazendo Az tender a 0, chegamos & equacao

d*y(x) dy\
L L+QE).

No caso em que a corda esteja bem tensionada, de modo que as variagoes verticais sejam
bastante pequenas no sentido de que

dy 2
— 1
(#) <

podemos desprezar a primeira derivada e considerar, como modelo aproximado, a equagao

d2
y(@) _
da?
Exercicios
1.1. Lembrando dos exemplos de derivacao feitos no Calculo de Uma Variavel, determine

1.2.

1.3.

quais fungoes trigonométricas satisfazem a equacao diferencial de segunda ordem

Gz Y

Verifique que combinagoes lineares dessas func¢oes também satisfazem a equagao
diferencial, i.e. se yi(z) e yo(x) sdo solugdes, entdao y(z) = Ciyi(z) + Coya(x)
também é solugao. Em seguida, ache a solugdo com as “condigoes iniciais” y(0) = 0
e y'(0) = 2. Ache, também, a solugao com as “condigoes de contorno” y(0) = 2 e
y(m/2) = 1.

Considere um corpo de massa m em queda livre com resisténcia do ar dependendo
quadraticamente da velocidade. Se h = h(t) denota a distancia do objeto ao solo, g
¢é a aceleragao da gravidade e $ > 0 é um coeficiente de resisténcia, determine qual
dos modelos abaixo esté correto, independente do objeto estar descendo ou subindo:

dzn dh\? d2n dh\?
@ m =-ma+5(5) 0w =-ma-5 ()

d2h dh| dh dh dh| dh
(c) m@—_mgﬂLﬁ'a'aa (d) m@—_mg—ﬁ‘a -

Em uma aplicacao com juros compostos, o valor P*"*! da aplicacdo no més n + 1
¢ dado pelo valor P" no més anterior mais uma porcentagem de FP,. O tempo
de atualizagao, porém, pode ser outro, como anual ou diario. Mais geralmente,
podemos considerar um tempo de atualizagdo At. Com isso, o valor P(t + At)
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da aplicacdo ap6s um instante ¢ ¢ dado pelo valor de P(¢) mais uma porcentagem
proporcional a P(t) e ao tempo At. Isso nos da

Pt + At) = P(t) + aAtP(t),

onde « é a constante de proporcionalidade, ou taza especifica de juros (o valor
aAt corresponde aos juros do prazo At, ou juros mensais, diarios ou anuais, nesses
casos especificos). Faga At decrescer para zero e obtenha uma equagao diferencial
para P(t), t € R, correspondendo ao caso de juros compostos continuos com taxa
especifica de juros a.

2. Solugoes gerais e particulares e resolugao de equagoes separaveis

Conforme visto acima, uma equagao de ordem n pode ser escrita na forma

dz d"z
Fltox,—, ....— ) =0.
ot 52)

onde t é variavel independente e x = z(t) é a fun¢ao que procuramos como solugao da
equagao envolvendo as derivadas de = x(t) em fungao da variavel independente.

A solugao geral é uma familia parametrizada descrevendo o conjunto de todas as solugoes
da equagao diferencial. Tipicamente (mas nem sempre), a solugao geral de uma equagao de
ordem n ¢ uma familia de solugoes com n parametros. Uma solucao particular ¢ nada mais do
que uma das infinitas solugoes dessa familia. Em diversos problemas, h4 maneiras naturais
de selecionar uma solugao particular, como através de condi¢oes iniciais ou de contorno,
conforme veremos a seguir.

2.1. Solugoes da equacao de decaimento radioativo. A familia de fungoes da forma

z(t) = Ce ™™,
com um parametro real C, é a solugao geral da equagao
dx
— = —A\T.
dt

A figura 2.1(a) exibe algumas solugoes particulares dessa equacao. Observe que, do ponto de
vista matemaético, solugoes nao-positivas (associadas a C' < 0) sao validas, apesar do modelo
de decaimento radioativo fazer sentido apenas para massas x positivas.
Conhecendo a massa xy do material radioativo em um instante ¢y, temos da solugao geral
que
_ _ —Ato
xg = x(ty) = Ce™ ™,

logo
C= ZL’(]eMO
e a solucao particular com a condigao inicial x(tg) = x¢ é (veja figura 2.1(b))

z(t) = wge Nt
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@) (b)

eixo © eixo ©

F1GURA 2.1. Solugoes da equagao de decaimento radioativo no plano tx, com
A = 1/2, sendo (a) solugdes particulares z(0) = —2,1,0.1,2 e¢ (b) solucao
particular com x(ty) = zg e x(t1) = x1.

Essa formula pode ser usada na datacao de fosseis da seguinte maneira. Conhecendo
a concentragao xg de carbono-14 quando do inicio da formacao do féssil e sabendo a con-
centragao x; atual (no instante ¢;) no fossil, podemos encontrar o instante ¢, do inicio da
formacao do fossil. Isso pode ser feito manipulando-se as relagoes o = z(ty) = Ce 0 e
11 = x(t;) = Ce 1 ou diretamente da solucao particular no instante #;:

z1 = x(t) = zge MO0,
Assim,
1 T 1 ZTo
to=t1 +—In— =1t — —In—.
0 ! A ZTo ! A i
E a idade do fossil é
1 ZTo
ty —tg=—In—.
1=l = o
Vimos que a meia-vida de um elemento radioativo é o tempo necessario para que a massa
decaia a metade, i.e. £y, =ty — o tal que z; = x0/2, logo

1
t1/2 = Xan

2.2. Solugoes da equacao de um corpo em queda livre sem amortecimento.
Um objeto de massa m se encontra a uma altura h(t) da superficie. Desprezando a resisténcia
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do ar, chegamos a seguinte equacgao diferencial de segunda ordem para h = h(t):
&*h
a7
Como ¢ ¢ uma constante, podemos integrar diretamente o lado direito, obtendo a soluc¢ao

geral
2

t
h(t) = Cl + Cgt + 95,

que é uma familia a dois parametros.
Se o objeto for largado da altura hg no instante ¢ = 0, entao
dh(t)
h(0) = ho, — =0
( ) 0 dt 0 )
onde a segunda condicao significa que o objeto partiu com velocidade vertical inicial nula.
Assim, podemos achar as constantes C; e Co:

Ci=hy, Cy=0.

Logo, obtemos a solu¢ao particular

t2
h’(t) = hO - 957

correspondente as condigoes iniciais dadas.
Caso o objeto parta com velocidade inicial vy, entao

d(t)|

- 7 —U,
At |,

o que nos da a solugao
2

t
h(t) = ho + Uot — g;.

2.3. Solugoes da equagao da corda suspensa em repouso. No modelo simplificado,
sem levar em consideracao a variacao vertical da corda no célculo da massa, a equacao da
corda suspensa toma a forma

d*y(x)
da?
onde A = gpo/To, g € a aceleragao da gravidade, py é a densidade de massa da corda (assumida
uniforme), e Ty é a tensao da corda.
A solugao geral é similar a do corpo em queda livre:

A
y(x) = Cy + Chx + §:L'2.

Solugoes particulares podem ser obtidas a partir de condigoes de contorno da corda,
que sao condicoes para os extremos da corda. Podemos considerar, por exemplo, o caso
particular em que os extremos da corda estejam na mesma altura e com o eixo de tal forma
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(a) (b)
eixo y eixo y
T e R
P v eixo x f
I~ | = _—F Z
x=—{/2 y = y(x) xz=1£/2

FIGURA 2.2. Solugdes y = y(z) da equacdo da corda suspensa com condigoes
de contorno (a) y(—£/2) =0=y(¢/2) e (b) y(0) =0, y(¢) = h.

que a origem esteja exatamente no meio entre os dois extremos. Se o comprimento da corda
é ¢, entao as condigdes de contorno podem ser escritas como (figura 2.2(a))

y(=£/2) = 0 =y(t/2).

Assim,
‘A ‘A
00—01§+§€2:O:C'0+01§+§€2,
logo
A o
Cy =0, Co = —gf
e a solugao particular é
(1) = 20+ a?
Y=gt et
ou
Ao
y(z) = (4™ = &),

No caso em que os extremos estejam em alturas diferentes, podemos, para simplificar,
colocar a origem do eixo no extremo esquerdo. Assim, as condi¢oes de contorno ficam sendo
(figura 2.2(b))

y(0)=0,  y(t)=nh,

onde ¢ ¢ a distancia horizontal entre os extremos e h ¢ a diferenga entre as alturas dos
extremos. Impondo as condig¢oes de contorna na solucao geral, obtemos
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2.4. Solugao geral de uma equagao de ordem n “explicita”’. Uma equagao de

ordem n da forma
d"x dx d"tx
—:f taza_a'--a—
dtn dt d¢n—1
tem, tipicamente, uma solucao geral com n parametros. Isso pode ser exemplificado facil-
mente no caso em que
d"x
— = g(b).
e g9(1)
Como o lado direito s6 envolve a varidvel independente, podemos integrar diretamente, ob-

tendo ) .
d" 'z
—_— = Cl —l-/ g(tl) dtl,
dtn—l 0

depois
dTL—Q'I t t1
dt"_2 = 02 + Clt + / / g(tg) dtg dtl,
0o JO

e assim por diante, até a solucao geral

n

t -1 t tn
$@=%+@4+q@—ﬁ+/~/mw%mm4ﬁﬂ~@%
- . 0 0

com n parametros reais C1, ..., C,,.

2.5. Equacgoes separaveis. Equacoes diferenciais de primeira ordem da forma
dx
= g(0hx)
sao ditas separédveis e, em principio, podem ser resolvidas facilmente. Uma manipulacao

formal leva a
dx

h(zx)

i) = [ 85 = [ ottat = a

onde H e G sao primitivas das fungoes indicadas nos integrandos. Como H'(xy) = 1/h(x)
estéa definida e ¢ diferente de zero nos pontos zy onde h(xy) # 0, entdo, pelo Teorema da
Fungao Inversa, a fungdo H(x) é inversivel, pelo menos em um intervalo contendo o ponto
xg. Assim, nesse intervalo, podemos escrever uma solugao x = z(t) como

x(t) = H™H(G(1)).

Uma outra justificativa para esse método ¢é reescrever a integral

[

= g(t)dt,

logo
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através da mudancga de variaveis © = z(t), com dz = 2/(t)dt, e usar a equagao diferencial
2'(t) = g(t)h(z(t)), de modo que

0 que nos leva, também, & equacao integral

1) = [ 85 = [ otta = a

No caso da equagao de decaimento radioativo , para x > 0, esse processo toma a sequinte
forma:

dx dx
E =-Xr & —=-Xdt & hr=-\M+Cy & zx= e_)‘t+co’
x
onde Cj é uma constante de integracao (lembre das integrais indefinidas e das primitivas, no
Calculo I). Considerando uma nova constante Cy = exp(Cp), achamos a solucao geral

z(t) = Cre™M.

Em principio, a constante C; deveria ser positiva, pois é a exponencial de Cy. No caso da
modelagem considerada, isso ¢ o esperado, pois a massa deve ser positiva. No entanto, mate-
maticamente, podemos ter x negativo, de maneira que na integragao considerada, permitindo
x negativo, mas ainda diferente de zero, temos

dx
— =Xt & hjz|l=-M+C) & |z|=e M = Log7A
x

Retirando o modulo, obtemos
=+,
Logo,
= Ce ™,
para qualquer C; nao-nulo (C} = £e“°). A integracao de 1/x acima assume que z # 0. No
caso em que x = 0, temos a solugao trivial z(¢) = 0, definida para todo ¢t € R. Essa solucao

trivial pode ser absorvida na féormula acima, permitindo C; = 0. Assim, a solugao geral é da
forma

x(t) = Cre™,

para qualquer real Cf.
Para ilustrar mais o método, tomemos um outro exemplo:

dx 9
T = 27 cost.
Separando as variaveis, temos
dx
= cost dt.

72
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FIGURA 2.3. Solucoes da equacao 2’ = 2 cost no plano tx.

Integrando os dois lados, o esquerdo em relagao a x e o direito em relagao a t, obtemos
1
—— + (C =sint,
x

onde C' é uma constante de integracao. E claro que poderiamos ter colocado a constante
de integracao no lado direito, o que seria equivalente a trocar C' por —C. Como C é um
parametro real arbitrario, essa escolha, isto é, o sinal em frente & constante, é irrelevante.

Resolvendo para x, obtemos
1

2(t) = C —sint’

Esta é uma expressao para uma familia de solugoes z(t), dependendo do parametro C.
Cada solucao esté definida para sint # C, no caso em que —1 < C' < 1, ou para todo t € R,
quando |C| > 1. Temos, também, a solucao trivial z(t) = 0, t € R, que ¢ onde g(x) = z? se
anula. A solugao geral é, entao (ver figura 2.3),

i) z(t) =0,t €R;

1
i) z(t) = T sy PAre todo t € R, onde C' € R, |C| > 1;

1
iii) z(t) = O amy PR sint # C onde —1 < C < 1.

C—
De modo geral, na separagao de variaveis
dx
—— = g(t)dt

deve-se observar os zeros de h(x), que dao solugoes constantes e que devem ser incorporadas
a formula da soluc¢ao obtida apods a integragao dessa relagao, como no caso C; = 0 da equagao



30 1. INTRODUCAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS

de decaimento radioativo. E devemos nos preocupar com o intervalo de defini¢cao de cada
solugao e com os possiveis valores dos parametros. Entao podemos dividir o processo em
quatro etapas:

(1) Identificar os zeros de h(z), que dao as solugoes estacionarias.

(2) Resolver a equagao por separagao de variaveis para achar as solugdes nao-estacio-
narias.

(3) Identificar claramente os intervalos de definigao de cada solugao.

(4) Determinar os possiveis valores dos parametros da familia de solugoes.

_5-

FIGURA 2.4. Solugoes da equagao 2/ = 2¢(x — 1)? no plano tz.

Vamos terminar essa se¢ao com mais um exemplo:

dx

— = 2t(x — 1)~

5 = dtle—1)

Estd ¢ uma equagao separavel, com g(t) = 2t e h(z) = (z — 1)?. A fungdo h(x) tem apenas
um zero, em r = 1, o que da uma tunica solugao estacionaria, x(t) = 1, definida para todo
t € R. Para x # 1, podemos resolver via separacao de variaveis, fazendo

dx
—_=2dt & - =t’4+C & z=1+ :
(x —1)2 xr—1 C —t?
Portanto, as solugoes nao-estacionarias sao dadas por
1
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definidas em t # +v/C, se C' > 0, e para todo t € R, se C' < 0. Assim, a solucao geral pode
ser escrita como
i) z(t) = 1, para todo t € R;
1
i) z(t) =1+ o _p Para todo t € R, onde C' < 0;
1
iii) z(t) =1+ o _p Para t # ++/C, onde C > 0;
Algumas dessas solugoes estao ilustradas na Figura 2.4.

Exercicios

2.1. Sabendo que a meia-vida do Carbono-14 ¢ de aproximadamente t;/, = 5730 anos e
que para um certo fossil, 11 = 29v/2/2, qual a idade do fossil em consideracao?

2.2. Em um modelo simplificado de queimada, a area A(t) de uma regiao incendiada
cresce proporcionalmente ao seu perimetro e satisfaz (aproximadamente) a equagao
diferencial A’ = MA'/2, para alguma constante de proporcionalidade A > 0. Se em
um instante ¢y temos A(tg) = Ap, determine o intervalo de tempo, em fungao de Ay
e A, necesséario para que a area quadruplique de tamanho.

2.3. Para motivar o modelo do Exercicio 2.2, considerando o caso em que a regiao ¢é
circular, com o raio r crescendo a uma taxa uniforme, i.e. com 7’ constante, mostre
que a taxa de variacao temporal da area A da regiao ¢ de fato proporcional a raiz
quadrada da area.

2.4. Suponha que uma bola seja enchida de gas a uma taxa constante o de volume por
unidade de tempo, de modo que o seu raio satisfaca a equacao

dr «

dt  4mr?’
para algum a > 0.
(a) Se em um instante toy temos r(ty) = 1o > 0, determine o intervalo de tempo,
em funcao de ry e a, necessario para que o raio dobre de comprimento.
(b) Se em dois segundos o raio da bola aumentou de zero para quatro centimetros,
quanto tempo para o raio da bola aumentar de zero para oito centimetros?
2.5. Considere um certo produto cujo prego varia com o tempo t e é dado por P(t).
Dois conceitos importantes em microeconomia sao a demanda Q4 pelo produto e a
oferta @, do produto. Em geral, elas sao fungoes de P e t, ou seja, Qq = Qq(P,t)
e Q, = Q,(P,t). E natural considerar que o preco varie de acordo com a diferenca
entre a demanda e a oferta, ou seja,

dP

— =« — .

Um caso particular ¢ quando a demanda diminui linearmente em funcao do preco,
ou seja, Qg = a — AP e a oferta é constante, (), = b. Nesse caso,

dpP
O =aa—b— AP).
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2.6.

2.7.

2.8.

1. INTRODUCAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS

Vamos assumir a,b, a, A > 0, com a < b. Determine o prego P(t) em fungao do
tempo t € R e ache o valor limite do pre¢co quando ¢ — oc.

O modelo de Solow para o crescimento econdémico é baseado no capital K e na
forca de trabalho J. O produto nacional total ¢ dado por aK'=J% onde o > 0 e
0 < 6 < 1. Uma fracao constante 0 < \ < 1 desse produto é usada para aumentar
o capital, de modo que a variagao do capital ¢ dada pela equacao

W 4

dt
Assume-se que a forga de trabalho cresce exponencialmente conforme J(t) = Jye,
onde Jy, p > 0. Substituindo J(f) na equagao acima, obtemos uma equagao diferen-
cial ordinéria de primeira ordem em K. Ache a solucao geral dessa equagao. Em
seguida, determine a razao capital-trabalho K (t)/J(t) e ache o valor limite dessa
razao quando t — oo.
Qual a solucao particular da equagao do corpo em queda livre, sem resisténcia do
ar, quando o objeto parte do solo com uma velocidade vertical positiva vy? Quanto
tempo leva para o objeto voltar ao solo?
Suponha que um objeto seja langado com velocidade vy a um altura hy > 0 do solo
e em uma diregdo formando um angulo a com o solo, —7/2 < a < 7/2, conforme
ilustrado na figura 2.5. Desprezando a resisténcia do ar, a equagao da distancia

eixo h

eixo x
z = x(t)

F1GURA 2.5. Langamento de um objeto de uma altura inicial hy e com angulo
de inclinacao a.

vertical h = h(t) do solo é h” = —g, onde g é a aceleracao da gravidade, enquanto
que a distancia horizontal © = z(t) do ponto de langamento satisfaz a equagao
2" = 0, pois ndo ha nenhuma forga agindo horizontalmente. As condig¢oes iniciais

sao h(0) = hg > 0, A'(0) = vysina, x(0) = 0 e 2/(0) = vycosa. Resolva essas
equagoes para achar h = h(t) e x = z(t), em funcdo do tempo ¢t > 0. Em seguida,
inverta a relagdo x = x(t) para achar ¢t = t(x) como funcao de = > 0. Use isso para
escrever a altura h = h(x) como fungao da deslocamento horizontal = > 0. Observe
que a trajetoria do objeto (ou seja, a curva h = h(z)) é, de fato, uma parabola.



2. SOLUCOES GERAIS E PARTICULARES E RESOLUCAO DE EQUACOES SEPARAVEIS 33

2.9. Continuando com o problema do exercicio 2.8, suponha agora que as condigoes de
contorno h|,—o = hg e h|l,—1 = hy sejam dadas. Mostre que pode haver infinitas
solugoes (em « e vy) para o problema. Isso reflete o fato de que podemos variar a
velocidade inicial dada por vy e o e alcangar hy em x = 1 em instantes diferentes.

2.10. Na equagao da corda suspensa (sem variagao vertical no calculo da massa) com

(a) (b)

eixo y eixo y

‘ ‘
b b
1 eixo x 1 eixo x

d x‘:Z d x‘zﬁ

FIGURA 2.6. Solugoes y = y(z) da equagao da corda suspensa com condigoes
de contorno y(0) = 0, y(¢) = h > 0 nos casos (a) com “barriga” ¢ (b) sem
“barriga”.

condigoes de contorno y(0) =0 e y(¢) = h > 0, qual a condi¢ao entre a tensao Tp, a
densidade pg, a altura h e a distancia ¢ para que a corda nao forme uma “barriga”,
isto é, para que a posi¢ao vertical y(z) da corda fique sempre entre y =0 e y = h
(c.f. figura 2.6)?

2.11. Resolva as seguintes equagoes pelo método de separagao de variaveis:

(a) 2’ = xsint, (b) 2’ = ta?,

(c) ' = Vtx (em t,z > 0).






CAPITULO 2

Existéncia e Unicidade de Solugoes de Equagoes de Primeira Ordem

1. Existéncia de solucoes e métodos de Euler e de Picard

Obtivemos solucdes explicitas em varios exemplos. Mas serd que sempre ha solucdo? E
possivel que certas equagoes nao possuam solugoes? Como podemos garantir a existéncia de
solucoes em geral? E possivel que existam solucoes além das obtidas por um certo método?

As respostas a essas questoes dependem da regularidade das fungbes envolvidas na equa-
¢ao diferencial, como veremos a seguir.

1.1. Existéncia de solugoes. Vamos considerar a equacao de primeira ordem

dx

Se tomarmos f(t,x) = f(t) descontinua, fica claro que ndo poderemos encontrar x = x(t)
continuamente diferenciavel e satisfazendo a equacao diferencial em um intervalo contendo
o ponto de descontinuidade de f(t). Isso mostra como a regularidade da f pode influenciar
nessas questoes. Também podemos considerar certas fungdes f(t,x) = f(z) que nao depen-
dem de ¢ mas sao descontinuas em z e ainda assim nao obter a existéncia de solu¢oes. Um
exemplo ¢ a fungao

-1, x>0,
1, x < 0.

fx) =

Nao hé solugdo continuamente diferenciavel com a condigao inicial (0) = 0. De fato, em
x =0, temos f(0) = —1, o que causaria o decrescimento da solu¢do. Mas em z < 0, temos
f(z) > 1, contrariando esse decrescimento.

Mas nem sempre descontinuidades em z levam a nao-existéncia de solugoes. A fungao

1, x>0,
fl@) =40, x=0,
-1, z<0.

possui solugoes com qualquer condicao inicial.

E possivel considerar certas equacoes com funcoes descontinuas relaxando a regularidade
da fun¢ao procurada e o sentido no qual a equacao ¢é satisfeita, mas nao vamos partir nessa
direcao. O nosso interesse é em solucoes “suaves”, i.e. continuamente diferenciaveis. Assim,
vamos assumir, no minimo, que f = f(¢,z) seja continua.

35
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Lembremos, ainda, o papel das condigoes iniciais. Vimos nos exemplos que as solugoes
gerais envolvem constantes arbitrarias, gerando familias de solugoes. As solugoes sao curvas
no plano e essas familias cobrem o plano todo (ou, pelo menos, o dominio de definigao da
fungao f = f(t,z), caso este ndo seja o plano todo), havendo, para cada ponto do plano, pelo
menos uma solugao passando por esse ponto. Essa solu¢ao em particular pode ser selecionada
por uma condigao inicial

I(to) = Xy,
indicando o ponto (tg, zo) pelo qual passa uma certa solugdo. Com isso, estudamos o problema
de valor inicial

dx
E = f(t,l’),
.flf(to) = Xy.

No caso da fungao f = f(t,z) ser continua, podemos garantir que, por cada ponto
(to, o) no interior do dominio de defini¢gao da f = f(¢, z), passa pelo menos uma solucao da
equagao diferencial, definida em um certo intervalo de tempo contendo ty. Esse resultado
seré suficiente para nos nas diversas situagoes que encontraremos a seguir. Nao demostramos
esse teorema aqui, mas indicamos abaixo dois métodos para a obtencao de solugoes.

Antes disso, é instrutivo considerar o campo que a cada ponto (¢, z) do plano tx associa o
vetor (1, f(t,z)) e imagina-lo como representando o campo de vetores velocidade-instantanea
de cada elemento infinitesimal de um escoamento de um fluido, ou, mais concretamente,
como representando a correnteza de um rio. A solugao da equagao diferencial é uma fungao
x = z(t) que representa uma curva (¢, x(t)) no plano txr. A equagao diferencial expressa a
condigao de que essa curva seja tangente ao campo de velocidades da correnteza. Podemos
interpretar essa curva como descrevendo a trajetoria de uma bolinha de papel jogada no rio.
A condigao inicial representa, por sua vez, o ponto em que a bolinha toca a superficie do rio.
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FiGura 1.1.  Campo de vetores (1,(t/4 — x)sin(z — t)/6) e solugoes da
equagao dz/dt = (t/4 — x)sin(xz — t)/6, no plano tz, com condi¢oes iniciais
z(0) = —0.4 e 2(0) = 0.4.
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A figura 1.1, por exemplo, mostra o campo de vetores (1, (t/4 —z) sin(z —¢)/6), no plano
tz, e duas solugbes particulares da equagao correspondente dx/dt = (/4 — z) sin(x —t)/6,
uma com a condicao inicial z(0) = —0.4 ¢ a outra com z(0) = 0.4. Cada condigao inicial
seleciona um ponto pelo qual a curva deve passar. Além dessas, ha uma infinidade de curvas
tangentes ao campo em questao, passando por outros pontos do plano.

1.2. Existéncia de solugoes via método de Euler. Conforme descrito acima, o
grafico de uma solu¢ao = = x(t) da equagao diferencial determina uma curva no plano tz
que ¢é tangente, em cada ponto, ao vetor (1, f(¢,x)). Assim, podemos visualizar o campo
de vetores (1, f(t,x)) e tentar achar a solucdo x = x(t) através do seu grafico, procurando
construir uma curva sempre tangente ao campo de vetores. Um método para a obtencao
dessa curva passa por construir uma seqiiéncia de curvas feitas de segmentos de reta tangentes
a0 campo em um numero finito de pontos.

Dada uma condigao inicial (tg, zg), fixamos um intervalo de tempo [to,to +T], T > 0, e
dividimos esse intervalo em n subintervalos, [ty_1,tx], com t, = to + kT/n, k = 1,2,... n.
Construimos uma seqiiéncia " = x"(t) de fungoes tais que o gréfico seja tangente ao campo
em cada instante t; e que sejam lineares em cada intervalo [tx_1, tx]. Isso pode ser construido
recursivamente. A figura 1.2 mostra uma aproximagao pelo método de Euler de uma solugao
da equagao dx/dt = (t/4 — x) sin(x — t) /6.
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FIGURA 1.2. Campo de vetores (1, (t/4—=x) sin(z—1t)/6), solu¢oes da equagao
dz/dt = (t/4—x)sin(z —1t)/6, no plano tz, com condigdes iniciais z(0) = —0.4
e #(0) = 0.4, e, em linha mais grossa, uma aproximacao da solugdo com
z(0) = —0.4 pelo método de Euler.

A reta que passa pelo ponto (tx_1,2"(tx_1)) e cuja inclinagao é f(tx_1,2"(tx_1)) €

=" (th-1) = fth—1, 2" (tr1)) (¢ — th1).

A solucao aproximada coincide com essa reta no intervalo [ty_1,1x], logo o seu valor no
instante ¢, é

2" (ty) = 2" (tg—1) + f(te—1, 2" (tr-1)) At,
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onde
T
At =1t —tp_1 = —.
n

Assumindo f(t,z) continuamente diferenciavel, é possivel mostrar que para T suficien-
temente pequeno, essa seqiiéncia de fungoes =" = x"(t) converge uniformemente para uma
funcao continuamente diferenciavel e satisfazendo a equagao diferencial desejada no intervalo
[to, to + T']. Para isso, primeiro reescrevemos a equagao diferencial na forma integral

t
x(t) = xg +/ f(s,2z(s)) ds.
to
E possivel mostrar que cada solucio aproximada satisfaz

x"(t) = xo + /0 f(s,2"(s)) ds + O(At),

onde O(At) representa um erro da ordem de At, o que implica em dizer que o erro vai pra
zero & medida em que At vai pra zero. Assim, quando n — oo, como At = T'/n — 0, temos
o limite z(t) = lim,,_,, " () satisfazendo a equagao integral. Da equacao integral, obtemos
que a solucao é continuamente diferenciavel e satisfaz a equagao diferencial.

O mesmo método pode ser adaptado para se construir uma solugao no intervalo [to—T', to].

A convergéncia acima ainda pode ser obtida para fungoes f(¢,z) um pouco menos re-
gulares, satisfazendo uma certa continuidade Lipschitz mencionada na proxima secao. Mas
caso a fungao f(t, ) seja apenas continua, entao é necessario aproximar f(t,z) por fungoes
suaves f,(t,z), como polinémios, por exemplo, obter uma solu¢ao z,(t) correspondendo a
cada aproximagao e, em seguida, mostrar que existe uma subseqiiéncia de z"(t) convergindo
para uma solugao z(t) de 2’ = f(t,z), garantindo a existéncia de solugao.

1.3. Existéncia de solugoes via método de Picard. O método de Picard passa por
reescrever a equagcao diferencial com condigao inicial z(¢y) = x¢ na forma integral

x(t) = xg +/t f(s,z(s)) ds.
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Uma seqiiéncia de fungoes continuas é construida recursivamente como

:zo(t) = Xo,

2 (t) = zg —I—/ f(s,2°(s)) ds = ¢ +/ f(s,x0) rds,

23 (t) = xg +/t f(s,2'(s)) ds,

x"(t) = xo —I—/t f(s, 2" 1(s)) ds,

paraty <t <to+T.

A idéia vem de olhar a equagao integral como a equagao para um ponto fixo de uma certa
transformacao. Essa transformagao é entre fungoes. Mais precisamente, para cada funcao
continua y = y(t), podemos considerar a funcao Ty = (T'y)(t) dada por

(Ty)(®) :Io+/t F(s,y(s)) ds.

Assim, a solugao procurada satisfaz x = Tz, ou seja, é ponto fixo da transformacao 7'

Podemos fazer uma analogia com o problema de se achar um ponto fixo de uma transfor-
magao de R em R, digamos ¢ : R — R. Se |d¢(r)/dr| < 6 para algum 0 < 1, entdo podemos
garantir que existe um e somente um ponto fixo z* = ¢(z*). Caso contréario, pode nao haver
nenhum ponto fixo. E um método de se achar o ponto fixo caso a limitagao na derivada
seja satisfeita é através do método de aproximacoes sucessivas, que consiste em escolher um
ponto inicial rq qualquer e construir a seqiiéncia

Assim, ™ — r* quando n — oco.

Assumindo f(¢,x) continuamente diferenciavel, é possivel mostrar que a seqiiéncia de
fungdes 2™ = x™(t) acima também converge uniformemente para uma fungao continua satis-
fazendo a equacao integral acima. Dessa equacao integral, deduz-se que essa fungao continua
é, de fato, continuamente diferenciavel e satisfaz a equagao diferencial desejada. Como no
caso do método de Euler, a convergéncia acima ainda pode ser obtida para fungées f(¢,z)
um pouco menos regulares, satisfazendo a continuidade Lipschitz mencionada na préxima
segao. Caso a fungdo f(t,x) seja apenas continua, entdo o méaximo que se consegue, em
geral, é a constru¢ao de uma sequéncia de solugoes de um problema aproximado (como feito
no método de Euler) e a existéncia de uma subseqiiéncia convergindo para uma solugao da
equagao =’ = f(t,x).
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(a) (b)
z =Y z =Y
2=l L 2=l
~_| ~_| g i
Yy Yy
(c) (d)
2 z=¢(x) 2=y 2 z=y
— z = ¢(x)
Yy Yy

F1GURA 1.3. Tlustragao do problema de ponto fixo: (a) uma fungao com in-
clina¢do menor que 1 em modulo, com um tunico ponto fixo; (b) o método
de aproximagdes sucessivas para chegar no ponto fixo; (¢) uma fun¢ao com
inclinagao podendo ser maior do que um e sem ponto fixo; e (d) uma fungao
com inclinagao podendo ser maior do que um, sem a unicidade dos pontos
fixos.

1.4. Exemplo de aplicagao do método de Picard. Aplicando o método de Picard
a equacao
dx

d_t =z, [E(O) = 2o,

temos

xo(t) = o,

t t
xl(t):a:0+/ 2%(s) ds:x0+/ To ds = o + xot,
0 0

72 (t) = g +/0

t t

t2
(xo + sxo) ds = g <1+t+—)

zt(s) ds:xo—l—/ 5

0

") L
x = —+ =4+ —=.
0 26 n!
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No limite, obtemos a expressao em série da solugao, que ¢ exatamente a exponential:

t t" ‘
l’(t):l’0<1+§+"'+ﬁ+"') = To€ .

2. Unicidade e nao-unicidade em relagao as condicgoes iniciais

No momento, nada garante que para cada condi¢ao inicial (o, o) haja apenas uma
solucao passando por esse ponto. De fato, pode ser que haja mais de uma solucao.

2.1. Exemplo de nao-unicidade. Considere a equagao

dx
7 — 323,
ar "

Essa ¢ uma equacao separavel, cujas solu¢oes podem ser encontradas pelo método de sepa-
ragao de variaveis:

d
ot = 2B =t+C = a(t)=(t+O)
322/3
A constante C' pode ser determinada em funcao das condigoes iniciais: C' = xé/ (- to, logo

w(t) = (xg° + (t — t0))°.

e

2/3

1
4
eixo t

FIGURA 2.1. Solugoes x(t) da equacao =’ = 3z*/?, ilustrando a nao-unicidade

em z = 0.

Em particular, a solu¢ao que passa por z(0) =0 é
x(t) =17
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No entanto, z(t) = 0, t € R, também ¢ solu¢ao. Na verdade, temos infinitas solugoes, pois
podemos “colar” a solugao z(t) = 0, em um intervalo | — oo, t*], com a solugao x(t) = (t—t*)3,
no intervalo restante [t*,co[. Também é possivel “colar” a solu¢ao cubica antes da solucao
nula. Assim, a solucao geral tem a seguinte cara, com dois parametros t, e t*:

(t—t,)3, t<t,
z(t) =10, te <t <t
(t—1t*)3, t*<t, onde —oo <t, <t* < oo.

Veja a figura 2.1. Como se pode observar nesse exemplo, a solugao geral nos casos de nao-
unicidade é mais complicada de se escrever.

2.2. Condigoes suficientes para a unicidade. A unicidade pode ser garantida caso
f = f(t,z) seja mais regular, nao apenas continua. Caso Jf(t,z)/Ox exista e seja continua,

entao .
F(t21) — f(t,a2)] = / %dx

para quaisquer xi, ro reais, onde M é uma limitacdo para a derivada parcial e | - | indica o
valor absoluto (mé6dulo) de um nimero real. Uma funcao satisfazendo essa condigao ¢ dita
Lipschitz continua.

Entao, caso houvesse duas solugoes 1 (t) e x2(t) com as mesmas condigoes iniciais, entao,
da equacao integral, terfamos

|1(2) — 22(1)] S/t |[f(s,21(5)) = f(s,22(s5))] ds < M/t |71(s) — 22(s)] ds.

S M|LE1 - x2|7

Assim,

s {l1(5) = 22(s)} < Mt~ to) muax {foa(s) = 2(s)}:

Em um intervalo suficientemente pequeno tal que M(t — ty) < 1, teriamos necessariamente
que
21 (1) = 2(t),
provando a unicidade.
Nao é necessario que a fun¢ao f(¢,x) seja continuamente diferenciavel, basta que ela
satisfaca a condicao de continuidade Lipschitz na variavel z, ou seja,

|f(tz1) = f(t,220)| < M2y — 32

A menor constante M com essa propriedade é chamada de constante de Lipschitz da funcao.
Um exemplo desse tipo de funcao que nao é continuamente diferenciavel é a fungao

modulo:
z, x>0,
fl@) =zl = {—x, x <0.

E facil verificar que
|f(21) = fa2)| = | |1] — |2a| | < |21 — 22],
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e, portanto, a fungao modulo é Lipschitz continua. Logo, a unicidade também vale para a
equacao diferencial

dx 2|

— =|z|.

dt
A solugao geral dessa equagao pode ser obtida separando o problema em dois, um para z > 0,
com z' = |z| = x, e outro para x < 0, com z’' = |z| = —z. Assim, a solugdo geral dessa

equagao pode ser escrita como

i) z(t) = xoe', Vt € R, para xo > 0;

i) x(t) = xoe™, Vt € R, para ¢ < 0.

A continuidade Lipschitz vale para fungoes continuas cuja derivada parcial em relagao a

x seja continua por partes. Mais precisamente, uma fungdo f(¢,z) definida e continua em
uma regiao R do plano tem sua derivada parcial df/Jx continua por partes em R se a regiao
R puder ser dividida em subregides Ry, ..., R,, com R = R;U...UR,, com Jf/0x definida
e continua no interior de cada regiao Ry, k = 1,...,n, e tal que para qualquer ponto (¢, zo)
em R e qualquer seqiiéncia {(t,,x,)}, convergindo para (to,zo) dentro de uma das regies
(ou seja para um certo k, (t,,x,) € Ry, para todo n € N), o limite

Jim ==

exista. A existéncia desse limite garante que a derivada parcial seja limitada préoxima de
algum ponto de descontinuidade.

A condicao de diferenciabilidade (e até mesmo a de continuidade Lipschitz) para unici-
dade ¢ suficiente mas nao necessaria. Nao entraremos em maiores detalhes nesse aspecto.
Vamos nos contentar com os seguintes resultados:

e Se a derivada parcial 0f(t,z)/0z em relagdo a = da fungao f(¢,z) for continua
em um ponto (o, xy) no interior do dominio de definigdo de f(t,z), entdo em um
intervalo de tempo suficientemente pequeno contendo ¢y, ha uma e somente uma
solugao z(t) da equagao ' = f(t, x) satisfazendo a condigao inicial x(ty) = xo;

e Se a derivada parcial 0f(t,x)/0z em relacao a x for continua por partes em uma
regiao R do plano tz, entao para qualquer ponto (o, o) no interior dessa regiao R,
existe um intervalo de tempo suficientemente pequeno contendo ¢, no qual ha uma
e somente uma solu¢ao z(t) da equacdo ' = f(t¢, r) satisfazendo a condigao inicial
z(to) = wo;

e Se f(t,x) for do tipo (xr — z,)*, com 0 < a < 1, entdo ha mais de uma solugao da
equagao =’ = f(t,x) com a condi¢ao inicial z(t,) = ..

Observe que a segunda condi¢ao engloba a primeira, mas resolvemos separar as duas pois a
primeira é mais simples e sera aplicavel na maioria dos casos em que estamos interessados.
No caso do ponto (¢, zg) nao estar no interior do dominio de definigao da f(t, z), a situacao
¢é mais delicada. Nao nos preocuparemos com esse caso.

2.3. *Unicidade no futuro e no passado. As condi¢oes que acabamos de ver garan-
tem a unicidade tanto no futuro quanto no passado. Mais precisamente, sob as condig¢oes de
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diferenciabilidade de f(t,x) em relagdo a x, podemos garantir que, dada a condigao inicial
T (to) = Ty,

hé& somente uma soluc¢ao = = x(t) da equagao

dx

— = f(t,x

definida em um intervalo |t1, t3] contendo tg, ou seja, t; < to < 3. Isso garante a unicidade
no passado, ou seja, no intervalo |t1, %] e também no futuro, ou seja, no intervalo |to, to].
Em certas situagoes, porém, onde as condigoes para a unicidade falham, pode ainda haver
unicidade em uma das dire¢oes, no passado ou no futuro.

i )

4 3 2 e 1 2 3 2

FIGURA 2.2. Solucdes z(t) das equagdes (a) 2’ = —(3/2)x/?, ilustrando a nao-
unicidade no passado (irreversibilidade) e unicidade no futuro (determinismo),
a partir dos pontos em que z = 0; e (b) 2’ = (3/2)z'/3, ilustrando a unicidade
no passado (reversibilidade) e nao-unicidade no futuro (indeterminismo), a
partir dos pontos em que x = 0.

No exemplo de nao-unicidade 2/ = 322, vimos que a nao-unicidade acontece tanto
no passado quanto no futuro: dada a condigao inicial z(ty) = 0, temos varias solugoes
satisfazendo essa condigdo mas com comportamentos diferentes no futuro e/ou no passado.

Considerando, agora, a equagao

de 3 45

at - 27
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vemos, por separagao de variaveis, que as solugoes tém a forma

+(t, — )32, t<t,,
0, t > t,, onde —oo <t, < 0.

Observe que todas as solugoes eventualmente alcangam a origem =z = 0 e se mantém nesse
ponto a partir de um instante ¢,. Dado um certo valor t, € R, todas as solugoes com ¢, <t
satisfazem a condigao x(ty) = 0. Isso nos da a nao-unicidade no passado. Mas a unicidade
no futuro esté garantida, pois nao tem como uma solugao “escapar” da origem x = 0. Esse
comportamente esta ilustrado na figura 2.2(a).

O tipo de nao-unicidade pode ser deduzido do gréafico da fungao proéximo a um ponto
onde a derivada em relacao a variavel dependente nao esté definida. Em particular, vamos
considerar o caso de uma equagao autonoma

dx
d_t = f(.flf)’

com um zero xg de f,ie. f(xg) =0, e onde f'(z) esta definido para x proximo de xy mas nao
para xp. Vamos assumir, ainda, que o grafico de f(z) proximo a xy tenha uma das formas
ilustradas na figura 2.3. No caso (a), temos, pelo grafico, que f(z) é positiva a direita de
xo e negativa a esquerda. Como 2/ = f(x), isso significa que = é crescente a direita de zg
e decrescente a esquerda. Portanto, as solugoes se afastam de zy. Nesse caso, podemos ter
nao-unicidade no futuro, pois uma solugao pode escapar de xj, mas necessariamente temos
unicidade no passado, pois nenhuma solugao pode se aproximar de zy. Uma solucao que
passe por x, em um instante t; necessariamente sera igual a xy para t < ty.

No caso (b) da figura 2.3, as solugoes se afastam de xy, mas nao podem se aproximar
de xy. Um raciocinio anélogo ao anterior indica que podemos nao ter unicidade no passado,
pois as solugdes podem alcancar xy, mas necessariamente temos unicidade no futura, pois
nenhuma solug¢ao pode escapar de xg.

Finalmente, nos casos (c) e (d) da figura 2.3, podemos nao ter unicidade nem no passado
nem no futuro, pois as solu¢oes podem se aproximar de xy por um lado e escapar por outro.

Em muitos casos fisicos, a unicidade apenas no futuro é natural. Um objeto em repouso,
por exemplo, pode ter chegado nesse estado por diversos caminhos possiveis. Pode ser
impossivel descobrir exatamente a sua trajetéria antes de alcangar o estado de repouso,
sendo esse um sistema irreversivel.

A nao-unicidade no futuro, porém, é menos aceita, indicando um possivel erro na mo-
delagem, ou seja, a equacao obtida pode nao corresponder ao fendémeno modelado. Isso se
baseia na idéia filosofica de determinismo, que afirma que o futuro estd determinado pelas
condigoes atuais, nao podendo haver mais de um futuro possivel. Isso, porém, leva a questoes
filosoficas delicadas.

Uma equagdo que apresenta nao-unicidade apenas no futuro é 2’ = (3/2)z'/3. Verifique.
O comportamento das solugoes dessa equagao esta ilustrado na figura 2.2(b).

Exercicios
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(a) (b)

Yy Yy
v= 1@ v = f@)

/ Ay

(c) (d)

y=f(z)

Zo

o T T

y = f(z)

FI1GURA 2.3. Exemplos de unicidade parcial: (a) unicidade no passado; (b)
unicidade no futura; (c) e (d) nenhuma unicidade garantida.

2.1. Em cada equagao do tipo ' = f (¢, z) abaixo, determine as regides no plano tz onde
a fungao correspondente f(¢,z) esta definida e tem derivada parcial em relacao a x
continua por partes em ¢ e = e, portanto, a unicidade pode ser garantida no interior

da regiao.
a) ' = xsint, ' =Inx"" c) ' =Vtx, r=x—t',
/ int b / 1 1/2 / \/t_ d / t1/3
(e)a' =