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  ' מבחן מועד א– 3שאלה תשובה ל

  :השאלה

  :תזכורת

אם ,  איזומורפיים`G-ו, G-נאמר ש, G`=(V`,E`) -ו, G=(V,E)עבור גרפים פשוטים לא מכוונים 

  :u,v∈Vע ועל המקיימת לכל " חח`f:V→Vקיימת פונקציה 

{u,v}∈E  {f(u),f(v)}∈E`) ." תכונת השכנות("  

  

  : באופן הבא, מעל קבוצת הגרפיםRנגדיר את היחס 

 (G1,G2)∈R  G1 ,G2איזומורפיים זה לזה .  

  . הוא יחס שקילותR-הוכיחו ש

  

  :פתרון

  .סימטרי וטרנזיטיבי,  הוא רפלקסיביRיש להראות שהיחס 

  R∋(G,G)- מתקיים שG=(V,E)ל שלכל גרף "צ: רפלקסיביות

  .  גרף כלשהוGיהי 

  .f(u)=u:  מתקיים u∈Vדקוד ולכל קו, f:V→V: נבחן את פונקצית הזהות על הקודקודים

  .ע ועל"פונקצית הזהות עליה היא חח, ידוע שלכל קבוצה

  )f(u)=u, f(v)=v מתקיים fלפי הגדרת  ( E∋{u,v} זוג קודקודים המקיימים u,v∈Vיהיו 

{f(u),f(v)}∈E  

  .ל.ש.מ.  G- איזומורפי לGולכן ,  השומרת על תכונת השכנותV- לV-ע ועל מ" חחfמצאנו 

  : סימטריות

  .R∋(G2,G1): מתקיים, R∋(G1,G2) המקיימים G1,=(V1,E1), G2=(V2,E2)ל שלכל זוג גרפים "צ

  .R∋(G1,G2) גרפים כלשהם עבורם מתקיים G1,G2יהיו 

  :u,v∈V1ע ועל המקיימת לכל " חחf:V1→V2לפי הגדרת היחס קיימת פונקציה 

{u,v}∈E1  {f(u),f(v)}∈E2.  

  . היא הפיכהf -נובע ש,  הפונקציה היא הפיכה ע ועל"פונקציה היא חח: לפי המשפט

f-1 היא פונקציה הפיכה מ-V2ל -V1 .ע ועל"ל היא חח"לפי המשפט הנ.  

  ":תכונת השכנות" מקיימת את f-1 -נראה ש

  x=f-1(u) ,y=f-1(v)נסמן . E2∋{u,v} כלשהם המקיימים u,v∈V2יהיו 

  , f(f-1(a))=a:  מתקייםa∈V2 לכל -לפי הגדרת פונקציה הופכית

  .f(x)=f(f-1(u))=u ,f(y)= f(f-1(v))=vולכן 

fולכן מכיוון שנתון ש,  מקיימת את תכונת השכנות-{f(x),f(y)}={u,v}∈E2 ,אז מתקיים ש-  

{x,y}={f-1(u),f-1(v)}∈E1 .ל.ש.מ .  
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  .R∋(G2,G1)ולכן .  המקיימת את תכונת השכנותV1- לV2-ע ועל מ"מצאנו פונקציה חח

  :טרנזיטיביות

  .R∋(G1,G3) מתקיים R∋(G2,G3)וגם , R∋(G1,G2) המקיימים G1,G2,G3כל ל של"צ

  .R∋(G2,G3)וגם , R∋(G1,G2) גרפים כלשהם המקיימים G1,G2,G3יהיו 

ע ועל המקיימת את " חחf1:V1→V2 נובע שקיימת פונקציה Rולפי הגדרת , R∋(G1,G2)-מכיוון ש

  .תכונת השכנות

ע ועל המקיימת את " חחf2:V2→V3בע שקיימת פונקציה  נוRולפי הגדרת , R∋(G2,G3)-מכיוון ש

  .תכונת השכנות

אז גם פונקצית ההרכבה , ע ועל" חחf2:V2→V3ע ועל וגם " חחf1:V1→V2נוכיח שאם 

f1°f2:V1→V3לאחר מכן נראה שפונקצית ההרכבה מקיימת את תכונת השכנות. ע ועל" היא חח.  

  . את הרכבתןh-נסמן ב. ע ועל כלשהן"ת חח פונקציוf:A→B, g:B→Cתהיינה ) נוכיח בכלליות(

  .a,b∈A. a≠b → h(a)≠h(b)∀כלומר , ע"חח היא h:A→C -נראה ש

  .f(a)≠f(b) -ע מתקיים ש" היא חחf-ומכיוון ש, מנתון זה.  כלשהם השונים זה מזהa,b∈Aיהיו 

  ,  ושונים זה מזהc=f(a), d=f(b) .c,d∈B: נסמן

  g(f(a))≠g(f(b)))  לפי הסימון ( g(c)≠g(d) -ע מתקיים ש" היא חחg-ולכן מכיוון ש

  .ל.ש.מ. h(a) ≠ h(b)מתקיים ) hלפי הגדרת הרכבת  (

  . c∈C ∃a∈A. h(a) = c∀: כלומר שמתקיים, על היא h -נראה ש

  .g(b)=c המקיים b∈Bעל קיים '  היא פונקg- מכיוון ש.  כלשהוc∈Cיהי 

  .f(a)=b המקיים a∈A קיים bאז עבור ,  היא עלf-מכיוון ש

כלומר , h(a)=g(f(a))=g(b)=c: ל מתקיים"לכן לפי הנ, h(a) = g(f(a)):  מתקייםhלפי הגדרת 

  . המקיים את הנדרשa∈Aמצאנו 

  . מקיימת את תכונת השכנותf3-נראה ש

  . E1∋{u,v} כלשהם המקיימים u,v∈V1יהיו 

   E2∋{f1(u),f1(v)})  מקיימת את תכונת השכנותf1-מכיוון ש(

  .E3∋{f2(f1(u)),f2(f1(v))})  מקיימת את תכונת השכנותf2 -מכיוון ש(

 E3∋{f2(f1(u)),f2(f1(v))} - ומכאן ש, f3(u) = f2(f1(u)), f3(v) = f2(f1(v)):  מתקייםf3לפי הגדרת 

 {f3(u),f3(v)}∈E3 .ל.ש.מ.  
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