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  )נקודות 25 (1שאלה 
  

 ,מהו המספר הקטן ביותר של צלעות שצריך להוריד מגרף פשוט  )' נק13(. א
  ? צביע2ה  כדי שהגרף יהי, קודקודיםnעם   מלא, לא מכוון

אם יש בגרף : או הפרךהוכח ). סופי( גרף פשוט לא מכוון Gיהי   )' נק12 (.ב
דרגת כל שאר הקודקודים  (2לכל היותר קודקוד אחד שדרגתו קטנה מ 

  . אז יש בגרף מעגל) 2בגרף היא לפחות 
  
  

  :פיתרון
  

     .א
  
  
  
  
  
  
ר הצלעות המקסימאלי בגרף דוצ פמס

21 , VVK ם מתקייזהו גרף דוצ מלא בותקבל כאשר מ:  
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 נקבל )צדדיות ושל צביעה-דו של ותנובע ישירות מההגדר(הוא דוצ  צביע אםם 2מאחר שגרף הוא 

)נה שהתשובה הסופית הי )
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  :הוכחה .ב
  

ונתחיל ממנו טיול ודקוד כלשהו  ק אזי נבחר באופן שרירותי2 -אם דרגת כל הקודקודים גדולה או שווה ל
 1ואין בו קודקודים בעלי דרגה , מאחר שהגרף סופי . בגרף באופן שאיננו חוזרים על הצלע ממנה באנו

  . בגרף יש מעגל> ---.  ביקרנו כברנגיע בסופו של דבר לקודקוד בו
   
  

 אזי קודקוד זה הוא ברכיב קשירות מנוון  היא אפסגתודרו , 2וד אחד שדרגתו קטנה מ קודקבדיוק אם יש 
נבחר את אחד הקודקודים האחרים בגרף ונתחיל ממנו טיול כמתואר ).  רכיב בו יש קודקוד אחד בלבד(

  . לעיל
  

הקודקוד שממנו אז נבחר אותו להיות  , 1ודרגתו היא  , 2קטנה מ אם יש בדיוק קודקוד אחד שדרגתו 
  . מתחילים טיול כמתואר לעיל

  

מספר הצלעות 
 2המקסימאלי בגרף 

  קודקודיםnבו צביע 

מספר הצלעות בגרף 
 nעל המלא 

-  קודקודים
המספר הקטן ביותר של צלעות 

עם  מלא גרףמשצריך להוריד 
n 2 קודקודים כדי שהגרף יהיה 

 =   צביע
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  ל.ש.מ
  

אם אין ביער צלעות בכלל אזי יש   .אזי הגרף הינו יער. אין מעגליםבשלילה שנניח   :ת אלטרנטיביהוכחה
מאחר שבכל עץ יש לפחות . יש ביער עץ, אחרת.   לנתון סתירה–לפחות שני קודקודים שדרגתם אפס 

  .סתירה לנתון. 1 בעלי דרגה םדקודיקויש בעץ שני , ) הוכחנו התירגול(שני עלים 
  
  
  ל.ש.מ
  

  ) נקודות25 (2שאלה 
  

 קשיר ,  לא מכוון, בגרף פשוט של צלעותיהמינימאל המספר מה  )' נק13(  .א
   .2שאורך המסלול הארוך ביותר בו הוא  , קודקודיםnעם 

 ירגולאר-dו, לא מכוון,  גרף דו צדדי פשוטG=(V1,V2,E)  יהי )' נק12(. ב
)d>0( .יש ב : או הפרךהוכח Gם זיווג מושל.  

  

  :פיתרון
  
  .א
  

 n-1 ובו 2 קודקודים אשר אורך המסלול הארוך ביותר בו הוא nקשיר עם , לא מכוון, קיים גרף פשוט
  :צלעות

  

  
  
  

  . צלעות מאחר שאז הגרף לא קשירn-1לא קיים גרף כזה עם פחות מ 
  

   .n-1 הינו ל"כנ בגרף יהמינימאלמספר הצלעות , לכן
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  .ב
  

   :1הוכחה
  

)  היא קבוצה של קודקודים אזיSאם : סימון )SΓ הקודקודים השכנים לקודקודי הקבוצה  קבוצת היאS .    
  

1VS תהי SdF רגולרי ולכן – dהגרף  . S -הצלעות החלות ב קבוצת כל Fותהי  ⊇  Hתהי  . =⋅

) -כל הקשתות החלות בקבוצת  )SΓ . הגרף שוב מכיוון שd – רגולרי אז ( )SdH Γ⋅= .  אולם

HF ) -חלה גם ב , Sכי כל צלע שחלה בקודקוד של  , ⊇ )SΓ . לכן וHF , לכן . ≥

( )SdSd Γ⋅≤⋅ ומכאן ( )SS Γ≤ 1 לכל קבוצהVS  בגרף יש Hallפ משפט החתונה של "ע. ⊇
  .זיווג מושלם

  
  
  

  ) נקודות25 (3שאלה 
   
 את הושיב ל ישכמה אפשרויות.  בניםn בנות וmבכיתה  )' נק01(  .א

 ?כל הבנות יושבות ברציפותהתלמידים בשורה כך ש
 
 תלמידים אחרים 12כל תלמיד שולח מכתב ל.  תלמידים24בכיתה  )'נק 51(  .ב

 . הוכח שיש שני תלמידים בכיתה ששלחו זה לזה מכתב)בכיתה(
  

  :פיתרון
  
  .א

)ישנן  .  עצמים בדידיםn+1 בנים וגוש של בנות כלומרnיהיה לנו  )!1+nאפשרויות לסדרם בשורה  .
 :לפיכך התשובה היא. רויות לסידורים הפנימיים של הבנות אפשm!ה יש  עבור כל אחת מאפשרויות אל

( ) !!1 mn ⋅+  
  
  .ב

2312 בכיתה ישנם --
2
24

×=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
  ).קבוצות בנות שני תלמידים( צמדים של תלמידים 

  .  מכתבים×2412כ נשלחו "בסה --
  

 צמדי תלמידים אזי לפחות צמד ×2312 מכתבים ל ×2412אם מחלקים  ,םניובך הילפי עקרון שו
 משמעות הדבר היא שיש בכיתה לפחות שני תלמידים ששלחו מכתב . תלמידים אחד יקבל שני מכתבים

  . זה לזה
  

                                                 
   .5.4פרק , ראה פיתרון בלינאל פרנס 1
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  ) נקודות25 (4שאלה 
  
 םכדורים אדומים זהים וכדורישל מוגבל  לרשותך מספר בלתי  )' נק13(  .א

, מתוך הכדורים n ,בכמה אופנים שונים ניתן לסדר בשורה .כחולים זהים
  ?כחולים זוגיהכאשר  מספר הכדורים 

כדורים ,  של כדורים אדומים זהים מוגבלמספר בלתי  לרשותך)' נק12(  .ב
כמה אפשרויות .  זהיםלבניםכדורים , כדורים שחורים זהים, כחולים זהים

 1שממוספרים , על קודקודים של ריבוע מתוכם כדורים4 שונות יש לסדר
  ?צבעה ואותמ צלע בין שני כדורים כך שאין ,4עד 

  

  :פיתרון
  
  .א

12 - ב כדורים בשורהn-1מסדרים  −nישנה אפשרות אחת בלבד לסידור הכדור האחרון. אפשרויות  :  
  .של כדורים כחוליםזוגי -אי הכדורים הראשונים היה מספר n-1אם מבין  כחול להיותכדור זה חייב  --
  . של כדורים כחוליםזוגי הכדורים הראשונים היה מספר n-1 כדור זה חייב להיות אדום אם מבין --

11  : לכן מספר האופנים הינו 212 −− =⋅ nn  
  
  
  
  
  .ב
  

את למקרים נחלק , לפיכך. שלושה או ארבעה צבעים, יםניתן לצבוע את קודקודי הריבוע עם שני
  :אפשרויות הצביעה באופן הבא

  
מתויגים שקול לסידור  קודקודים 4 צבעים על 4סידור  :כל ארבעת הצבעים משתתפים בצביעה 

4!24 ןישנ כןל.  עצמים בדידים בשורה4   .בהן יש שימוש בכל ארבעת  הצבעים אפשרויות =
 שני זוגות של קודקודים אשר אינם סמוכים זה ם בריבוע ישנ :ה צבעים משתתפים בצביעהשלוש 

 ,צבוע באותו צבעהאלה  זוגותהיהיה אחד מכאשר צובעים את הריבוע בשלושה צבעים . לזה
.  אפשרויות לבחירת הזוג שיצבע באותו צבע2ישנן  . הזוג האחר צבוע בשני צבעים שוניםכאשר

⎟⎟ ישנן 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3
4

⎟⎟א מהן ישנן "עבור כ. לבחירת שלושת הצבעים שישתתפו בצביעה אפשרויות 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
3

 

 אפשרויות לצביעת 2א מהן יש "עבור כ. עם הצבע הזההלבחירת הצבע בו יצבע הזוג אפשרויות 

482 יש   לפיכך . הזוג אשר אינו צבוע באותו צבע
1
3

3
4

2 =⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 .מקרה זהת ב אפשרויו ⋅

בריבוע ישנן שני זוגות של קודקודים אשר אינם ,  כאמור :שני צבעים משתתפים בצביעה 

⎟⎟שנן  צבעים ישניכאשר צובעים את הריבוע ב. סמוכים זה לזה
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
4

 לבחירת שני  אפשרויות

. קודקודיםא מהן יש שתי אפשרויות לצביעת שני זוגות ה"הצבעים שישתתפו בצביעה ועבור כ

122 ישנן  לכן
2
4

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
  .במקרה זה אפשרויות 
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84124824 :סכוםה זרות זו לזו לכן מספר האפשרויות הוא לעיילאפשרויות ה =++  
  
  

  :הוכחה אלטרנטיבת 

  
  

  : זריםמיקרים הצביעה לשתי ויותנחלק את אפשר
  

⎟⎟ זה יהיו לנו במקרה .עבועים באותו צב צ4- ו2קודקודים  )1
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
4

צבע של האפשרויות לבחירת 

⎟⎟ א מהן יהיו לנו"בור כע.  1קודקוד 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
3

 . 4 - ו2שרויות לבחירת הצבע בו יצבעו קודקודים אפ 

⎟⎟עבור כל אחת מהן יהיו לנו 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
3

 הצבעים מארבעתא " בכלהשתמשניתן ( 3 לצבעית קודקוד מס 

 ). 4- ו2פרט לצבע בו צבענו את קודקודים 
  

36 זה יהיו לנו במקרהלכן 
1
3

1
3

1
4

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
  . אפשרויות

  
 )עם חשיבות לסדר (צריך לבחור  במקרה זה . אינם צבועים באותו הצבע4- ו2קודקודים  )2

4822קרה זה יהיו לנו לכן במ . 4- ו2 קודקודיםשישמשו לצביעת שני צבעים 
2
3

4 =⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅ 

  .אפשרויות
   
  

844836: כ הינו"הצביעה בסהמאחר ששני מיקרים אלה זרים נקבל שמספר אפשרויות  =+.   
  
  
  
  
  

  ) נקודות25( 5שאלה 
  

  .A|≥2| קבוצה כך ש Aתהי 
  f:A×P(A)→P(P(A)):      פונקציהfתהי 

4 

1 2 

3 
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    f(x,Y)={ B⊆Y | x∈B}שמוגדרת באופן הבא  
) x איבר ב A , Y תת קבוצה של A(.  

  :הוכח או הבא דוגמה נגדית
  
 .ע" חחf )' נק7(  .א
 
  . עלf )' נק6(  .ב
 
 .)A הן תת קבוצות של C,x(f∪)B,x(f)= C∪B,x(f)  C,B(  )' נק6(  .ג
  
 ).A הן תת קבוצות של C,x(f∩)B,x(f)= C∩B,x(f)  C,B(  )' נק6(  .ד
  

  :פיתרון
  
  
  .א
fדוגמה. ע" אינה חח:  
  

}: נגדיר  }2,1=A . לכן :( ) { } { } { }{ }2,1,2,1,φ=AP  
( ) ( )φφ ,2,1 ) אבל ≠ )( ) ( )( ) φφφ == ,2,1 ff  

  
  .ב
  
fה על אינ .  

י "אף איבר בתחום שמועבר אליהם עישנם איברים בטווח אשר אין , בדוגמה של הסעיף הקודם
}: אף איבר בתחום לא מועבר ל:  לדוגמה . הפונקציה } { } { }{ }2,1,2,1,φ    

  
  
   .ג

  : י דוגמה נגדית"הפרכה ע
}: הקודמיםנשתמש באותה דוגמה של הסעיפים  }2,1=A  

}עבור  } { }2;1;1 === CBxנקבל ש :  
-- { } { }( ) { } { }{ }2,1,121,1 =∪f  
-- { }( ) { }( ) { }{ } { }{ }112,11,1 == φ∪∪ ff  
  :לכן

{ } { }( ) { }( ) { }( )2,11,121,1 fff ∪∪ ≠  
  
  
  :הוכחה. הטענה נכונה .ד

( ) { } { }
{ } { } ( ) ( )CxfBxfQxCQQxBQ

QxCQBQQxCBQCBxf

,,

,

∩∩

∩∩

=∈⊆∈⊆=

∈⊆∧⊆=∈⊆=
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