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  )נקודות 25 (1שאלה 
  

 . זהים כדורים כחולים10 כדורים אדומים זהים ו10 לרשותך )'נק 7(  .א
  ? הכדורים בשורה20 מבין 10כמה אפשרויות יש לסדר 

 10 כדורים כחולים זהים ו10,  כדורים אדומים זהים10לרשותך  )' נק7(  .ב
 הכדורים 30 מבין 10כמה אפשרויות יש לסדר .כדורים צהובים זהים

  ?בשורה  כאשר כל צבע של כדור מופיע לפחות פעם אחת
 . זהים כדורים כחולים10 כדורים אדומים זהים ו10לרשותך  )' נק6(  .ג

  ?)אין חשיבות לסדר(  הכדורים20 מתוך 10כמה אפשרויות יש לבחור 
 10 ו זהים כדורים כחולים10 , כדורים אדומים זהים10לרשותך  )' נק5(  .ד

 הכדורים 30 מתוך 10כמה אפשרויות יש לבחור .כדורים צהובים זהים
  ?)אין חשיבות לסדר(

   
  
  
  
  

  ) נקודות25 (2שאלה 
  

  :נתון הגרף
  

  
 .שימו לב כל החצים הם משמאל לימין

  ?b לa כמה מסלולים שונים יש בין )' נק11(  .א
 ?b לa כמה מסלולים שונים יש בין )y,x( קשת אם נמחק את ה)' נק8(  .ב
 כמה מסלולים שונים יש בין )y,x(,)x,w(אם נמחק את הקשתות ) ' נק6(  .ג

aל b?

x

a b 

w zy
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  ) נקודות25 (3שאלה 

   
הוכח הפרך .  גרף דו צדדי פשוט לא מכווןE,2V,1V=(G( יהי )' נק13(  .א

  .אם יש בגרף מעגל המילטוני אז מספר הקודקודים בגרף הוא זוגי
 זוגי או m זוגי או n אם  מעגל המילטוניm,nGשבגרף שריג כח וה) ' נק6(  .ב

 . זוגייםm וגם nגם 
 . אי זוגייםn,m   אין מעגל המילטוני אםm,nG הוכח שבגרף שריג )' נק6(  .ג

 
 הוא מספר -m. כפי שמופיע באיור הבאגרף שריג הוא גרף פשוט לא מכוון 

באיור ( ים לגובה  הקודקוד הוא מספר-n. ) m=9באיור (הקודקודים לאורך 
n=6.(   

  
  

m=9 

n=6
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  ) נקודות25 (4שאלה 

  
 6 - קודקודים ו10 פונקציה מאוסף הגרפים הלא מכוונים הפשוטים בעלי fתהי 

  : צלעות לטבעיים שמוגדרת באופן הבא
  =f(G)  עם מעגל המילטוני כדי לקבל גרף G שצריך להוסיף לימספר הצלעות המינימאל 
  

  : הגרף הבאGהי י: דוגמא

  
 לכן שמכיל מעגל המילטוני נקבל גרף  )כמו באיור הבא( צלעות 5אזי על ידי הוספת 

f(G)=5 )כמובן שצריך להוכיח שאי אפשר בפחות( .  

  
  .f קבוצת כל התמונות של הפונקציה M  תהי

 M={x | f(G)=x   צלעות כך ש6 - קודקודים ו10 בעל Gון קיים גרף לא מכו{
 
  .  והבא דוגמא נמק? M בקטן מהו המספר הכי )' נק13. (א
  .  והסברהבא דוגמא  8 הוא M בגדולהמספר הכי  ) ' נק12(. ב

  צלעות7צריך להוסיף  שא עבור דוגמאזי,  צלעות8  בהאם לא מצאת דוגמא שצריך להוסיף
  . נקודות6 ויינתנ
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  ) נקודות25( 5שאלה 
  

  הוכח או הפרך . A=}5,4,3,21,{ תהי )' נק31(  .א
  .A מעל הוא יחס שקילות  R={(x,y)| (x+y)mod 8 ≤6}היחס 

  
  .mod 8=1(4+5) למשל 8 היא חיבור מודולו mod 8(x+y)הכוונה ב : הערה

 nR   זוגיטבעי n אזי לכל סימטרי הוא Rאם יחס ,  או הפרךהוכח  )' נק6(  .ב
    יחס 

  .             רפלקסיבי
  אי זוגי טבעי n אזי לכל מטרייס הוא R אם יחס ,או הפרך הוכח  )' נק6(  .ג

  .מטרייס יחס  Rnגם 
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  ) נקודות25 (1שאלה 
  
  

  :פיתרון
  

     .א
  
  
  
  
  
  

מספר הצלעות המקסימאלי בגרף דוצ 
21 , VVKמתקיים מתקבל כאשר זהו גרף דוצ מלא בו :  

  ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡=
21
nV  ,  ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢=
22
nV)  מכאן מקבלים מיידית שבגרף זה ) . כ.ה.ב⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡⋅⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢=

22
nnE  

  
נקבל ) צדדיות ושל צביעה-נובע ישירות מההגדרות של דו( צביע אםם הוא דוצ 2מאחר שגרף הוא 

)שהתשובה הסופית הינה  )
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡⋅⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢−

−⋅
222

1 nnnn.   

  
  
  
  
  :הוכחה .ב
  

 אזי נבחר באופן שרירותי קודקוד כלשהו ונתחיל ממנו טיול 2 -אם דרגת כל הקודקודים גדולה או שווה ל
 1ואין בו קודקודים בעלי דרגה , מאחר שהגרף סופי . בגרף באופן שאיננו חוזרים על הצלע ממנה באנו

  . גלבגרף יש מע> ---. נגיע בסופו של דבר לקודקוד בו ביקרנו כבר
   
  

ודרגתו היא אפס אזי קודקוד זה הוא ברכיב קשירות מנוון  , 2אם יש בדיוק קודקוד אחד שדרגתו קטנה מ 
נבחר את אחד הקודקודים האחרים בגרף ונתחיל ממנו טיול כמתואר ).  רכיב בו יש קודקוד אחד בלבד(

  . לעיל
  

 נבחר אותו להיות הקודקוד שממנו אז , 1ודרגתו היא  , 2אם יש בדיוק קודקוד אחד שדרגתו קטנה מ 
  . מתחילים טיול כמתואר לעיל

  
  ל.ש.מ
  

אם אין ביער צלעות בכלל אזי יש  . אזי הגרף הינו יער. אין מעגליםבשלילה שנניח   :ת אלטרנטיביהוכחה
מאחר שבכל עץ יש לפחות . יש ביער עץ, אחרת.   סתירה לנתון–לפחות שני קודקודים שדרגתם אפס 

  .סתירה לנתון. 1 בעלי דרגה םיש בעץ שני קודקודי, ) הוכחנו התירגול(שני עלים 
  
  
  ל.ש.מ

מספר הצלעות 
 2המקסימאלי בגרף 

  קודקודיםnצביע בו 

מספר הצלעות בגרף 
 nהמלא על 
-  קודקודים

המספר הקטן ביותר של צלעות 
עם שצריך להוריד מגרף מלא 

n 2 קודקודים כדי שהגרף יהיה 
 =   צביע
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  ) נקודות25 (2שאלה 
  

  :פיתרון
  
  .א
  

 n-1 ובו 2 קודקודים אשר אורך המסלול הארוך ביותר בו הוא nקשיר עם , לא מכוון, קיים גרף פשוט
  :צלעות

  

  
  
  

  . צלעות מאחר שאז הגרף לא קשירn-1 לא קיים גרף כזה עם פחות מ
  

   .n-1 הינו ל"כנ בגרף ימספר הצלעות המינימאל, לכן
  
  .ב
  

   :1הוכחה
  

) היא קבוצה של קודקודים אזי Sאם : סימון )SΓ היא קבוצת הקודקודים השכנים לקודקודי הקבוצה S  .   
  

1VSתהי  SdF רגולרי ולכן – dהגרף  . S -לעות החלות ב קבוצת כל הצF ותהי ⊇  Hתהי  . =⋅

) -קבוצת כל הקשתות החלות ב )SΓ .  שוב מכיוון שהגרףd – רגולרי אז ( )SdH Γ⋅= .  אולם

HF ) -חלה גם ב , Sכי כל צלע שחלה בקודקוד של  , ⊇ )SΓ .  ולכןHF , לכן . ≥

( )SdSd Γ⋅≤⋅ ומכאן ( )SS Γ≤ 1 לכל קבוצהVS  יש בגרף Hallפ משפט החתונה של "ע. ⊇
  .זיווג מושלם

  
  ) נקודות25 (3שאלה 

  

  :פיתרון
  
  .א

)ישנן .  עצמים בדידים n+1מר בנים וגוש של בנות כלוnיהיה לנו  )!1+nאפשרויות לסדרם בשורה  .
 :לפיכך התשובה היא.  אפשרויות לסידורים הפנימיים של הבנותm!עבור כל אחת מאפשרויות אלה יש  

( ) !!1 mn ⋅+  
  

                                                 
   .5.4פרק , ראה פיתרון בלינאל פרנס 1
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  .ב

2312 בכיתה ישנם --
2
24

×=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
  ).קבוצות בנות שני תלמידים(תלמידים  צמדים של 

  .  מכתבים×2412כ נשלחו " בסה--
  

 צמדי תלמידים אזי לפחות צמד ×2312 מכתבים ל ×2412אם מחלקים , לפי עקרון שובך היונים
 לפחות שני תלמידים ששלחו מכתב משמעות הדבר היא שיש בכיתה.  תלמידים אחד יקבל שני מכתבים

  . זה לזה
  

  ) נקודות25 (4שאלה 
  

  :פיתרון
  
  .א

12 - כדורים בשורה בn-1מסדרים  −nישנה אפשרות אחת בלבד לסידור הכדור האחרון.  אפשרויות :  
  .ים כחוליםשל כדורזוגי -אי הכדורים הראשונים היה מספר n-1 כדור זה חייב להיות כחול אם מבין --
  . של כדורים כחוליםזוגי הכדורים הראשונים היה מספר n-1 כדור זה חייב להיות אדום אם מבין --

11:   לכן מספר האופנים הינו 212 −− =⋅ nn  
  
  
  
  
  .ב
  

נחלק למקרים את , לפיכך. שלושה או ארבעה צבעים, ניתן לצבוע את קודקודי הריבוע עם שניים
  :אופן הבאאפשרויות הצביעה ב

  
 קודקודים מתויגים שקול לסידור 4 צבעים על 4 סידור :כל ארבעת הצבעים משתתפים בצביעה 

4!24לכן ישנן .  עצמים בדידים בשורה4   . אפשרויות בהן יש שימוש בכל ארבעת  הצבעים=
נם סמוכים זה   בריבוע ישנם שני זוגות של קודקודים אשר אי:שלושה צבעים משתתפים בצביעה 

, כאשר צובעים את הריבוע בשלושה צבעים יהיה אחד מהזוגות האלה צבוע באותו צבע. לזה
.  אפשרויות לבחירת הזוג שיצבע באותו צבע2ישנן .כאשר הזוג האחר צבוע בשני צבעים שונים 

⎟⎟ ישנן 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3
4

⎟⎟א מהן ישנן "עבור כ.  אפשרויות לבחירת שלושת הצבעים שישתתפו בצביעה
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
3

 

 אפשרויות לצביעת 2א מהן יש "עבור כ. אפשרויות לבחירת הצבע בו יצבע הזוג עם הצבע הזהה

482לפיכך יש  .   הזוג אשר אינו צבוע באותו צבע
1
3

3
4

2 =⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 . אפשרויות במקרה זה ⋅

ות של קודקודים אשר אינם בריבוע ישנן שני זוג,   כאמור:שני צבעים משתתפים בצביעה 

⎟⎟כאשר צובעים את הריבוע בשני צבעים ישנן . סמוכים זה לזה
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
4

 אפשרויות לבחירת שני 

. א מהן יש שתי אפשרויות לצביעת שני זוגות הקודקודים"הצבעים שישתתפו בצביעה ועבור כ

122לכן  ישנן 
2
4

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
  . אפשרויות במקרה זה
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84124824: אפשרויות לעייל זרות זו לזו לכן מספר האפשרויות הוא הסכוםה =++  
  
  

  :הוכחה אלטרנטיבת 

  
  

  :נחלק את אפשרויות הצביעה לשתי מיקרים זרים
  

⎟⎟ במקרה זה יהיו לנו . צבועים באותו צבע4- ו2קודקודים  )1
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
4

ת לבחירת הצבע של אפשרויו

⎟⎟א מהן יהיו לנו "עבור כ . 1קודקוד 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
3

 . 4 - ו2אפשרויות לבחירת הצבע בו יצבעו קודקודים  

⎟⎟עבור כל אחת מהן יהיו לנו 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
3

א מארבעת הצבעים "ניתן להשתמש בכ (3 לצבעית קודקוד מס 

 ). 4- ו2פרט לצבע בו צבענו את קודקודים 
  

36לכן במקרה זה יהיו לנו 
1
3

1
3

1
4

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
  . אפשרויות

  
) עם חשיבות לסדר(  במקרה זה צריך לבחור . אינם צבועים באותו הצבע4- ו2קודקודים  )2

4822לכן במקרה זה יהיו לנו  . 4- ו2שני צבעים שישמשו לצביעת קודקודים 
2
3

4 =⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅ 

  .אפשרויות
   
  

844836: כ הינו"רים אלה זרים נקבל שמספר אפשרויות הצביעה בסהמאחר ששני מיק =+.   
  

4 

1 2 

3 
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  ) נקודות25( 5שאלה 
  

  :פיתרון
  
  
  .א
fדוגמה. ע" אינה חח:  
  

}: נגדיר  }2,1=A . לכן :( ) { } { } { }{ }2,1,2,1,φ=AP  
( ) ( )φφ ,2,1 ) אבל ≠ )( ) ( )( ) φφφ == ,2,1 ff  

  
  .ב
  
f ה עלאינ .  

י "ישנם איברים בטווח אשר אין אף איבר בתחום שמועבר אליהם ע, בדוגמה של הסעיף הקודם
}: אף איבר בתחום לא מועבר ל:  לדוגמה . הפונקציה } { } { }{ }2,1,2,1,φ    
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  : י דוגמה נגדית"הפרכה ע
}: נשתמש באותה דוגמה של הסעיפים הקודמים }2,1=A  

}ור עב } { }2;1;1 === CBxנקבל ש :  
-- { } { }( ) { } { }{ }2,1,121,1 =∪f  
-- { }( ) { }( ) { }{ } { }{ }112,11,1 == φ∪∪ ff  
  :לכן

{ } { }( ) { }( ) { }( )2,11,121,1 fff ∪∪ ≠  
  
  
  :הוכחה.  הטענה נכונה.ד
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