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Informaciolemeélet alapjai

1. Kommunikacio
1. Informacids rendszerek vilaga
2. Véletlen jelenségekre épit

2. Shannon féle entropia
1. JovOre vonatkozik
3. Kolmogorov entroépia
1. Szamitaselméletre épul, multra vonatkozik.

Kommunikacio lényege emberi elmék (tudatok)
kolcsdnhatasa.
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Shannon hirkozlési modellje

INFORMATION

SOURCE ~ TRANSMITTER RECEIVER  DESTINATION
al > _J"Recewven |
SIGNAL ECEIVE
ME SSAGE ME SSAGE
NOISE
SOURCE
Fig. 1—Schematic diagram of a general communication system.,
informaciofor | ado csatorna |vevd rendeltet
ras , .
ési hely
zajforras Cimzett
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Shannon hirkozlési modellje

A hirkodzlés soran egy Uzenetet juttatunk el egy tér- és

idGbeli pgntbol egy masikba.
forrds/ado —»K0dolol 5y lesatormnal Yy

ado
Za] T

Dekodolof . .
. —lvevo/nyeld
vevo /ny

) mintavetelezés
renyleges o kvantdlds | —
forras a | forraskédolds | p
Lehet A forrds jelét diszkrét
folytonos jel jellé ol,oki’rja at és
tomoriti
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Shanon kommunikaciés modellje (B,

W. Weaver : A kommunikacioé feldleli
mindazokat az eljarasokat, amelyekkel az
egyik emberi elme a masikra hatni képes

forrds/adé kodolé csatorna dekddold Cimzett
b vevé/nyeld
C y Z

(Tudat) p=——>» AdO > - \evd ~—>» (Tudat)
Kivdlasztds Uzenet Jel Jel Uzenet
{ : DekédOléS ’

Kédolds A*V,'Tel, Eszlelés

terjedés
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Szintek

1. Mennyiségi szint:
1. Mennyire vihet at rekonstrualhatdan a

kibocsatott Gizenet az adott csatornan
(mennyiségi jellemzbk, és csatorna kapacitas).

2. Megeértési szint (jelentés, szemantika).

3. Hatékonysagi szint (a kivant hatas elérése,
,hatasossag, eredményesség;
effectivity/efficacy”; szemiotika, pragmatika).

2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 8



Kommunikacio

Valés
kornyezet

Valos
kornyezet

Eszlelés

modellje

Forras Csatorna

/

Véltozas a
valé vilagban

Felismerheto
legyen

2017.02.19.

Valamit észlellink a valds
kornyezetben; kapcsolatba kerul a
tudatunkkal; Gzenet kibocsatas
torténik;valtozast valt ki a valos
vilagban; észleli a cimzett;
kapcsolatba kerul a tudattal.

A terjedés id6ben torténik ->
torzulasok lehetnek.

A kommunikacid
mUkodbképességének alapvetd
feltétele, hogy kulonb6z6
uzenetekhez olyan kilonb6z6
valtozas legyen létrehozhat6 a valos
vilagban, hogy az észlel§ is
kilonbozbnek ismerhesse fel.

Hatékonysag: emlékek megbrzédése.
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Torténeti allomasok

e Beszéd kialakulasa
— Hangképzés, megfelelS finomsdagu, hallds, tudat/agy, gesztikuldlas, testbeszéd
— Hanghullam terjedése
— A koz6s ismeretek egy része van mindenkinél, csak él6 tudatban létezik
— Egy részét elérhetdvé tessziik masok szamara.
e Feljegyzés —iras, rajz, kép
— [rds megmarad, tartdssag [jov6 szamara tudattdl fiiggetlenil megdérzédik]

— Nyomtatas (kénnyU sokszorositas)
o Kozépkor, kddexek
e |[rattar, levéltar
e Konyvtar, szolgdltatas
e RoOgzitett lizenetek azonos formaban
e TObbszordsen, elérhetévé valik
o KOzOs ismeretetek,
e Burokracia
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Az informacioelmeélet kezdetei

e Allatvilagrol

* Emberi informaciocsere fontosabb [épései
— kozvetlen informaciocsere
— tavoli személyek kozti informaciocsere

— Geépek kozvetitésével vald hirkozlés
— gépek altal generalt adatforgalom

* Az informacioelmélet kezdetei, Hartley,
Shannon

* Az informacioelmélet a gyakorlatban
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Jelek

Radiofrekvencias mdisorszoras -> hirkozlés

Telefon ->adatatvitel, tavkozlés (telematika)

Fénykép-> digitalis mlszerek

irégép

Szamitogep -> adattarolas, adatelérés, szamitasok
(érzékszervek jelentfsége csokken)

K6zOs észlelés: nem szukséges, hogy egy idGben
torténjen mindenkinél.
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Zajos csatornak
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Shannon hirkozlési modellje [ B,

A hirkozlés soran egy Uzenetet juttatunk el egy tér- és
idobeli pontbdl egy masikba.

b k&dold)] € Y T vevd/

forrds  —> add ‘_)CSGTomo‘_)dekédolé‘_) nyelo

Csatornakédolas avagy hibajavitd
koddolds:

lehetdvé teszi a zajos csatorndn
vald biztonsagos(abb)
Uzenetdtvitelt, a keletkezd hibdk
jelzését kijavitasat.
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A hirkozlés soran egy Uzenetet juttatunk el egy tér- és id6beli
pontbdl egy masikba.

b| Kédold [c

. vevo
forrdas > /add — /

o RS

. demoduldtor,
modulator csatorna AR
dontd




Shannon hirkozlési modellje

A hirkozlés soran egy Uzenetet juttatunk el egy tér- és id6beli
pontbdl egy masikba.

b , o C = z
forrds -—)K/OGOI doc,l)o—)cso’rornoi) dgfggc/) Ié‘_) nyeld

Za] T

Kijavitja és/vagy
jelzi a vett jelek
hibdit.

Elvégzi a
csatornakddolds
inverz miveletét.
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Shannon hirkozlési modellje

A hirkozlés soran egy Uzenetet juttatunk el egy tér- és id6beli
pontbdl egy masikba.

b 7 71 C = zy Z
forrds (—> K/Od do,lou—)cso’romo L)Dekodglo/_) nyeld avevé a
ddo : YEVO csatorna végén
Za] T levé "mdszaki"
berendezés,
leemeli a
jeleket a
csatornadrdl,
, ezeket fogja a
z d ) a dekddolé az
— forrdskodolas » vevd tizenetnek
inverze megfeleld
.y , . szimbdlumokka
a helyredllitott erfelmezi az alakitani
Uzenetet uzenetet
»kibontja"

2017.02.19. Molnar Balint, Benczur Andras 17



Matematikai kitéro -

A valoszinUségszamitas alapfogalmairdl

Esemény: sokszor végrehajthato kisérlet eredménye.
Kisérlet, ill. kimenetel lehet példaul:

Egy dobozbdl golydkat vesziink ki, és vizsgaljuk a szinlket.

Esemény, hogy piros, zold, lila, ... golyot talaltunk.

Fej vagy irast jatszunk egy érmével.

Esemény: a fej vagy az iras oldal van fellil.

Minden kedden reggel 7 és 8 dra kozott vizsgaljuk egy buszmegalléban a

megallé buszok szamat.
Esemény: O busz allt meg, 1, 2, ... busz allt meg.

Egy hirkozlési csatornara bocsatunk egy bizonyos jelet és vizsgaljuk a
kimeneti jelet.

Esemény: a vett jel azonos a leadottal, a vett jel amplituddja azonos a
leadottéval, de a frekvenciaja kétszeres, ...

2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 18



Matematikai kitéro -

A valdszinuségszamitas alapfogalmairdl

Az A esemény ellentett eseménye (komplementer
eseménynek) a kisérlet minden A-n kivuli kimenetele.
Jelolés: A.

Egy A esemény valdszintisége: nagyon sokszor elvégezve
a kisérletet (Ez a nagy szamok torvénye, ezzel kozelitjuk
az esemeény valoszinliségét)

azon kisérletek szama, amikor A bekovetkezik

P(A) = . — ,
az 0sszes kisérlet szama
3 lim azon kisérletek szama, amikor A bekovetkezik
kisérletekszama — o« az Osszes kisérlet szama

2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 19
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Matematikai kitero -

A valoszinUségszdmitds alapfogalmairdl

A valoszinlség jellemzoéi:

* 1>p(A) =0, az1 valoszinliségli esemény biztosan
bekovetkezik, a 0 valoszinlségl sohasem kovetkezik
be.

* p(A)+p(A) = 1.

2017.02.19.




Matematikai kitéré —
A valdszinliségszamitas alapfogalmairdl

A Kolmogorov-féle valoszin(iségi axiomakral:
Eseménytér: Az elemi események  Osszessége: (); a teljes

esemeny
Események halmaza: S
Lehetetlen esemény: .

Az S halmaz akkor és csak akkor c-algebra, ha

e QeSS és JeS§,

* haA.eS Vi-re, akkor ZAi €S

e haA,eSés A,eS, akkor ANA €S

* A megszamlalhaté metszet (szorzas) mdiveletre zart (és az
unié (6sszeadds) miveletére is) , azaz 1€ N

2017.02.19. Molnar Balint, Benczidr Andras 21
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Matematikai kitero —

A valoszinUségszamitas alapfogalmairdl

A Kolmogorov-féle valdszinliségi axiomakrol:
Minden A€ S eseményhez rendelhet6 egy p(A)

szam, az A , melyre a kovetkezbk
igazak:
* 0<p(A)<1

* p(Q2)=1
*haA;nNA;=0V|#jre, akkor {ZAJ:ZP(AJ

e (A és egy B esemény szorzatan/metszetén azt
értjuk, ha A és B is bekovetkezik)

2017.02.19. Molnar Balint, Benczidr Andras 22



Matematikai kitéro —

A valdszinliségszamitas alapfogalmairaél

Egy dobozban 15

,6lila, 42 fehér és 11 kék golyd

van. Mi a valoszin(sége, hogy ha egyetlen golyot
veszink ki a dobozbdl (nem odanézve), akkor az

o kék lesz:
* sarga lesz:

* nem sarga lesz:

* kék vagy lila lesz:

* piros lesz:
2017.02.19.

p(kék)z 11 11

15+6+42+11 74

(sarga )= = ==
p 8 T 15+6+42+11 74

plsdrga)= 5 == 1 plsdrga)

6+42 48
15+6+42+11 74

p(kék vagy ]jla)z

plpiros|=0

Molndr Balint, Benczur Andras 23
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Matematikai kitero —

&
I|

A valészinségszamitas alapfogalmairél 3%

Egy A és egy B esemény szorzatan azt értjik, ha AésBis
bekovetkezik.
A és B egylttes bekovetkezési valdszinlsége:

p(AB)/p(ANB).

Egy A és egy B esemény 6sszege/unidja az, ha vagy A,
vagy B (vagy mindkett8) bekovetkezik. Valdszinlsége:
p(A+B)/p(AUB).

Az A és B események fluggetlenek, ha semmiféle
befolyassal nincs A-nak a bekdvetkezése a B
bekovetkezésére. Ekkor

p(AB )=p(A)-p(B).

2017.02.19. Molnar Balint, Benczidr Andras
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Matematikai kitero -
A valoészinUségszdmitds alapfogalmairdl

Egyéb esetekben p(AB )# p(A) - p(B ), csak azt lehet tudni,
hogy
p(A+B) = p(A) + p(B) — p(AB ),
p(AUB ) = p(A) + p(B) — p(ANB)
es
p(A-B) < min (p(A), p(B))

2017.02.19.
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Matematikai kitero —

A valoszinUségszamitas alapfogalmairdl

Egy dobozban 15 , 6lila, 42 fehér és 11 kéek golyo
van. Mi a valoszin(sége, hogy ha két golyot veszink ki a
dobozbdl (hem odanézve), akkor

e az 1. kék lesz, a 2. fehér: p((1.kék )- (2.fehér ))= 1 4
74 73
* mindkett6 sarga lesz: p((l-Sc’:’lrf-z,a)-(Z.sa’lrga))zﬁ-;—;1
* valamelyik
1514 15 14 15) 15
l.sargd+2.sargg)=—— - —+—| | — [H |— |-
* sarga lesz: p(( gé) ( gf)) 74 73 74( 73) ( 74) 73

o((I-sérga )- (2-sarga )= (1 . I_SJ(I 15 j

* egyik sem lesz sarga: (=1— pl(1.sdrga)+(2.sirgal] 74 73

2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 26



Matematikai kitéro —

A valodszinliségszamitas alapfogalmairol

Az is érdekes, hogy ha é=A jelet adok, milyen n=B kerul a csatorna
kimenetére, ez n=B -nek é=A feltétel melletti feltételes
valdszinlségével, p(n=B | é=A)-val irhatd le:

plAB)
lr=Biz=A==0F

Az egyuttes feltételes valoszinliségek kozott fennall:
p(AB)=p(B)-p(A|B)=p(A)-p(B|A)

2017.02.19.
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Matematikai kitero -
A valoszinUségszamitas alapfogalmairdl

Egy dobozban 15 , 6lila, 42 fehér és 11 kék golyo
van. Mi a feltételes valdszinlisége annak, hogy ha az
elsé kihuzott golyo kék volt, akkor a masodik

. | on e
PIRREN o ek )= RIS ) Gt ) 7
(4 )Gk ) _ 71 7
o kék: , o no P((Lkek )-(2kék ) 74 73
p((2.kék )| (1.kék ))= o (kek ) ST
ek (s ) 7 (5
e nem kék: S— ) Plkék )-(2kék )) _ 74 73
p((2 ke )1 (1.kek )= ) ST
74

2017.02.19. Molnar Balint,




Matematikai kitéro —

A valdszinliségszamitas alapfogalmairdl

Ha az eseményekhez (kisérlet kimeneteihez) szamértékek
rendelhet6k, (pl. arammeérés), akkor kivancsiak lehettink a
kisérlet eredményének varhatod értékére. Legyen X={x,, x,,
... X, } szamhalmaz a kisérlet kimenetének ertékkeszlete;

A kisérlet eredményei egy € valdszinlségi valtozo értékei

A valoszinlségi valtozok lehetnek diszkrétek, folytonosak vagy
kevertek. Egy valdszinlségi valtozot diszkrétnek nevezink,
ha értékkészlete véges (vagy megszamlalhatdan végtelen).

az x, kimenet valészinldsége P(§ =x,), ... az x,-€ P(& =x, ). Ekkor
¢ varhato értéke (sulyozott atlag)

E(f):ZP(QZ:Xi)Xi :Zpi X;

2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 29




Matematikai kitéro —
A valdszinliségszamitas alapfogalmairaél
Eloszlas

P(¢ =x; )=p, i=1,...,n, valdszin(iségeket a
valoszinlségi valtozo eloszlasanak nevezzik.




Matematikai kitéro —
A valoszinlségszamitas alapfogalmairol

Az is érdekelhet minket, : :
hogy atlagosan mennyire D(A)= \/EKQK—E(f) )2J= \/E(fz)— E(&Y
fog eltérni az eredmény a

varhatoértéktol, ezt a

szorassal jellemezhetjlk:

Ha tobb kisérletet

vizsgalun és Fl(£— (o1
korrgelléacilc;'iﬁirja ?e az, hogy R(é’ﬂ): [(5 Eéi;)[;nn) E(n))]

mennyire fugg a kettd
2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 31
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http://xkcd.com/552/

T USED T© THINK,
(ORRELATION IHFUED
CAUSATION.

1

THEN I TOCK A

STATISTICS CLASS.

NOwW I DON'T,

B

2017.02.19.
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Az informacio

Az informacid valamely véges szamu, el6re ismert esemény
kozul annak megnevezése, hogy melyik kdovetkezett be.
Alternativ megfogalmazas: az informacié mértéke azonos
azzal a bizonytalansaggal, amelyet megszuntet.

Hartley: m szamu, azonos valdszinlségl esemény kozul egy
megnevezésével nyert informacio:

I=log, m

(log,m kérdéssel azonosithaté egy elem)

Megjegyzés: Ha két eseményt egybevonunk, annak
megnevezése 1 bittel lesz rovidebb, hiszen m/2 szamu
parbol egy.
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Az informacio

Az informacio valamely véges szamu, el6re ismert esemény kozul
annak megnevezése, hogy melyik kovetkezett be.
Alternativ megfogalmazas: az informacioé mértéke azonos azzal a
bizonytalansaggal, amelyet megsz(intet.

Shannon: minél varatlanabb egy esemény, bekdvetkezése annal tobb
informaciot jelent, annal tobb bizonytalansagot kell kiktiszobdlni.
Legyen A={A,, A,, ... A} esemény-halmaz, az A, esemény
valodszinlisége p,, ... az A_-é p, . Ekkor az A. megnevezésekor nyert
informacio:

1 Megjegyzés: ha
1(141-):10g2—=—10g2 D; . p=1/m, minden i-re,
P; visszakapjuk Hartley
definiciojat.

2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 34



Az informaciod tulajdonsagai

1. Csak az esemény valdszinliségének fliggvénye.
2. Nem negativ: /20
3. Additiv: ham=m;m,,

I(m-m,) =I(m,) +I(m,)
Megjegyzés: Ezek mar a fliggvényegyenlet megoldasaként a logaritmus fliggvényt adjak.
1. Monoton: ha p; 2 p;, akkor I(A;) < I(A;)

2. Normalas: legyen /(A)=1, ha p(A)=0,5. Ekkor kettes alapu logaritmus hasznalandé és
az informacidegysége a bit.
I(m;)=log ( 1/p;) [bit] —binary unit/digit

Megjegyzés: ha tizes alapu logaritmust (lg-t) haszndlunk, a hartley, az egység. Ekkor a normalas:
I(p=0,1)=1. Ha természetes alapu logaritmussal definiadljuk az informaciot (/=—In p), akkor a
natban mérjik az informacidt, a normalas pedig /(p=1/¢e)=1.

1 bit = In 2 nat

1 hartley = 3,3219 bit = 2,3026 nat
1 bit = 0,6931 nat = 0,3010 hartley
1 nat = 1,4427 bit = 0,4343 hartley

2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 35



Az informacio

A forrasunk a kovetkezo lizenetet adta le:

,ccndnddnnncdnndncdncdncdncdnnnncdcdncdennncd
cccdcddcdcccecnnn”

(21 db ,¢”, 22 db ,n”, 17 db ,d”)

Mekkora lesz az informaciotartalma, ha a kovetkez6
szimbolum ,,c” lesz?

p(c) = 21/(21+22+17) = 21/60 = 0,35
I(c) = -log,0,35 = -In0,35/In2 =1,51

2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 36



Az informacio

A forrasunk a Y, ¥, II, S5, &) szimbdlumokat
bocsatja ki p~=0,12, p\,=0,37, py=0,06,
p=0,21, py=0,24 valoszinlséggel. Mekkora
lesz az informaciotartalma , ha a kovetkez6
szimbdoluma ¥ jel?

(g) = -log,0,37 = -In0,37/In2 = 1,43
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DISZKRET FORRAS, DISZKRET,
ZAJMENTES CSATORNA

Példa legegyszerlbb csatornaval kezdjuk (logikai, formalis lehet)

2017.02.19.




« 7 . ] / ' ';”':‘1;_ _H
Binaris, szimmetrikus csatorna [ (8,

Jelei: 0,1

Atviteli id6: mindkettére: 1/C sec (Hasonldak a
digitalis csatornak).

Egy forras: igen — nem Uzeneteket valaszt

a) Szabalyos pénzérme feldobasa c-szer. I[d6egység
alatt.

a) 2¢egyforma lehetfség. Kddolas:
a) lgen->0
b) Nem ->1
b) 2¢ kilonbo6z6 kodszo, egységnyi idé hosszu.
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Binaris, szimmetrikus csatorna

2¢ kulonb06z0 koédszo, egysegnyi id6 hossz alatt.
Pl. c=1024=210 21024,




. ’ o . . / .--:IHI}IU%’*_
Binaris, szimmetrikus csatorna [ (8,

Lotto huzas
lgen: |étezik 6tOs talalat a szelvényemen
Nem: nincs 6tos talalat a szelvényemen
1024=210, két hosszu huzassorozat eredményét

milyen rovid id6 alatt tudjuk csatornank
segitségével a cimzetthez juttatni.
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. 7/ . . . / H V*é )
Binaris, szimmetrikus csatorna [ (8,

3 eset :

Nincs 6t6s egyszer sem: kddszo 1, p,=(1-P(6t6s taldlat))19%4;
Egy O0tos van, k-dik: 10 (a kddszd) sorszam (10 bit, 1024=219)
[log,k]; p,=(1-P(6t0s taldlat))1023 P(6tés taldlat); 1023=1024-
1= 210-1

Ha tobb 6tos van : 11 (a kddszd) 1024 hosszu kodban jeloljuk
az Otos talalatokat. (k bit)

A teljes sorozat p,=1- p, - p,

P(6t6s 1-P(6tbs 1-P(6tbs 1-P(6tds 1-P(6tds 1-P(6tds 1-P(6tds 1-P(6tds 1-P(6t6s 1-P(6tds
talalat) taldlat) talalat) talalat) talalat) talalat) talalat) taldlat) talalat) talalat)
2017.02.19. Molnar Balint, Benczir Andras 42



Binaris, szimmetrikus csatorna

Ot6s lottd:
1 szelvény kitoltésével

az 0tos valoszinlisege = 1:43 949 268 =
0.00000275% , %)

a négyes valoszinlsége = 1:103 410 = 0.000967%
a harmas valdszinlisége = 1:1 231 = 0.081%

a kettes valoszinlsége = 1:44 = 2.273%

egy vagy nulla talalat valoszinlsége = 97.65%
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Binaris, szimmetrikus csatorna

Atviteli bit mennyiség varhatd értéke:
(po(1)+p;(2+10)+p,(2+1024)) <2;

Poisson eloszlas kozelitése, binomialis eloszlas
hatareloszlasa np=A;
A=1024* (%jl =233 *10~

5

p,=0,999977 p,=e A

p,=2,33*107 p,=Ae*

P, szamitasi hibanal kisebb
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Matematikai kitéré —
A valdszinliségszamitas alapfogalmairdl

Poisson eloszlas

>
P(X=k)=""¢

. Kifejezi az adott id6 alatt ismert valoszinlséggel megtorténd események
bekovetkezésének szamat (példaul: egy telefonkdzpontba adott id6szakban
és idOtartamban beérkezett telefonhivasok szama, vagy egy radioaktiv anyag
adott id6 alatt elbomld atomjainak szama).

A Poisson eloszlas a kis valdszinliségd, vagy ritka események eloszlasa. Poisson
eloszlasu a sajtdhibak szama egy ujsag lapjain, egy ontvényben el6forduld
buborékok szama, egy telefonkdzpontba beérkezé hivasok szama, adott id6
alatt elbomlott radioaktiv atomok szama stb.
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Mennyisegek

1. Csatorna kapacitas: adott csatornahoz a
kapacitas- a binaris szimmetrikus csatornaval
valo ekvivalencia alapjan:

Egységnyi id6 alatt ,atlag” ugyanannyi kulonbozo
jelsorozat viheto at, mint egy C bit/sec sebessegl
binaris csatornan. Ekkor a csatorna kapacitas C.

2. A forras szimbolumok sorozatat valasztja, a

valasztas bizonytalansagat jellemezzuk az egy

szimbolumra juto atlagos mennyiseggel, ez
lesz a Shannon-entropia.

3. N hosszu sorozatok lehetnek, n lehetséges
szimbolum, p,, p, ...p,"\ eloszlas
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Mennyisegek

N
1= Z D. p-k a valdsziniiségek
i

IIIII

Shannon -entropia:§ valdszinlisegi valtozo P(¢=x;)=p, az esemenyek elosz|asa, a

IIIII

€ valdszin(iségi valtozo altal felvehetd értékek {x, .., x,x,\}, i=1, ..., nV

(pupzr ’p )_ ( )) Zp. (5 Xu) Zp,logzp,

N hosszu forras egy smmbolumra Juto atlagos
bizonytalansaga

H(Pyy P ren Do) = Zp.logzp.

H bit/szimbdélum, entrdpia; = 1/N H(az N hosszu
Uzenetek eloszlasa)
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Shannon csatorna koédolas
alaptétele

C bit/sec csatorna ka pacitas, a H bit/szimbdlum
a Shannon-entrdpia, V szimbolum /sec forras
sebessége

Megvalaszthato-e a forras sebessége; hany
szimbolumot valaszt masodpercenként?

Mennyiségi feladat megoldhatosaga?
Vesztesegmentesen atvihet6-e minden
Uzenet? Vagyis az atvitt Uzenet egyértelm(en
rekonstrualhato-e.
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Shannon csatorna kodolas
alaptétele (Shannon )

Nem lehet vesztesegmentesen mikodtetni a
kommunikacios rendszert ha:

V> C/H :

Tetsz6leges €> 0-hoz 3 kédolas: V < C/H- ¢
sebességgel veszteségmentesen
mikodtethetd a csatorna, rendszer

(Ennek formalis bizonyitasa a legelemibb esetre
késbbb).
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A csatorna kapacitas
Diszkret, zajmentes csatorna ... ——mem

S,S, .5, ajelek
t,t, ..t —atviteliidd jelenként.
Szimmetrikus csatorna t,=t,=..=t_=t

Szimmetrikus bindris csatorna m=2, a jelek a bitek,{ megint ! binary
digit (de ez nem ugyanaz mint az informacié mértékegysége)}.

Kapacitas a masodpercenként atvihetd bitek szama.

Nyilvan C=t1, ha t1egész szdm. Ha nem, és t és 1 nem
0sszemérhetd, akkor T id6 alatt N(T) jelsorozatot lehet, ahol

2T(t‘1—g) <N(T)< 2T(t‘1+g)

teljesul tetsz6leges € >0, ha T elég nagy
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A csatorna kapacitas

A logaritmust képezve (2-es alapu logaritmust
nasznalunk a tovabbiakban) és T-vel osztva:

(’[‘1 —g)<_|_llog2 N(T )< (t‘1 +g)

azaz a hatarerték C=t1
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A csatorna kapacitas

Intuitiv:

Két csatorna ekvivalens, ha T hosszu sorozataik szama minden
T-re (hatarértékben) megegyezik. A T hosszu kod-szavak
kolcsonosen megfeleltethet6k egymasnak

Pontos definicio:

Legyen N(T) egy csatorna T hosszu, (T-nél nem
hosszabb, T maximalis hosszu) jelsorozatainak szama

A csatorna kapacitas:

~Iim Jog, N(T)
T — o T

Kovetkezmeény:

Minden C kapacitasu csatorna ekvivalens a C kapacitasu
binaris csatornaval. Ezert C dimenzidja bit/sec.
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A csatorna kapacitas

Példa:

1. Szimmetrikus csatorna, m db. szimbdlum,
t egy szimbolum atviteli ideje:

N(T)=m'"
||m T/t
C= oG, _ ¢ log, m
T—ow T
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A csatorna kapacitas |

2. Egyszerd nem szimmetrikus csatorna, t, t,, ... t, —
atviteli id6 jelenként; (S,, S,, ..S,,, szimbolumkészlet;
nincs megszoritas a jelsorozatra), N(T)-el jeloljuka T
atviteli idO tartamu sorozatok szamat, akkor

N(T) N(T— ) + N(T— 2) + ...+ N(T— t ) (d|fferen0|a egyenlet)
a sorozatok szamanak teljes 0osszege (amely
sorozatok S, S,, ..S,, szimbdélummal/ban végz8dnek)

A véges differencia egyenletek elmélete alapjan N(T)
(aszimptotikusan nagy T-kre) jellemezhet6

ka ra kte FISZtI ku S pOI | NoMmm al : (Shannon-HirkozIesMatEIm1 948-magy.pdf,
5.0.)

1—x " —x—  —x
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A csatorna kapacitas

: a legnagyobb pozitiv megoldas (kis gyokok
elhanyagolhato adalékokat adnak N(T)=k x,'

Xe = (X, "+ X,

_t2

+ .. ") X, =

-~

1

T -1, T -1,

T —t
' + .+ X,

= Xy + Xy

Xy hatvanyai ugy viselkednek mint N(T).

[im
C = IOgZN(T)zlogzxo:C
T > o T
linearis novelés exponencialis ndvekedést okoz
N(T)-ben.
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A forras bizonytalansaganak
meérdészama a Shannon-entropia

A hirkozl6 rendszer minden lehetséges lizenet valasztasra
(sokszor ismétl6dd valasztasra) mikodjon. Nem az a
fontos az atvitelben, hogy mit valasztunk, hanem az,
hogy milyen bizonytalan a valasztas.

(A szimbolumokat a forras atnevezheti, ett6l fliggetlen a
hirkdzlés mennyiségi viselkedése)

A forrds N hosszu vdlasztdsait a n szimbolumbdl egy n
elem( valésziniiség-eloszlas jellemzi.

Az eloszlas meghatarozasa empirikus alapokon, kdzelitbleg,
torténhet. (Késébb megnézziik az alapeseteket).
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A forras bizonytalansaganak
meérdészama a Shannon-entropia

Feladatunk:

Keressuk a diszkrét valoszintiség-eloszlasok
halmazan a

H( pl/ p21 *e*) pm ) fuggVényt, Zpiz:l/ i=1/ -"/m/ piio;

A fuggvénnyel kapcsolatban tamasztott
természetes elvarasok (Shannon-axiomak):

1. H minden argumentumaban legyen folytonos;

2. A(n)=H(1/n,1/n,..1/n)<H(1/m,1/m, .. 1/m)=A(m) han<
m (monoton névekedd fuggvény)

3. Elagazasi szabaly
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A forras bizonytalansaganak
meérdészama a Shannon-entropia

Elagazasi szabaly: ha egy valasztasi lehetsseg, két rakovetkezd
valasztasi lehetéségbe agaztatunk szét. Az eredeti H
fuggvényértékhez hozza kell adnunk az elagazas valdszinidségével
sulyozva az elagazas utdni események feltételes eloszlasanak H
fuggvényét.

H(1/2,1/3,1/6) =H(1/2,1/2)+1/2 H(2/3,1/3)

1/6 } "
¢ o

| o | . &
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A forras bizonytalansaganak
meérdészama a Shannon-entropia

3. Elagazasi szabdly (grouping axiom) (abra) :
H(pli pn-z’pn-l’ pn) =

Pr-1 Pa
pn-l + pn pn-l + pn

H( pl’ p2’ cet pn-1+ pn) + (pn-1+ pn) H(

Altaldnos eldgazasi szabaly : (indukciéval) legyen,

5. p,~q, i, j=1, ..,m, 5,_;" q;=1, akkor

=

H(pl,p---pl,n sP2.15Pan, 555 Pmis->Pmn ) =

P Do
H(qlaqza 9qm)+qu( Jl —)
j=1 q_] qJ
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A forras bizonytalansaganak

merészama a Shannon-entropia
Tétel: Az 1-3 axiomakat Kielegito Tuggveny csak a

K2 p;log,p;,i=1, ..n alaku fuggvenyek lehetnek,
ahol K < 0 konstans.

Bizonyitas:
(i) H(%, %)=1, egységnyi entropia => -K (-1)=1 =>
K=-1 — racionalis érték( eloszlas esetén.
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A forras bizonytalansaganak

meérdészama a Shannon-entropia

Bizonyitas:

(i) H(%2, %2)=1, egységnyi entropia =>-K (-1)=1 =>
K=-1 — racionalis értékl eloszlas esetén.
p=q/m-re,i=1,..n,és>q~=m, 2 p~=1.

Fejezzuk ki H(p,, ... P,.,,p,.., P,) —€t, A(m) és A(q.)

segitségével.
1 1 n 1 1 1
H(p11 ""pn): H(— ..... — )-Zpi H( Ty Ty ees ,—) —
LN L g 4g a "

A(m)-p, A(@) =-X p (A@)-AMm). X p =1
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A forras bizonytalansaganak
meérdészama a Shannon-entropia

Az m elem( egyenletes eloszlasbdl indulva, csoportok képzése,
elagozasi szabaly felhasznalasaval

1 1 1
AMm)=H( —, —, ... —) =
m m
1 1
H(, ey g3 yem | my o
m m° > =m 9 q
Iég;gég m m
q1 n i
H(=-, ., =) +33 Aq)
m m -im
d,

o )= HE, 0 p,) = AM)- z—A(q)—
m m

Igg

~

elagazds utani

- (A(q,) —A(m))

Z
>

BB‘Q

N0}

2017.0

1
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A forras bizonytalansaganak
meérdészama a Shannon-entropia

(i) Lemma: A(n) =c log, n, ahol c> 0 tetszbleges
Biz: Elagazasi szaballyal

A(nm) = H(i B R H(— ...,—)+n —H(— ...,—) A(n)+ A(m)

nm nm nm

J
V 4

V

Ig asig elagaz utan

EbboIA(nm) =mA(n) adodlk mlvel A(nm) A(m)+A(n)
A(n) =k’ log, n
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A forras bizonytalansaganak
meérdészama a Shannon-entropia

Legyen s> 0, rogzitett egész szam, V t-re, és n-re,
m,

(1) SM < th S5m+1;

Az A fliggvény monoton, A(s™)<A(t") <A(s™*1)
[felhasznalva (1)-t].

(2) mA(s)<nA(t) <(m+1)A(s) ebbdl

3) M AD MAL on e
n A(S) n
(4) m log,t M+l op_ e log, fuggvényre

n log,s n

2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 64



A forras bizonytalansaganak
meérdészama a Shannon-entropia

(3), (4) egyenlétlienségekbdl, n-> oo,

A(t) log,t
A(s) log,s

adodik tehat,
A(S)
log, S

C =

valasztassal A(t) =Clog,t

bizonyitja a lemma allitasat
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A forras bizonytalansaganak
meérdészama a Shannon-entropia

(iii) (ii) lemma és a racionalis elem( eloszlasokra az
(i) alatt kapott kifejezés egylttesen

(P, - P,)= — 3P, (A@,) -AM) =-C"p, log, &=

_CZ pi 10g2 pi
1=1

Ezzel a tételt racionalis értékd eloszlasokra
igazoltuk.

TetszOleges eloszlasokra a folytonossagbal és log,
folytonossagabol kovetkezik a tétel.
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A forras bizonytalansaganak
meérdészama a Shannon-entropia

H('2 , 2)=1, egységnyi entropia =>-K (-1)=1 =>K=-1

1 1 1 1
K(—log, —+—log, ) =K(-1)=1= K =-1
(2 8.5+ gzz) (-1)

Definicio: (py, Py, <oy Py )y 2 i1 P=1, 151, .
p>0; eloszlas bizonytalansaga a Shannon-

entropia

Hp, ....p,)= —>_p; log,p,
1=1
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Az entrdpia

Az entropia az informacio varhato értéke:

H(p, Py v Pn) = E(1(E))= Zp. E=%)= Zp.logzp.

Az entropia tuIaJdonkeppen annak a kuelentesnek a

varhato informacio mennyisége, hogy az m db egymast
kizaro esemény kozll az egyik bekovetkezett. | 'hospital-

o , szabaly
A p log, p kifejezés p — 0 esetén: szerint
b
_ Inp 1  lim Inp|_ 1 im P
pﬁoplogzp p*‘)pan In2 ?>° 1 | In2 p*(’i_o
p Y

2017.02.19. Molndr Balint, Benczur Andras 68



Az entrodpia

A forrasunk a kovetkez6 lizenetet adta le:

,ccndnddnnncdnndncdncdncdncdnnnnecdcdncdennnecdcccdcddcdcccecnnn”

(21db ,¢”, 22 db ,n”, 17 db ,d”) H({c,nd})=1,57
Mekkora az lizenet entrdpiaja?(ha a relativ gyakorisag adja a valdszin(iség-
eloszlast)

p(c)=21/60=0,35
p(n)=22/60=0,37

p(d)=17/60=0,28 \
H(c) = 0,35 log, 0,35 = —0,35 -(In 0,35/In 2)=
=-0,35-(-1,51) = 0,53 -
H(n) = -0,37 log, 0,37 = —0,37 -(In 0,37/In 2)=
=-0,37-(-1,43) = 0,53

H(d) = -0,28 log, 0,28 = —0,28 -(In 0,28/In 2)=
=-0,28-(-1,84) = 0,51
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Az entrdpia

A forrasunk a Y, ¥, II, S5, &) szimbdlumokat

bocsatja ki egyforma, pop= py=p=Ps=Pg=
0,2 valoszinlseggel.
Mennyi a forras, mint halmaz entropiaja?

H((Y)) 8/ ’ ®I ng ) = (_ 012 Iogz 012) 5 = _1_2 32
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Az entrdpia

A forrasunk a Y, 3, I, 995, &) szimbdélumokat bocsatja ki
p(ya=0,12, p8=0,37, p=0,06, p=0,21, pgz=0,24
valoszinlseéggel.

Mennyi a forras, mint halmaz entropiaja?

HY, Y, I, S5, §) ) =-0,12 log, 0,12 -
- 0,37 log,0,37 - 0,06 log, 0,06 -
- 0,21 log,0,21 - 0,24 log, 0,24 =
= 0,37+0,53+0,24+0,47+0,49 =
=2,1
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Az entropia tulajdonsagai

Nem negativ: H( py, py, -, P, )2 0
Az esemeények valdszinliségeinek folytonos fliggvénye.

H(py, P2y s P, 0) = H( Py, Py ooes Py )
Hap,=1,atébbi p,.=0,(k=1, ..., i-1,i+1,.., m), akkor
H(py, Py s P ) =0.

5. H(py Py b)) SH(1/m,1/m,..1/m)

EgyenlGség csak egyenletes eloszlasra, a legnagyobb
bizonytalansagu eloszlasra.

6. H(pll Y pk—llpe ka+1l---lpe—1lpk1p8+11'"1pm) = H( p]_l p2; Y pm )r
VY k, €; azaz az entropia szimmetrikus valtozoinak cseréjére.

s w N e

2017.02.19. Molnar Balint,




Az egyuttes entrodpia

Legyen ¢={x,, ..., x,,.} az els6nek leadott jelek halmaza,
N={yy, - ymz} pedlig a masodiknak leadott jelek
halmaza. Vizsgaljuk azt az 6sszetett esemeényt, hogy
egy é-beli és egy n-beli esemény is bekovetkezik.

X; €s y; egylttes bekovetkezesi valészinlsege
Pi;j= p(x; Y ), P(§=x, I7=y,-)
a két esemeny egylittes bekovetkezésekor nyert
informacio

I(x; Y )=—log, p(x; Y )=—log, Pij -
Mindig igaz a egyuttes informaciora, hogy
Ix; y; )2 1(x;),  ésl(x; y;)2I(y;).
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A egylttes entropia

a két esemeny egylittes bekovetkezésekor nyert
informacio

I(x; y;)=—log, p(x; y;)=—log, p;; .

n és & valoszinlisegi valtozok egyuttes entropiaja:

mlm

H(§: Xir1 = yj):_zz p;; log,p;;-

i=1 j=1
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A feltételes entrdpia

Legyen &é={x,, ..., xml} a lehetséges leadott jelek halmaza,
N={yy, - ymz} pedig a vehetd jelek halmaza. Minden §-
beli esemény bekovetkezése maga utan von egy n-beli
esemenyt.

x-nek y-re vonatkoztatott feltételes valoszinlsége p(x;|
y; ). Az § halmaz n halmazra vonatkoztatott feltételes

entrdpiija:
i) My
HEln)== plr=2,)3" ple=x|r=y, logple=x|n=y,)=

j=l i=1

m, m

:_ZZ p(gzxi‘n: yj)logzp(eE:Xi‘??: yj)'

=1 =l
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A feltételes entropia

Legyen é=1{x, ..., Xml} a lehetséges leadott jelek

halmaza, n={y;, ..., ymz} pedig a vehetd jelek
halmaza. Minden £ -beli esemény bekodvetkezése

maga utan von egy N -beli eseményt.

xi-nek y-re vonatkoztatott felteteles valoszintsege
p(x;] Y ).
Mivel p(xy; )=p(y;) - p(x;|y;) minden i-re és j-re,
H(E M= H(n) - HS | n)=H(S) - H(n | ).

igy H(§) 2 H(én) 20
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Appendix



Matematikai kitéro —

A valdszinliségszamitas alapfogalmairaél

Egy hirkozlési csatorna bemenetén és kimenetén
megjelend jelek nem fuggetlenek egymastol. Ha B
jelet vettink akkor annak a valoszinlsége, hogy A jel
volt a csatorna bemenetén:

A-nak B feltétel melletti feltételes valdszinlisége

p(A-B)_plAnB)

ARS8  piE)
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Osszetett kisérlet




Elagazas szabaly - magyarazat

X valsz. valt. , valtoz6 értékeket A és B csoportra
bontjuk,

A—=X;, Xy oy X5 P(A)=3._," P;

B = Xps1s Xpszr s Xpps P(B)=%1cr1™ P;
P(X=x;|x; € A)=pi/(2:=;" b));

P(X=X,- X; € B)zp,‘/(2i=r+1 M ,U,-),'

Az Osszetett kisérlet (abra) az X valsz. valt.
eredeti kisérletével ekvivalens.
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Elagazas szabaly - magyarazat

Y valsz. valt. , az 0sszetett kisérlet (és annak
kimenetei),

P(Y=x,)= P {A-t valasztottuk, x,—t valasztottuk ki
j= P {A-t valasztottuk}, P { x,—t valasztottuk ki|
A-t valasztottuk }=(3._,"p,) p,/(3..;" p)=p;

—>P(Y=x;) =p,Y és X valsz. Eloszlasa u.a.

Az Osszetett kisérlet (abra) az X valsz. valt.
eredeti kisérletével ekvivalens.
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Elagazas szabaly - magyarazat

Az Osszetett kisérlet el6tt, az atlagos
bizonytalansag: H@p, ..., Pw)

Ha feltarjuk, hogy A és B csoport kdzul melyiket
valasztottuk, akkor megsziintetiink atlagosan
H(pl Tt prapr+1 Tt pM )

bizonytalansagot

A-t valasztottuk (3,_, " p; ) valdszinliséggel, a
maradvany bizonytalansag 4| P P P,

P I
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Elagazas szabaly - magyarazat

B-t valasztottuk (5

= r+1

p; ) valoszinlséggel, a

maradvany H| b P M)

bizonytalansag PILEDI DN

Az atlagos maradvany (p+..4p)H| P P P |,

bizonytalansag ;pi ;pi ;pi

valamelyik csoport )

kivalasztasa utan (0ot po )| Per Pes Pu |
Zpi Zpi Zpu

2017.02.19. Molnar Balint, Benczur Andras i=r+l i=r+l i=r+l g3/



Elagazas szabaly - magyarazat

A harmadik H(pl,..,ijH(pl+...+pr,pr+1+...+pNJ+
kovetelmény H- )
val (az atlagos (p+..4p)H rpl ,rp2 s rp +
bizonytalansaggal dp Dn Zp
\_i=l i=|

szemben) ) \

(le_'_.“_l_pM) pr+1 pr+2 L I\E)M :

Zp Zp Zp

\i=r+l iI=r+l I=r+l
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Elagazas szabaly - magyarazat

Numerikus példa
2
3

H@115}+gggH
2’48’8 \4'4) 4

A B

ARGy
3) 4 \22
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