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1. WSTEP

Teoria plastycznosci jest jednym z najszerzej opisanych w literaturze typow
nieliniowosci materiatowej. Wynika to z zapotrzebowania inzynieréw na odwzorowanie
zachowania konstrukcji (czy to budowlanych, czy tez czesci maszyn) po przekroczeniu
obcigzenia, ktore powoduje przej$cie jej materiatu ze stanu sprezystego do plastycznego. Na
poziomie napr¢zen w konstrukcji mowi si¢ o osiggnigciu granicy plastycznosci. Gtowne
rozroznienie pomiedzy tymi stanami lezy w odwracalnosci deformacji wynikajacej
Z przylozenia 1 odjecia obcigzenia. Materiat sprezysty powrdci do swojego pierwotnego
ksztattu, uplastyczniony za$ zachowa (,,zapami@ta”l) czgsciowo zmiang swojego ksztaltu.
Zmiana ta, tj. odksztalcenia trwale, kumuluja si¢ i majg istotny wplyw na wytezenie materiatu
w dalszych cyklach obcigzania i odcigzania.

Tak jak teoria plastyczno$ci znajduje wiele zastosowan w pracy inzyniera, tak wiele
konstrukcji moze by¢ traktowana jako powloka. Wyroznikiem specyficznej geometrii tych
trojwymiarowych ciatl jest jeden z wymiaréw (grubo$¢), wielokrotnie mniejszy od dwoch
pozostatych. Konstrukcje powlokowe charakteryzuja si¢ mozliwo$cig przenoszenia duzych
obcigzen, przy stosunkowo niskim ci¢zarze wilasnym. CALLADINE [1983] wymienia
nast¢pujgce obszary zastosowan teorii powlok: konstrukcje budowlane (historyczne koputy
kamienne i wspotczesne profile walcowane), instalacje przemystowe (kotly, rury itp.),
konstrukcje pojazdoéw (ladowych, wodnych, powietrznych), drobne przedmioty codziennego
uzytku (obudowy sprzetéw elektronicznych, opakowania itp.). W kazdym z wymienionych
przypadkow moze pojawi¢ si¢ konieczno$¢ rozpatrzenia obiektu od strony teorii naukowe;j,
t]. wyjasnienie zachodzacych zjawisk na podstawie obserwacji i stanu wiedzy oraz
wyciaggnigcie wnioskdéw co do przysztych przypadkow.

Wielokrotnie na przestrzeni lat podejmowano proby opisu teorii powtok wykonanych
z materialu sprgzysto-plastycznego. W pracy CALLADINE [1983] wskazano nastgpujace
zastosowania tak sformutowanej teorii: formowanie zakrzywionych zbiornikéw i innych
obiektow z plaskich blach (duze strefy uplastycznienia i znaczne zmiany geometrii), lokalne
uplastycznienie pod obcigzeniami skupionymi lub liniowymi (maly wplyw na globalng
deformacje), duzy wptyw nawet matych stref uplastycznienia na pokrytyczne zachowanie
konstrukcji (analiza statecznosci).

W wielu aspektach projektowania konstrukcji, w szczegdlno$ci w teorii powtok,
rewolucyjne okazato si¢ zastosowanie Metody Elementéw Skonczonych do okreslania stanu
deformacji i wyt¢zenia. Pozwala ona na rozpatrywanie niemal dowolnych geometrii pod
szerokim wachlarzem obcigzen, w wielu typach analiz. Powszechno$¢ komputerow
powoduje, ze jest ona dostgpna dla niemal kazdego projektanta. Za rozpowszechnieniem
MES kryje si¢ zagrozenie w postaci nieodpowiedzialnego jej zastosowania. Pozostaje ona

! Dlatego materiaty plastyczne klasyfikuje si¢ jako materiaty z pamigcia.
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narzedziem, w ktorym wszelkie dane wejsciowe 1 interpretacja wynikoéw zalezy od cztowieka.
Trafno$¢ analiz wykonanych z wykorzystaniem MES zostata wielokrotnie potwierdzona,
jednak wiele o$rodkow naukowych dazy do coraz lepszego jej poznania i rozszerzenia jej
spektrum zastosowan.

Najwazniejszym celem niniejszej pracy jest sformutowanie i implementacja
numeryczna sprezysto-plastycznych réwnan konstytutywnych w ramach nieliniowej
6-parametrowej teorii powtok (zob. m.in. CHROSCIELEWSKI I IN. [2004] i cytowana tam
literatura). Teoria ta rozwijana jest od wielu lat m.in. w zespole Katedry Mechaniki Budowli
I Mostéw na Politechnice Gdanskiej. Wsrod tematoéw zrealizowanych na jej kanwie warto
wymie¢ takie jak: analiza probleméw dynamiki, opis kompozytdw (zachowanie sprezyste),
zastosowanie elementow skonczonych o zalozonym polu odksztalcen, analiza powtok
zbudowanych z materiatbw FGM, czy wreszcie, bgdaca tematem niniejszej rozprawy,
implementacja materiatu spr¢zysto-plastycznego.

Autor dysertacji uzyskal dostep do starannie przygotowanego oprogramowania
bazujacego na solidnym podtozu teoretycznym, dajacym komfort pracy nad implementacja
kolejnych zagadnien. Nie w pelni byl dotad wykorzystywany potencjal nowoczesnych
technologii komputerowych do przyspieszenia obliczen numerycznych. Stad czg$ciag
niniejszej pracy stalo si¢ przystosowanie algorytméw numerycznych do obliczen
wielowatkowych oraz implementacja nowoczesnych algorytméw rozwigzywania uktadéw
rownan (ang. solver, w dalszej czgSci pracy te pojecia beda uzywane naprzemiennie)
dedykowanych do uktadéw formutowanych w ramach MES.

1.1 Stan wiedzy

Problem sprg¢zysto-plastycznej analizy konstrukcji powlokowych byt wielokrotnie
poruszany w literaturze, zaréwno od strony czysto teoretycznej (zob. CALLADINE [1983]), jak
i obliczen numerycznych (zob. np. przeglad literatury w EBERLEIN, WRIGGERS [1999]).

Niewatpliwie kluczowg rolg w rozwoju analiz numerycznych probleméw powtokowych
odgrywa Metoda Elementow Skonczonych. EBERLEIN, WRIGGERS [1999] podaja 2 gléwne
powody dla ktorych elementy skonczone w analizie powlok spr¢zysto-plastycznych sg bardzo
zaawansowane (ang. highly sophisticated). Pierwszym z nich jest konieczno$¢ specjalnego
potraktowania rotacyjnych stopni swobody w analizie skonczonych obrotow. Nalezy
podkresli¢. ze rozpatrywana tutaj teoria powlok jest wolna od tego problemu. Obrotowe
stopnie swobody, w szczegdlnosci rotacja wokot osi normalnej (ang. drilling), pojawiajg si¢
w niej w sposob naturalny. Drugg trudno$cig jest sformutowanie rownan konstytutywnych dla
sit i momentéw przekrojowych, z zatozenia definiowanych na powierzchni odniesienia.
W tym celu mozna wprowadzi¢ pewne zalozenia dotyczace rozktadu deformacji na grubosci
powloki i na tej podstawie zrealizowa¢ catkowanie sktadowych naprezenia dla uzyskania sit
przekrojowych. Wada tego podejscia jest konieczno$¢ przyjecia dodatkowych zatozen
(w stosunku do analizy czysto sprezystej), zaletg mozliwos¢ prostej implementacji 0golnie
znanych i stosowanych praw konstytutywnych ptaskiego stanu napr¢zenia lub stanu
przestrzennego. Takie podej$cie znalazto zastosowanie w niniejszej pracy.
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W drugiej koncepcji uwzglednienia plastycznosci w powtokach, relacj¢ sprezysto-
plastyczng buduje si¢ bezposrednio dla sit przekrojowych (zob. np. BANK, BIENIEK? [1988]).
Tutaj przejscie z relacji sprezysto-plastycznej dla napr¢zen do relacji dla sit przekrojowych
odbywa si¢ na etapie rozwazan teoretycznych. Takie postepowanie powoduje, ze
zastosowanie prostych modeli sprezysto-plastycznych daje skomplikowane sformutowanie
(zob. np. Duic, BRANK [2012] i cytowana tam literatura).

W niniejszej pracy réwnania plastycznosci sa rozwigzywane dla przypadku plaskiego
stanu naprezenia (uogodlnionego na przypadek osrodka Cosseratow). Zastosowanie
algorytmow bezposrednio przeniesionych ze stanu trojwymiarowego powodowaloby w tym
przypadku powstanie niefizycznych, wychodzacych poza ptaszczyzne, skladowych tensora
naprezenia. W pracy SIMO, TAYLOR [1986] zaproponowano algorytm utrzymujacy zalozenia
plaskiego stanu naprezenia, w pracy RAMM, MATZENMILLER [1987] zastosowano go do
analizy powtok. W dysertacji rozszerzono ten algorytm na przypadek kontinuum Cosseratow.

Obszerne przeglady literatury dotyczace konstrukcji powlokowych mozna znalezé w
ksigzkach JEMIELITA [1991], CHROSCIELEWSKI 1 IN. [2004], WiSNIEWSKI [2010]. Spektrum
zagadnien powlokowych, z jakimi mierzg si¢ wspodiczesnie badacze, zawarto w ksigzkach
pokonferencyjnych konferencji SSTA (Shell Sructures, Theory and Applications),
zob. PIETRASZKIEWICZ, GORSKI [2014] i poprzednie edycje, a takze np. KRATZIG,
ONATE [1990].

Ciagly rozw0j MES oraz innych metod numerycznych nie bylby mozliwy gdyby nie
rozpowszechnienie komputerow osobistych. Przez wiele lat efektywnos$¢ obliczen
(w szczegblnoscei ich czas trwania) byta zalezna tylko od maksymalnej predkosci taktowania
procesora, programy dziataly sekwencyjnie realizujgc kolejno zapisane w kodzie instrukcje.
Nowoczesne procesory pozwalajg na wykonywanie wielu dziatan jednocze$nie — ich
architektura jest wielowatkowa. Zasadniczo nie jest przy tym zwickszane maksymalne
taktowanie, uzasadnieniem sg tu kwestie technologiczne i ekonomiczne. Koncepcja obliczen
wielowatkowych zostata opisana np. w pracy GRAMA I IN. [2003].

Centralnym punktem algorytmu MES jest rozwigzanie uktadu rownan liniowych.
Typowe uktady réwnan MES charakteryzuja si¢ tzw. rzadka macierzag wspoétczynnikow
(nieliczne  wspotczynniki s3 niezerowe). Zastosowanie tradycyjnych algorytmow
rozwigzywania (zob. przeglad metod w KINCAID, CHENEY [2006]) jest czasochtonne
| wymaga duzych zasoboéw pamigci operacyjnej komputera. Znaczaco lepsza wydajnosé
o0siaggaja specjalne algorytmy dedykowane bardzo duzym uktadom réwnan. Sg one stosowane
w obliczeniach naukowych i oprogramowaniu komercyjnym, w autorskim programie
komputerowym zastosowano procedury z bibliotek HSL i PARDISO (zob. rozdz. 6).

2 prof. M. Bieniek, absolwent (1948) i pracownik naukowy (1948-1952) na Politechnice Gdanskiej
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Niniejsza dysertacja korzysta z wymienionych powyzej badan naukowych 1 jest
dedykowana rozwazeniu nastgpujacej tezy:

Mozliwe jest symulowanie deformacji plastycznych w nieliniowej 6-parametrowe
teorii powlok z implementacjg formalizmu sprezysto-plastycznego osrodka
Cosseratow z wykor zystaniem numerycznie efektywnych algorytméw MES.

1.2 Zalozenia

U podstaw realizowanych w pracy badan leza nastepujace zatozenia:

1. formalizm nieliniowej 6-parametrowe;j teorii powtok;

2. teoria $cinania pierwszego rzedu do wyznaczenia rozkladu odksztatcen na
grubosci powloki, wprowadzona tylko na poziomie formutowania réwnan
konstytutywnych;

3. sprezysto-plastyczny plaski stan naprezenia (PSN) uogdlniony na kontinuum
Cosseratow w warstwie powtoki. Przyjecie PSN w warstwie ptyty lub powloki
wynika z praktycznos$ci takiego podejscia do celow inzynierskich (zob. np.
HUGHES [2000]).

Uwienczenie badan stanowi realizacja przyktadow numerycznych. Pozwalaja one na
weryfikacj¢ poczynionych zalozen teoretycznych 1 odniesienie do dotychczas
przedstawionych w literaturze wynikow. W badaniach numerycznych autor postuzyl si¢
autorskim programem komputerowym (CiMplast), bazujacym na programie do analizy
powlok w zakresie spr¢zystym (CAM). W programie zaimplementowane sg nastepujgce
narzg¢dzia badawcze:

1. wykorzystanie Metody Elementow Skonczonych, w szczegdlnosci rodziny
lagranzowskich elementow skonczonych CAM;

2. rozwigzanie rownan plastycznosci iteracyjnymi algorytmami Closest Point
Projection Method (CPPM) oraz Cutting Plane Algorithm (CPA);

3. wykorzystanie nowoczesnych algorytméw numerycznych — zréwnoleglenie
obliczen oraz rozwigzanie rzadkiego uktadu rownan w algorytmie MES.

1.3 Proba jednoosiowego rozciggania — rola w opisie teorii plastycznosci

Ze wzgledu na sformutowang tez¢ i zakres pracy, zasadne jest streszczenie pewnych
faktow nt. jednowymiarowej (1D) plastycznos$ci. Zaawansowanie 1 wielo$¢ zastosowan teorii
plastycznosci nie zmienia faktu, Ze przy pozyskiwaniu parametrow materialowych
podstawowa 1 powszechnie stosowang (m.in. ze wzgledu na latwo$¢ realizacji), jest proba
jednoosiowego rozciggania (np. probki metalowe) lub S$ciskania (np. probki betonowe)
materiatu.

Bez straty na ogdlnosci rozwazan, mozna je zawezi¢ do rozpatrzenia rozciggania probki
metalowej. Na podstawie uzyskanego w prébie jednoosiowej wyniku, w postaci wykresu
zaleznosci napre¢zenia nominalnego od odksztatcenia probki (o — ¢ ), mozna zdefiniowaé opis
zachowania sprezysto-plastycznego materiatu. Typowy wykres o —¢& uzyskany z badan stali
mickkiej (rys. 1.1) zawiera okreslenie wartosci pewnych granic: granica proporcjonalno$ci
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o, , wyrazna granica plastycznoéci o,, granica plastycznosci géorna o, i dolna o,
wytrzymato$§¢ na rozciaganie o,,. Wyrdznia si¢ tez nastgpujace odcinki na wykresach:
platforma idealnej plastycznosci (3-4), wzmocnienie plastyczne (4-5), odcinek niestatecznej
deformacji (5-6).

F

] proébka do badania:
0 - stan poczagtkowy

5-6 - stan uplastyczniony _ [ ]
F -
+— —>

© !
/

£ = x"
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Rys. 1.1 Préba jednoosiowego rozciagania. Wykres o —¢ dla stali migkkiej, geometria i zachowanie
rozcigganej probki.

Deformacje sprezysta i plastyczng odréznia zachowanie materialu po ustgpieniu
obcigzenia. Material sprezysty wraca do swojego pierwotnego ksztattu, natomiast w materiale
plastycznym (jesli jest przekroczona granica plastycznosci), pewna cze$¢ deformacji zostaje
utrwalona. Wykresy o —¢ dla opisanych sytuacji zestawiono na rys. 1.2.

a b
) g A B ) g A B
A-B wzrost obcigzenia A-B wzrost obcigzenia
B-C spadek obcigzenia B-C spadek obcigzenia
“A=C > AT C >

& trwata deformacja

Rys. 1.2 Proba jednoosiowego rozciggania. Wykres o —& a) materiat sprezysty b) materiat plastyczny.

Opis teoretyczny oraz implementacja numeryczna krzywej o —& z uwzglednieniem
wszystkich jej szczegotow bytaby klopotliwa. Stad uzasadnione, roéwniez praktyka
inzynierska, jest przyjecie pewnych uproszczonych zaleznosci o—¢& (rys.1.3), zob. np.
SKRZYPEK [1986]. Wyrdzniona jest jedynie granica plastyczno$ci o, (0znaczona inaczej niz
wczesniej dla odroznienia danych z eksperymentu od wartosci zatozonej przy wybranej

aproksymacji krzywej o —¢).
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&

Rys. 1.3 Aproksymacja krzywej o — ¢ . Materialy idealne a) sztywno-plastyczny b) idealnie sprezysto-
plastyczny c) sztywno-plastyczny ze wzmocnieniem d) sprezysto-plastyczny ze wzmocnieniem.

Oczywistym jest, ze nie tylko metale wykazuja zachowanie sprezysto-plastyczne.
Dotyczy to réwniez innych materiatow, takich jak beton, drewno, o$rodek gruntowy czy
tworzywa sztuczne. Ich roznorodnos$¢ powoduje, ze w r6zny sposdob moga w nich przebiegac
procesy uplastycznienia, a takze wymaga doboru odpowiednich metod badawczych do oceny
wilasciwych zjawisku parametrow materiatowych.

Zadaniem teorii plastyczno$ci jest opisanie wyzej wymienionych zjawisk
w wyidealizowanym kontinuum, w mozliwie prosty sposob, jednoczesnie wystarczajaco
doktadnie w stosunku do rzeczywistych procesow.

Wiele miejsca w opracowaniach traktujagcych o plastycznosci poswigcono na
przedstawienie rysu historycznego rozwoju teorii jej opisujacej. Przetomowym okresem w jej
tworzeniu byl poczatek XX w., kiedy to 3 uczonych, niezaleznie od siebie, sformutowato
hipotez¢ wytezenia materialu znang dzi§ jako kryterium Hubera-Misesa-Hencky’ego,
w literaturze angielskojezycznej czesciej jako kryterium von Misesa. O ile poczatkowo praca
prof. Hubera [1904] byta nieznana na zachodzie (wydana we Lwowie, w jezyku polskim), to
juz w 1950 r. R. Hill w swoim wielokrotnie cytowanym dziele dotyczacym matematycznych
podstaw plastycznos$ci (HiLL [1950]) ja przywotuje. Niezrozumialym jest zatem fakt, iz
wspotczesni autorzy prac przegladowych (zob. np. BRHUNS [2014]) przemilczajg jej istnienie.
Zasadnym wydaje si¢ zatem wskazanie wplywu polskich uczonych na rozwdj teorii
plastycznosci.

1.4 Znaczenie polskich uczonych w rozwoju teorii plastycznosci

Pierwszenstwo w zastugach dla rozwoju teorii plastycznosci nalezy si¢ dwom wielkim
uczonym pracujagcym w Ipot. XXw. — prof. Maksymilianowi Tytusowi Huberowi
i prof. Wiodzimierzowi Trzywdarowi Burzynskiemu (rys. 1.4).

1.4.1 Maksymilian Tytus Huber

Hipoteza Hubera-Misesa-Hencky’ego jest zapewne najczgsciej stosowanym
W obliczeniach inzynierskich kryterium uplastycznienia. M.in. w ksigzkach HiLL [1950] oraz
JONES [2009] przywotano najistotniejsze prace moéwigce o historii tej hipotezy.
Pierwszenstwo w powigzaniu energii odksztalcenia postaciowego z uplastycznieniem
materiatu nalezy si¢ wielkiemu uczonemu, Jamesowi Clerkowi Maxwellowi®. W liscie do
Williama Thomsona z 1856 r. proponuje on dekompozycje energii odksztalcenia na czgsé

3 Osiagniecia J.C. Maxwella podaje w swym monumentalnym dziele BADUR [2009].
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postaciowa 1 objetosciowa. Formuluje przy tym hipotezg, méwiaca o tym, ze materiat
pozostaje w zakresie sprezystym, jesli warto$¢ energii postaciowej nie przekroczy pewnego
parametru (ang. resilience of rigidity). Ma on warto$¢ pracy wtozonej w materiat w procesie
czystego §cinania, ktéra powoduje trwate odksztatcenie. Maxwell wspomina o tym, ze nie
spotkat si¢ z badaniami dotyczacymi proby wielokierunkowego odksztalcenia i uzyskania
uplastycznienia. Planowal on zrealizowanie opisu matematycznego i przeprowadzenie
eksperymentow, ale zadne dalsze prace (wedtug najlepszej wiedzy Autora) nie wskazujg na
spetienie tych zamiaréw.

Rys. 1.4 Badacze teorii plastycznosci a) prof. M.T. Huber b) prof. W. Burzynski

Koncepcje odksztatcenia postaciowego jako miary uplastycznienia powtdrnie (bez
wiedzy o pomysle Maxwella) proponuje wielki polski uczony Maksymilian Tytus Huber
(HUBER [1904]). Reprinty oryginalnych prac Hubera oraz ocen¢ ich znaczenia dla nauki
polskiej i §wiatowej mozna znalez¢ w pracy OLESIAK, ENGEL [2010].

Oryginalna praca Hubera ta nie zdobyta szerokiego rozglosu na §wiecie, przeszkoda byt
glownie jezyk publikacji. Sam Huber po publikacji pracy wycofal si¢ na jaki§ czas
z wyglaszania na wyktadach zawartych w niej tez, twierdzac ze inne kryteria lepiej opisuja
przeprowadzone eksperymenty. Dopiero na nowo zrealizowane proby potwierdzity stusznos¢
jego zatozen.

Po Huberze, dwoch innych uczonych realizuje niezalezne badania, z ktorych wynika
identyczne kryterium — sg to Richard von Mises (w 1913 r.) oraz Heinrich Hencky
(w1924 r.). Mises w swojej pracy proponuje kryterium uplastycznienia zalezne tylko od
drugiego niezmiennika stanu napr¢zenia. Dopiero Hencky wskazuje na interpretacj¢ tegoz
niezmiennika jako wlasciwg energi¢ odksztatcenia postaciowego. W 1924 r. trzech uczonych
spotyka si¢ na Kongresie Mechaniki Technicznej w holenderskim miescie Delft. Wymiana
doswiadczen miedzy nimi owocuje pracami kolejnego znakomitego polskiego uczonego,
ucznia Hubera, Wlodzimierza Burzynskiego (BURZYNSKI [1928], BURZYNSKI [1929]).

HiLL [1950] 1 JONES [2009] podkreslaja, ze w swojej pracy Huber nie precyzuje, czy
jego kryterium dotyczy uplastycznienia, czy tez kruchego pekania. Istotnie, w pierwszym
akapicie swojej pracy Huber pisze (pisownia oryginalna):
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Najogolniej cel nauki o wytrzymatosci streszcza sie w odpowiedzi na pytanie:
Jakie sily zewnetrzne wywotujq w danem ciele statem (wzglednie uktadzie cial
statych) niebezpieczenstwo pekniecia w oznaCzonym stopniu?

Dalej, w wielu miejscach pracy, pojawia si¢ termin peknigcie. Na podstawie przegladu
literatury 1 wlasnych obserwacji Huber formutuje zdania:

Odksztatcenie elementu ciala okresla jego wytezenie.[...] Wytezenie materyatu
mierzy sig wlasciwg pracq odksztatcenia.

Niemniej jednak potwierdzeniem, ze Huber swoje kryterium traktuje jako kryterium
uplastycznienia, jest fragment:

[...] w praktyce technicznej nie dopuszczamy z reguly odksztatcen poza granicq
sprezystosci, chodzi nam przeto nie tyle o niebezpieczenstwo peknigcia, ile o
niebezpieczenstwo przekroczenia granicy sprezystosci, ktore wedtug wszelkiego
prawdopodobienstwa mierzy rowniez wtasciwa praca odksztalcenia [...]

1.4.2 Wlodzimierz Trzywdar Burzynski

Warto tutaj poswieci¢ miejsce na omowienie wktadu prof. Wtodzimierza Trzywdara
Burzynskiego na rozwoj teorii plastycznosci w okresie miedzywojennym. W swojej pracy
(BUrRzYNsKI [1928]), bedacej rownoczesnie dysertacja doktorska, klasyfikuje dotychczas
ogloszone hipotezy wytezenia materialu oraz formutuje wtasng hipoteze, znang jako hipoteza
Burzynskiego lub hipoteza niezmiennikow.

Praca Burzynskiego zostala opublikowana w czasie, gdy $rodowisko badaczy teorii
plastycznos$ci byto wyraznie podzielone mi¢dzy zwolennikéw hipotez napr¢zeniowych oraz
przychylajacych si¢ do hipotez energetycznych (do tej grupy zaliczali si¢ Huber i Burzynski).
Uzasadnia to ostra krytyke hipotez naprezeniowych zawarta w pracach Burzynskiego, a takze
w jego wystapieniach na konferencjach migdzynarodowych.

Hipoteza Burzynskiego rozszerza hipotez¢ Hubera o dodatkowy czton, zwigzany
z energig odksztalcenia objgtosciowego. Formutujac swoja hipoteze, Burzynski pragnat nadac
jej cechy ogdlne, dzigki czemu miata mie¢ zastosowanie w szerokiej klasie materiatéw. Takie
tez byto dazenie czg$ci dwcezesnych badaczy — powigzanie w jedno$¢ hipotez wytezenia dla
materiatdow sprezysto-plastycznych i sprezysto-kruchych.

Burzynski konsekwentnie krytykowat hipotezy wytrzymatosciowe pomijajace wplyw
posredniego napre¢zenia gtoéwnego o, (np. hipotezy Treski i Mohra). Za warto$ciowe uwazal

tylko te hipotezy, ktore przy odpowiednim doborze wspdtczynnikéw przechodza w hipoteze
Hubera. Przeciwko takiemu podejsciu przeczy wiele danych eksperymentalnych (cze$ciowo
dostepnych, gdy Burzynski tworzyl swoje dzieta), potwierdzajacych stosowalnos¢ hipotez
Treski i Mohra do pewnych grup materiatow.
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1.4.3 Polska szkola plastycznoS$ci

Wplyw polskich uczonych na rozwoj teorii plastycznos$ci nie konczy si¢ na dokonaniach
profesorow Hubera 1 Burzynskiego. Znaczacy wplyw w tej dziedzinie majg badacze Instytutu
Podstawowych Probleméw Techniki Polskiej Akademii Nauk (IPPT PAN). Nalezy tu
wymieni¢ prof. Wactawa Olszaka, prof. Zenona Mroza, prof. Piotra Perzyne. Na Politechnice
Krakowskiej swoje badania prowadzit prof. Michat Zyczkowski. Wspolnym mianownikiem
pracy wymienionych uczonych, oprocz tematyki badan, byta dlugoletnia praca w osrodkach
zagranicznych. Portrety uczonych zestawiono na rys. 1.5.

a) b)

d)

Rys. 1.5 Polscy badacze teorii plastycznosci a) prof. W. Olszak b) prof. Z. Mroz c) prof. P. Perzyna
d) prof. M. Zyczkowski.

Prof. Olszak (1902-1980) byt wybitnym organizatorem nauki, uznawanym za tworce
polskiej szkoty teorii plastycznosci, ale takze znakomitym inzynierem praktykiem (stworzyt
projekty wielu obiektow mostowych, m.in. na Wisle). Jego wplyw na polska szkole
mechaniki stawia si¢ na rowni z wptywem prof. Hubera i prof. Nowackiego. Prac¢ doktorska,
poswigcong teorii sprezystosci, wykonat pod kierunkiem prof. Hubera w 1933 r.

Pod kierunkiem prof. Olszaka pracg¢ w IPPT PAN w 1955 r. rozpoczat prof. Mroz
(ur. 1930). W 1959 r. obronit pracg doktorska ,,Nosno$¢ graniczna i optymalne projektowanie
plyt i powlok”. W 1964 r. uzyskat habilitacje, realizujac prace w temacie ,,Zwiazki fizyczne
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W teorii plastyczno$ci”. Jest najszerzej cytowanym na $wiecie polskim naukowcem, za$
zaproponowany przez niego wielo-powierzchniowy model materiatu sprezysto-plastycznego
powszechnie nazywany jest modelem Mroza (zob. np. KHAN, HUANG [1995]).

Z IPPT PAN zwigzana jest rowniez praca prof. P. Perzyny (1932-2013). Uznawany jest
za tworce teorii lepkoplastycznosci, Jego imieniem nazwano model opisujacy to zjawisko
(zob. np. DE BORST I IN. [2012]). Istotng cze$¢ Jego badan stanowilo modelowanie
konstytutywne materialow niesprezystych z uwzglednieniem opisu lokalizacji i1 zniszczenia.
Jego oryginalng koncepcja jest opis tego problemu w ramach termodynamicznej struktury
Z parametrami wewngtrznymi, wybieranymi z uwzglednieniem podstaw fizykalnych, jak
rébwniez obserwacji doswiadczalnych. Koncepcja ta znalazta zastosowanie w badaniu
metodami analitycznymi zjawisk lokalizacji i zniszczenia w monokrysztalach oraz w
materiatach polikrystalicznych.

Praca naukowa prof. M. Zyczkowskiego byta zwigzana z Politechnika Krakowska, tam
tez obronit swoj doktorat (1955) i habilitacje (1961). W obu przypadkach byty to pierwsze
takie osiggnig¢cia na tamtejszej uczelni. Glowne obszary Jego badan to nieliniowe problemy
W teorii plastyczno$ci, stateczno$¢ uktadow mechanicznych oraz teoria i1 zastosowania
optymalizaciji.

1.5 Organizacja pracy

Rozdz. 2 zawiera podstawowe wiadomosci z zakresu nieliniowej 6-parametrowej teorii
powlok, wystarczajace do wprowadzenia sprezysto-plastycznej relacji konstytutywnej
w dalszej czesci pracy. W rozdz. 3 zebrano wiadomos$ci dotyczace rOwnan sprezysto-
plastycznych w osrodku Cosseratow. Przestrzenny stan napr¢zenia zredukowano do stanu
ptaskiego. Przedstawiono zalozenia klasycznej teorii plastycznosci i jej aplikacje do osrodka
Cosseratéw. Rozdz. 4 przedstawia algorytmy rozwigzywania rownan plastyczno$ci i podaje
formuty dla algorytmu autorskiego. Przedstawione jest umiejscowienie algorytmow
w ogolnym schemacie MES. Rozdz. 5 zawiera informacje nt. uzytego sformutowania MES
oraz podaje przepis na catkowanie stanu napr¢zenia po grubosci powtoki, dla uzyskania
relacji konstytutywnej dla sit i odksztatcen przekrojowych. W rozdz. 6 zebrano rozwazania
dotyczace efektywnos$ci obliczen numerycznych — mozliwosci wprowadzenia obliczen
wielowatkowych oraz wydajnosci solverow dla rzadkich ukladow rownan. W rozdz. 7
zestawiono przyktady numeryczne stanowigce weryfikacje wczesniejszych wyprowadzen.
W rozdz. 8 podsumowano prace i przedstawiono mozliwe kierunki dalszych prac. W rozdz. 9
zestawiono dodatkowe informacje, dotyczace obrotow, geometrii powierzchni, caltkowania
numerycznego oraz wizualizacji wynikow. Prace zamyka spis cytowane;j literatury.
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2. ZARYS TEORII POWLOK

Celem niniejszego rozdzialu jest wprowadzenie foam@w nieliniowej
6-parametrowej teorii powtok niegtthego do wprowadzenia spysto-plastycznej relacji
konstytutywnej w dalszej ezci pracy. Naley podkréli¢, ze szczegolnie pogikowe
rozwazania g tylko jednym z wielu mgiwych podeg¢ do filozofii analitycznego opisu
powtoki.

2.1 Powloka jako ciato trojwymiarowe

Powloka jest trojwymiarowym ciatemZ (zob. np. GROSCIELEWSKI [1996],
PIETRASZKIEWICZ [2001]), sktadajcym sk z czstek materialnychr 0% . Wsrdd innych ciat
powtoki wyré&zniaja sie specyficza geometra przestrzensy ktdéra mazna opiséd pewry
powierzchna M i przypisan kazdej jej punktowi grubécia h, >0. Mozna te stwierdzt, ze
powtoka jest ciatem statym zajmyoym obszar pormgtdzy dwiema powierzchniami, ktérych
przecketna odlegté¢ w stosunku do rozmiaréw samych powierzchni jestwiglka (WOZNIAK
[1966]). W mechanice powlok wytdia st pewry szczegbla powierzchng tzw.
powierzchn¢ podstawow M , ktéra pozwala na opisanie tréjwymiarowych zagatiraa
pomog wielkosci zaleznych tylko od dwdch zmiennych.

Samo pajcie ciata rozumiane jest w sensie klasycznej makhadrodkow chgtych
(zob. np. RMARZ [1993]). & traktowane jest jako zorientowana rozmgitoozniczkowalna
(zob. np. WANG [1967]), przy czym doktadne okilenie tego pajcia wykracza poza zakres

niniejszej pracy. Przyjmuje size & jest zanurzone w przestrzeni euklidesowéj Ciato
ulega deformaciji, ktéra jest gtadkim i odwracalngawzorowaniemy, . Uzyskuje st w ten

sposdb konfiguragjrzeczywist y,, bedaca obrazem , zanurzonym we®.

Opis analityczny wymaga swoistego upgiizowania przestrzeni, przez co ma g
bedzie opisa elementami zbioru liczb rzeczywistyclR. Dla dowolnego punktu

w przestrzeni euklidesowej i przy ustalonej baziepmestrzeni translacyjnefE®, mazna
sktadowe wektora wodezego tego punktu podajako uporzdkowary trojke liczb

z przestrzeniR®. Mozna zatem wskazapotazenie castki + 0E° przez skiadowe{ xi} OR

wektorax 0 E®. Formalnie zapisujemy bbserwagj przezx = x, ().

Opis analityczny wymaga wprowadzenia pewnej doveolmiybranej konfiguracii
B=«(2), tj. gladkiego i odwracalnego odwzorowaka® - B &°, dapcego obraz®
w przestrzeni fizycznej. Konfiguracj® moze, ale nie musi, kyjedrmg z konfiguracji
rzeczywistychy, . W opisie analitycznym zwykle wybiersggedra ustalorn konfiguracg B,
zwarg konfiguracp odniesienia. W szczegélfm B, moze odpowiadé& stanowi
nieodksztatlconemu, co jest charakterystyczne dbsostanego w niniejszej pracy opisu
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Lagrange’a. Pougej, dla zweztosci zapisu, pod ok&eniem ,ciato B’ rozumie s¢ pewry
konfiguracg B ciata % .

2.2 Zasady zachowania, rownania ruchu

Czastki +008 powloki musz spelnig trzy prawa ruchu (NTanson [1890f
w BADUR [2005]):

» kazde cialo trwa w spoczynku lub porusza sichem, jednostajnym po linii prostej,
dopdki sity przytaone nie zmusgciata do zmiany jego stanu,

e zmiana ruchu jest proporcjonalna do przghoej sity poruszapej i odbywa si
w kierunku linii prostej, wzdta ktorej sita jest przykona,

» przeciwdziatanie jest zawsze rowne i przeciwne fdmia tj. wzajemne dziatania
dwéch ciat § zawsze rowne sobie i posiaglaen sam kierunek lecz przeciwne
zwroty.

W odniesieniu do zagadmienechanicznych z prawami ruchu zuane g zasady zachowania
pedu i momentu gdu (por. RR'MARZ [1993])

Przeniesienie rowmamechaniki punktéw na poziom mechaniki kontinuune pest
sprawg prosh i budzi kontrowersje (zob. Aur [2005], str. 113). W pownszych
rozwazaniach przyjmuje si klasyczne podégie (zob. np. léLzapFeL [2001], MARSDEN
| HUGHES[1983]). Cialo B (rys.2.1) w ruchu w czasid dawiadcza oddziatywa
o charakterze masowym i kontaktowym. Odpowiedni@indge sic gestas¢ sit masowych
(na jednostk objetosci) f(x,t) oraz g@stas¢ sit powierzchniowych (na jednostk
powierzchni) T(x,t) . Dodatkowo w ciele wyspuja sity wewretrzne wynikagce z napgzen
t(x,t,n), oddziatugcych przez dowokppowierzchng o normalnejn.

Rys. 2.1 Ciatlo materialne.

Catkowitg sif¢ i catkowity moment dziatape na cialoB zapisuje si odpowiednio
jako:

! NATANSON W.[1890]: Wsep do Fizyki TeoretyczngjVarszawa.
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F(t) = j tda+J' fdv, (2.1)
0B B

M(t) = [ rxtda+[rxf dv. (2.2)
0B, B

Kontynualne odpowiedniki zasady zachowangdipi kretu map postaci:

ijvdv: [ tda+[f av, (2.3)
Dt B 0B g

Rj'r x pvdv= jr Xt da+jr * dv. (2.4)
Dt 0B B

Postulat Cauchy’ego orzekze jezeli spetnione jest prawo zachowaniglp, wtedyt zalezy
liniowo od n, to znaczy istnieje tens@(x,t) zwany tensorem Cauchy’ego otazzachodzi

t(x,t,n)=a(x,t)n . (2.5)

2.3 Ciato typu powtoka, rownania ruchu

Rozpatruje si teraz pewne trojwymiarowe cialB typu powioka, zob. rys. 2.2. Ciato
to zostalo skonstruowane (wyte z ciataB) w taki sposObze zawiera wszystkie punkty
lezace na liniach prostopadtych dél . Na rys. 2.2 przeZ7 oznaczono ¢g¢ powierzchni
podstawowej powtoki w konfiguracji odniesienia, kigest zawarta w ciel® . Zaklada sj,
ze potazenie pewnej cstki w P opisuje wektor wodgey x. Niech terazy [ P(t) oznacza
potozenie tej castki w chwili t. Wtedy ruch pewnego punktu cial® i powierzchni
podstawowejM opisup odpowiednio dwa réwnaniay(x) =x+u(x), y(x)=x+u(x)?
Dalsze etapy formutowania rowdarozpatrywanej tu teorii powlok przedstawiapie
nastpujaco:

1. wprowadza si tzw. sprowadzone zasady mechaniki dla powierzofini wyrazane
przez tréjwymiarowe wielkai okreslone dla ciataP

2. wyprowadza si lokalne réwnania ruchu punktu powtoki,

3. wprowadza s tozsamad¢ catkowy, ktérg interpretuje si jako zasael prac
wirtualnych,

4. otrzymana zasada stanowi podsiale definicji miar odksztalde

5. miary odksztalce pozwalaj na skonstruowanie postaci rownania konstytutywnego

% Tutaj i dalej wektory oznaczone prosizcionky (np. x) odnosa sic do ciata typu powloka, wektory
oznaczone ukima czcionky (np. x ) - do powierzchni odniesienia.
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2. Zarys teorii powtok

SzczegOlowe rozwigcie  powyszych  punktow mma odnale¢  w  pracy
CHROSCIELEWSKI | IN. [2004] i cytowanej tam literaturze. Dla kompletop w niniejsze]
pracy przedstawia giskrét, odniesiony do zagadnistatyki, por. te WiTkowski [2005],
WITKOwsKI [2011].

Rys. 2.2 Ciato typu powtoka.

Zasady zachowania (2.3) i (2.4) orzekadpowiednio o réwnaniu réwnowagi sit
i rbwnaniu rownowagi momentoéw dla ptaf@ :

F(T)=FP)=0, M((/T)=M(P)=0. (2.6)

Wystepujace w (2.6) wielkéci to: catkowita sita oraz catkowity moment, dzjgte na
dowolm cze¢ /7 powierzchni odniesienia, wyrane przez:

F () :Hﬂfda-'-.[an\amfn“d|+.[a/7na|v|fn*dl ’ (2.7)

M(1T) =jjﬂ (c+y><f)o|a+ja m, +yxnn)d|+j (m +yxn)dl. (2.8)

n\aMf( a1 naM

Okreslenia sktadnikdw powiszych wzorow i ich odniesienie do wiekad dla ciata
trojwymiarowego zestawiono w tab. 2.1, a rys. 2.&efdstawia koncepgj wektoréw
przekrojowych.

Poprzez analogi do (2.5) postuluje siistnienie tensora przekrojowych sM (x)
i tensora przekrojowych momentoM (x) , takichze:

n, (x) = NGON(X), m, (x) =M (x)n(x). (2.9)

Zdefiniowawszy catkowit site i catkowity moment dziatacy na dowolg czec /7
powierzchni odniesienia, wyprowadza sbzniczkowe rownania réwnowagi:

DivN + f =0, DivM +ad*(NFT —~FNT)+c=0. (2.10)
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Tab. 2.1. Zestawienie wielkoi: wektory przekrojowe i odpowiadge im definicje w ciele
tréjwymiarowym

Cialo typu powtoka, wektory przekrojowe Ciato txgmiarowe

sity powierzchniowe

] fda [[[ fav+[[ tida~[[ t,da

momenty powierzchniowe

Hﬂ (C Ty f )da .“]Py dev-'-.”.n+y+ Xt;daf' _”/7‘y_ Xt; da
sity wewretrzne

.|'a/7/a|v|f n”dl .Uap'\as' t”da

momenty wewgtrzne

.|'a/7/a|v|f (m” Ty n”)dl .Uap'\as' yx t”da

sity brzegowe

Jou, el JJ, Ve

momenty obcizen brzegowych
I, +yxn)a Il yxves

Rys. 2.3 Koncepcja przekrojowych sit i momentows

Szczego6lowe wyprowadzenie wzoru (2.10) i definigjelkosci w nim wystpujacych
mozna odnale¢ w pracy GIROSCIELEWSKI | IN. [2004]. Odwzorowanie

ad: B - sq3) (2.11)

przyporzdkowuje skénie symetrycznemu tensorowV [1so(3) jego wektor osioww t;.

Wa=wxa dla kadego alJE®. Rownania (2.10) uzupethinalezy o statyczne warunki
brzegowe:

nNn-Nn=0,m -Mn-=0. (2.12)
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2. Zarys teorii powtok

2.4 Zasada prac wirtualnych, miary odksztatca

Przyjmuje s¢, ze brzegdM powierzchni podstawowdy jest sumg dwdch czsci
oM =0M,0O0M,, dM, noM, =00, na ktorych zadane ©dpowiednio przemieszczeniowe
oM, i napezeniowe OM, warunki brzegowe. Dalej zaktada; sstnienie dwoch polv(x)
I w(x) bedacych, odpowiednio, kinematycznie dopuszczalnym mpoldrtualnych przesugé
i obrotow

w = (V,W), (2.13)

ktére spetniaj jednorodne warunki brzegowe(x) =w(x) =0 na dM,. Biorac za punkt

wyjscia sformutowanie silne (2.10) moa pokazéa (zob. np. GROSCIELEWSKI | IN. [2004]),
ze rownowane mu sformutowanie stabe dane jest przez zgsat wirtualnych w postaci

HM{N 7V - WF) +M WV\}da:HM(f [V +c (W) da+jaM(n* W+m W dl. (2.14)

Analiza cztonu opisacego wirtualg prae sit wewrgtrznych wskazujeze z odpowiednio:
przekrojowymi miarami sifN (x) i momentéwM (x), sprzzone § energetycznie tensory:

OE(X) =[/v(X) = W(X)F(X), oK (x) =/w(x), (2.15)

ktore  definiup  naturalne  miary odksztalcenia  powioki. kha  pokazé
(zob. BurRzYNsKI [2013a]), ze dla uktadu ptaskiego (ptaski stan odksztalceapwienia)
przechodz one we wzory znane dla liniowegosrodka Cosseratdow, zob. np.
NowAckl [1971]. Sad réwnania opisuace ruch powloki maj post& ogolm, typows dla
osrodka z mikrostruktuy.

y(x,t) =x+u(x,t), T(x,t)=Q(X,t)T,(x). (2.16)

Nieosobliwe tensory T(x,t) i T,(x), nazywane # tensorami struktury powtoki,

odpowiednio, w konfiguracji aktualnej (w czasje konfiguracji odniesienia (w czaste=0).
Ich definicja zostanie podana w dalszejsck pracy.

2.5 Wspoirzedne fizyczne, notacja macierzowo-operatorowa

W kolejnym kroku wprowadza sinaM wspoétrzdne w postaci powierzchniowej bazy
ortogonalnej, zob. rys. 2.4. W implementacji kongpawvej MES stanowi one skiadnik
zbioru danych. Jednostkowe wektory styczne bazy ekter normalny wyznacza ¢si
z klasycznych wzoréw (zob. np. 8INIAK [1966] oraz dodatek B):

_0X

=g #71L2 S =x, =t (2.17)
S

o
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Rys. 2.4 Baza ortogonalna ha

Wektory okrélone przez (2.17) spetniayvarunki:
tio'tjo =4, lIt” [I= 2. (2.18)

W prezentowanej tu implementacji elementéw rekmnych bag {t} przyjmuje s¢ jako
wynik obrotu ustalonej bazy odniesiedig} tzn.:

t°(x) =T,(x)e ,i=12,3, (2.19)

Zatem tensor strukturyf,(x) jest, podobnie jak wektor woglzy x = X(s,), czscig danych
zadania. W ruchu powtoki aktualmrientacg t,(x) otrzymuje s¢ jako wynik nasgpujacych
zaleznosei, por. (2.16):

£(x) = QU () =QM)Ty(x)g =T(x) g, =123 (2.20)

Model kinematyczny rozpatrywanej tu teorii powtogozny jest z modelem powierzchni
Cosseratow wyposganej w trzy ortogonalne nierozgiliwe direktoryt®(x) it (x).

W ustalonej bazie z #samdci catkowej wynikaj3 w sposob naturalny (por. np.
CHROSCIELEWSKI | IN [2004]) wektory wirtualnych odksztattei wirtualnych krzywizn
W postaci:

0g, (X) =V, +Y, , XW=V, + (t, +&, )XW, dr,(X)=W,,. (2.21)

Mozna pokazé (por. np.CHROSCIELEWSKI | IN. [2004] i cytowana tam literaturade definicje
powtokowych miar odksztattéeodpowiadajce (2.21) danegrzez:

&=y, ~t, =U,+(A-Q)X), K,=ad’ Q,Q"). (2.22)
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2. Zarys teorii powtok

Zatem nawjzujac do postaci zapisu wektora uogolnionych wirtualnpezemieszcze(2.13)
okresla sk wektor rzeczywistych przemieszeézpowtoki

u=(uQ). (2.23)

W dalszym cigu pracy, ze wzgtu na ukierunkowanie na zastosowanie w programie
komputerowym, przyjmuje sinotacg macierzowo-operatoraw(por. np. GIROSCIELEWSKI

I IN [2004], MiskiIEwIcz [2010], WiTkowski [2011]). Réwnania kinematyczne (2.21) i (2.22)
zapisuje sj jako:

g (u) u, +(1-Q)t; o€, v, + (t+e)xw
leM) | fu,+@-Q)t) | de, | |V, (tre)xw
e(u)= . () g 0.97) , oe= on, = W, . (2.24)
kW) |ad'@Q,Q") Ok, W,

Energetycznie spezone z (2.24) miary uogoélnionych napzen zestawia si w wektorze

n
n’ n?
s={ ﬂ}= b (2.25)
m m
m2

Podobnie zestawiang sdpowiednio wektory powierzchniowego of@nia zewgtrznego i
wektory obcyzenia brzegowego:

p ={ f } sD:{”DD} (2.26)
c m

Operator B(u) budupcy relacg przemieszczenie-odksztalcenie (2.21) w formie
de =B(u)w ma posta

1(')’1 (tl+ gl)x ()
10),, (t*e,x ()
0 1), |
0 1),

B(u) = (2.27)

W powyzszej notacji, zakladag ze u = (u,Q) spetnia przemieszczeniowe warunki brzegowe
u=u’nadoM,, réwnanie (2.14) zapisujesgako Glu;w] = G[u; w] -G u W tj.;

j jM (B(u)w) sda- j jM w'p da+ LM w's’dl=0, s=Ce(u). (2.28)
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2.6 Linearyzacja

Réwnanie (2.28) jest w ogoinym przypadku nieliniozeewzgédu na zmiany geometrii
i zmiany macierzy konstytutywnefs (tu spezysto-plastycznej) w relacji (2.28) Do
rozwigzania réwnania (2.28) stosuje s tutaj metog typu Newtona (por. np.
SzymKIEWICZ [2012]). Wymaga ona zlinearyzowania rownania (Rt28.

oG[u; Au,w]+Ju w| =0. (2.29)

Zlinearyzowan post&g zasady wirtualnych przemieszézew otoczeniu rozwizania
prébnegou = (u,Q) uzyskuje s obliczapc pochodn kierunkows (2.28) w punkcie u
w kierunku czyli A4u

5Glu; A, W] =d%G[U(71); Wi, =0G[u Juwl -5CGlu uw . (230)

Szczegotowe wyprowadzenia vma odnale¢ w CHROSCIELEWSKI | IN [2004]. W wyniku
dziatax rozpisanych w (2.30) uzyskujegszlinearyzowany czton opisagy wirtualrg prac
wewretrzng

0G [u; 4w, w] = | jM (Bw)" C(BAw) +(Dw)"G(D4w))da. (2.31)

W (2.31) oznaczono:

0 0 0 0 -n'%()] [1(), O
0 0 0 0 —-n?x() 1(),, O
Gu)=| 0 0 0 0-mix()|, D= 0 1),]|. (2.32)
0 0 0 0 -m?x() 0 1),
n'x() n’x() 0 0 H | 0 1 |

gdzieH(u) =n” O (t, +&,) - (n"[t, +&,) )1. W dalszym cigu rozwaania ograniczajsi¢ do
przypadku, gdy obgfenia nie zales od deformacjiu (obchzenia martwe), a zatem
oG [u; 4w, w] =0 . W konsekwencji z rbwnania (2.29) uzyskuje rgiwnanie

j jM (Ww'B'CB fu+w'D'GD Ju)da=

= j jM w'pda+ LM w's"dI- j jM (B(u) w)"s(e(u)) da (2:33)

ktore jest punktem wygia do aproksymacji skazenie wymiarowej omowionej
w rozdziale 5.
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3. ROWNANIA SPREZYSTO-PLASTYCZNE OSRODKA
COSSERATOW

3.1 Wprowadzenie

Rola rownar konstytutywnych w mechanicesrodkéw cagtych (MOC) jest podanie
zwigzkdw migdzy polem napren i odksztalca. Jednoczéie ukiad rowna prawa
materialowego uzupetnia ogoélny bilans rowna niewiadomych problemu brzegowego
mechaniki érodkéw cigtych (por. np. RMARz [1993]). Réwnania konstytutywne opiguj
bogactwo materiatdw jakie wygiuje w przyrodzie i ich reakcje na oddziatywanie
zewretrzne. Praktyka inynierska pokazujeze przyleenie tego samego olgenia np. do
probki wykonanej ze stali i pianki spowoduje odrmmerprocesy deformacje tych probek. Ta
sama praktyka wskazujee ten sam materiat wykazujezne odpowiedzi zalaie np. od
stanu pocgtkowej deformacji czy midkosci odksztatcenia.

Réwnania rownowagi oraz zasady zachowania chasaktgr sic uniwersalnécia.
Cecha ta nie dotyczy réwfigkonstytutywnych (zob. np. YArRz [1993]), co nie powinno
by¢ zaskakujcym faktem. Trudno jest bowiem zamknbogactwo materiatbw w kilku
zwieztych réwnaniach. Z tego wzglu teoria rowna konstytutywnych rzdzi si wiasnymi
prawami i postulatami, reprezergaymi ogdlne charakterystyki mechaniczne materiatu,
zgodne z codziennym éwiadczeniem. Trzy zasadnicze postulaty to: posudda¢rminizmu,
postulat lokalnéci i postulat obiektywnéci materiatowej. Szczegotawdyskusg tych praw
maozna odnale¢ przykiadowo w pracach®LL [1958], FERZYNA [1978] | RrMARZ [1993].

W niniejszym rozdziale przedstawione zosgtavybrane informacje dotygze rowna
konstytutywnych ze szczegélnym uwgdhieniem &rodka Cosseratow. Ze wzglu na
przyjete wczeéniej zal@enia rozwaania ograniczone gsdo przypadku ptaskiego stanu
napgzenia i matych odksztatée

3.2 Statyka i kinematyka w liniowym o§rodku Cosseratow

Osrodkiem Cosseratdtnazywa sj kontinuum, ktérego punkty oprécz wspéidnych
geometrycznych, posiadaj zorientowanie w przestrzeni. Pole obrotow jest exat
w najbardziej ogdlnym przypadku niezate od pola przemieszazecha mazliwe jest take
uzaleznienie ich od siebie. Pierwsmwo w petnym opisie swodka takiego typu natg sie
braciom Cosserat (1909r.), por.RIEKSEN, TRUESDELL [1958]. Teoria Cosseratow
pocztkowo nie wzbudzita zainteresowania, zwrécoroksi niej powtornie dopiero w Il. pot.
XX w. Wséréd wielu wezesnych artykutdw i monografii, podiré nalezy znaczenie dziet
NOWACKI [1971], ERINGEN | SUHUBI [1964], ktdére miaty decydagy wptyw na rozwdj teorii
osrodkow z mikrostruktuy.

! W niniejszej pracy zamiennie z tym poiem wywana ledzie nazwa ,érodek mikropolarny” (zob.
dyskusja nazewnictwa w Mkowski [2011]).
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3. Réwnania sprysto-plastyczne @odka Cosseratow

3.2.1 Problem brzegowy

Za prag@ DyszLEwicz [2004] ponkej zestawiono podstawowe informacje dotyez
liniowego grodka Cosseratow w odniesieniu do statyki oraz aswnm rzadzacych.

Réwnania réwnowagi przyjmajposta:
o;; +=0, €0, +y,;+h =0, (3.1)
gdzie g; 1 4 oznaczaj, odpowiednio, niesymetryczne tensory rapnia Cauchy'ego

(napkzenia sitowego) i nageenia momentowegof; i b sity i momenty masowe, ey,

oznacza tensor permutacyfny

Rownania (3.1) naly uzupeiné o warunki brzegowe. Na brzegu dziedziny zadania
0Q =0Q,00Q, wprowadzone zostajwarunki brzegowe. $to wartdci przemieszcze

i obrotow na fragmencie brze@, :

u="%, ¢=g9 (3.2)
oraz wartéci wektoréw napgzen sitowych i momentowych na fragmenai€

on =R, Mn=m, (3.3)

ji

gdzie n; jest wektorem normalnym na brzegu. Sktadowe weékiotranslacji oraz obrotu

zostaty oznaczone przez, odpowiednip,i ¢,. Przezf,, g,, p orazm oznaczono pewne
zadane warti translacji, obrotow, obgien sitowych oraz momentowych.

Réwnania zgodniei wyrazone g jako:
Ein ~ &y 6wk Yk =0, K, —Ky, =0, (3.4)

Tutaj & 1 «; =3, odpowiednio, sktadowymi tensoréw odksztatcemiai krzywizny k.

Sktadowe te zdefiniowaneg §ako:
& = U _%ﬂ’ Kji=¢i,j' (3.5)

Na rys. 3.1 pokazano formy deformacji elementarnegoinka kontinuum, na ktérych
wymuszono wybrane odksztalcenia i krzywizny. Mglezauway¢, ze rownania (3.5)
jednoznacznie opisaj stan odksztalcenia wadznie w odniesieniu do sformutowania
liniowego. Przy przdeciu do sformutowania nieliniowego pojawdaj Sic pewne
niejednoznaczriwi, por. PIETRASZKIEWICZ, EREMEYEV [2009]. Autorzy wskazali,ze

2 dla permutacji parzysteji{j,k =1,2,%, 2,3,1albo 3,1, 2) tensor permutacyjny przyjmuje waito
1, dla permutacji nieparzystei,(j ,K = 3,2,1, 2,1,3albo 1,3, 2) wartai¢ -1, w pozostatych przypadkach 0.
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w zagadnieniach nieliniowych znane sozne podejcia. Dotyczy to zwilaszcza tensora
krzywizny, ktéry nazywany jest tak tensorem wykrzywienia, angryness tensgr

Xy T
8[[ 82[

Rys. 3.1 Formy deformacji wycinka kontinuum Ii(MLIN [1964])

3.3 RoOwnania sprezysto-plastyczne

Podstawow przeszkod na drodze do powszechnego stosowaliadka Cosseratow,
jest potrzeba wprowadzenia ekszej liczby parametréw materiatowych w stosunku do
osrodka Cauchy’ego. Ze wzglu na brak szczeg6towych metod identyfikacji, a samym
brak wartdci liczbowych przypisanych konkretnym materialomart@ci dodatkowych
parametrow przyjmuje sidowolnie. Znajduje tutaj zastosowanie analiza ipatayczna,
zob. np. MKAMURA I IN. [1984], BURZYNSKI | IN. [2014a,b,c]. Przegdt literatury na temat
prob oznaczenia parametrowradka mana znale¢ w pracach ATENBACH | IN. [2010],
WITKOWSKI [2011].

Jednym z poszukiwanych parametrow jest tzw. diéigdharakterystyczna. To paje
poza znaczeniem teoretycznym jestisle zwigzane z regularyzagj rozwigzan MES,
szczegolnie w przypadku analiz spysto-plastycznych @wodkéw gruntowych, zob. nme
BORST [1991], TEJCHMAN, WU [1993], BURzYNsSKI [2013a]. Teoria Cosseratow znajduje
dobre umotywowanie w zastosowaniu dooodkéw gruntowych, gdzie dodatkowe stopnie
swobody mog by¢ interpretowane jako obroty ziaren. Dhggocharakterystyczn maozna
wtedy przypé jako sredni srednie ziaren zob. np. 88INskI [2006]. Réwnie w przypadku
betonu, diugé¢ charakterystyczn mazna uzalenic od wymiarow w mikrostrukturze
materiatu por. np. 8BINSKI [2006].

3.3.1 Stan sprezysty w asrodku Cosseratow

Uzupetnieniem do bilansu niewiadomych z réwr{@.1), (3.5) § rébwnania konstytutywne,
ktore dla drodka liniowo spgzystego mana zapisaw postaci:

oy =(u+i )& +(H-1)E +A54 (3.6)
H; :ﬂKij * K +a’ﬂéj - (3.7)

Tutaj 4 oraz A oznacza state Lamégo, ktoregswyrazalne przez modut Youngd&
i wspotczynnik Poissona:

_E _ Ev _2uv
M= oraz A= = ,
2(1+v) a+v)1-2v) - 2)

(3.8)
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Przez 1, oznaczono dodatkowy modgginania (modut rotacji), Za, a i y sa modutami

gradientu rotacji (zob. BFF[2008]). W literaturze mina znale¢ rozne rownowane zestawy
parametrow materialowychiimdka Cosseratow, zw#ki migdzy nimi zostaty zestawione np.
w pracy WTkowskl [2011]. Na rys. 3.2 zaprezentowano skladowe temwsamapezenia
sitowego i napgzenia momentowego w przestrzeni 3-wymiarowej (3D).

Xy 1 Xy T
Oy My

Rys. 3.2 Sktadowe tensoréw najpgnia.

3.3.2 Redukcja do zagadnienia ptaskiego

Ze wzgkdu na przywte w pracy zalgenia (zob. rozdz. 1) dalsze rozwaia dotycz
dwuwymiarowego (2D), ptaskiego zagadnieniagddoego uogolnieniem klasycznego
ptaskiego stanu nagrenia (PSN). Wyréniajac ptaszczyze x - x,, zgodnie z zatgeniami
PSN, warté¢ nastpujacych sktadowych tensorow, i 4 przyjmuje s¢ jako zerowy:

O3 =0,,=0,,=0,,=0 5,=0, (3.9)
My = Hop = Ha3= H1p= M 0= H 3= M 557 0. (3.10)
Odpowiednio wrod odksztatce i krzywizn zerowe &
E3=E3=E,3=E45,=0, (3.11)
K =Ky =Ky3=K =K ,=0. (3.12)

Liczba niezerowych napten (napgzen momentowych) i odksztatae(krzywizn) nie jest
sobie rowna. Sktadnike,;, «,,, k5, Nie s zerowe, ale szalene od pozostatych i zostan

wyznaczone z warunku zerowania odpowiadggh im energetycznie spronych
sktadowych tensoréw naprenia. Niezerowe skfadnikio; i p; zostaly zestawione na

rys. 3.3.

Oy
T 611
X

Rys. 3.3 Sktadowe tensoréw nejsn w plaskirﬁ stanie naptenia Cosseratéw.
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Rozpisugc roéwnania konstytutywne (3.6) i (3.7) dla poszdétegch sktadowych
otrzymujemy:

Oy =20+ A(E,+ €t € 4), (3.13)

Oy = 2UEpp+ A(E,, €+ 5), (3.14)

Ogy = 2UE 3+ A(E+ €+ € ,) =0, (3.15)

Oy, = (U + 1) €0+ (1~ 1) €1, (3.16)

Oy = U+ 1) €0+ (= 1) €1 (3.17)

Mg = PKiat VKo Hog = BKost YK 5, (3.18)

Mo = BKo+ K 13=0, 1, = BKo,+ YK ,3=0. (3.19)

Z réwnania (3.15) wyznaczamsy, i podstawiamy do (3.13) i (3.14) otrzymaj

22 )2
=|2u+ - +| A- , 3.20
all /'l 2/,I+ﬂ,j€ll ( 2/1_'_&]822 ( )
Ve )2
O,,=| A— E.+| 2u+ - E. .. 3.21
22 2,11"‘1} 11 (/’1 2,U+/1j 22 ( )

Z rowna (3.19) » wyznaczamyk,, i k,, i podstawiamy odpowiednio do rown#3.18) »
otrzymupc:

ﬂlaz(lg_yz/ﬁ)/(m’ /123:(,3_1/2/,3)/(23- (3.22)

Za prag NEFF[2008] parametryS i y mazna wyrazé za pomog innych statych, tzw.
dtugcsci charakterystycznychl, (ang. characteristic length for bendingi I, (ang.
characteristic length for torsign

y=4ull, B=2ull-y. (3.23)
Podstawienie (3.23) do (3.22) prowadzi do:

4 2

It 4lbzlt
2 2

It Zb

I -4

My =21 Kigr Moy =20 tlz_zz K3 (3.24)
t b

Do dalszych wyprowadse w celu zmniejszenia liczby parametrow materiatolvy
i uzgodnienia postaci rownania konstytutywnego acpiDE BORST [1991], wprowadza si
diugci¢ charakterystycznl wyrazong przez
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| —432
|2=1__"bt 3.25
7212 (3:29)
taka ze formuty (3.24) ,zyskup, odpowiednio, posta
s = 201Ky, oy = 201K . (3.26)

Wprowadzenie (3.8) upraszcza zapis zabéci (3.20) i (3.21), ktére wraz z (3.16),
(3.17), (3.24), dap rownanie konstytutywne w liniowymsmdku Cosseratdw, ¢hacym
uogolnieniem klasycznego PSN, w formie

o=C'g, (3.27)
gdzie
oy pe o pe, 0 0 L0 0] &1
P MC, pc 0 0 0 © €5
(o) 0O O + - 0 0 &
o. — 12 , cle - /’I /'IC /’I ILIC , E - 12 . (328)
95 0 O pu-p pu+tu,; O 0 €
M3 0O O 0 0 24> O K3
Hog L0 0 0 0 0 247 Ko

Tutaj ¢, = 2(1+ v)/(l— v2) orazc, =vc,. Wyrazenia (3.28) 23 mazna zapisa blokowo:

om ce crenm;c ?nd £m (3 29)
o=, Ci=loPalt|, E=i .
o, I cdmgcdd L

e
md ?

W stanie spyzystym pozaprzekniowe macierzeC C;., S zerowe, lecz w przypadku

aktywnego procesu plastycznego zyskujiezerowe sktadniki, sti konieczné¢ ich
wprowadzenia (zob. rozdz. 5).

Na wartgci parametrow materialowych simdka CosseratOw naone § pewne
ograniczenia (zob. &FF [2008]), wynikagce z dodatniej ok&onosci wyrazenia na energi
potencjalla w asrodku. § one zebrane w postaci nierovgno

u>0, 3u+21>0, u >0, y+p>0, y-p>0, y+p+3a>0. (3.30)
Bioragc pod uwag (3.23), nieréwnéc (3.30 mozna przeksztatéido:

8ulZ-212>0 = 42512 = B .. (3.31)
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3.4 Zatozenia klasycznej teorii plastycznéci

Na podstawie obserwacji fliadczé, m.in. prob jednoosiowego rozgania,
formuluje s¢ pewne wiaciwosci deformacji plastycznych. W pracy YRARZ [1993]
wymieniono postulaty jakie musi spetaiteoria plastycznii:

1. jesli nie jest przekroczona pewna granica plastyéenamateriat zachowuje &i
W SposOb sprysty, z jednoznacznie oldleng relacp napezenie-odksztalcenie;

2. granica plastyczrioi okreslona jest jako funkcja skalarna sktadowych tensora
napgzenia i pewnych parametrow. Maoa p interpretowa jako hiperpowierzchgi
W przestrzeni napgenia taly, ze dozwolone stany nagtenia znajduyj Sic W jej
wnetrzu oraz na powierzchni;

3. nie g uwzgkdnione wplywy reologiczne, granica plastycgeionie zaley od
predkosci zmian odksztatcenia czy napenia;

4. w stanie plastycznym obogauja odmienne od spzystych prawa konstytutywne.
Powinny one b§ analogiczne do réwmakonstytutywnych lepkiej cieczy np. cieczy
Stokesa;

5. wystepuje zjawisko wzmocnienia, polegag na zmianie granicy plastyczasowraz
Z ewolucp obcizenia. Jest ono jednoznacznie pge@ine z wartgciami parametrow
funkcji ptyniecia;

6. nalezy uwzgkdni¢ efekty termiczne, w tym wplyw temperatury na wéttgranicy
plastycznéci (efekty te § pominkte w niniejszej pracy);

7. materiat uplastyczniony jest Bmsliwy, co jest uzasadnione obserwowanym
w probach dla metali brakiem zafesci uplastycznienia od obgienia
hydrostatycznego w wielu materiatach, co formamina zapiséjako™

tr(de?) =del =0, 1=1,2,3; (3.32)

8. zakilada sie addytywn dekompozygj tensora pydkosci odksztatcenia i jego
przyrostu na cgci sprzysty i plastyczm, co ogranicza rozwania do matych
odksztatcé:

& =& +§°, dg =dg +dgP, dgf =¢Pdt (3.33)
dla ktorych okrélono warunek pocgkowy

& (to) =& (to) +§°(to) - (3.34)

® W niniejszej pracy nieskmzenie mate przyrosty oznaczane mzez ,d” nawiazujac do notacji
uzywanej w pracy ML [1950] czy KHAN | HUANG [1995]. Niektérzy autorzy (Rymarz, Skrzypek, DeuZa
i inni) preferup zapis z wykorzystaniemd”.
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Warto rozwirg¢ postulat 4. Jak piszeviwarz [1993] w stanie plastycznym réwnania
materiatowe powinny mieforme zblizong do réwna cieczy lepkiej. Ciecz ta nalg do
materiatdw z zanikgga pamecia i jest przyktadem materiatu typuadiczkowego. W takim
materiale stan nagrenia powjzany jest z (przestrzennym) tensoremdgosci deformacji
o skladowych

1

d ZE(V’J ), (3.35)

gdzie v;,; oznacza przestrzenny gradientdkosci (por. np. RMARz [1993]). Poniewa

predkos¢ jest pochodm materialm pola przemieszczenia w opisie przestrzennym, to
formalnie

U=——t=-tt+ty, (3.36)

W przypadku matych przemieszézeachodzi zerowanie wyrania aui/axl. I wzor (3.36)

daje znaa relacg U, = v, a w konsekwencji dlasoodka Cauchy’ego

1(d d 1d .
o, =3 Y |3 alw )= 337)

Powyzszy wynik wskazuje,ze rozwaania dotyczce stanu plastycznego powinny ¢by
zapisywane wzghem pedkosci (matego) odksztalcenia lub rownoimgée przyrostu
odksztatcenia tzngPdt = dg. Stuszne szatem zwizki (3.33).

Z wprowadzonym w postulacie 7. zaémiem o niécisliwosci uplastycznionego
materialu wize st pojecie wspotczynnika Poissona w deformacji plastyczoepaczonego

przezv® (KHAN, HUANG [1995]). Rozpatrzmy stan jednoosiowego rageinia w materiale,
taki ze g, >0 (rozchganie), reszta skiadowych tensora gapnia jest zerowa. Materiat

doznaje wydtaenia w kierunku dziatagego obcizenia (sktadowa odksztatcenig, >0)
i skrécenia w kierunkach poprzecznyah) (<0, &,,<0).

W kontekcie postulatu 7. warto wprowadzrozr&nienie na materiaty wykazge
badz nie wykazugce wraliwosci na cknienie hydrostatyczne (angpressure sensitive
I pressure insensitiye Badania eksperymentalne wykazaty (zolaK, HUANG [1995]), ze
prébka metalowa poddanasmieniu hydrostatycznemu o wastd 2,5 GPa nie wykazata
przegcia w stan plastyczny. & powszechnie przyjmujecsize kryteria uplastycznienia dla
metali nie uwzgjdniajg aksjatora tensora nagenia. Inaczej na fmienie hydrostatyczne
reaguj np. materiaty porowate, dla ktérych pma wskazé wartg¢ cisnienia, przy ktérym
nastpuje uplastycznienie. W przypadku tej grupy matéwakonieczne jest formutowanie
dedykowanych im kryteridw uplastycznienia.
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3.4.1 Zagadnienie jednowymiarowe

Sformutowane zalaosci opisupce formalnie 1-wymiarowy problem spisto-
plastyczny. W tensorze nagpenia niezerowa jest jedynie sktadowg =0, z& w tensorze
odksztalcenia istotna jest;, =& (w niniejszym podpunkcie obowduja oznaczenia bez
indeksOw). Niniejszy podpunkt stanowi opis formalpydby jednoosiowej opisanej w
rozdz. 1 i jest swoistym wgtem do rozwzan plastycznéci w osrodku przestrzennym, gdzie
pewne pajcia zostan powtdrzone i rozszerzone.

Sprzysta relacja napgenie — odksztatcenie jest jednoznacznie d&re przez prawo
konstytutywne dla przyrostow

do=Ede® = E( ce- ") (3.38)

Materiat zaczyna zachowywasie w sposéb plastyczny, gdy wadéo napezenia
osignie grani¢ plastycznéci o, , co formalnie mena zapisa wprowadzajc tzw. funkcg

plastycznego ptyrcia, ktdra przyjmuje wartezi niedodatnie:
f =|o]-a,, f<0. (3.39)

Uzycie modutu z wartei napezenia w (3.39) wynika z zatéenia,ze przysciskaniu
i rozciaganiu materiatu granica plastyczob jest identyczna Gdy funkcja plastycznego
ptyniecia f jest ujemna, zmiana w wyteniu materialu mie by tylko spezysta, za gdy
osigga warté¢ f =0, mazliwe 53 2 dalsze procesy: ol¢anie plastyczne lub odgianie
sprzyste. Mana zatem opisazmiennd¢ przyrostu odksztatcenia plastycznego jako:

f <0 - stan spzysty, wecde? =0
=0 odchzanie. (3.40)

f =0 - stan plastyczny, wt de®
prastytenly, et {#O obchzanie

Przyrost odksztalcenia plastycznego, dodatni pozgigganiu plastycznym, ujemny garzy
sciskaniu, jest okrdony jako
de® =dysgn(o), (3.41)

gdzie y jest pewnym skalarem (tzw. mmokiem plastycznym), a funkcjagn jest okrélona
jako

+1 x=0

) 3.42
-1 x<0 ( )

Sgn(X):{

Mnoznik plastyczny jest okétony przez warunki obgizenia/odcizenia:

* Taka whasciwos¢ zaktada si np. dla stali i inne metale.
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dy=0, f<0, fdy=0, (3.43)

znane jako warunki Kuhna-Tuckérgzob. np. 810, HUGHES [1998]) oraz warunek
zgodndci

dyf =0. (3.44)

W przypadku idealnej plastyczéw zaktada si niezmienné¢ funkcji ptyniecia f .
Jednak w wielu badaniach zaobserwowano zgiaakresu sgrystego zachowania
materiatu, zjawisko to nazywane jest wzmocnienienstabieniem) materiatu. Granica
plastycznéci o, moze by zalezna od parametrOw uplastycznienia, jej zmieftiprzadzi

tzw. prawo wzmocnienia. Podstawowymi typami wzmeaoma g izotropowe, kinematyczne
oraz mieszane, w ktérym réwnolegle zachp@zwczéniej wymieniond. We wzmocnieniu
izotropowym granica plastyczéa jest przyjmowana jako:

o,=0,(g°), do, =Hdz,, (3.45)

gdzie £° jest skalarnym parametrem (tzw. skumulowanym, tgfekym odksztatceniem
plastycznym), obliczanym z formuty

i =j;\s°\dt, (3.46)

zaa H= do*Y/dEp jest stycznym modutem wzmocnienia izotropowego.zyRist
skumulowanego odksztatcenia plastycznego wayse w probie jednoosiowej jako
dzP =|de”, (3.47)
zas wykorzystugc dodatkowo (3.41) mma zapisa
deP =dy. (3.48)

W drugim przywotanym typie wzmocnienia (wzmocniekieematyczne) funkcjaf
rozszerzana jest o dodatkowy sktadnik do postaci

f=lo-pB-o. (3.49)

Parametrf ma sens naptenia (angback stressi informuje o potaeniu srodka dziedziny

sprzystej, przesuwarego st wraz z posfpowaniem procesu uplastycznienia. Prawo
ewolucji parametryS jest definiowane jako

dfB=dgPK = dyKsgn(o-B), (3.50)

> W ksiazce DE BORST I IN. [2012] te same warunki nasmazwe warunkéw Karusha-Kuhna-Tuckera.
® Oprécz tego wyrini¢ mazna wzmochienie energetyczne (angrk hardening
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gdzie K jest modutem wzmocnienia kinematycznego.

Rozszerzajc funkcg (3.39) o oba wymienione typy wzmocnienia:
f=|o-p-o,(z") (3.51)

i rozniczkujgc ja po zmiennej czasowej otrzymuje siyrazenie

df _df do df 8 df &

— st ——+

. (3.52)
dt do dt dg dt &P dt

Wobec dowolnéci dt mamy

df :ida+ﬂ dg+ Cif
do dg de?

&P =sgn(o - B) & - sgi{o - ) qe—% &”, (3.53)

wykorzystupc (3.38), (3.41), (3.45)(3.47), (3.48), (3.50) otrzymujemy
df =sgn(o - B) Eds —( E+ K+ H) dy. (3.54)

W procesie uplastycznienia wadtofunkcji f pozostaje stata i zerowa, a@i obowpzuje
df =0 (por. (3.43)). Mamy zatem, wykorzysiaj(3.54)

q _sgn(o - B)Ede
~ E+K+H

(3.55)

za& po powtdérnym zastosowaniu (3.38) i (3.41) otrzyemoy wyraenie na spgysto-
plastyczny modut styczn¥,

d_a:E(K+H)_E

=E.. 3.56
de E+K+H (3:36)

J&li pomigte zostanie wzmocnienie, to (3.55) upraszczasi
dy=sgn(o-pB)de=+de. (3.57)

3.4.2 Kryterium uplastycznienia

Funkcja (3.39) petni kluczoav role w opisie zachowania sptysto-plastycznego
materiatu. W tym miejscu nagiuje przejcie od zagadnienia 1-wymiarowego do problemu
przestrzennego, g konieczné¢ rozbudowania opisu funkcji (3.39). W przestrzeni
napkzenia przyjmuje s pewry funkcje f, definiugca obszar zachowania spystego
materiatu. Warunekf <0 jest spetniony dla stanu spystego, przy uplastycznieniu jest
f =0, z& f >0 nie jest dozwolone. Ostatni warunek implikuje tawmarunek zgodnii:

jesli zachodzi f =0, to dla dowolnego przyrostu ngpeniade musi by spetnione

f =00 PFPPY?PT . f +df = 0= df = 0. (3.58)
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Z (3.58) wynika rozrénienie procesow:

of

a_da” <0, f=0 - odcyzenie,proces bierny

g

of

——dog; =0, f=0 - stanneutralny, (3.59)
a0,

of T

gdaij >0, f=0 - obcazenie,proces czynny.

1]

Na potrzeby dalszych rozwa zostag przytoczone pewne uwagi dotyce funkciji
plastycznego ptyrcia dla materiatu izotropowego (zob. npkR8YPEK [1986]). Ogdln
funkcje

f=f(q) (3.60)

mozna zasfpi¢ funkcjg napezen gtdbwnych Ilub niezmiennikbw tensora nejgenia,
odpowiednio:

f=1(0.0,0,), f=F(d Jun Ju)- (3.61)

Taka maliwos¢ wynika z niezalenosci wihasciwosci materialu od orientacji ukfadu
kierunkow gtownych wzgiddem materiatu. Drugi i trzeci niezmiennik tensor@mzenia
mozna rownowanie zasjpi¢ niezmiennikami jego dewiators= o —1tr (o)l

f=1f(dy,du, Jas) - (3.62)

W klasycznym érodku tensor dewiatora napenia sitowego (Il walencii,
symetryczny) ma 3 niezmienniki (tj. pewne wado obliczane z jego sktadowych,
a niezalene od wyboru bazy) (zob. npyRARz [1983]):

Jo =tr(e), Iy :%(tr(sz) —trz(s)j =1tr ($), 3, =det(s), (3.63)

=0
lub w zapisie wskanikowym:
c = a-ii ’ ‘JZS :%ﬁj % ! 'JSS :%‘gijkgpqrﬁp %q §r ' (364)

W wiekszasci doswiadczé obserwowany jest brak wptywusoienia hydrostatycznego na
przefcie materialu w stan plastyczny, stan ten jestasgmtowany przez niezmiennik, .
Pominkcie jego wpltywu powodujeze powierzchnia plastycznego ptyoia staje si tzw.
walcowg powierzchna ptyniecia, o osi réwnonachylonej do osi gtébwnych stanprgeenia.
HiLL [1950] podaje wyniki badana prébkach metalowych (miedzianych, aluminiowyzd,
stali migkkiej), w ktorych kryteria oparte na niezmiennikl, sprawdzaj si¢ znakomicie.

Uwzglednienie J,, moze d& jeszcze lepszzgodndé, lecz nieistota z praktycznego punktu
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widzenia (zob. HL [1950]. Bogaty przeght hipotez wytrzymaticiowych mana znalec¢
w pracy YU [2002].

Hipoteza zaproponowana przez Hubera [1904}emmy¢ zapisana w formie (por. np.
LUBLINER [2006])

f =33, -0, <0. (3.65)

Ze wzgkdu na innych autorow, niezalde proponujcych t formuk (zob. rozdz. 1)
nazywana jest hipotgzHubera-Misesa-Hencky’'ego (H-M-H). Jest to jednaagczsciej
przywotywanych hipotez wytrzymatoiowych.

Jako uzupetnienie, podana zostanie hipoteza Bskiggo (zob. rozdz. 1). Ma ona
forme (por. BURzYNSKI [1928])

2 2
0 0

f:_%qJ%+@_§“jx+@%—¢y%—qqso, (3.66)

gdzie o., 0, i 1, s granicami wytrzymai€ci, odpowiednio, z préBciskania, rozejigania
I $cinania. Hipoteza ta niecizie przedmiotem dalszych bada

3.4.3 Zagadnienie przestrzenne

Poprzez analogi do stanu jednowymiarowego dla przyrostow odksetai
plastycznegade® i tensora parametréw wzmocnierda wprowadza si relacje:

de? =dyN(s,A), da=dyH (s A), (3.67)
gdzie dy jest pewnym nieujemnym parametrem skalarnym, figntensorowdl = N(o,A)

oraz H=H(c,A) s3 to odpowiednio tzw. tensor phgtia oraz uogolniony modut

wzmocnienia, zalse od tensora nagrenia e i tensora termodynamicznych sit wzmocnienia
A (zob.DE Souza NETO IIN. [2008]). Parametdy musi spetnié warunki:

dy=0, fdy=0. (3.68)
Zaktada s istnienie niezerowej, wypukitej funkcji potencjgdlastycznego
w=y(s,A), (3.69)

takiejze /(¢ =0, A =0)=0. Mozna od niej uzali¢ funkcje tensorowe ze wzoréw (3.67):

N= =9 (3.70)
oo 0A

W szczego6lnym przypadku stowarzyszonego prawa ¢aiaiktore jest przedmiotem analizy
niniejszej pracy, mamyf = , wzory na przyrosty (3.67) przyjmuposta:
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of of
de? =dy—, da=dy—. 3.71
€ ya(I o yaA (3.71)

Gdy obowgzuje (3.70) prawo ptynécia jest niestowarzyszone. Sytuacja taka ma miejsce
analizie materiatow wrdiwych na cinienie (np. podige gruntowe).

Istotnym w teorii plastyczrigi jest pogcie materialu statecznego. W pracy
DRUCKER[1959] podana jest jego definicja (znana jako pastDruckera)praca wykonana
przez dziatajce sity zewgtrzne na przyrostach odpowiednich sktadowych waektor
przemieszczenia, kiprone wywotuj, musi by nieujemna (dodatnia lub zerdNalezy przy
tym podkréli¢, ze postulat ten dotyczy tylko materiatbw ze wzmoni@en w ktdrych
obowigzuje stowarzyszone prawo pignia.

Szerokie oméwienie wnioskow wynik@jlych z postulatu Druckera maa znale¢ m.in.
w pracy QszAK I IN. [1965]. Najwaniejsze z nich to 2 nierowsai:

(6-6"):de 20, (3.72)
de:de” >0, (3.73)
gdzie ¢ jest stanem nagtenia, przy ktorym f (c*)so. Z (3.72) i (3.73) wynikaj 2
wiasndaci funkcji plastycznego ptyrcia f :
a) funkcja ta jest wypukia i gtadka;

b) kierunek przyrostu odksztalcenia plastycznego pesstopadly do powierzchnif
i skierowany na zewgtrz.

Dowadd tyclze warunkow ména znalé¢ m.in. w pracy @QSzAK I IN. [1965].

Sprzysto-plastyczne réwnanie konstytutywne dkwvae jest jako relacja pdkosci
zmian tensoréw naptenia i odksztatcenia

6=C®:¢. (3.74)

Podstaw wyznaczenia postaci operatoi@® jest réwnanie zgoddoi, uzyskane przez
rézniczkowanie funkcjif po zmiennej czasowej (z uwzdhieniem(3.67))

=l e P A= g T 2906,y I P2, (375)
do 0A oo 0A Oa oo 0A Oa

gdzie znaczenie dziatanid jest zalene od postaciA, z& zerowanie catego wyiania
wynika z (3.58). Réwnanie (3.74) uzupetnione o zabéc (3.67) daje

6=C*:(£-£°)=C°:(¢-JN). (3.76)

Po podstawieniu (3.76) do (3.75) ama uzyska wzor okrélajacy zmienng¢ parametruy
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gf:Ce gP
y= c ) (3.77)
ﬂ:Ce:N—ﬂE&D‘DH
0o 0A Oda

Podstawienie (3.77) do (3.76) daje rejdapnstytutywn

(Cem)m(gmeJ

6=[C°- o £=C®:¢. (3.78)
LR L
do oA du

W podstawowym podggiu, ewolucja ksztatltu powierzchni phggia (wzmocnienie)
moze przebiegawedtug dwoch klasycznych schematéw:

a) wzmocnienie izotropowe -— zmiana ksztaltu z réwnonym: wzrostem
(puchniciem) powierzchni (rys. 3.4a);

b) wzmocnienie kinematyczne — przesgoe powierzchni bez zmiany ksztattu
(rys. 3.4h).

a) f=0 poczatkowa b) /=0 poczatkowa

przestrzen przestrzen !
naprezenia - naprezenia
f

=0 koncowa / J/=0%koncowa /

Rys. 3.4 Ewolucja ksztattu powierzchni plycia a) wzmocnienie izotropowe b) wzmocnienie kingiozne.

Mozliwa jest, jak wczéniej wspomniano, kombinacja wymienionych zachfbwa
(wzmocnienie mieszane) lub inne, bardziegalte procesy (np. wzmocnienie anizotropowe,
tworzenie nargy plastycznych).

W celu opisania procesu wzmocnienia w p¢jj tu teorii plastycznici, w pierwszej
kolejnasci nalezy zdefiniowa intensywndé¢ napezenia &, jako skalarg funkcje sktadowych

tensora nagzeniac lub jego dewiators=c —tr (¢)l
g=5=,/3s:s. (3.79)

Analogicznie definiowana jest intensywstoodksztatceniaé . Przyjmupc dodatkowov =4

(co odpowiada postulatowi ri@sliwosci materialu w procesie uplastycznienia) ama
zapisa

£=6é=|2e:e, (3.80)

gdziee=g—tr (s) | jest dewiatorem tensora odksztatcenia.
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Intensywnd¢ odksztatcenia plastycznegd odgrywa szczegéinrole w opisie wzmochienia
w teorii plastycznéci i jest nazywana efektywnymi lub zegtzymi odksztatceniami

plastycznymi. Zwykle oznaczana jest przez,

EP=£P=,[2¢P 18", (3.81)

Wzmocnienie izotropowe jest opisane przez jederarpatr skalarny zakay od
deformaciji plastycznej. Sprecyzotvaatem mana wielkaci zawarte w (3.6%)

a={z’}, A={«}, «=«(e"). (3.82)
Parametrk ma sens napienia i okréla zmiennd¢ granicy plastycznego ptytia
o, =JYO+K(§"). (3.83)
Przyjecie funkgcji plastycznego ptyetia w formie
f(6,0,)=9(6)-0,<0 (3.84)
pozwala na obliczenie pochodnych wystjgcych m.in. we wzorze (3.77):

_of

_dgy -1 0A _ dk _
" 9a dEf

J 0K

(3.85)

W opisie wzmocnienia kinematycznego wprowadzap@wien dodatkowy tenso

(ang. back-stress tenspr okrellajacy przesurnicie powierzchni ptynicia w  wyniku
zaistnienia procesu plastycznego. Powierzchnia igdien jest zatem zatea od stanu
napezenia i tensord :

f :f(n,A), n=c¢-§. (3.86)
Zbiory sit i parametrow wzmocnienia oktene g nastpujaco:
a={z’}, A={p}. (3.87)

Ewolucja tensorg# moze by okreslona na kilka sposobow, ktére zestawiono w tab. 3.1
(zob. XRrRzYPEK [1986]). W tab. 3.1 zmienna jest pewnym modutem wzmochieniasza
wspotczynnikiem proporcjonaldoi.

Tab. 3.1. Prawa ewolucji tensofla

autor prawo ewolucjif
Melan,Prager B= cé,
Melan B=6
Ziegler B= (0 ‘ﬁ)’?
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3.5 Plastyczna¢ w osrodku Cosseratéw

Badania dotycgre plastycznéci w osrodku Cosseratow nioa podziek na 2 nurty.
W pierwszym z nich bierze¢pod uwag niezalenos¢ translacji i obrotéw w godku oraz
wynikajaca z tego maliwos¢ niezalenego przekroczenia granicy plastyczeiaze wzgédu
na translacje lub obroty. W konsekwencji formutuge wielokryteriowe hipotezy
uplastycznienia W drugim z nurtéw wplywy napgenia silowego i nageenia
momentowego suwzgkdnione w jednym kryterium uplastycznienia. To pédej znalazto
zastosowanie szczegolnie w badaniach nad zjawiskikatizacji w materiach z ostabieniem,
gdzie zastosowanie formalizmusrodka Cosseratow pozwala uzyékaegularyzagy
wynikow.

Jak ju wspomniano, @odek Cosseratow jest wykorzystywany przy modelowan
problemow spgzysto-plastycznych wykazagych tzw. lokalizagj (zob. np. EJCHMAN,
Wu [1993]). Pod pajciem lokalizacji rozumiane jest powstanie w @taanym ciele wskich
stref uplastycznionego materiatu, podczas gdy pamsragmenty ciata zachowujsie
podobnie do bryt sztywnych, nie zmieni@jznaczco swojej geometrii, jedynie przesuwaj
i obracajc si wzgledem siebie. Problem ten szczegdlnie objawia wi materiatach
wykazupcych ostabienie, tj. @odkach gruntowych i innych w ktorych wyplja
mikrouszkodzenia w czasie obzania (BELYTSCHKO I IN. [1986]).

Kluczowymi, wielokrotnie cytowanymi pracami w badanzachowania @odka
mikropolarnego w kontekie zadéa wykazupcych lokalizacy s3 prace De Borsta (EPBORST
[1991,1993]). Inne publikacje w tym nurcie to m.ifEJCHMAN, Wu [1993], Xikul LI,
HONGXIANG TANG [2005], KHOEI I IN. [2006, 2007], KioEl, KARIMI [2008], EBRAHIMIAN | IN.
[2012].

W pracy PAPANICOLOPULOS VEVEAKIS [2011] mana znale¢ wyprowadzenie
kryteriow uplastycznienia wywiedzionych z zachoveamnaterialu na poziomie gztek.
Oddzielnie rozpatrywany jest wptyw przesgini obrotow stykajcych se¢ czastek wzgédem
siebie.

Rozwigzania analityczne dla problemow @pysto-plastycznych dla socodka
mikropolarnego podajautorzy prac [PPMANN [1969] (rura skgcana) oraz GREST, SIEVERT
[2003] (prosty pélizg, czyste zginanie).

W pracy BJrRzyYNskI [2013a] dyskutowany jest problem zhieici rozwigzah MES z
uzyciem elementow skmzonych wyszych rzdow, z nieliniowdcia geometrycza.
Prezentowanegsrozwigzania w PSO. Pewne wphe badania nad spysto-plastycznym
osrodkiem mikropolarnym, pozostmym w PSN zawarto w pracy UgzyNski [2013b].
Natomiast w pracachuRzyNsKi | IN. [2014b,c] zawarto opis i badania nad wprowadzanie

"W nurcie hipotez wielokryteriowych, warto podkiié udziat polskich autoréw, w szczegodeoprace
SAWCZUK [1967] i WAGROWSKA [1984]. Inne pozycje literatury to m.inIHPMANN [1969].
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formalizmu spgzysto-plastycznegosoodka Cosseratow do nieliniowej 6-parametrowejiteor
powiok.

W tym miejscu uwaga zostanie skierowana na hipote&yyteriowe, w ktérych
powierzchng¢ ptyniccia podaje si jako uogolnienie powierzchni wynikgej z hipotezy
H-M-H (Huber-Mises-Hencky), uwzgtiniajgce wptyw napgzen momentowych. W ogdlnym
wzorze

f=y3J,-0,<0 (3.88)
stosowanesrozne wyraenia na uogoélnienie niezmiennika dewiatora gzgmia J, .

W pracy Ok BOrRsT[1991] niezmiennikJ, podany jest jako

.=ag§t asst 4l (3.89)

gdzie 5, s sktadowymi dewiatora tensora negenia Cauchy,y; sktadowymi tensora

napgzenia momentowego, zaa, a, i a, Sa pewnymi statymi swobodnymi. Praca
DE BORsST[1993] wprowadza kryterium Druckera-Pragera, jakazszerzenie zat@osci
(3.88), bez wptywu nal,. Dobér parametréw materialowya, a, i a, powinien by taki,
ze przy braku napeenia momentowego funkcja phgeia redukuje s do postaci
przyjmowanej dla klasycznego kontinuum. Zachodziim symetria tensora nagenia, a co
za tym idzie symetria dewiatora naggnia (5; = § ), mamy wic

J,=ass+ %ijsijs:( ar gij $ - (3.90)

Musi zachod# zatema +a, =% (por. wzor (3.64). W pracy r BorsT [1991] podano
nastpujace zestawy parametrow jako #ive do przygcia: a =a,=1, a =32,a,=1,
&= a="7 .

We wzorze (3.89) szczeg@lruwag zwraca obecri@ parametru materiatowegb,
opisupcego rownoczaie zachowanie ciata w zakresie gqystym. Takie dziatanie krytykuje
w swojej pracy W. Burzyski (BURzYNsKI [1929]), stwierdzajc:

Stale spgzystaici bowiem nie maj nic wspolnego z wggeniem — alboscislej —
nie wygzenie zaléy od nich, ale one od wyenia.

Wprowadzanie parametrl wydaje s¢ by¢ uzasadnione ujednoliceniem miana wszystkich
sktadowych wyraenia (3.89). Aby zado uczynt uwadze W. Burzfskiego, nalgatoby
potraktowa& | jako dodatkow stah, niezaleng od analogicznego parametru gstego,

i opis& prawem wzmocnienia, tak jak inne parametry krgigriuplastycznieniaSlady
takiego podedgia mazna znale¢ w pracy bRDACHE, WILLAM [1998].
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Nieco inne nt (3.89) uogdlnienie niezmiennikd, podane jest m.in. w pracyoREST,
SIEVERT [2003]. Przyjmuje sitam

L=agstasst WH T Wy (3.91)

gdzie b, b, 3 parametrami. W przyktadach numerycznych w pzsggj pracy stosowang s
wartcci a =1,5, a,=0, b =151 i b,=0, gdzie I, jest pewnym wymiarem
charakterystycznym rozpatrywanego zadania.

W pracy B=spo[1974] dyskutowanegs4 funkcje plastycznego phytia:

f.=s§+y4/f-3a°, (3.92)

fo=s§tuy/Prasy I1-2q°, (3.93)

fo=s§+4u/F+alllsy|-3q" (3.94)
a

fa =SS HHHIP+—5 Bh H —3a (3.95)
Y

gdzie a jest parametrem. Przyjmowane wado parametrua s ograniczone przez
koniecznd¢ zapewnienia wypukkei poszczegolnych funkcji. Na rys. 3.5 zestawiooatkry
miejsc zerowych funkcji (3.92)-(3.95) dla stanu mapnia, w ktorym jedynieo,, i 4, S
niezerowe. Przyfo wartgci parametrowa =1, o, =1, | =1.

Rownie istotne co okkgenie funkcji ptynecia jest okrélenie przyrostu efektywnych

odksztatcé plastycznych £° (zob. (3.81)), uogdlnionych na przypadeksranka
mikropolarnego. De Borst w swoich pracach propaonuje

£° = /bde’ dg+ b dé e+ b 42| (3.96)

w ktorym by, b, i b, 3 pewnymi stalymi swobodnymi, takinie b +b, =%, co zapewnia
przegcie do klasycznej teorii plastyczsed. IORDACHE, WILLAM [1998] podaj formutke

dzP=,/de’ dg@+ &” o 1. (3.97)
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-1\ 25 1

Rys. 3.5 Miejsca zerowe funkcji phgiia wedtug BSDO[1974]

W niniejszej pracy stosowane w obliczeniach nunmarych stosowaneggaleznosci ze
wzoréw (3.88), (3.89), (3.96). Przyjmuje svartasci wspotczynnikow:

&= 8=7 &=3,b=3,b=3,b=4. (3.98)
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4. ALGORYTMY NUMERYCZNE

Rozdziat 3 zostat pwigccony rozwaaniom na temat teorii plastycznego phoia
w osrodkach klasycznym i Cosseratéw. Analityczne r@zania zestawionych tam rowina
podane s tylko dla ograniczonej liczby przyktadow. [Rki zastosowaniu metod
numerycznych mmna rozszerzy mozliwosci analizy spgzysto-plastycznej na zadania
inzynierskie, o dowolnej geometrii i ola¢eniu.

Rozwaania niniejszego rozdziatu koncentygic wokoét algorytmow numerycznych
w kontekcie Metody Elementéw Skazonych. Mowa &dzie o realizowanych na poziomie
punktu algorytmach rozwkywania rowna plastycznéci oraz o ogolnym algorytmie MES,
pozwalajcym na analizowanie probleméw uweghiajgcych nieliniowdé materiatov.

4.1 Numeryczne rozwhpzanie rOwnan plastyczngci

Wraz z intensywnym rozwojem metod numerycznych weynierii zaistniata
konieczndé¢ opracowania algorytméw umldwiajgcych rozwyzanie sformutowanych
w rozdz. 3 roéwna plastycznéci. Z perspektywy czasu za pioniegskzob. Swvo,
HUGHES[1998]) prae dotycaca rozwoju metod komputerowych uznaje¢ sprae
WILKINS [1963], w ktérej podano klasyczny algorytm powrata powierzchri ptyniccia
w kierunku promieniowym (angeturn radial algorithim). Rownolegle rozwijane byty inne
podegcia do rozwizania postawionego problemu, np. oparte na posamkiwspezysto-
plastycznej relacji konstytutywnej (npNAYAK, ZIENKIEWICZ [1972]). Poréwnanie
doktadndci rozwigzan przy wyciu réznych metod znal€ mozna na przyktad w pracy
KRIEG, KRIEG [1977]. Zastosowany tam sposob oceny doktadinalgorytmdw, z pewnymi
modyfikacjami, znalazt zastosowanie w wielu kolghyzob. np. 10, HUGHES [1998],
ARTIOLI I IN. [2006] i cytowana tam literatura

Algorytmy sformutowane dla przestrzennego stanurgr@mia w tatwy sposob mag
by¢ dostosowane do przypadku ptaskiego stanu odksmniatc Trudnéci pojawiap Si¢ przy
formutowaniu algorytmu dla ptaskiego stanu rapnia, ze wzgidu na spetnienie warunku
zerowania si jednego z naggen gtownych. Praca 180, TAYLOR [1986] podaje przegt
literatury dotyczcej tego problemu, a ta& wprowadza oryginalne jego roz@anie — proste
i skuteczne, a co za tym idziegthie powtarzane przez kolejnych autoréw. Koncepejdo
analizy powtok w zakresie sptysto-plastycznym wykorzystano gdizy innymi w pracy
RAMM, MATZENMILLER [1987]. Praktyczne zastosowanie algorytmu zostgméazane
w rozdz. 4.9.

4.2 Idea algorytmow rozwigzywania rownan plastycznaci

Za prag DE SOUZA | IN. [2008] zestawione zostapodstawowe wiadon$oi dotyczce
formulowania algorytmow rozwzywania rowna plastycznéci. Podstawowy problem
pocatkowy plastycznéci formutowany jest nagpujgco: w wyr&nionym punkcie

rozpatrywanego ciata znamy waitopocatkows tensora odksztatéesprzystych &° (to)
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i historie zmian catkowitych odkszta’fﬁe(t), gdzie zmienna czasow& zawiera Sj
w pewnym skaczonym przedziale D(to,T> oraz warté¢ pocatkows tensora parametrow
wzmocnienia a(t,). Poszukiwane gs funkcje &°(t), «(t) oraz p(t) (odpowiednio:

odksztalcenie spryste, tensor parametrow wzmocnienia, skalarny miko plastyczny),
spetniagce warunki:

& (t)=&(t)-y(t)N (o (t), A(t)), (4.)
a=yH (o (t) At)), (4.2)
P20, o) AM)<0. 1)1 (o(t). AC)=0. @3

Tutaj t oznacza parametr pseudo-czasu w zagadnieniachiowedj statyki, gdzie moe by
utozsamiony z mnanikiem obcgzenia. Rozwizania numeryczne rownha (4.1)-(4.3)
wymagaj zasgpienia problemu agtego problemem dyskretnym. Stagujmeto@ Eulera

wstecZ (ang.backward Eulerlub implicit Euler) zob. np. BTCHER [2008], przy danych
wartcsciach ¢ oraz a, na pocatku kroku przyrostowego o diuga At=t, —t, oraz

n

znanym przyrécie Ae rozwigzaé nalezy réwnania

£y =&, +De—AYN (O-n+1’ An+1) ) (4.4)

a,,=a,+AyH (O-n+1’ Am) , (4.5)

e
n+l

w ktérych niewiadomymi $ ¢.,, (rbwnowanie o,,,), @,,, Ay. Spetnione musz by¢

warunki, znane jako warunki Kuhna-Tuckera (nmcg HUGHES[1998]):
AyZ O’ f (o.n+l’ An+1) s O’ Ayf (O-n+1’ An+1) = O b (46)

4.3 Réwnania plastyczndci jako zagadnienie brzegowe réwnania
rézniczkowego zwyczajnego
Rownania plastyczrei s3 rOwnaniami raniczkowymi zwyczajnymi. Numeryczne

metody rozwiazywania takich rOwn@a s3 opisane w wielu pozycjach literatury, zob. np.
SzymMKIEWICZ [2012].

Zagadnienie brzegowlermutowane jest jako:

y="1(xy)), (4.7)

y(@) = Vi, (4.8)

! Uzasadnienie wyboru tej metody i opis innych metaxtna znalé¢ w pracy QISFIELD [1996].
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z& jego rozwjzaniem jest funkcjay = y(X) spetniagca powysze réwnanie w zadanym
przedziale(a, b).

Metody numeryczne pozwadgjna uzyskanie rozwrania dyskretnego, tj. dla
wybranych punktow X, X,..., X, %.,,,... obliczone § vy,, V,,..., ¥, ¥1--- - Przyblizone

wartasci rozwiazania doktadnega/(x,), Y(%).---» (%), M %X1)»----

Podstawowy podziat metod rozréa metody jawnegxplicit) oraz niejawneiplicit).
Zaktadamy,ze wartgci y,, Y,,..., Y, S znane, poszukujemy.,,. W metodach jawnych

wartas¢ poszukiwana jest wyznaczana z rownania
Yo = HOS Yo joeeos Yoas W) (4.9)
Metody niejawne wymagajozwigzania rownania nieliniowego
G(H, Y1) = G(X Yjre-es Yers %o %1)= 0 (4.10)

W obu przypadkach, dlaj >0 otrzymujemy metody wielokrokowe, gaj =0 metody
jednokrokowe.

Rownania plastyczrici rozwigzywane mog by¢ metodami jawnymi lub niejawnymi.
W ostatnich latach szczegélnpopularné¢ zdobyly metody niejawne, ktérych ogdlne
zalazenia zostam opisane szczegotowo w dalszegdd pracy. Rozwizanie rOwnania (4.10)
realizowane jest metggredyktor-korektarJej algorytm mzna przedstawiogolnie jako:

1. obliczenie przyblionej wartgci y,,, = H(X, ¥i_,---5 Yias W)

2. iteracyjne poprawianie wago Yy,,,, do spetnienia warunku (4.10) zadarn
doktadndcia.

W powyzszy schemat wpisgj sie metody rozwizywania réwna plastycznéci
w warunkach zadanego odksztalcenia (astcain driven problem Obliczenie predyktora
rozwigzania realizowane jest przez potraktowanie &t@rzyrostu odksztatcenia jako

sprzystego. Obliczone w ten sposéb ngenia o™

n+l

mogy leze¢ poza powierzchgi
plastycznego ptygcia. Std zadaniem metody jest sprowadzenie stanucwepia na 4
powierzchng, tj. obliczenie korektora (rys. 4.1).
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trial
Q o.n+1

korektor

przestrzep "o
napre¢zenia I
wr =0
/<0

obszar dozwolony

Rys. 4.1 Koncepcja rozgzania rowna plastycznéci wedtug schematu predyktor-korektor. Materiat ze
wzmochnieniem.

Dalsze przeksztatcenia scisle zwigzane z implementagcjnumeryczg algorytmow,
stad konieczné¢ okreslenia postaci pewnych obiektow. Przex, € beda oznaczone
odpowiednio zbiory sktadowych tensoréw nggmnia i odksztatcenia w notacji Voigtag (&
wektory kolumnowe). Operator konstytutyw® jest macierz kwadratovd.

Pewne ogo6lne przeksztatcenia wspolne dla algorytméw typu predyktor-korektor.
Akumulacja sumarycznego odksztatcenia realizowasggrzez formugt

€., -€ +tAe (4.112)

zas plastycznego odksztalcenia (z wykorzystaniem stpygzonego prawa plastycznego
ptynigcia — por. (3.71) na podstawie

ep

n1?

: of . . , :
gdzie Nn+1:a— (por. (3.709). Etykiety dolne w (4.11), (4.12) i dalej wskaguja

c:anﬂ

wartcsci dyskretne w chwilacht, , t takich ze At=t, —t, jest pewnym ustalonym

n+l?

krokiem pseudo-czasowym.

Wektor nap¢zenia na kacu kroku przyrostowego me by zapisany jako

o, =C€’ =Ce(£n+1—£n'11), (4.13)

n+1
przy czym powinien by spetniony warunek

fon=f(o.A,,)=0, (4.14)
gdzie A ,, jest wektorem sit wzmocnienia. Nie wyrda st na tym etapieadnej z hipotez

plastycznego ptyrtia. Wzor (4.13) mina sformutowd wykorzystujc liniowo spezysty
predyktornapezenia o' = o +C°Ag

n+l

. .=0"+Ac =0 -Ay CN_. (4.15)

ml
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Mozna zapisé& analogiczne do (4.15) rownanie dla poszukiwanegmus parametrow
wzmocnieniaa, ,,, z wykorzystaniem predyktora'™ =a_ (por. (3.70) i (3.7%)

n+l
an+1 = a:?ll +Ayn+lHn+l' (416)
4.4 Closest Point Projection Method (CPPM)

Uogolniona odlegiet w przestrzeni napzenia definiowana jest jako

d(o,.0,) =|o.-0o, (4.17)

ce)

ce :./a:(ce)_l:c, z& o, i o, 3 wspotrzdnymi dwbch dowolnych punktow
w przestrzeni napgenia. Koncepcja metodyClosest Point Projection maze by
sformutowana jako poszukiwanie ngggniao ., takiegoze

gdzie |o

n+l?

n+1? ™ n+l

d=d(e,,,.00) (4.18)

jest minimalne \rod wszystkiche ., spetniajcych warunekf (o .., A ;) =0.

n+l n+l?

W metodzie CPPM zestawiamy uktad rownaieliniowych (4.14), (4.15), (4.16)
(pominkte etykiety dolnen+1):

f=f(o,A)=0, (4.19)

r=—-o+o0"™ -AyC°N=0, (4.20)

q=“n+l_qn_Ay|-I(°n+l’An+l) 0. (4.21)

U podstaw metody fg zatemsciste spetnienie warunku plastycznego pégm, z& przyrost
odksztalcenia plastycznego ma ¢byproporcjonalny do gradientu funkcji plastycznego
ptynigcia na kacu kroku.

Uktad rowna zostanie rozwizany metod iteracyjry Newtona-Raphsona, (zob. np.
SzymKIEWICZ [2012]). Linearyzacja w punkcie znanego tensorprgian daje nowy ukfad
rowna, z ktérego ména wyznacz§ przyblizone wartdci poszukiwanych funkciji:

(KT (KT (k)
f D) = 0 +(ij Ao™® +(ij nat+| 2L o =0, (4.22)
oo oa oAy
(k) (k) (k)
oo oot oAy ’
(k) (k) (k)
q* =q® +(2—:j Ao +(g—:j Aa® +[:Tqyj ¥ =0. (4.24)
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Gorne etykiety K) oznaczaj numer iteracji. Rozwizanie ukladu rowna (4.22)-(4.24) ze
wzgledu na przyrosty poszukiwanych watopozwala na addytywne uaktualnienie wéeto
mnaznika skalarnego, skladowych napenia i parametrow wzmocnienia, odpowiednio
wedtug réwna:

Ay =ny® + oW, (4.25)
oV =0 +no®, (4.26)
a’? =a® +pral, (4.27)

Warunki zbienosci mog by¢ podane jakof “P <TOL, r** <TOL, i q**¥ <TOL,,
gdzieTOL i TOL, 3 pewnymi parametrami.

4.5 Algorytmiczna macierz konstytutywna

Z algorytmem CPPMscisle zwigzana jest tzw. algorytmiczna (lub konsystentna)
macierz konstytutywna. O ile styczna macierz (zobzdz. 3) jest sformutowana
w odniesieniu do nieskazenie matych przyrostow nagen i odksztatce, to w przypadku
obliczen numerycznych uzasadnione jest opisanie zpakei konstytutywnej pomngidzy
skonczonymi przyrostami napten i odksztalcé. Uzasadnienie takiego wyboru wynika
z przyrostowo-iteracyjnej metody rozgania problemu na poziomie globalnym, gdzie
sformutowanie macierzy sztywfm odgrywa wang rolg ze wzgédu na zbienos¢ oblicze.

W rozdziale 7.2 zaprezentowano przyktad numerycanktérym analizowane jestzycie
réznych macierzy konstytutywnych i ich wptyw na zimes¢ rozwigzania MES.

Szczegotowe informacje o0 znaczeniu i sposobie fetomwania algorytmicznej macierzy
konstytutywnej mena znalé¢ m.in. w pracach 510, HUGHES[1998] oraz KEIBER [1995].

Rdézniczkowanie po zmiennej czasowej rownania (4.18) da

N, , (4.28)
oo

6=C*(é-£")=CE-A/CN-A/C
po przeksztatceniu
L JONT i
o=/1+A)C o C°[e-AN], (4.29)
(o}

gdzie I jest macierz jednostkow odpowiedniego r™u. Analogicznie, rzniczkowanie
(4.16) daje po przeksztatceniach

a= Ay[l —Ayg—:] H. (4.30)

Do warunku zgodrii
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T T
i =(ﬂj m(ﬂj a+ 2 ap=o, (4.31)
Jo Ja oAy

podstawiamy (4.29) i (4.30), z otrzymanego werda wyznaczamyly, ktore to powtdrnie
wykorzystujemy w (4.29) i przeksztalcamy to wigaie do

T e
6=Q|C°- N Qc

C°N | =C"%. (4.32)

a
NTQC‘N—(afj RH-
oa oAy

W (4.32) C** jest poszukiwapalgorytmiczrm maciera konstytutywn, za:

aH] (4.33)

Q:[I+Ayceg—:] , R=|:|—Ay£

S3 pewnymi macierzami pomocniczymi.

4.6 Cutting Plane Algorithm (CPA)

Metoda CPA jest rowniemetod, iteracyjry. Z rownania (4.13) otrzymujemy wzor na
iteracyjny przyrost nageenia

Ao =g -g® =-CNe *¥. (4.34)

Przyrost odksztalcenia plastycznego obliczamy zkgda jego proporcjonalng do
normalnej do powierzchni plastycznego pbgia w ostatniej znanej iteracji

A€M = AN (4.35)
Znany jest zatem, po uwzginieniu rownania (4.35) w (4.34), iteracyjny przstroap¢zenia
Ao® =-AyHCNN, (4.36)

Pozostaje oblicay przyrost parametrddy, wykorzystugc linearyzagj funkcji (4.19) wokéot

znanego napeenia o™
f0D = £ 00 L NWAG® = £ A ¥ (N(w)T CN'Y. (4.37)

Wymagane jest spetienie®* =0, wiec otrzymujemy

f (k)

YN e

(4.38)

Warunek zbignosci dany jest jakof “*? <TOL,.
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4.7 Poréwnanie algorytmow CPPM i CPA

Podstawow réznica miedzy opisywanymi metodami jest linearyzacja rowna
plastycznéci wokot raznych punktéw w przestrzeni ngpenia.

Zalets metody CPPM jest mitiwos¢ wyprowadzenia konsystentnej stycznej macierzy
konstytutywnej. Metoda CPA nie wymaga obliczaniagiej pochodnej funkcji ptygcia. To
dziatanie mae byt ktopotliwe w przypadku zimnej postaci funkcji. Ta niedogodstomaze
by¢ zniwelowana przy iyciu tzw. systemow algebry komputerowej (a@AS — Computer
Algebra Systejnnp. Maxima.

Dla obu metod mma przedstawiinterpretacj geometrycza w przestrzeni napzenia
(szczeg6towo opisana np. wv®, HUGHES [1998]). Interpretacja geometryczna metody
CPPM zostata przedstawiona na rys. 4.2. Celem adligest znalezienie takiego punktu

o .., ze odleglid¢ miedzy nim a punktenor ', jest najmniejsza (w sensie odlegio(4.17))

trial

n+l? n+l

z zachowaniem stowarzyszonego prawa plyiai na kacu kroku przyrostowego
(proporcjonalné¢ odksztatcenia plastycznego do gradientu funkcynigkia). Przyrost

napezenia Ao jest zwizany zA€® przez relag (zob. (4.12) i (4.15))

Ao =-C°Ag”. (4.39)

trial
o.n+1

projekcja na

g, ™. powierzchnig f

przestrzen b
naprezenia
o of loo ~ A€
f<0

obszar dozwolony

Rys. 4.2 Interpretacja graficzna metody CPPM (@piskicie).

Interpretacja graficzna metody CPA jest zostataagaka na rys. 4.3. \Kttej iteraci
poszukiwany jest gradient funkcjif w punkcie o . Proporcjonalne do niego jest
odksztatcenie plastyczne, na podstawie ktéreg@zndmiy jest przyrost nagrenia.

4.8 Algorytmy powrotu — ptaski osrodek Cosseratow

W niniejszym podpunkcie zostarprzedstawione deislenia algorytméw powrotu na
powierzchng¢ plastycznego ptyecia na przypadek soodka Cosseratow. Ze wzglu na
zakres przyktadow numerycznych dgstych w literaturze przedmiotu, ograniczone do
kryterium uplastycznienia typuJ, ze wzmocnieniem izotropowym, obaazuje
stowarzyszone prawo phyaia.

2 http://maxima.sourceforge.net/
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izolinie funkejif
I ) of loo ~ €

i k=0
ol=o""

- styczna do funkcji f

przestrzen "o

naprezenia
(o}

/<0
obszar dozwolony

Rys. 4.3 Interpretacja graficzna metody CPA (opiekécie).

Sktadowe tensoréw nagienia i odksztatcenia grupujemy w wektory, zapisuyjees
relacg konstytutywn (zob. rozdz. 3, wzory (3.27) i (3.28)):

oy MG pe, 0 0 [0 0] £

Oy MC, ug 0 0 0 0 €2

o, 0 0 u+ - 0O O &
o=172l  ¢r= HEHe KM C =12l (4.40)

Ty 0 O p-p p+pi 0 0 En

y7n 0 O 0 0 (24> 0 K3

Hog . 0 O 0 0 0 1% Kys
o=-Ce. (4.41)

Kryterium uplastycznienia ma posét&ob. rozdz. 3, wzor (3.90)):

f=y3),-0,(2")<0, J,=as5+ass+ Hul (4.42)

Sktadnik pod pierwiastkiem w (4.42)0zpisany przy uwzgtnieniu niezerowych sktadnikow
zgrupowanych w (4.4@przyjmuje forng

3),=05,+05,~0,0 ,,t3ag i+ 6ag g i+ 3aq’t 3?—23#217; 9%‘#2- (4.43)

Prawem wzmocnienia gdza parametry:
a={g"}, A={«}, «k=«k(£°)=HE®, 0, =0,+k(E")=0,+HE". (4.44)

Stowarzyszone prawo phyuia daje

N=9 (4.45)
oo
Formuta (4.45) wraz z wyfaniem (4.15), darym warté¢ poszukiwanych sktadowych
napgzenia, gwarantwj spetnienie warunku ptaskiego stanu rapnia na kacu kroku
obliczeniowego. Takie podaie oryginalnie zaprezentowalin®, TAYLOR [1986].
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Jak pokazano w pracyHBORST[1991], przygcie wspotczynnikowa,, a, i a, wedtug
(3.99), daje rowna

Ay=NAEP . (4.46)

W przypadku algorytmu CPPM (ze wzmocnieniem izobr@pm) uktad rowna (4.22)-
(4.24) mana ograniczy do pierwszego i drugiego z nich, z niewiadomykw i Jy.
Zredukowana postgest dana jako:

) [—f®
f57)

ot \T( o\
(Ej (aTyJ
J= 26 1® ( oy \ : (4.48)
r r
(aoj (aij ]
Sktadniki niezlgdne do zaimplementowania algorytméw CPPM i CPA dimskiego
programu komputerowega skreslone jako:

gdzie J okreslone jako

302,730
o \/_ 9 \/5' 10 1|3 |2a0,+2a0,
d0 V3agWi ) =5 a g ) =5, 7 , 4.49
oo oo (\/_2) 2 \/J_ZGO'( 2) 2\ J, |2a,0,,+2a0,, ( )
28,17 4,
28,1 1,
6f=6f_6_ _p_a_ e
oAy  OFP _GEP( JY(g ))_ﬁ( Oyp~—HE )— H, (4.50)
or 0 trial e o 0 eaZf
—=—|-ot+0o -A Nl=I-A —~ N=I-A ' 451
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%0-11_%0-22
%0-22_?150-11
0°f _ o (af \_ 0|1 |3 |2a0,+2a,0,||_
do’ _E[Ej_g 2 J_2 2a,0,,+2a0,,| |
28,/17 pa,
28,/1? p1y,
%0-11_%0-22 ! %011_?13022
%0-22 _%0-11 %0-22 _%011
_1[1 3} 22,0, +280, 13 9 ||2a0,+2a0,||_
oo\ 2\J, || 2a8,0,,+2a0, 2\ J, do| | 2a,0,,+2a0 ,,
2a,/1” pq 28/17 g
28, /1% phy, 28/1 s
%0-11_%0-22 %011_?15022 ! __g _% 00 0 0 ]
5030, 50,30, 3300 0 0
:_ﬁ(‘] )*3/2 2a1012+2a2021 2a1012+2a20'21 +1 E 00 2312612 0 0
42 2a,0,+2a0,||2ag +2ag,l 2\J,| 0 023,22, O 0
2a,/1% 2a,/1? u,, 000 02/1” 0
2a3/|2ﬂ23 2a3/|2ﬂ23 _0 000 0 a3/'2_' (452)
lzi(_o_'_otrial —AyCeN) =
oAy O0Ay
%011_%022
$0, 301
of 3 |2a0,+2a0 (4.53)
= _ceN - _ce_ - _c e ~ 12 21
Jo J, |28,0,,F 280,
2a3/|2/'ll3
2a,/1? g

W (4.50) wykorzystano zataos¢ (4.46).

4.9 Test algorytmow CPPM i CPA

Do testowania zaprezentowanych algorytméw zastasowaetog zaproponowain w
pracy KRIEG, KRIEG[1977] i uzyta m.in. w SMO, HUGHES[1998], ARTIOLI I IN. [2006].

Rozpatrywane $ 3 stany nagtzenia (oznaczone jako punkty A, B, C na rys. 4.4),
w kazdym z nich jedynie sktadniko,, i 0,, sa niezerowe. W kadym z punktow zachodzi
f =0. Wartagci napezen i odksztalcé w tych punktach, przy zateniu ptaskiego stanu
napkzenia, zebrano w tab. 4.1.
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Rys. 4.4 Powierzchnia plastycznego pégid i punkty testowe. Wektory pokazugmiare stanu napgzenia
przy danym przyrecie odksztalcenia, gdyby zachowany byksysty zakres deformacii.

Tab. 4.1 Punkty testowe dla algorytméw powrotu

Jll 0-22 gll 822
p. A o, 0 o,/E -vo, /E
p. B o, g, (1-v)o,/E (1-v)o,/E
(1+v)a, (1+v)a,
.C 3 -1/3 — -
p J/\/_O’Y ]/\/_O'Y N N

Nastpnie zaktadany jest przyrost odksztétcesktadowa &, rosnie o Ag,, z&
sktadowac,, 0 As,,, powodujc przegcie w stan plastyczny. Na rys. 4.4 strzatki odchodz
od punktow pokazygj jak zmienialby s stan napyzenia przy wskazanym przysce
odksztatcenia, gdyby materiat pozostawat w stapiezgstym. Dla kadego punktu dla obu

algorytméw rozpatrywane jes6lx 61 przypadkow przyrostow odksztafce ktére to
przyrosty § dobierane proporcjonalnie do wgjowych wartdci odksztatce:

2% -0,010,2.. 6 22200102 € (4.54)
&n €2

Dla tak narzuconych przyrostow wykonywargabliczenia numeryczne dametod
(CPPM lub CPA) na dwa sposoby:

1. obliczenia pseudo-doktadne — przyrost odksztalgst dzielony na 1000 krokow

obliczeniowych, daj napezenia ,doktadne’s";

2. obliczenia przyblione — napyzeniae S liczone dla przyrostu odksztafcev 1 kroku
obliczeniowym.

Oceniana jest tica rozwigzan pseudo-doktadnego i przybtinego, bdd obliczany
jest ze wzoru
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(4.55)

1/2

gdzie| .| oznacza normkwadratovy, zdefiniowan jako |X| :(ZZ()% )zj
]

W obliczeniach numerycznych prztg state materiatowe =3[10", v=0,3, o, =3
oraz kryterium typuld,. Doktadnd¢ algorytmow powrotu na powierzckniptyniecia
okreslono przyjmujc TOL = TOL, =10,

Na rys. 4.5 przedstawiono mapy wadobtedu J dla r&nych metod (CPPM i CPA)
oraz punktow (A, B, C). Wyniki dla punktéw B i C wgzup symetrg, co wynika z potgenia
tych punktéw na ptaszczgie napezen. W przypadku kadego z punktow, maksymalna
wartas¢ biedu jest nisza w przypadku metody CPPM. Uzyskane maksymalmtosgaoraz
ksztalty izolinii bkdu & odpowiadaj wartasciom z pracy $10, HUGHES[1998].

4.10Rozwigzanie przyrostowe w zagadnieniach sgeysto-plastycznych

Istotnym aspektem analiz uwzdhiagcych nieliniow@¢é materialowg jest wiaciwy
spos6b obliczania przyrostdbw odksztétce(zob. np. KEBER [1985], Ramwm,
MATZENMILLER [1987]). W trakcie analizy konfiguracje ciata daisic na tzw. uzasadnione
fizycznie, spetnigjce warunki rownowagi (konfiguracja patkowa, aktualna, poszukiwana)
oraz niefizyczne, dyktowane tylko procesem ragayivania rowna (zwigzane z iteracjami
rownowagi), rys. 4.6. §tl uzasadnionym sposobem obliczania przyrostu odksit A€
(4.11) jest obliczanie go na podstawie skumulowanegrzyrostu przemieszcie
odniesionego do ostatnio wyznaczonej konfiguraspimowagi

Ae=Ag(Au®), i=1,23,... (4.56)

Btednym jest podéfie, w ktorym Ag =A£(5u(‘)) oraz €, =£n(un+Au“‘”) . W procesach

sprezysto-plastycznych rozwzanie jest zalme od historii procesu deformacji, zatem weej
nie mog by¢ kumulowane parametry zyzdane z niezrownowanymi konfiguracjami
wynikajace z iteracyjnego poszukiwania rownowadgi.

4.11 Algorytmy plastycznosci w globalnym algorytmie MES

Podstawy MES w zakresie analiz liniowych i nielwych 3 opisane w wielu
pozycjach literatury, zob. np.ABHE [1982].

Schemat blokowy ideowego algorytmu MES uwdgiagcego nieliniowdé
materiatlovg pokazano na rys. 4.7. Punktem $oy¢ do wykonania kroku obliczeniowego jest
ostatnia konfiguracja rownowagi ciata. Procedurst jeicjowana z zerowymi wargoiami
skumulowanych przemieszazeBudowa macierzy i wektorow elementowych odbywa si
z uwzgkdnieniem wptywu nieliniowéci materiatowej. Obliczone na podstawie aktualnie
skumulowanego wektora przemiesztzedksztatcenia magdawa& niedopuszczalny stan
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a) pkt A, CPPM

0,22
0,20
0,18
0,16
0,14
— 0,12
10,10
0,08
0,06
0,04
10,02
-Jo,00

3
Agyley

¢) pkt B, CPPM

b) pkt A, CPA

6_

—10,20
—0,15
—10,10
—0,05

—0,00

10,12
—10,09
—0,06
—0,03

—0,00

Aeqileq

Rys. 4.5 Izomapy bddw algorytméw powrotu na powierzchrplynigcia.

napkzenia, przekraczagy granie plastycznéci. Konieczne jest azycie algorytmu powrotu
na powierzchri plastycznego ptyecia, ktéry w rezultacie daje wakb napezenia

spetniagca kryterium uplastycznienia.

Rownolegle

tworzoney dokalne macierze

konstytutywne, pozwalaga na obliczenie macierzy sztywscoelementowych.
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konfiguracje niefizyczne -
iteracje rownowagi

konfiguracja

konfiguracja aktualna

poczgtkowa

konfiguracja
poszukiwana

Rys. 4.6 Konfiguracje w algorytmie przyrostowym

Pozostate kroki wewgtrz jednej iteracji $ standardowe zob. np.LKIBER [1985].
W przypadku braku zbimosci nastpuje powtdrne uruchomienie procedury plastycznaj, z
kazdym razem realizggej obliczenia na podstawie skumulowanego przyrpsteamieszcze
Stany niezrownowgone nie g skladowane w pareti komputera, tylko ostatecznie uzyskany
stan zrownowzony jest skiadowany iaywany jako startowy w kolejnym kroku.

Kleiber [1995] zauwza, ze w przypadku analiz sptysto-plastycznych rozwzania
zalezg od drogi obcgjzania, sid tez wptyw na jakd¢ rozwigzania mae mie diugas¢ krokow
obliczeniowych. Ma to miejsce szczegolnie w przypadnaliz, gdzie wyspuja lokalne
odcigzenia konstrukcji. Dobre rezultaty w takich probleinalaje zastosowanie konsystentnej
macierzy sztywngri (zob. rozdz. 4.5).
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u, - konfiguracja aktualna
(zréwnowazona)

wartosci startowe do iteracji:

- przemieszczenia Au=0,5u=0

agregacja globalnych macierzy i wektorow

v

przyrost obcigzenia,
rozwiazanie zmodyfikowanego uktadu rownan,
wyznaczenie du

v

akumulacja przemieszczen AU <— Au + ou

y

kontrola zbieznosci,
jest zbieznos¢?

tak

u, < u, + Au - akumulacja przemieszczen
kolejny krok obliczeniowy

Rys. 4.7 ldeowy algorytm MES uwzglniajacy nieliniowas¢ materiatovy
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5. IMPLEMENTACJA W 6-PARAMETROWEJ NIELINIOWEJ
TEORII POWLOK

5.1 Aproksymacja skonczenie wymiarowa i interpolacja

W pracy wykorzystuje silagrarzowskie powtokowe elementy skozone CAM (por.
CHROSCIELEWSKI 1 IN. [1992], (HROSCIELEWSKI [1996], GHROSCIELEWSKI | IN. [2004]).
Punktem wyjcia sformutowania jest klasyczne (zob. nEENKIEWICZ [1972]) zataenie MES
0 aproksymacji dziedziny problemu

Ne
M=M,=>1, (5.1)
e=1
po powierzchni niepokrywagych s¢ dziedzin — elementow skozonych /7. Kazdy

element 11 jest obrazem tzw. elementu wzorcowego (macierggste

©)
T =[—1,+1]x[-1,+1]. Element wzorcowy jest to zwarty i ograniczony zdrs w R?,
okreslony w bazie naturalnef =(¢;,¢,). Wezty typowego elementu skozonego /7, sa
okreslone przez ich wektory wodee x,, (a=1,...,N). Tutaj liczba wztow N przyjmuje

wartasci 4, 9 lub 16. W kadym wezle okrelone jest sz& stopni swobody: trzy wirtualne
(i rzeczywiste) przemieszczenia oraz trzy wirtudineeczywiste) parametry obrotu.

W ramach omawianego tu sformutowania wpsia trzy rodzaje zmiennych
podlegagcych interpolacji. $ to: zmienne typu wektorowego np. wektor wgdgz x(&) czy

przemieszenie translacyjne(l) oraz jego wirtualne i rzeczywiste przyrosty, znman
z grupy obrotéw sa(3) tj. wektor wirtualnego obrotuw(¢) i zmienne z grupy obrotéw
SQ3), tzn. tensor obrot®Q, = Q(&,) oraz tensory mikrostruktury, =T(&,) | T, =T,(&,).
Dla wymienionych zmiennych obogduja rézne sposoby interpolacji odpowiednio
omoéwione poriej, por. WTKOwsSKI [2005], CHROSCIELEWSKI, WITKOWSKI [2006],
CHROSCIELEWSKI | IN. [2011].

5.1.1 Interpolacja wielkosci wektorowych

Wielkosci o charakterze wektorowym w przestrzeRi, podlegag interpolacji, ktorej
0goIny schemat zapisywany jest wzorem

@)=L @)%, . (5.2)

a

Tutaj N, ={4,9,16} oznacza liczbweztow elementu skiczonego, a, (&) okrella funkcg

ksztattu vezta a wyrazong przez iloczyn dwéch wielomianéw Lagrange’a
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<=1,

L&) = LELUE), (5.3)

gdzie

(€=¢%)..(€=E™)E=EM) . (€ =¢T) (5.4)

R T Y Ly

Tak okrglone weztowe funkcje ksztattu, (&) tworza elementow macierz funkcji ksztattu,
tj.

(5.5)

L 1 O
LO) =[L© L© - L, ©)] La(f){ () J,

0 L)

5.1.2 Interpolacja wielkosci z grupy SO(3)

Poddanie bezgoedniej interpolacji typu (5.1) obiektow z gruBQ(3) powoduje, w
ogolnym przypadku, wyprowadzenie ich z tej grupyyskusg tego zagadnienia nmpna
znalez¢ m.in. w pracach BROSCIELEWSKI I IN. [1993, 2000, 2002], @ROSCIELEWSKI [1996].

Procedu¢ interpolacji utrzymujca poddany temu dziataniu obiekt w grup8Q(3)
maozna rozpisa na nasgpujace kroki (opis za pracWITkowskl [2005]):

a) Ustalenie pewnego typowego reprezenta@&l SQ3), zbioru dyskretnych waroi
Q,=Q(,) funkcji Q(§) w weztach z,, (a=1...,n,). W autorskim programie
numerycznym stosuje ¢ido wyznaczeniaQ niezaleng od polaenia weziow
ortonormalizagj usrednionych po wztach (a=1,...,n,) skiadowych wztowych
wektorbw  najeenia  t°

i t'=t'g >t  zbioru  wektorow  elementu
Q,=Q, =[t] |t]|t°=t]] . Wyr&znionym jest zawsze wektor normalny= t;.
b) ,Przechgniccie” przy pomocy tak obliczoneg®' [ SQ(3) wartdici dyskretnychQ,
z weztdw w bliskie otoczenie elementu neutralneldo SQ(3) gdzie bid interpolacji jest
najmniejszy:
R,=Q'Q,, (a=1...,n,), Q=const. (5.6)

c) Obliczenie w wztach elementu wektora obroi, z przecagnigtych blisko 10 SQ(3)
tensorow R,. W zastosowanej w niniejszej pracy parametryzaejonicznej (zob.
dodatek A) wykorzystuje sirbwnania:

cosp, :% trR,- 1), 2sinp, (2@, FR-R, = adp, = !

— R,/-R,). (5.7)
2sing,

d) Interpolacja wspotrainych wektora obroty(&) jako elementowR® wedtug schematu

(51(6) P1a
P(&) =15, 1 =2 L)1 00 t =2 0 L), (5.8)
57’3(6 ) P3a
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a dla pochodnych dla,, zgodnie z regat

(bl(é:)l/)’ ?1a
P(E)y =152E)p 0= 2 La@)p 020 =0 Lal€) 0 (5.9)
@3(6)’/} €03a

gdzie przezL,($),, oznaczono pochodne funkcji ksztattu po wspgtrg/ch tukowych
(zob. np. GIROSCIELEWSKI [1996]).

Obliczenie funkcji interpoluicych R(&) i Ii(é),ﬂ Zz wykorzystaniem interpolacji

parametréwep($) oraz ¢($),, odpowiednio zgodnie z formutami:

R(¢)=1+4a(¢)(adp €) +b &) adh € )’, (5.10)
R(&),, =a(E),, D)+ aE)D(©), (5.11)

+B(8),, BE) +DE) D), PE)+DE)PE),) |

gdzie:
D) =adG€)), D), =adG€), ), (5.12)
o= SNe€) 5 _1=coslp &) 512
O Ber PO el e
o _CodFE)-a€). . by, = 2DE)-aE) - . - 514
ag),, &) 9E)9&) .y, DB(E), FBE 9(S)9(S),;. (5.14)
e) ,Popchnicie” przy pomocyQ funkcji R(&) i Ii(é),ﬂ do pota@enia wygciowego:

Q) =QR(¢), Q=const, (5.15)
Q. (€)=QR(),, - (5.16)

Tutaj symbolQ reprezentuje nie tylko sam tensor obrotu ze wZ£bré), lecz take inne
obiekty ortogonalne, np. tensory struktufy, T, T, ,[11SQ(3). Niemniej jednak, w sposdb

wiasciwy dla kazdego obiektu, nalsy wybra reprezentanta odpowiadeggoQ z pkt. a).

5.1.3 Interpolacja wielkosci z grupy so(3)
Wektor wirtualnego obrotuw[1so(3) podlega interpolacji po transformowaniu jego
sktadowych do wyjciowego uktadu odniesienia tj.

W(E) =W () t(€) =W () =W (&) T (&) &). (5.17)

Prowadzi to w konsekwencji do reguly interpolagpsanej wzorem
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(&) L (w,
W,(6) F =T(E) D L&) W, (5.18)
Wi, (€) = W,

w ktorym stosowéanalezy procedug interpolacji na grupie obrotodQ(3).

5.2 Wektory i macierze elementowe

Podstawienie omowionych g schematow interpolacyjnych do rownania (2.38)
I pominiecie na tym etapie etykiet przyrostowo-iteracyjnyeifgwadzi do wyrzenia:

ﬂM (w'B'CB 4u+w'D'GD Au )da=

[l wipda+[ wistdi-[] (Buyw) s(ew)da 0o O

z ktoérego, po aproksymacji (5.1), wynikajlefinicje nasfpujacych macierzy i wektoréw
opisugcych element CAM (por. ROSCIELEWSKI | IN. [2004]):

+ materialowa cg¢ stycznej macierzy sztywka K =K{® + K

K© = j L'B'CBLda; (5.20)

1)

geometryczna €&¢ stycznej macierzy sztywso

KO = j L'D'GDLda; (5.21)

1)

elementowy wektor obgien zewretrznych

p‘e):ﬂn LTpda+L]7 L's"ds; (5.22)

(e) )

elementowy wztowy wektor sit wewngtrznych

r® = j jﬂ B's(u)da. (5.23)

(e)

W konsekwencji otrzymuje siz réwnania (5.19) macierzowe réwnanie:

K'(I'e)Aq(e) — Ap(e) + j(e , j(e) — p(9) —r'e. (5.24)
Sktadnik 4p®© w (5.24) mae by wyrazony jako

Ap© = 42p2 (5.25)

ref 1

e

gdzie 42 jest przyrostem mrimika obcizenia, za p© obcizeniem odniesienia.
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W trakcie analizy kontrukcji, wektory i macierzestawione we wzorach (5.20)-(5.23),
sa obliczane dla wszystkich elementow skponych w dziedzinie problemu, a nrgmstie
podlegag dziataniu agregacji (standardowa procedura MES). zgp. KLEIBER [1989]).
Procedura agregacji pozwala na sformutowanie greaad uktadu rowng analogicznego do
(5.24), w postaci:

K, 4q=4p+ j, 9= p-r. (5.26)

5.3 Sledzeniesciezek rownowagi

Obliczenia numerycznesciezek rownowagi wymagaj wprowadzenia pefia
przestrzeni rozszerzonej o wymiarke+1, gdzie N oznacza liczé¢ stopni swobody zadania.
Jej elementamigsprzyrosty Aq ={4q, 4% " . Rozwhzanie uktadu rowna(5.26) odbywa si
posrednio  przez rozwizanie tzw. rozszerzonego uktadu réwna(zob. np.

WASzCzYSzYN [1995]):
t0r AV ) '

W (5.27) etykiety gornei) odnosz sic do numeru iteracji w rozwkaniu przyrostowo-
iteracyjnym MES (por. rozdz. 4).

Formutupc odpowiedni posta wektora t mazna uzyska rézne techniki sterowania
rozwigzaniem:

. t={0,...,0|1, T= A0 - sterowanie obgizeniem;
« t={0,..,0,1,0,..,0] 0), T=AQ* - sterowanie przemieszczeniem;
1 p-1 p p+l N 'N+1
_ A9 _ :
e t= ﬁl , T = AS* - sterowanie parametrem tuku;
q

gdzie 4A*, 4q* oraz As* s zadanymi przyrostami tzw. parametrow kontrolnych.

W niniejszej pracy, w przyktadach numerycznych @mz7), stosowane jest sterowanie
obcigzeniem i przemieszczeniem (analizy ggysto-plastyczne) oraz sterowanie parametrem
luku (wylaczenie analizy speyste).

W ogllnaci, uktad rowna (5.27) jest uktadem o niesymetrycznej macierzy
wspotczynnikbw. W  przypadku sterowania alieiniem lub  przemieszczeniem
przeksztatcenie uktadu do postaci, w ktorej maciespotczynnikow jest symetryczna, jest
trywialne. Inaczej jest w przypadku sterowania psfem tuku. W programie CAM
oryginalnie zaimplementowano proceglunzwigzywania niesymetrycznego (ze wggdli na
ostatni wiersz i kolumg) uktadu réwna dla tego przypadku. Jednym z celdw niniejszejyrac
byla implementacja nowych procedur rozmywania uktadow rowna (zob. rozdz. 6),
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dedykowanych uktadom symetrycznymadbtez konieczne byto zastosowanie rozgania
uktadu (5.27) rbwn@anie bezpérednio, lecz wedtug niniejszej procedury.

Wektor t ma posta

z_] 449 Aq  AA _
t= - =t 44}, 5.28
{ndan} {uaa WG }| {t 47) (5.28)

zatem uktad réwna(5.27) mana zapiséajako:

KO Aq"™ +part™ =0, (5.29)
T Aq" + 4200 =1 (5.30)

Mnozac lewostronnie rownanie (5.29) przE:K%”T otrzymujemy
2q +[KOT pl a1 =[KD T 0. (5.3

Wyznaczenie z (5.31) wektordaq®™ i wstawienie go do (5.30) po przeksztatceniacle daj
wyrazenie

r -t [KQTj‘”
AT KO T Y,

ref

A0 = (5.32)

Znajac wartagé 41| z przeksztatcenia (5.31) ma znaléé wartaié 49", co daje petne
rozwigzanie wyfciowego ukiadu rownma Nalery podkréli¢, ze w obliczeniach
numerycznych nie ma potrzeby wyznaczania odweainamacierzy K&, skiadniki

[KQT]“ i [KQ}_lp‘r‘e)f uzyskuje si przez rozwizanie uktadu réwnaz symetrycza

macierz wspotczynnikdowK® .

5.4 Prawo konstytutywne dla sit i momentow przekrojowydt

Na potrzeby dalszych rozwan wprowadza si indeksym, s, b, d oznaczajce odpowiednio
sktadniki membranowe, poprzeczne,czipwe i zwgzane z owirgciem. W kolejnym kroku
odksztatcenia na powierzchni odniesienia powtokta&iane $ w wektor

e" :{eﬁ %Az éf‘z é]l é Ié”KMnKMzz’CMlz’CleKMlle}T ={en“f|e?||e“§|e“§}T- (5.33)

Celem rozranienia odksztatae na powierzchni odniesienia od odksztatoe warstwie
wprowadzono indeks gornyM wyrdzniajacy te pierwsze. Energetycznie sgrane
z odksztatceniamie s sity i momenty przekrojowe (zob. HROSCIELEWSKI [1996]),
zgrupowane w wektorze
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s={N"NZN”N? Q'Qfl MM MM IM M ¥ =(s |s]Is,Is}". (5.34)
Relacg miedzy wektoramie" i s okresla macierz konstytutywn& taka,ze
s=Ce". (5.35)
Wyprowadzenie jej sktadnikowetzie przedmiotem pomszych rozwaan.

Podstawowym zal@niem przytym tutaj do okrélenia rozktadu odksztatée po
grubaci powtoki jest zataenie kinematyczne powszechnie znane jako teoriasRera-
Mindlina® (R-M). Wprowadzone jest ono tylko na poziomie fotowania réwna
konstytutywnych, wprowadzona w rozdz. 2 teoria yesina od tego typu zaten. Méwi ono
o tym, ze zbiér punktdow materialnych, 2gcych na prostej prostopadtej do powierzchni
odniesienia w konfiguracji pogikowej, lezy na prostej w dowolnej konfiguracji aktualnej.
Zamiennie do terminu ,kinematyka Reissnera-Mindlimaozna wy¢ okreslenia ,teoria
scinania pierwszego ¢du” (ang.First Order Shear Theory - FO3DPrzegid literatury na
ten temat mgna znale¢ na przykiad w pracach rR€iA SCHMIDT [2006], KREJA[2007],
WITKOWSKI [2011], S\BIK [2012], czy RDDY [1997] i cytowanej tam literaturze.

Po pierwsze, niezloine jest wyraenie odksztatae € w warstwie powtoki wzdh

grubdici jako zalenych od e . Wykorzystujc oznaczenia ze wzoréw (3.2®raz (5.33),
maozna zapisé

g =e'+lel, g, 6 =ell, (5.36)

gdzie ¢ jest wspétredng wzdtuz grubdici powtoki, przyjmugca wartasci od —h™ do h*, za
| diugascig charakterystycznmikrostruktury (zob. (3.27%).

W ogolnaci, ze wzgédu na plastyczny charakter deformacji, prawo kduogsgpywne
taczace skiadniki zestawione w wektora@ i o nalezy zapis& dla przyrostowde i do
jako

do =C,de, (5.37)

gdzie

(5.38)

_ |G} w stanie spgzystym
C:* w stanie plastycznyr

Nastpnym krokiem jest wyrzenie sit i momentow przekrojowych w postaci
przekrojowej (catkowej). Ze wzgdllu na charakter relacji (5.37) aliove jest tylko obliczenie
przyrostow sit i momentow przekrojowych. Dla uprosznia zapisu, w porszych
wyprowadzeniach pomigio przyrostowy charakter wielkoi.

! Jest to nazwa zwyczajowa, dyskusi ten temat mima znaléé u EMIELITY [1991].
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Definicjg sit przekrojowych jako wynikapych ze scatkowania stanu nag@nia
w powtoce po jej grubiei mazna znale¢ w wielu pozycjach literatury dotygeej powtok.
Warto w tym miejscu wskaza takie prace jak WKASIEwICZ [1976],
PIETRASZKIEWICZ [1977], BASAR, KRATZIG [2000], LEWINSKI, TELEGA [2000], KREJA[2007].

Wartcici sit przekrojowych (5.34)asdane nagpujacymi wyrazeniami:

s.=] " oud=]"1C (e re ) +C J@ juds 50

€y

:Ammem+Bmls b+D ms d

+h*
S, = j_h_ o . (udl

=[M[C, m(Ce i+ e ) +(IC e JudC, (5.40)
=B, e .tE, e +tF. e,

s, =[ " 10 ud
=I_+hh.+['mdm(em+é“et) +1°C e Jpdl, (5.41)
=D, e, tF,e . tH e,

gdzie €., C.,, C,,. C, S blokami operatora sgtystego (zob. (3.28)) golz
plastycznego (zob. (3.78) oraz (4.32)). We wzorgd&h39)-(5.41) sktadnik u jest

wyznacznikiem tzw. tensora przeniesienia (aspifter tensaoy (zob. np. KONOPNSKA,
PIETRASZKIEWICZ [2007]), okrélonym jako (BrSAR, KRATZIG [2000])

U=1-20H+%K, (5.42)

gdzie H oraz K oznaczaj odpowiednio krzywizg sredng i Gaussa (zob. dodatek B).
W niniejszej pracy przgjo ze u=1, co jest zatpeniem uzasadnionym dla cienkich powtok

(h<x L, L - przecetny wymiar) o matej krzywinie (h< R,;,, R,;, - minimalna krzywizna).

Sity poprzecznes, nie podlegaj catkowaniu po grub@i i sa wyrazone wprost jako

zalezne ode!

. o e". (5.43)

s.=D_e" :[Gas 0 }

0 Gag

Powyzszy zwhzek nie uwzgjdnia wplywu plastyczriei, co jest uzasadnione matym
wptywem sit poprzecznych na uplastycznienie ciehkmowiok (zob. np. Dic, BRANK
[2012]). Przegid proponowanych warfoi i dyskus¢ wptywu wspotczynnikascinania ag
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mozna znalé¢ np. w BADUR [1984], (HROSCIELEWSKI I IN. [2010]. W niniejszej pracy
przyjeto ag =1.

Ostatecznie (5.35) mie by zapisane jako

s A 0B _ D le

S, 0 D.O O |e,

= : (5.44)
sb me 0 E bb de e b
sd D-:nd 0 ng H dd e d

Catki z réwna (5.39)-(5.41) mog by¢ podane w zamkgiej formie w zakresie
sprzystym tj. j&li €, =C; w kazdym punkcie na gruci. W tab. 5.1 zestawiono réwnania
konstytutywne w zakresie spystym wynikajce z powyszych rozwaan oraz z pracy

CHROSCIELEWSKI 1 IN. [1992]. Wyprowadzenie zaprezentowanego w tab. ddnania
konstytutywnego zawarto w pracyBzYyNsKiI I IN. [2014a].

Tab. 5.1. Rownania konstytutywne w zakresiesmstym.

sktadnik niniejsza praca HROSCIELEWSKI | IN. [1992]
N = C(&,+Vey,) C(&,+Vey,)
N2 = C (&, +Vey,) C(&,,+ve,,)
N 3C(1- V)%[£12+521(1— ZNZ)J Clt-v)a
N sy et 2n)re] | S0V
M= D (K, + VK ) D (ky, + VK )
M2 = D (K, +VKy,) D (K, +VKy,)
12 _ 1 _
M %D(l_v)l_ N2 [K12+K21(1_ ZNZ)] D(l V)Klz
M2 = %D(l—v)l 1 : |:K12(1_ 2N2) +K21] D(1-V)k,,
M?*= 2uhl?k, a,D(1-v)k,
M? = 2uhl?«, D(1-V)x,
3
c=" p=— " Nz K
1-v 12(1-v?) U+ U,

W powyzszych réwnaniach pojawiagsstata a, tzw. wspotczynnik owinicia. Wptyw
tego parametru materiatowego na uogélnione przetiesia powtok jest dyskutowany
m.in. w pracy GROSCIELEWSKI [1996]. Petna zgodré miedzy przedstawionymi relacjami
konstytutywnymi zachodzi gdy:
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h |a

U=y, orazl =5 Et (5.45)
Literatura (GIROSCIELEWSKI [1996]) podaje wartei 0<a, <1, jako niemajce znaczcego
wplywu na uogolnione przemieszczenia powtolkgdSpodobnie maty wptyw powinno mie
przyjmowanie dtugéci charakterystycznej z przedzialO0<I|<0,28%, (h, - grubdg¢
powtoki). § to jednak oszacowania zgrubne. Pojayaajs¢ w tab. 5.1 wspotczynnikC , D
oraz N* to odpowiednio sztywri¢ na rozciganie, sztywn& zgicciowa (ptytowa) oraz
liczba sprzzenia (angcoupling numberzob. np. FF[2008]).

W literaturze (zob. np. BERLEIN, WRIGGERS [1999]) mylnie interpretuje ei
wspotczynnik owingcia a, jako wspoétczynnik kary. Wykazana zahes¢ (5.45» umacnia
interpretagt a, jako parametru materiatowego wtavego nieliniowej 6-parametrowej teorii
powtok.

J&ili w dowolnym punkcie na gruBoi powtoki proces plastyczny jest aktywny macierz
konstytutywna przyjmuje waré €, =C™. W takim przypadku niezine jest obliczenie

wartasci z rowna (5.39)-(5.41) z wykorzystaniem technik catkowaniamerycznego (zob.
dodatek C).
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6. EFEKTYWNOSC OBLICZEN

Jak wspomniano we wgiie, analiza numeryczna jest podstawowym ¢@zem pracy
wielu badaczy oraz projektantow konstrukcjizynierskich. Zasadnigz cecly metod
numerycznych jest zagtienie uktadu o nieskmzonej liczbie stopni swobody uktadem
o liczbie skaczonej. Jednze stosowanych metod jest metoda Ritza, jej zasagdwad; jest
problem z doborem funkcji aproksymacyjnych na calgbszarze zadania. Problem ten
przezwycezono w Metodzie Elementow Skozonych, gdzie stosowana jest aproksymacja
zlokalizowana (zob. KEIBER [1989]). W pocatkowej fazie rozwoju MES gtéwnprzeszkod
na drodze do jej pelnego wykorzystania w praktygdy lbgraniczone zasoby maszyn
obliczeniowych. Wraz z rozwojem komputerow klasy BR&rsonal Computer «omputer
osobisty) staty si one powszechnym nadziem pracy. Istnigce algorytmy pozwalgjna
modelowanie skomplikowanych obiektéw, w ktorych tlsiadyskretyzacyjne $ bardzo
rozbudowane, co skutkuje koniecZol rozwigzywania wielkich ukladéw rowma
i przechowywania diych ilosci danych.

Na czas wykonania oblicaemap wptyw dwa podstawowe czynniki: struktura
algorytmu programu oraz wydajfto sprztu komputerowego. W niniejszym rozdziale
przedstawiono proponowane przez autora udoskomalgmoigramu obliczeniowego, meg
na celu dostosowanie go do nowoczesnychilimosci jezyka programowania Fortran oraz
architektury komputerow.

6.1 Rozwdj komputeréw osobistych

Lata 70-te i 80-te XXw. przyniosty rewolyciv dostpie do obliczé numerycznych.
Komputery klasy PC staly sidostpne dla kadego uytkownika, a ich oprogramowanie
i osprzt udoskonalano w bardzo szybkim tempie. Jednym awmych parametrow
stanowjcym o efektywnéci obliczea numerycznych prowadzonych na danej jednostce jest
czestotliwos¢ taktowania procesora. Decyduje ona o liczbie aperanozliwych do
wykonania w danym czasie. Przez wiele lat procesoayy architektug jednordzeniow — co
oznaczaze z deklarowam czestotliwoscia taktowania mogty realizowatylko jeden vatek
obliczeniowy. Wprowadzenie procesorow wielordzenjolw (a przez to wielogtkowych)
znacaco zwkkszyto efektywné¢ obliczern — deklarowana estotliwosé, a zatem szybko
obliczen, maze byt osignieta dla kilku zada jednoczénie.

Na rys. 6.1 zestawiono eztotliwos¢ taktowania kolejnych generacji procesorow
produkowanych przez firemmINTEL oraz podano iloma gtkami obliczeniowymi dysponuje
procesor. Do okoto 2005 r. ¢ztotliwosci procesorow zwikszano wyktadniczo. Od tej daty
rozwoj nasipit przez zwekszanie liczby dogpnych wgtkow obliczeniowych, gdy wzrost
predkosci procesorow ulegt wyhamowaniu (maksymalne taktueana poziomie 2-3GHz).
Obecnie bardzo popularne «omputery oferujce 4 wgtki obliczeniowe, z& maszyny
dedykowane obliczeniom ignierskim mag ich nawet 16. Zupeinie ianklass urzzdzen
stanowi tzw. klastry obliczeniowe, w ktérych réwnolegleapupcych procesorow magoye
setki.
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Data prezentacji
Rys. 6.1 Rozwo6j procesoréw Intel — taktowanie diezba watkow'.

Zmiana w trendzie rozwoju procesoroOw pggikta za sob zmiany w praktyce
tworzenia algorytméw obliczeniowych. Dla zachowaniarostu szybkeci dziatania
programéw konieczne statogstworzenie algorytmow wieloytkowych, tj. takich w ktérych
czes$¢ pracy jest rozdzielana pogaizy dosgpne niezalene watki i realizowana jednoczaie.

6.2 Koncepcja obliczer wielowatkowych

W autorskim programie do zrownoleglenia oblitzeykorzystano bibliotek OPENMP
(ang. Open Multi-Processing. Biblioteka ta obstuguje dyrektywy kompilatora inienne
srodowiskowe oraz zawiera bibliotek procedur pozwalagych na wprowadzenie
wielowgtkowosci do programéw pisanych wzyku Fortran oraz C/C++. Nieytpliwg zalet
tej bibliotek jest faktze zrownoleglenie programu mua uzyska bez znacznych modyfikacji
jego kodu. Dokumentacja biblioteki jest zwarta yteina, z& sama biblioteka jest ggle
udoskonalana i dostosowywana do najnowszegetspkpmputerowego.

U podstawy koncepcji oblichewielowgtkowych lezy schemat pracy o nazwierk and
join (w wolnym ttumaczeniupodziel i pogc2) przedstawiony na rys. 6.2. W czasie pracy
programu caly czas aktywny jestagt@k gtowny (z przypisanym identyfikatorem id=0).
W momencie rozpogzia zadania rownolegtego negstije podziat zada obliczeniowych
(faza fork) pomidzy watki zebrane w zespoét Kdy z wgtkbw maze na okrélonych

! http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Intel_micropcessors
2 http://openmp.org/wp/
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zasadach korzystaze wspolnej pamci (np. w celu odczytu danych), ale ma f@gamki¢
prywatrg, niewidoczi dla innych vatkéw. Gdy kady z wgtkdw zakaczy przypisang do
niego prae, nastpuje zredukowanie aktywnychatkow do jednego (fazpin), wyniki pracy
s3 synchronizowane wedtug oktenych zasad, a zasoby prywatng wsuwane. Fazy
sekwencyjne i zréwnoleglone mpgastpowa po sobie w dowolnej kolejsoi, angaujac
do pracy okrélong lub maksymalg dostpng liczbe watkdw obliczeniowych. Procedury
biblioteki OPENMP w automatyczny sposob twpmarywatne zasoby pagti (co mae
znacaco zwkkszy zapotrzebowanie aplikacji na pahioperacyjg) i wykonupg wszelkie
dziatania zwazane z zamdzaniem aktywnymi wtkami bez ingerencji programisty.

watek gtowny

: zespot watkow

zadanie !
rownolegte : 3 : :
\ synchronizacja
" :;..'.
zadanie ' ' '
rownolegte - : .

Rys. 6.2 OPENMP — schemat algorytfotk-join.

Zasadniczy algorytm programow komputerowych b@zgh na MES jest sekwencyjny
— np. rozwjzanie uktadu rownamusi by poprzedzone sformutowaniem globalnej macierzy
sztywndci. § jednak fragmenty programu, gdzie obliczeniaznaorozdziekk na niezalene
od siebie zadania, np. w przypadku formutowanianelgowych macierzy i wektorow.
Mozliwy jest zatem podziat pracy w tej fazie obliGzeomiedzy watki obliczeniowe, co te
zostato zaimplementowane w programie autorskimwZgledu na konieczni iteracyjnego
poszukiwania rozvwdzania problemu plastyczém (zob. rozdz. 4.) na poziomie punktu
catkowania oraz catkowanie po grébp stanu napzenia (zob. rozdz. 5.) procedura
tworzenia lokalnych macierzy i wektorow jest zndezimardziej czasochtonna zniw
przypadku analizy sprystej.

Przyspieszenie pracy programgywajagcego wielu wgtkow jest zwgzane z pajciem
skalowalngci obliczen (zob. np. ®AMA | IN. [2003]). Miag skalowalnéci jest
przyspieszenieS( p) (ang.speedupokrelone jako
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s(p=-Y 6.1

t(p)

gdzie p oznacza liczb aktywnych witkow obliczeniowych, zéat(n) jest czasem wykonania
zadania przezn watkdbw. Paagdane jest przyspieszenie liniowe, t'ﬁ( p): £ lub
superlinioweS( p) > . Wysgpienie przyspieszenia superliniowego jestziinee ze wzgédu
na specyfik tzw. paméci cache, ktéra mee by efektywniej wykorzystana przez kilka
rownolegle dziatajcych matych zada niz przez jedno die (zob. RAMA | IN. [2003]).
W wigkszaici przypadkow jestS( p) < p, co wynika z niemenoici zréwnoleglenia catego
kodu programu oraz dodatkowego czasu nidmbgo na przesytanie informacji. Obok
przyspieszenia definiowana jest zakvydajndé E( p) , wedtug wzoru

=(5)= S8, 62)

Dla przyspieszenia IiniowegE( p) =1, zazwyczaj jest to mniejsza waito Przyspieszenie

superliniowe implikujeE ( p) = 1.

Przyspieszenie nie by oszacowane przez zaprezentowane w 1967 r. tzwopra
Amdahld. Rozpatrzmy pewien program komputerowy, ktéry maé bczesciowo
zrownoleglony (rys. 6.3). Gdy obliczenia realizowa® na 1 wtku, catkowity czas trwania
zadania wynosit,. Bezwymiarowa wielk& f okrella, jaka cgs¢ programu nie zostata

zrownoleglona. Uruchomienie tego samego zadaniay pm=4 aktywnych wtkach
powoduje skrdcenie czasu obliézdo czasu, .

Na podstawie rys. 6.3, zapisaozna

t, = f th+m, (6.3)
P
a zatem
t p
== > A4
s(p) t, 1+f(p-1 (6.4)

Réwnanie (6.4) jest nazywane prawem Amdahla. Z fdyr(6.4) wynika

iim S(p =" (6.5)

pooo f'

% Gene Amdahl (ur. 1922), pracownik IBM, zajgiel firmy Amdahl
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D:N

a) =
bl L (1-f) x4
) sekcja szeregowa ‘ sekcje zrownoleglone
1 procesor | 1 2 3 4
realizacja programu >
_ L ]
& (1-f) %t
f>4, . P
p=4 procesory |
realizacja programu ———p»

Rys. 6.3 Realizacja egciowo zrownoleglonego programu a) na 1 procesoyzep = 4 procesorach.

co oznaczaze nawet nieskiczona liczba procesoréw nie da przyspieszenigkszego i
Vf. PrzyspieszenieS( p) dla r&nych wspotczynnikéwf zestawiono na rys. 6.4. Prawo

Amdahla daje zazwyczaj zawgne wartéci przyspieszenia, ma jednak z#uznaczenie
praktyczne. Ména np. oszacowa ze jesli dysponujemy programem, w Kktorym
zrownoleglono potow kodu, to nieoptacalne jest uruchamianie gozgciem wkcej niz

4 procesoréw, zmiana przyspieszenia w takim przpdsgdzie nieodczuwalna. W rozdz. 7
przedstawione zostanie porownanie przyspieszernyakanego z wykorzystaniem formuty
(6.4) z rzeczywéicie zmierzonym na pracigym programie (wzor (6.1)).

16+
I I——— e
12+ —— =0,
10-|—— f=02
—— f=05

o]
4 /4//

0 \ \
0 4 8 12 16
p - liczba procesoréw

S(p) - przyspieszenie
ik

Rys. 6.4 Prawo Amdahla — przyspieszenie obfiqgazy r&znym wspotczynniku zréwnoleglenia kodu.

6.3 Rozwigzywanie rzadkich uktadéw rownan

Oddzielnym zagadnieniem jest implementacja algodyintozwizywania rzadkich
ukladow rowna (w zargonie: solverow). W klasycznej MES w zagadniemiatatyki
generowane gs tzw. rzadkie uklady rowma Sy to ukiady, w ktorych w macierzy
wspotczynnikdéw tylko nieliczne warfoi s3 niezerowe. W przyktadach realizowanych
W niniejszej pracy stosunek niezerowych wspotcziggwi do wszystkich wspotczynnikow
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jest na poziomie kilku procent. Niezerowe wspoOtcEkn zazwyczaj zgromadzoneg s
w poblizu gtdbwnej przektnej macierzy, zwizane jest z tym pegie szerokéci potpasma
macierzy. Na rys. 6.5 pokazano profil przyktadowsjacierzy sztywngi (zadanie
zamieszczone w rozdz. 7.5, 1824 rGwnania).

profil macierzy sztywnosci

R
R

SR

4,3% niezerowych Q"\-
F wspolczynnikow

Rys. 6.5 Profil rzadkiej macierzy sztywiod

W programie komputerowym CiMplast zaimplementowandvery z bibliotek HSL
i PARDISO. Biblioteka HSf. (dawniej Harwell Subroutine Library) jest kolekgprocedur
dedykowanych obliczeniom naukowym anggcym bardzo die zbiory danych. Jest
rozwijana od 50 lat, obecnie w STFC Rutheford Afppie Laboratory w brytyjskim
Oxfordshire. Dostpne procedury posiadgjnterfejsy w gzyku Fortran, C i Matlab. Lista
procedur obejmuje kody dedykowane zadaniom: wyzardezwartdci i wektoréw wtasnych,
programowania liniowego (problemy optymalizacji)lgebry liniowej (rozwizywania
rzadkich ukfadow réwna réznych typow i ragnymi metodami) oraz rozwiywania
nieliniowych uktadow réwna Biblioteka jest dogpna nieodptatnie na licencji akademickiej.
Procedury mog by¢ wywotywane w trybie sekwencyjnym lub wielgtkowym. Zaleg
kodow HSL jest ich dogpnas¢ w otwartej, nieskompilowanej postaci.

Projekt PARDISO jest natomiast dedykowany tylko rozmywaniu rzadkich uktadéw
rownai liniowych o wielu niewiadomych. Jest to kod zangyi dostpne g interfejsy do
jezyka Fortran, C, C++ i Matlab. Biblioteka jest utipsona nieodptatnie do celow
akademickich. Producenci biblioteki deklaxujze jest ona dedykowanazyciu na
komputerach wielogtkowych, za jej wyrdzniajaca cechy jest dobra gospodarka paitib.

Istotnym zagadnieniem jest sposob przechowywani&ilypr macierzy sztywngci
w pameci komputera. Oryginalnie zaimplementowany w progea CAM (zob.
CHROSCIELEWSKI [1992] i CHROSCIELEWSKI [1996]) solver typu skyline przechowuje
w pamgci komputera wspotczynniki niezerowe macierzy, tde wszystkie zera leace w
danej kolumnie porgdzy przekitng a ,najwyzej” lezacym wyrazem (rys. 6.6). Powoduje to
istotne zwgkszenie zasobdw pagai potrzebnych do przechowywania macierzy sztygno
Inaczej zorganizowaneg szasoby uywane przez procedury HSL i PARDISO. W obu

* http://www.hsl.rl.ac.uk
® http://www.pardiso-project.org/

-76-



S. Burzyiski: Plastyczngé¢ w 6-parametrowej nieliniowej teorii powtok, efektywidobliczei MES

przypadkach zastosowano identygzrstruktuge danych, w ktorej nieziune jest
przechowywanie tylko niezerowych wspétczynnikdéw, zmniejsza zapotrzebowanie na
pamg¢ operacyja.

. wspolczynnik niezerowy

|:| wspotczynnik zerowy

profil skyline

&\\:: profil HSL

symetria

Rys. 6.6 Profil rzadkiej macierzy sztywéob— zapisane w pagti wspotczynniki.

Korzystapc z zaimplementowanych solverOw, przetestowano azasvigzywania
gtdwnego uktadu rowne algorytmu MES wygenerowanego dla dwéchznych zada.
Zadania znaego r&nig sie liczbg niewiadomych uktadu (8100 oraz 102836). W testach
wykorzystano procedgmrenumeracji rownaukiadu, ktéra ma symulowanieregularné¢ w
numerowaniu wztow i elementow dyskretyzacji MES. Na rys. 6.7 ap&no schematycznie
koncepcg catkowitej oraz blokowej pseudo-losowej renumeraejocedura ta, realizowana
programem autorskim, ma na celu gkgizenie szerokmi polpasma macierzy sztyw§w
(rys. 6.8), a tym samym wydty¢ czas rozwjzywania uktadu rowna W przypadku
renumeracji blokowej rownania zostaty podzielonel@agrup, wewstrz ktdrych losowo
przydzielono now numeragj.

W tab. 6.1 i 6.2 zestawion@ednie czasy rozwkywania uktadéw réwna(uzyskane
kazdorazowo z 20 prob) dla #dych solverow. Zastosowano pierwotnie zaimplemeatow
solver SKYLINE, solver PARDISO (wykonywany sekwejag) oraz solver MAS86
(produkowany przez HSL). W przypadku tego ostaimiggdatkowo #yto procedury MC68,
ktéra zmienia kolejn& réwnaa w uktadzie, pod #em jak najlepszej wydajdoi solvera
MA86. Proceduy MA86 wywotywano sekwencyjnie lub z wykorzystaniefn watkdw
obliczeniowych.

oo
Nasg
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Rys. 6.7 Pseudo-losowa renumeracja rawneisblokowa b) cakriowa.
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Rys. 6.8 Profil macierzy sztywiai a) bez renumeracji b) renumeracja blokowa climegracja
calaiciowa
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Tab. 6.1 Poréwnanie efektyw§w solveréw dla uktadu e =8100

bez renumeraciji SKYLINE PARDISO MAB86 MA86+MC68
liczba wspotczynnikdw 2 484 162 579 042 579 042 679
czas rozwizywania uktadu, s 0,27 0,10 hiek: 0,31 1 wtek: 0,11

4 watki: 0,27 4 wgtki: 0,11

Z renumeracja blokowa

liczba wspotczynnikdw 5487 924 579 042 579 042 679

czas rozwizywania uktadu, s 1,42 0,14 hiek: 1,32 1 wtek: 0,13
4 watki: 0,73 4 wgtki: 0,14

Z renumeracija catosciowg

liczba wspotczynnikdw 32 322 384 579 042 579 042 9 642

czas rozwizywania uktadu, s 62,58 0,13 htek: 40,71 1 wtek: 0,12
4 watki: 12,59 4 wgtki: 0,12

Tab. 6.2 Poréwnanie efektyw§w solveréw dla uktadu an =10283€

bez renumeracji SKYLINE PARDISO MAS86 MA86+MC68
liczba wspotczynnikéw 108 931 035 3 866 511 3 866 5 3 866 511
czas rozwizywania uktadu, s 38,23 1,12 htek: 36,34 1 wtek: 1,67

4 watki: 14,14 4 wgtki: 1,66
z renumeracja blokowa

liczba wspotczynnikow - 3866511 3866511 3 864 5

czas rozwjzywania uktadu, s - 1,37 lavek: 1005,9 1 wtek: 3,63
4 wytki: 316,1 4 wgtki: 2,64

Czgsci obliczer nie udato si przeprowadzi ze wzgeédu na ograniczenia architektury
programu oraz pargti komputera. Dotyczy to oblicaez catkowiy renumerag problemu
0 n=10283€ oraz wywotania solvera SKYLINE z macigrz renumeragj blokows. Liczba

koniecznych do przechowywania wspétczynnikbw w pegku tego solvera ¢pie
gwattownie w przypadku renumeraciji.

Wyniki zestawione w tab. 6.1 i 6.2 potwierdzapardzo doly wydajnac
nowoczesnych procedur rozmywania rzadkich uktadow réwhaWyrézniajagce s wyniki
osiggnicte po renumeracjach. O ile w przypadku solverow EWE i ,czystego” MA86
renumeracja powoduje znaczne wydinie czasu oblicze (nawet ponad 200-krotne), to
solver PARDISO oraz para procedur MA86+MC6&qgs¢ty czasy obliczé jedynie 2-3 razy
wigcksze. W obliczeniach numerycznych w rozdz. Zyty zostat solver PARDISO,
wykazupcy sk znakomig efektywndcia obliczen.
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7. PRZYKLADY NUMERYCZNE

Rozdziat zawiera wyniki analiz numerycznych wykoeaw autorskim programie
obliczeniowym CiMplast. W rozwanych przyktadach rozyzania odniesienia pochagz
z wymienionej kadorazowo literatury lub =z autorskich obliézeporownawczych
przeprowadzonych w programie Abaqus v6.12.

Podstawowe informacje o geometrii i przeprowadzbnyadaniach w poszczegoélnych
przyktadach zestawiono w tab. 7.1. Przykiady usgmmano wedtug geometrii, papaszy od
testowych przykladéw ptaskich (uogolniony ptaskiarst napgzenia), przez powtoki
jednoptatowe zakrzywione, skozywszy na powiokach wieloptatowych z przstami.
Ujeto w pracy przyktady powszechnie realizowane wrditerze przedmiotu, w przypadku
ktorych rezultaty odniesienia zostaty wielokrotraeeryfikowane. O ile literatura podaje
wiele wynikdw dotycacych powiok jednoptatowych, to w przypadku powiok
wieloptatowych w zakresie sptysto-plastycznym autor napotkat na  truéitio
z odnalezieniem wynikbw odniesienia z whijgem jednego przykladu. &t tez
zaproponowano poszerzenie dpstych wynikbw o powiok wieloptatowy, dotychczas
analizowag w zakresie liniowym speystym. Przyklady powtok wieloptatowychas
w naturalny sposob dedykowane pezgj w pracy jako podstawowej 6-parametrowej
nieliniowej teorii powtok.

Tab. 7.1 Zestawienie zrealizowanych badamerycznych.

przykiad
7.1 7.2 7.3 74 75 7.6
geometria ptaska, jednoptatowa v v
zakrzywiona, jednoptatowa v v
fragmentami ptaska, wieloptatowa
badanie  wplyw parametréwl oraz 4, na

rozwigzanie liniowe

analiza geometrycznie nieliniowa
ana_lga geometrycznie i materialowo v v v
nieliniowa
wplyw parametrul na rozwjzanie v
nieliniowe
wspotczynnik sgitrzenia napgzenia v

wptyw procedury CPPM/CPA na v
zbieznosé
wptyw doboru kwadratury catkowania v v
do obliczé sit przekrojowych
nieliniowa analiza stateczéa w v v
zakresie sprzystym
czas obliczé zaleznie od doboru v
liczby watkow

AN NI NN
AN AN NI RN

AN
AN

Podstawow weryfikacg rozwazan teoretycznych przedstawionych w niniejszej pracy
stanowi poréwnanie uzyskanych przez autoiezek rownowagi z takowymi zaczergtymi
z literatury lub uzyskanymi z programu komercyjnedtalezry przy tym podkréli¢, ze
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technika odczytywania wynikéw odniesienia z rysumkpamieszczonych w cytowanych
pracach mge generowa bledy odczytu. Autor dolgyt staran aby zminimalizowa te
niedokfadnéci.

Program bada numerycznych (zob. tab. 7.1) ebjnaliz wptywu na rozwazania
liniowe i nieliniowe statych materiatowych zyzianych z teosi osrodka Cosseratow.
Badaniom poddano #6e schematy sterowania roza@niem nieliniowym i réne algorytmy
rozwigzania réwna plastycznéci oraz ich wptyw na liczd¢ iteracji rownowagi globalnego
rozwigzania. W wybranych przyktadach pokazano wptyw dabowadratury do catkowania
wyrazen na sity przekrojowe na jaké uzyskiwanych rozwizan. W przyktadzie 7.6
rozpatrzono wptyw liczby wtkow obliczeniowych na czas trwania obliazeumerycznych
(zob. rozdz. 6).

W poszczegolnych przyktadach wszystkie dane gegemie i parametry materialowe
podane s bez wskazywania jednostek, tak jak ma to miejsge w programie Abaqus.
Zaktada si bowiem,ze w obliczeniach mma przyja¢ dowolnych spéjny ukitad jednostek
(np. m, N, Pa lub mm, N, MPa).

W obliczeniach numerycznych wykorzystywarge 16-weztowe elementy skwzone
z rodziny CAM (zob. rozdz. 5) z peinym catkowaniamschemacie ¥4 punkty. Zalef tych
elementéw jest bardzo maty wptyw efektu blokadyaéirej zakleszczenie, angcking na
rozwigzania analiz w poréwnaniu do elementow 4 i &ewych (dyskusja w RvMm,
STEGMULLER [1982]). Niniejsza praca koncentrujee sha zagadnieniach zgzanych
Z réwnaniami konstytutywnymi, niey slyskutowane wiasrgoi elementéw skiaczonych.

Wizualizacg wynikéw zrealizowano przy pomocy autorskiego pewmgu plst2gid
(zob. dodatek D) oraz programow komercyjnych GiDlworaz AutoCAD 2012.

7.1 Problem Kirscha w osrodku Cosseratow

W przyktadzie rozwzana jest tarcza o formalnie nieograniczonych wyauly

z okglym otworem (rys. 7.1). Obgienie jest zadane w postaci roéwnomiernego
jednokierunkowego rozggania z intensywrnigia p. Jest to tzw. problem Kirscha (zob.
GRINCHENKO, ULITKO [1970] i cytowana tam literatura), nadey do grupy klasycznych
probleméw liniowej teorii sprystaci. Rozwhzanie analityczne zadania uogoélnionego na
przypadek kontinuum Cosseratow ina znale¢ np. w pracy DszLewicz [2004]. Parametry
materialowe przyjte w przyktadzie to modut Young& =100 i wspétczynnik Poissona
v=0,1.

-82-



S. Burzyiski: Plastyczngé¢ w 6-parametrowej nieliniowej teorii powtok, efektywidobliczei MES

A A

S

fiwm‘wwm
=

|

Rys. 7.1 Problem Kirscha. Geometria zadania.

Klasyczne rozwjzanie dla érodka Cauchy’ego zapisane jest we wsp@hg/ch
biegunowych (zob. np.IMOSHENKO, GOODIER[1962]). Cecly charakterystycznzadania jest
spktrzenie napgzen przy otworze. Maksymalne nagenia normalne w kierunku dziatania
obcigzenia osigajg wartcs¢

o™ =3p. (7.1)

DyszLEwicz [2004] podaje wspoiczynnik koncentracji nagmmia w  @érodku
Cosseratow jako

C=3+G,
1+G

(7.2)

takize g, =Cp. ZmiennaG zalezy od parametréw@wodka Cosseratow wedtug formuty

)‘CP

2

_ |
© a2 , 2 Ko(a/f)'
a2k, (al)

Tutaj Kn(x) s3 modyfikowanymi funkcjami Bessela Il ¢gdu (zob. np. ABRAMOWITZ,

(7.3)

1+

A

STEGUN [1970]), a, oraz | s3 pewnymi parametrami charakteryzeymi osrodek

Cosseratowa jest promieniem otworu. Parametay orazl w (7.3) pozostajw zwigzkach

ze wspotczynnikami wprowadzonymi w rozdz.131(, 4. ) wedtug formut:

=(2ﬂ|5—4ﬂ|§)(2,u+/1)
Ap(p+A)

a (7.4)

o _ (20 =~ 4u) (e + )
A '

(7.5)

Biorac pod uwag ograniczenie (3.31), prayp |, =3,, co dajel? :475Ib2. Otrzymano zatem:
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_BH(2p4A) o RH (M)
Ap(p+A) At

(7.6)

co pozwolito na przeprowadzenie analizy parametrggavspotczynnikaC ze wzgédu na
charakterystyki materialoweimdka Cosseratow praye w niniejszej pracyg. , | ).

Wyniki analityczne poréwnano z wynikami numerycznymzyskanymi za pomac
MES. Na rys. 7.2 przedstawiono dyskretyzaegadania, z wykorzystaniem podwadjnej
symetrii tarczy. Ze wzghblu na potrzep ograniczenia dziedziny problemu o skmonych
wymiarach, wystarczago duwej zeby nie zaburzarozktadu napgzenia w okolicy otworu,
przyjeto wymiar L =100, za& promiexr otworua =1.

»v L

dyskretyzacja przy otworze

]

TN

Rys. 7.2 Problem Kirscha. Geometria i dyskretyzdtfazadania.

W tab. 7.2 zestawiono wyniki analityczne i numenganalizy parametrycznej. Przez
btad rozumiany jest Bt wzgkdny wedtug formuty

C

5 — numeryczne

C

C )
analyeznt) 00%. (7.7)

analityczne

Na rys. 7.3a), b) zestawiono wyniki numeryczne iagaparametrycznej w formie
wykreséw. Na podstawie uzyskanych wynikéw :ma stwierdzi, ze gdy dodatkowe state
pozostaj w zakresach /a <107 oraz y / i <107 to wspdtczynnik spitrzenia napgzenia w
osrodku Cosseratéw (7.2) niewiele zrd sic od wspétczynnika w @odku klasycznym
(C =3). Dla wyzszych wartéci tych parametréw wspoétczynni€ ma mniejsz wartas¢, ale
nie mniejsza m C =1,715. Wyniki obliczea numerycznych pokazano na rys. 7.3. Wyniki w
dziedzinie | /a ujawniap podziaty na 3 strefy EDNG I IN. [2009]) — w pierwszej z nich
sztywnd¢ uktadu jest na poziomie rozaziania klasycznego, w drugie] ngstije znacacy
przyrost sztywngci, w trzeciej sztywn€t stabilizuje s na pewnym poziomie.
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Tab. 7.2 Problem Kirscha. Wastowspéitczynnika spirzeniaC w zaleznosci od parametréw
materialowych.

dlugai¢ charakterystycznb
0,00la 0,01a 0,1a a 10a 10 100(a wynik
3,000 3,000 2,997 2,996 2,996 2,996 2,9p@nalityczny
0,001 | 3,001 3,000 2,998 2,997 2,997 2,997 2,9pRumeryczny
0,03% 0,02% 0,03% 0,02% 0,02% 0,02% 0,02% btad
0,01y 3,000 2,999 2,983 2,967 2,965 2,965 2,9pmnalityczny
3,001 3,000 2,983 2,967 2,966 2,966 2,96@umeryczny
0,03% 0,02% -0,01% 0,01% 0,03% 0,03% 0,03% btad
0,1u 3,000 2,999 2,955 2,757 2,720 2,719 2,71 @nalityczny
< 3,001 3,000 2,957 2,751 2,718 2,717 2,71lhumeryczny
< 0,03% 0,02% 0,06% -0,23% -0,08% -0,07% -0,06% btad
§ H 3,000 2,999 2,939 2,270 2,060 2,053 2,0b&nalityczny
S 3,001 3,000 2,943 2,276 2,055 2,048 2,048umeryczny
g 0,03% 0,03% 0,14% 0,28% -0,22% -0,23% -0,2B3% btad
g 10u 3,000 2,999 2,935 2,066 1,768 1,759 1,7b%nalityczny
3,001 3,000 2,94 2,086 1,766 1,754 1,754umeryczny
0,03% 0,03% 0,16% 095% -0,11% -0,27% -0,26% btad
100u 3,000 2,999 2,935 2,039 1,729 1,719 1,7l @nalityczny
3,001 3,000 2,939 2,061 1,728 1,716 1,71@&umeryczny
0,03% 0,03% 0,14% 1,09% -0,03% -0,18% -0,1/% btad
1000y 3,000 2,999 2,935 2,036 1,724 1,715 1,7[1mnalityczny
3,001 3,000 2,939 2,059 1,727 1,715 1,71 Bumeryczny
0,03% 0,03% 0,14% 1,13% 0,15% 0,01% 0,01% blad
32 I I I
a) ’ l |strefa 1| Istrefa 11 ] | strefa I11 | b) 32
3,0 é\k v 30
2.8 N 2.8
\ ).\
2,6 2,6
— 11,=0,001\\ ’ \
C 24-- 1, =001y C24
—_— L =01 - — — [=0,001q
22— Ha ™ Sl 22—t 1=0,01a
— u.=1,0u 3\ —— [=0,1a }
20— p. =10y 2,0-H—— 1=1,0a A,
|| — g1 = 100y — /=100 \
L8 o =100 1,87 - 1=100a i
= T ; 4 1=1000a + y +
1.6 | f t i | 1,6 : } | | |
10° 107 10" 10° 10 10° 10° 10° 102 10" 10° 10 10> 10°

l/a [LC/H

Rys. 7.3 Problem Kirscha. WagtowspétczynnikeC a) w dziedziniel /a b) w dziedzinieg, / u.

7.2 Tarcza z otworem

W drugim przykfadzie analizowana jest rag@na tarcza o skoezonych wymiarach,
z otworem. W stosunku do przyktadu 7.1 niniejszdardée rGni si¢ radykalnie proporgj
promienia otworu do szeroko dyskretyzowanej tarczy w kierunku poprzecznym do
rozciggania oraz zastosowaniem nielinidl@o geometrycznej i materiatowe]. Przykiad
zaczerpngto z pracy RmMM, MATZENMILLER [1987], gdzie zrealizowano obliczenia
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w klasycznym érodku. Jest to przykiad testowy, dla sprawdzeniangkementowanych
algorytmow na poziomie warstwy powtoki bez wplywatkowania po grubiwi. Wsepne
badania wyniki dla tego zadania zaprezentowanoawypBURzYNSKI [2013D].

Na rys. 7.4 przedstawiono geometrii obcigzenie tarczy. Ze wzgtlu na symete
zadania rozpatrywana jedf4 uktadu, z dyskretyzagjna 160 elementéw 16emtowych
Dane geometryczne tR=5, L =36, B =20, stata grub& h, =1. Przygty zostat materiat
sprzysto-plastyczny ze wzmocnieniem izotropowym, o mediYounga E=7,0010,
wspdtczynniku Poissona=0, 2, granicy plastycznei o, =2,431G, module wzmocnienia
E, =2,240010. Dodatkowe state materiatowérodka Cosseratow t@/ = ¢ oraz | =0,05.

Przylazone zostato samoréwnowge s¢ obchzenie rownomiernie rozfmne na krawdzi
tarczy o intensywn@i p=Ap., P =1,21516.

hAY

L2 szczegot
dyskretyzacji

=z

frefet

N
N

IRRREEI

Rys. 7.4 Tarcza z otworem. Geometria i dyskretyzdc} zadania.

Poréwnanie uzyskanych wynikéw analizy nieliniowekpzuje bardzo dobrzgodnadé
z rozwigzaniem odniesienia (rys. 7.%ciezke rownowagi uzyskano wykorzystgj algorytm
CPPM (rozdz. 4.4).

7 4 CiMplast 160e16
0.4 e==p== Ramm, Matzenmiller [1987]
0 1 I | \
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5
U

Rys. 7.5 Tarcza z otworerficiezki rownowagi rozwazania geometrycznie i materialowo nieliniowego.

Gtownym celem niniejszego przyktadu jest porownampmywu algorytmow powrotu
na powierzchnri plastycznéci na liczlg iteracji rbwnowagi ogélnego procesu rozaania.
Wzieto pod uwag algorytmy CPPM (rozdz. 4.4) oraz CPA (rozdz. 4.Bpdatkowo
w przypadku algorytmu CPPM milowve jest zastosowanie spysto-plastycznej macierzy
konstytutywnej: klasycznej (rozdz. 3.4.3) lub algaricznej (rozdz. 4.5). Poréwnywano
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3 r&zne programy obgiania, zestawiono je w tab. 7.3. Wyniki analiz stjiezki rownowagi
przedstawione na tle rozgziania odniesienia (160 krokow obliczeniowydh) =0,01) oraz
liczbe iteracji rownowagi w poszczegolnych krokach gbeniowych, zestawiono na rys. 7.6.

Tab. 7.3 Tarcza z otworem. Programy gbenia.

nazwa przyrosty obgienia
program obgjzenia 1. 16 krokéw, A4 =0,1
program obgjzenia 2. 8 krokoéw, A4 =0,2
program obgjzenia 3. 4 krokow, AA =0,4

7 < e XK 06
1,6 n % 8 — ¥ %
7 § =] X X
1,2 e 6 00
A 08 i rozw. odniesienia :§ i X0
) —»— CPA § 4_, gggzo 00000
04 —— cPPMagC® | T o,
; —=— CPPM,Kas.c®* | § ~ {mmm=
U S L A = 0 ! ‘ I |
0 01 02 03 04 05 0 4 8 12 16
U krok obliczeniowy
b) 2 _, ‘5 20 T
CPA - ogdlny brak g 8 =
1.6 = zbieznosci = 16 — &
g 1 S 3
1,2 2 124 S8
o S ] <3
0,8 g 8- &8
g 7 & é 0] (] o
0,4 ‘, '_C.: 4 — - o0 o 5
; N |
U L L L R =0 : : :
0 01 02 03 04 05 0 ) 4 6 8
Ug) krok obliczeniowy
2 — _
c) ] 5 25 I
1,6 —{0gdIny brak zbieznosci é 20 - :g
= b =
= gz ] 3
e 15 2
g 107 -
= 7 >
§°7 53
4 Q x o
O#——F— 711 = 0 \ \ I
0 o1 02 03 04 05 0 1 2 ) 4
U krok obliczeniowy

Rys. 7.6 Tarcza z otworem. Poréwnanie algorytmdzy péznych programach ohgienia a) program 1
b) program 2 c) program 3.

Na podstawie przedstawionych rezultatow zmeo stwierdzi, ze algorytm CPPM
sprawdzit s¢ lepiej niz CPA, osignigcie zbienaosci przy kolejnych przyrostach wymaga
mniejsze] liczby iteracji. Dodatkaw ich redukcg mazna uzysk&d wprowadzaic
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algorytmiczra macierz sztywngi, co znajduje potwierdzenie w literaturze (zobm@g
HUuGHES [1998] i cytowane tam prace), gdzie dyskutowarne zatazenia teoretyczne
towarzysace definicji algorytmicznej macierzy sztywdud. Dla obliczé@ wykonanych
wedtug programu obgienia 2. algorytmem CPA oraz wedtug programu 3. @lgarytmy)
przy ostatnim przyrxie obcizenia przekroczona zostata maksymalna liczba iteracj
rownowagi (nie ogignieto zbieznosci ogolnej).

W dalszych obliczeniachzyty zostanie algorytm CPPM z algorytmigzmaciera
sztywndci.

7.3 Panel walcowy — Scordelis-Lo roof

Rozpatrywana jest cylindryczna powtoka z abeniem typu cjizar wtasny, znana
w literaturze jako Scoredlis-Lo rodf (zob. np. Rmm, WALL [2004]). Jest to jeden
z klasycznych przyktadéw testowych, interesyjze wzgédu na swoist lokalizacg strefy
uplastycznienia. Z tego wzglu wykazuje wraliwos¢ na rad catkowania wyrzen
catkowych na sity przekrojowe oraz sformutowanieriiepowtok. R&nice w wynikach
objawiap si¢ nie tylko w sciezkach rownowagi, ale tak w globalnej postaci deformaciji.
Bogat dyskus¢ wynikbw mazna znale¢ np. w pracy Rmm, WALL [2004].

Dane geometryczne tdR=7600, L =15200, a =40°, grubag¢ powtoki h, =76.

Przygto materiat idealnie spiysto-plastyczny o module YoungaE =2,110,
wspotczynniku Poisson& =0, granicy plastycznwi o, =4,2. Ponadto stale materiatowe

osrodka Cosseratow toy, =1,05010 oraz | =7,6[10". Obchzenie grawitacyjne ma
intensywnéé¢ q=Aq,, Q. =4,0010° (wyrazony na jednostk powierzchni), dziatacy
zgodnie z kierunkiem ogii z przeciwnym zwrotem (rys. 7.7).

obcigzenie grawitacyjne q
w kierunku osi z

L2/

” / szczegot

dyskretyzacji

Rys. 7.7 Panel walcowy. Geometria i dyskretyzd¢ia zadania.

! Oryginalnie zaprezentowany w niedgstej dla autora pracy CBRDELIS A.C., Lo K.S. [1964]
Computer analysis of cylindrical shelllournal of the American Concrete Instituéd, 539-562.
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W analizie spgzysto-plastycznej przy danym obgeniu wykorzystana jest podwojna
symetria. Dyskretyzowana jest/4 zadania, z podzialtem nax® 1212 oraz 2424

elementéw 16-wztowych o pelnym catkowaniu w plaszénye powtoki. W analizie
parametrycznej i badaniu zbresci, sity przekrojowe s obliczane z wykorzystaniem
7-punktowej kwadratury Gaussa.

Na rys. 7.8 zestawiono rezultaty analizy parametrgg w zakresie liniowym.
Wynikiem jest przemieszczeniew,, dla obcazenia q= q,, . Zauwaalny jest brak wptywu

dodatkowego modutécinania 4, na rozwazanie.

2) 100,0 b)
: - .-ooy| 1000
- =0,1 y y,
80.0% L‘:# 1 gook8 & O & 3
—+— p =104 1
60,0 o =100y 60,0
-W ., —
(a)4O 0 \ W(a)40 o e /=0,014, 1 =100k, |
" \ ’ & 1=01h, e=g@um [=1000%,
| lewagea g2y A /= 10000A
2 + y '
0,0 | } 20,0 1= 10k,
) \ \ \
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Rys. 7.8 Panel walcowy. Wptyw parametrpai | na rozwizania liniowe a) wyniki w dziedzinié/h,
b) wyniki w dziedzinie, / p.

Uzyskany w niniejszej pracy wynik analizy spysto-plastyczej (rys. 7.9) odniesiono
do rozwhzan przedstawionych w literaturze. W pracgBcH STeIN [1999] analizowaness
skaaczone elementy powilokowe dla teorii skaonych catkowitych odksztalie ROEHL,
RAaMM [1996] podai wynik uzyskany przy izyciu klasycznych elementéw skazzonych
rozwinigtych w ramach teorii 5-parametrowej w zakresie mahpdksztatce Praca ta
przedstawia tate rezultaty dla analiz wedtug teorii powtok 6- ip@rametrowych przy
roznym doborze kwadratur catkowania po grétiooraz rozwazanie uzyskane w modelu
brytowym.

Zakres wymienionych w poprzednim akapicie wynikove déznych sformutowa,
wzbogacono o0 autorskie obliczenia poréwnawcze wgnamie Abaqus. Zastosowano
dyskretyzagj elementami S8R z 6 stopniami swobody wdsan wezle i z 7-punktovy
kwadratug Gaussa dla wyegn przekrojowych.

2 Przy czym w podanej liczbie parametréw nie jestzgiedniony parametr owintia wokot osi
normalnej. Parametry powgj 5. dotyca opisu zmiany grubi@i powloki i odksztatcenia w kierunku
prostopadtym do powierzchni odniesienia.
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Otrzymane rezultaty zestawiono na rys. 7sBie¢ki rébwnowagi) oraz w tab. 7.4
(wartesci mnaznika obcizenia A, w punkcie granicznym). Porowragj otrzymane wyniki

(z programu autorskiego i Abaqusa), ima zauway¢ duzg réznice w zachowaniu
konstrukcji — pewne rozwrania wykazuj wzmocnienie po 0sgnigCiu przemieszczenia
z,, =—1500, z& dla innych stwierdzono istotne ostabienie. Do \wgze] grupy zaliczajsi

rozwigzania autorskie oraz rozgwanie z pracy BrscH STEIN [1999], do drugiej zawynik
ROEHL, RAMM [1996] oraz obliczenia z programu Abaqus. Istotéenice w zachowaniu
analizowanej konstrukcji przy zéych zalgeniach teorii mena zauway¢é obserwujc
postacie deformacji (rys. 7.10, rys. 7.11). Ze wdglna réng dostpnas¢ metod sterowania
procesem nieliniowym (w programie Abaqus sterowamieemieszczeniem nie jest
zaimplementowane), nie udaloe suzysk@& postaci deformacji o podobnych parametrach
obcigzenia czy teé wybranego przemieszczenia. Deformacja uktadu wmyskv programie
CiMplast wykazuje powstanie zatomu w szczycie pdt@ nieznacznym wzniesieniem
szczytu powitoki ponad stan patkowy. W deformacja pochodeej z programu Abaqus
charakterystyczne jest znaczne przemieszczenieow®nzalomu w kierunku dziatania
obcigzenia. Na sciezkach réwnowagi 4 istoty rdznice mozna zaobserwowa sledzc

przemleszczenlew(b) .

1,6

-Q
1,2 /U/\ /

:

208

04 } *os

e e e e e e Betsch, Stein[1999]
||®eeeee Roehl, Ramm [1996] CiMplast 12x12e16
------ Abaqus, 36x36eS8R CiMplast 24x24e16
0.0 — 1
-500 0 500 1000 1500 2000

Wiy “Wea)

CiMplast 6x6e16

Rys. 7.9 Panel walcowsciezki rownowagi, zbienos¢ dyskretyzacii.

Tab. 7.4 Panel walcowy. Wagm mnaznika obcizen w punktach granicznych — zhimos¢
dyskretyzaciji, program autorski.

dyskretyzacja Agr
6x6e16 1,499
12x12e16 1,436
24x24e16 1,409
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Ksztalt krzywych rownowagi (rys. 7.9) oraz watomnaznika obcizenia granicznego
(tab. 7.4) nie wskazgjma uzyskanie zbimego wyniku, zauwalne jest podobiestwo
jakosciowe rezultatow. Do dalszych badaybrana zostata dyskretyzacjax24ie16.

a) w,, = 1000 | b) w,, = 2000

Rys. 7.10 Panel walcowy. Po&tdeformacji — program autorski, dyskretyzacjx24e16
a) W, =-1000 b) w, =-2000.

Rys. 7.11 Panel walcowy. Postdeformaciji — program Abaqusy,, =-1367, A =0,450.

Na rys. 7.12 pokazano rozwdj stref uplastycznigoiavioki. Rozré@niono widkna
czesciowo uplastycznione i w petni uplastycznione. Rgikawo petnemu uplastycznieniu
ulegap widkna w strefach wzdiuswobodnych krawdzi powtoki, w zakresie sptystym
pozostay jedynie mate fragmenty panelu. W procesie dalszggtiyzania, obszar petnego
uplastycznienia witdkien rozszerza sia niemal catkonstrukcg.

Obserwujc znaczne rinice w otrzymanych rezultatach, zdecydowane zpada
wptyw doboru kwadratury catkowania wyeh przekrojowych. Wyniki w postaciciezek
rownowagi zestawiono na rys. 7.13. Dobdr kwadra{@gussa lub Lobatto) i jejad (3, 5
lub 7 punktéw catkowania) okazalgsimiec istotny wptyw. Wydaje si by¢ to zwigzane z
charakterem uplastycznienia w pierwszej fazie glaciia (zob. rys. 7.12a), gdzie gkszas¢
widkien jest uplastyczniona ¢xiowo. Jaké¢ rozwigzania zalgy zatem od doboru ¢du
kwadratury, a tym samym liczby punktow ,probkowdma grubdci powtoki.
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Mozna zauway¢, ze przy jednakowym schemacie sterowania r@zamniem
nieliniowym (przez wymuszenie przemieszczemig, ze statym przyrostendw,, =-10),

7-punktowe kwadratury Gaussa i Lobatto daty niecweirezultaty. W przypadku kwadratury
Lobatto utracono zbimos¢ rozwigzania, co poprzedzone bylo gwaltownym wzrostem
niezlednej do osignigcia rownowagi liczby iteracji.

T,

R

e St
T, -y

e

OO

-
@
o
AR

wiokna: czesciowo uplastycznione w petni uplastycznione

Rys. 7.12 Panel walcowy. Rozwoj stref uplastycziaigprogram autorski ay,, = -100, b) w,, =-500
C) W, =-1000 d) w, =-1500.
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1,6 : :
| CiMplast 24x24e16 | |
| e aee 3 utrata zbieznosci rozwigzania
12 %R —
,,,»»"‘m”%{ eeoeo0® °
| ’ \/
] Betsch [1999]
% 0.8 /,"/ Gauss 3 w. 24 5
’ / ' Gauss 5 w. T
/ I =
( —— Gauss 7 w. / o
—————— Lobatto 3 w. 18 §
———— Lobatto 5 w. r e
04 e | Obatto 7 w. A 12 &5
©
)\ P
7 N —L ©
e '_,f‘-\ [ ﬁ
0,0 ; : ; ; 0o =
0 400 800 1200 1600 2000

Wea)

Rys. 7.13 Panel walcowsiciezki rownowagi - wptyw doboru kwadratury, program @nski.

Na rys. 7.14 pokazano obwiednwartasci sktadowych odksztatcenia w funkciji
przemieszczenia kontrolnego. Mowa tutaj (i w koyejm przyktadach) o catkowitych
odksztatceniach na poziomie warstwy powioki, tjbra@mych w wektorzeg (zob. wzor.

(3.28)%). Pokazano tutaj tak obwiedn¢ odksztatceniag® (zob. (3.81)). BTHE [1982]
podaje,ze przy analizie konstrukcji wykazigej duwe przemieszczenia i mate odksztatcenia
(tak jak w niniejszej pracy), wagé tego parametru nie powinna przekraczd,02.
Przekroczenie tej wartoi sugeruje,ze wiaciwym dla tego przyktadu jest uwzglnienie
dwzych odksztalcg, co wykracza poza zakres niniejszej pracy. Trudoyszacowania jest
btad powstajcy w wyniku niedostosowania teorii (mate odksztatag do potrzeb przyktadu.
Pokazana na rys. 7.9 zgodaqgakasciowa rozwgzan autorskiego z rozwraniami z pracy
BETscH STEIN [1999] (teoria daych odksztalce) wskazuje,ze w podanym przyktadzie

wyptyw przekroczenia dopuszczalnej wadiog P na globalne rozwianie nie jest znagey.

1,6 $ciezka rownowagi T 04
. CiMplast 24x24e16 | |
. /\_,\ 03
. o & i
- &u \ .
i _— Ep ; i
5 02 g
: _— gy / /i
7%/ any
= :\ === i ﬂ’\ T 0
0 400 800 1200 1600 2000

Wa)

Rys. 7.14 Panel walcowy. Obwiednia wdadicsktadowych odksztatcenia.
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Osobne zagadnienie, nieporuszaneadiotv literaturze (wedtlug najlepszej wiedzy
autora), stanowi poszukiwanie punktow bifurkacjzpatrywanej konstrukcji, w zakresie
analizy spgzystej. Aby sprawdzi mazliwos¢ wyshpienia niesymetryczne] postaci utraty
statecznéci rozpatruje si dyskretyzagy catagsci zadania. Imperfekej obchzeniowgy
wprowadzono w postaci sity skupionej przydmej w centralnym punkcie powitoki (b),
dziatapcej poziomo w kierunku osi, o wartgci P = AP | P =5 001d (rys. 7.15).

impf impf * ' impf

widok wzdtuz osi y
P,

impf

(®)

(©

Rys. 7.15 Panel walcowy. Imperfekcja afzeiniowa, dyskretyzacja calego zadania.

Na rys. 7.16 zestawiondciezki rownowagi (pierwotne, z imperfekgj wtérne)
uzyskane w nieliniowej analizie stateczoio Stwierdzono istnienie niestatecznego punktu
bifurkacji na poziomie obgkenia A=17,1. Zestawienie przekrojow poprzecznych przez
powtoke dla r&nych punktow réwnowagi ze wtérnégiezki zostato pokazane na rys. 7.17.
Prezentowane 3s przekroje dla pozioméw obgienia A =17,1 (E - punkt bifurkacji),

A=7,58 (D - ekstremalne przemieszczeni ‘)” =-200,4) oraz A =2,45€ (B, C - maliwe
2 r&zne symetryczne postaci deformacji, w zalgci od $ciezki na ktorej poszukiwana jest

rownowaga).
20,0 r ‘
A (E) punkt bifurkagj
SE— }f\/ =N
16,0 ‘
| Sciezki rownowagi 1
""" z imperfekcjg
12,0 wtérna .
—<— pierwotna /
}\‘ g
80 ol - A
4,0
, %—o—/ ;/ analiza sprezysta
CiMplast 24x24e16
0,0 ®, ‘ ‘
) ! ¢

\ * \
-800 -400 0 400 800
Uy ~Wia)

Rys. 7.16 Panel walcowsciezki rownowagi w analizie punktow bifurkacii.
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-6000,0 -4000,0 -2000,0 0,0 2000,0 4000,0 6000,0
8000,0 T T T
7500,0— /e? {ﬂﬁmm&%\&\
7000,0— P e ~ N

2 65000 /;/%/ 7 R = é\f\k‘e

6000,0 « 4 e —— R

V] @G/, // (A) geom. poczatkowa \‘@‘\}n
5500,0 ] 7 --®-- (B)A=2,456 $c. pierwotna S
5000,0 —— (C) 1+ =2,456 $c. wtorna

—— (D)1 =7,58 $c. wtérna
© (E) A = 17,1 punkt bifurkacii

Rys. 7.17 Panel walcowy. Przekroje (c)-(b)-(a) (#45) dla ranychsciezek i pozioméw obgizenia.
Opisy (A)-(E) odnosz sic do punktéw na rys. 7.16.

7.4 Cylinder scinany
Analizowany jest cylinder, obustronnie zamocowampgddany scinaniu poprzez

wymuszenie przeswtia poprzecznego do osi cylindra jednej z podst®ierwsz
prezentagj przykitadu Autor odnalazt w pracyddc, BRANK [2012].

Geometrg i warunki brzegowe pokazano na rys. 7.18. Pransidindra to R=28,5,
wysokas¢ H =85,0, gruba¢ powtoki h, =0,5. Parametry idealnie sgitysto-plastycznego
materialu to modut YoungaE=2,110, wspoétczynnik Poissonav=0,3, granica

plastycznéci o, = 24,0.

krawedz zamocowana, (-

wymuszone jednolite szczegot
przemieszczenie w ~_ dyskretyzacji
X, U, zZW Gl e \
: g
r |
H/2 ; 1
- 1
:
H/2

krawedz zamocowana

Rys. 7.18 Cylindefcinany. Geometria i dyskretyzacla2 zadania.

Ze wzgkdu na symete zadania, rozpatrywane dyskretyzacjel/2 cylindra na 1212,

24x24, 36«36 elementéw 16-gztowych, z catkowaniem po grubm wedtug 7-punktowej
reguty Gaussa. W pracyudc, BRANK [2012] konstrukaj dyskretyzowano bez uwzginienia
symetrii, z uyciem elementow 4-gztowych o jednolicie zredukowanym catkowaniu,
Z podziatem na 36 elementéw na wysiakao 64 na petnym obwodzie cylindra.
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Na rys. 7.19 zestawiono wyniki analizy parametrgzze wzgtdu na charakterystyki
materialowe érodka Cosseratow w zakresie liniowym. Uzyskanozned wartdgci
przemieszczeniay,, odpowiadajce wartéci 2R, =100 (przezZR, oznaczono sugreakcji
z gornej krawdzi cylindra w kierunku osz). W niniejszym przykiadzie ujawniagsivptyw
parametruy, na sztywné¢ uktadu, gdy spetnione jest h, >10.

"

(]| — ]:10]10

a) 707 b) 7.0

6,0 A 6,0
50 - A 50
4’07 H. =Y,V

| A 1=01n, |||—— 1=100n, |
Way , | T H=0u \\ w, &0 il =0y o= | = 1000k,
3’07, " :’u \Y (d) 3’0 T I:D:l = 10000}10 H
2,0i'— = 10/.1 2’0 \
1.0 11, =100y 1.0 | \
0,0 \\I\HH! \\J\I\Hl L L L AR 0’0 e — T T T
107 10" 10° Zl/oii 10° 100 10 102 10" 10° 10" 10°
0 He! 1

Rys. 7.19 Cylindefcinany. Wplyw parametrowy, i | na rozwizania liniowe a) wyniki w dziedzinie
I /h, b) wyniki w dziedziniey, / 1.

Wynik rozwigzan nieliniowych geometrycznie i materialowo przedstaw na
rys. 7.20. State materiatowgrodka Cosseratow,zyte przy badaniu zbimosci podziatu, to

4, =8077 oraz |1=1,0010*. Mozna stwierdzi bardzo dohy zgodnd¢ rozwigzania

autorskiego z wynikiem odniesienia. Do dalszych dhadybrana zostata dyskretyzacja
Z wyciem 2424 elementow 16-gziowych.

400

TR, 200
®®e® Dyjc Brank[2012] —4&— CiMplast 12x12e16
1007$ -<- Abaqus 36x36eS8R —+— CiMplast 24x24e16
—— CiMplast 6x6e16
04 | ——F—— |
0,0 2,0 40 6,0 8,0 10,0
W)

Rys. 7.20 Cylindefcinany.Sciezki rownowagi .

W dalszej kolejnéci badano wpltyw parametrd na rozwjzanie geometrycznie
I materialowo nieliniowe (rys. 7.21). W zakresigh, <1 rozwigzania pokrywaj Si¢
z rozwgzaniem odniesienia (Dc, BRANK [2012]), uzyskanym w @odku klasycznym.
Powyzej tej wartdci uklad wykazuje zesztywnienie i zauwadne jest zwgkszenie sity
granicznej.
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1000,0

[=100n,
| 1= 1=10h, Ll
600,0 A |=h,
>R, %P 1=0,1h,
== /=0,014,
400,0 e=@m» Dujc, Brank [2012] [|
y
200,0

0,0 20 40 6,0 8,0 10,0

Wia)
Rys. 7.21 Cylindefcinany. Wptyw parametrlna rozwjzania nieliniowe.

Poréwnano (rys. 7.22) postacie deformacji prayh,6=0,01 i |/h, =100.

W pierwszym przypadku ujawniagscharakterystyczna ,fatda” zeazana z wyksztatceniem
sic w ukladzie deformacji typu pola aggnien. Przy znacgcym wzracie diugaci
charakterystycznej sztyw#® owiniecia wzrasta, powodgg gtadkiescigcie powtoki. Rany

w obu przypadkach jest zagi stref uplastycznienia (rys.7.23). W obu przymedk
pokazanych na rys. 7.23 znaca przekroczona jest wakto odksztatlcé £° dopuszczalna
dla teorii matych odksztalée Brak rozwizar poréwnawczych zrealizowanych przy
wykorzystaniu teorii skiczonych odksztat@enie pozwala na ocenakosci rozwigzan.

Rys. 7.22 Cylindefcinany. Analiza nieliniowa materiatowo, programaski — postacie deformaciji przy
Wgq, =10 @) 1/h, =0,01b) I /h, =100.
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Rys. 7.23 Cylindefcinany. Analiza nieliniowa materiatowo, programamski — mapy efektywnych
odksztalcé plastycznych przywgy =10 a) | /h, =0,01, £ <0,077 b) I /h, =100, P <1,825.

Na rys.7.24 pokazano rozwdj stref uplastyczniena $cinanym cylindrze.
W pocatkowej fazie procesu obgiania wyksztalca si waski obszar catkowicie
uplastycznionych wtokien. Po przekroczeniu punktangcznego (poréwnaj rys. 7.20) ponad
potowa powtoki pracuje w zakresie plastycznym, chawet w ostatniej z rozpatrywanych
konfiguracji mate fragmenty konstrukcji pozogtapezyste.

c) d)

| w petni uplastycznione

Rys. 7.24 Cylindefcinany. Analiza nieliniowa materiatowo, programamski — rozwoj stref
uplastycznienid /h, =0,01, 4, =y a) Wg) =0,2 b) wg) =1,71¢) wgy =4,3 d) wg =9,5.

Rys. 7.25 zawiera obwiedni wartcci sktadowych odksztatcenia w funkcji
przemieszczenia kontrolnego. Zwraca uwagczesne osgniccie wartdci odksztalcé

£? =0,02. Wskazuje to na konieczéiorozpatrzenia przyktadu przy uwezghieniu teorii

skaiczonych odksztalee dla weryfikacji jakéci rozwigzania po przekroczeniu punktu
granicznego.
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400 ; w 04
| : $ciezka rownowagi
12x12e16 i
300 ‘ 0,3
3 / >
i — P 4
2R, 200 — g, ~—-02 ¢
il " &y ~ /,
€1 P
100 e ] 0.1
£°<0,02
N 0
0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0
W)

Rys. 7.25 Cylindefcinany. Obwiednia wartei skladowych odksztatcenia.

W dalszej kolejnéci zbadano zachowanie cylindra pozogtago w zakresie
sprezystym. Ponisze wyniki czsciowo zaprezentowano w pracyuBzyYNskI | IN. [2014d].
Sugeruyjc sk postaci deformacji uzyskanw analizie spgzysto-plastycznej (zob. rys. 7.22a)
podito proly uzyskania analogicznej postaci oraz ,symetryczndj’ takiej w ktérej
punkt (b) przemieszczae¢sido wewntrz cylindra. W tym celu wprowadzono w dwdch
niezalenych probach imperfekcje olageniowe w postaci sit skupionych, przymych
w punkcie (b), o kierunku promieniowym i przeciwhyewrotach (rys. 7.26). Wada sit
zmienne i proporcjonalne do aktualnej wypadkowekofi z przesuwanej kraszi, wedtug

formuty F?rln"ff =0,01XR, (zwrot: 1 — dcérodka; 2 — na zewstrz cylindra). Uzyskaneciezki
rownowagi zestawiono na rys. 7.27.s8l0eozpatrzymy uktad bez imperfekcji, to przy
postpujacym przesuwaniu kragdzi, pocatkowo powtoka pozostaje gtadkai <107?).

Przy przemieszczeniw,, =1,05, co odpowiada warfgi obcigzenia 2R, =1757, na

sciezkach rownowagi pojawia sirozgatzienie (punkt bifurkacji), uktad mme pozosté na
sciezce podstawowej lub przgj na wtorry, w jednym z dwoch kierunkéw. Uzyskany punkt
bifurkacji jest punktem niesymetrycznym, fragmestiezki wtérnej odpowiadajcy
imperfekcji 1. (ruch dasrodka) jest stateczny, gadpowiadajcy 2. imperfekcji (ruch na
zewnytrz) niestateczny. Klasyfikacja punktow bifurkacjizawarta zostata np.
w WASZCzYSZYN 1IN [1990].

widok z gory

X, U

P

impf

Rys. 7.26 Cylindefcinany. Dwa warianty imperfekcji obgieniowej, utatwiajce badanigciezki
wtornej.
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Rys. 7.27 Cylindefcinany. Poszukiwanie punktu krytycznegiezki rwnowagi, program autorski.

0 (a) \ geom. poczgtkowa
| ) —— pkt. A, 1=1757
--9-- pkt. B', 1=2000
10— -=-9-- pkt. B", 1=2000
—%¥— pkt. C', 1=10000
X 4 pkt. C", A=10000
20—
30 \ \ \ ' \
40 20 o ® 20 z 40

Rys. 7.28 Cylindefcinany. Poszukiwanie punktu krytycznego - przekfa)e(b)-(c) dla rénych
poziomow obgizenia.

7.5 Wspornik ceowy

W przyktadzie rozpatrywany jest wspornik o przekrageowym, obeizony sih
skupiory na jednym kacu, utwierdzony po przeciwnej stronie. Dane zadamaiezerpnjto
z pracy GIROSCIELEWSKI I IN. [1992], gdzie rozpatrywana konstrukcja pozostajeakresie
sprezystym, podobnie jak w pracachiSMIEWSKI, TURSKA [2012] oraz GROSCIELEWSKI I IN.
[2004]. Prace BERLEIN, WRIGGERS[1999] oraz RN, Vu-Quoc [2005] podaj rozwigzania
dla materialu sprysto-plastycznego. Anakzwspornika w zakresie spysto-plastycznym
wedtug sformutowania przedstawionego w niniejszgfsedtacji pokazano w pracach
BURZYNSKI | IN. [2014b,c]. Jest to przyktad powtoki wieloptatowey ktorej 6. stopig
swobody i zwdzana z nim sztywrié ma istotny wptyw na uzyskane rezultaty analiz.

Catkowita dtugec¢ belki to L =36, wysoka¢ H =6, szeroké¢ potek B=2, stata
grubas¢ powtoki h,=0,05 (rys. 7.29a). Przgjo parametry materiatowe o wasgttach:
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modut YoungaE =10", wspbtczynnik Poissona =0,333%, granica plastyczrci materiatu

idealnie spgzysto-plastycznegoo, =5000. Wartagici parametrow materialowychsimdka

Cosseratéw g podane kadorazowo przy odpowiednich rezultatach. Qbenie stanowi sita
skupionaP = AP, P, =10°.

Do oblicze przyjeto dyskretyzacje opisane schematem (M+N+M)xZ, ggp@ziaty na
elementy skfczone oznaczono jako: M - podziat potek oraz N -dzm srodnika
w przekroju; Z — podziat wzdiudtugasci.

Punktowe przyleenie obcizenia powoduje powstanie koncentracji rgpnia, a tym
samym rozw0j strefy uplastycznienia. Stosowane acypisformutowanie MES nie pozwala
jednak na uzyskanie regularyzacji (niezalgci wyniku do charakterystycznego wymiaru
ES) w takich przypadkach. Zdecydowang giatem na zastosowanie w dyskretyzacji
w rzedzie elementow pod gikskupiory (rys. 7.29b) sgrzystego prawa konstytutywnego.

szczeg6t
dyskretyzacji

= (@ materiat
4 Sprezysty

materiat
“._Spr.-plast.

X,u

| krawedz
| zamocowana

Rys. 7.29 Wspornik ceowy: a) geometria i dyskretjgaadania b) szczegot konstrukcji.

Pierwszym badaniem jest ocena wplywu parametréévodka Cosseratow na
rozwigzanie liniowe (rys. 7.30), przf = P, . Podobnie jak w przyktadzie 7.4, dlah, >10

mozna zauway¢ wWptyw £, na sztywné¢ konstrukcji.
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b)
12
02— f % D
S T [
& (=001
0,08 g5 1=0,1%, [
“A- [=h,
- " | —— =10k,
— (a) — [=1004,
e ‘\ 3 =i
0,04 —— 4 =01 “ e > B oo L
He u ] \ & 1=10000%,
3 p=p “'\
1| @ p=10u v 1
A . =100u ! e
O T HHIHi T \HHIIi T T TTTTT T TTTTT0 T IHHA T HH O— T T T T \HHH' T ‘IHWFMHM?}
10° 10" 10° 100 10° 100 10 10 10° 102 10" 10° 10 107
1/h, ./

Rys. 7.30 Wspornik ceowy. Wplyw parametrgyi | na rozwjzania liniowe a) wyniki w
dziedziniel /h, b) wyniki w dziedzinieg, / 4.

Uzyskanesciezki rownowagi (rys. 7.31), z analiz geometryczni@zoigeometrycznie
I materiatowo nieliniowych, wykazgj dobs zgodnd¢ z rozwhzaniami odniesienia.
W rozwigzaniach odniesienia, realizowanych programem CAMyta nasgpujacych
dyskretyzacji: (2+4+218el16 (BURzYNSKI | IN. [2014c]) oraz (2+3+XPel6
(CHROSCIELEWSKI | IN. [2004]). Ma@zna zatem stwierdéj ze na jaké¢ wynikow dla analizy
sprzysto-plastycznej decydagy wptyw ma widciwa dyskretyzacja zadania.

12

ALY sprezysty |

Burzynski i in. [2014] (2+4+2)x18e16

0,87 —O—  Chroscielewski i in. [2004] (2+3+2)x9e 16
=== Eberlein, Wriggers [1999]
—A—  Tan, VuQuoc [2005]
A 0,67 =@ Wisniewski, Turska[2011]
CiMplast (4+8+4)x36e 16
04—
02 M
‘ spreiysto-plastyczny‘
004 o
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0

Ua)

Rys. 7.31 Wspornik ceowgciezki rownowagi analiz nieliniowych.
Analizy zbiencsci wykonana programem CiMplast pokazuje nieznaczvptyw

dyskretyzacji na uzyskane mmoki obcigzenia w punkcie granicznym (tab. 7.5).
Uzasadnieniem dla wyboru dyskretyzacji (4+84«3Hel6 do dalszych baifla jest
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rrrrr

zadowalajca jakad¢ sciezki poza punktem granicznym (w zakresie wychylemig < 3,0,
zob. rys. 7.31).

Tab. 7.5 Wspornik ceowy. Wa#i mnaznika obcizen w punkcie granicznym — zbinos¢ dyskretyzaciji
MES, analiza materiatowo nieliniowa.

program dyskretyzacja Agr

CiMplast (2+4+2)<18e16 0,773
(4+8+4)x36e16 0,770
(6+12+6)x54e16 0,769

Analiza wptywu parametrd na rozwjzanie spgzysto-plastyczne (rys. 7.32) pokazuje
istotny wptyw na sztywng i wartos¢ obchzenia granicznego w zakresie/h, 210.
W tab. 7.6 zestawiono wa#mi mnaznika obcizenia w punkcie granicznym dla ardych
stosunktowl / h,.

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0

U

a)

Rys. 7.32 Wspornik ceowy. Wplyw paramelma rozwjzanie nieliniowe.

Tab. 7.6 Wspornik ceowy. Wagit mnaznika obcizen w punktach granicznych — wptyw parameltru
(dyskretyzacja (4+8+4B86€16).

diug. char Agi

| =hy/100 2,762
| =hy/10 0,931
| = ho 0,773
| =10hg 0,770
| = 100hg 0,770
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Na rys. 7.33 przedstawiono zdeformowapost& powioki, otrzymag w analizie
sprzysto-plastycznej, w ktorej prayo 1/h,=0,01 i g /p=1. Deformacja uktadu na
charakter gitno-sketny.

Rozwoj stref uplastycznienia w konstrukcji pokazana rys.7.34 i rys. 7.35.
W pierwszej fazie obgienia (rys. 7.35a) dominuje zginanie wspornika, sigteznione strefy
znajdup sie w ssiedztwie utwierdzenia wspornika, gajefekt przegubu plastycznego.
Dominujg widkna w caléci uplastycznione. Wraz z pe@pujacym przemieszczeniem
pionowym punktu pod obgieniem skupionym, narasta wptyw misnodu przytaonej sity,
a tym samym skcania. W obraz napten (rys. 7.35b) coraz wy¢aie] wpisuje s¢ tamany
ksztalt wytzonych stref. Ostatecznie domigupne na mapie nagrenia (rys. 7.35c). Na
rys. 7.34b,c) wid& ze czsciowe uplastycznienie wiokien a#fp znaczca czgs¢ konstrukcii,
catkowite za jedynie wyskie obszary wytzonych stref.

iu =3,0
v=0,771
~ iw=6,793

Rys. 7.33 Wspornik ceowy. Deformacja konstrukajialéiza nieliniowa materiatowo.
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%ﬁw .

nHIF*H‘rif—w 7 ”’,,”M §iig
iﬁ HHH %Hﬁmrf A

Rys. 7.34 Wspornik ceowy. Analiza nieliniowa maaérivo, program autorski — rozwoj stref
uplastycznienia. Dyskretyzacja (4+8*385e16).

a) u,=0,3

Rys. 7.35 Wspornik ceowy. Analiza nieliniowa maaésivo, program autorski — uogoinione ngenia
efektywne/3J, (zob. wzory 3.88, 4.45) n@odniku. Dyskretyzacja (4+8+436€16).

Na rys. 7.36 zestawiongiezki rownowagi dla rénego doboru kwadratur catkowania
wyrazen przekrojowych. Uzyskane rezultaty gnacaco r&ne od tych z przyktadu 7.3,
w niniejszym przyktadzie dominuje membranowy staytegenia konstrukcji, gt znikomy
wptyw doboru typu i rgdu kwadratur, ujawniagy sk po przekroczeniu punktu granicznego.
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0,8

0,7
] —&Q—  Lobatto 3w., Gauss 3w.

0,6 [
: P Lobatto 5w., Gauss 5w.

0,5 ] \ + Lobatto 7w., Gauss 7w. | |

A 04 A

0,3

0,2

0,1

094&
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Rys. 7.36 Wspornik ceowy. Wptyw doboru kwadratuajkowania po grubizi na rozwizanie
nieliniowe.

Obwiednie wartéci odksztaticé w konstrukcji zostaty zestawione na rys. 7.37. aver
uwag; ograniczenie wartei odksztatcé £° do wartdci 0,027 oraz przekroczenie wasa

£?=0,02 po przejciu punktu granicznego. Moa zatem stwierdzj ze analizowany
przyktad jest wiéciwy do testowania powlokowych zagadiiesprzysto-plastycznych
w zakresie matych odksztalcéW zgodzie z teogimoze by wyznaczona wartd obchzenia
w punkcie granicznych i charakterezki w pocztkowej fazie dalszego ohbgiania.

0.8 : 0,04
Sciezka rownowagi
- /\ (4+8+4)x36e16 _—— —t
0.6 #<002i — __f——"" 0,03
% 04 S R E—
. // -
=
02 / : —_— £ 0,01
. €| omm— g =
: T Ep
0,01 < ‘ i 0
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2.5 30

Wea)

Rys. 7.37 Wspornik ceowy. Obwiednia waibsktadowych odksztatcenia.

7.6 Panel ptytowy w ksztatcie korytka

Zadanie zostato oryginalnie zaprezentowane w pRIBROSCIELEWSKI | IN. [2004].
Zrealizowano tam obliczenia w zakresie liniowym, ezentugce wpltyw sposobu
modelowania paiczenia m¢dzy ptatami powtoki. W niniejszej pracy rozszerzgormgram
bada o analiz geometrycznie i materialtowo nielinigwRozwhgzania odniesienia dla analizy
nieliniowej uzyskano w programie Abaqus.

Geometr¢ i dyskretyzagj zadania pokazuje rys. 7.38. Dane materiatowéE to10°,
v=0, uzupetnione o wark¢ granicy plastyczn@i o, =2,5[10. Parametry &odka
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Cosseratéw podano w odniesieniu do modutu Kirchhoffrubdci powtoki. Pozostate dane
liczbowe to B=2, H =1, L=10, h, =0,1. Dyskretyzacjal/4 uktadu (z wykorzystaniem
podwadjnej symetrii) opisana jest wedtug schematuNgIX, gdzie M oznaczatzmg liczbe
elementow na wysokoi (wymiar H) i potowie szerokéci panelu (wymiarB/2), N na
potowie dtugdci (wymiar L/2), K jest liczly weztbw w elemencie lub typem elementu
(Abaqus).

Wyniki analizy parametrycznej w zakresie liniowyrakazano na rys. 7.39 i rys. 7.40.
Przygto dyskretyzaegj 8x16e16. Korzystagc z zalenosci (zob. rozdz. 5):

2
:D ﬁ = q, :12(Lj , (7.8)
2\'3 h,

obok wynikow autorskich pokazano wynik analizy zegwdu na parametr,, pozyskany

Z CHROSCIELEWSKI | IN. [2004] (dyskretyzacja »@.2e9). Uzyskano bardzo dgbrgodndé
wynikow, niewielkie r@nice wynikaj z odmiennych dyskretyzacji uktadu.

szczegol
dyskretyzacji

5N

Rys. 7.38 Panel w ksztatcie korytka. Geometriaskigtyzacjal/ 4 zadania po uwzgtinieniu symetrii
uktadu.
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0,12

0,08 1, =0,0001y

Wea) u.=0,01p

U, =01y
He=H
He=10u
1. =100y
Chroéscielewski i in. [20 N/ P
O T \I\\\Hi T \HHHi T \I\\\Hi YooY
107 10" 10° 10' 10° 10° 10*
1/h,
i) a N Q N & % % ° ° A 3
ST S S U S A .
R NN NSRS N R N
o

t

0,04

s+4¢ 1]

3

Rys. 7.39 Panel w ksztalcie korytka. Wptyw paraistrs, i | na rozwizania liniowe, wyniki w
dziedziniel /h,.

W kolejnym badaniu, analizie nieliniowej geometnyiez z uwzgtdnieniem zakresu
sprzystego oraz speysto-plastycznego, sprawdzono znes¢ podziatu na podstawie
uzyskanychsciezek rownowagi i punktow granicznych obaenia. Wyniki zestawiono na
rys. 7.41 oraz w tab. 7.7. Wobec braku reg@ania odniesienia w literaturze, obliczenia
poréwnawcze wykonano w programie Abaqus, otrzyntardzo dohy zgodndé wynikow.

W nieliniowej analizie parametrycznej ze wayl na warté | (rys. 7.42, tab. 7.8)
uzyskano znagry wzrost sztywnéci i wartasci obchzenia granicznego wraz ze
zwickszaniem wartei parametru. Charakter krzywych rownowagi pozestapdobny, z
wyraznym punktem granicznym.

a P D N S S
|

1= 0,01,
1=01h, |

|
==
%
O

1= 10,
1= 1004,
1= 10004,
1= 10000k,

O T T TTTTIT T T TTTTIT
10" 10° 10° 10" 10 10' 10°

Rys. 7.40 Panel w ksztatcie korytka. Wptyw paradstrs, i | na rozwizania liniowe, wyniki w
dziedzinie 4, / . Dyskretyzacja 816e16.
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200
| sprezysty —
~N——
160
120
}\4 -
20 sprezysto-plastyczny \
| [
i —— Abaqus (6+6)x24eS8R
—— CiMplast 4x8e16
= hy/100
07 la-a-4 CiMplast 8x16e16 } -
| @®® CiMplast 16x32e16) He ™ H
0 ,
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

W
Rys. 7.41 Panel w ksztalcie korytixiezki rownowagi w analizie nieliniowej.

Tab. 7.7 Panel w ksztalcie korytka. Wadiomnaznika obcizen w punkcie granicznym — zhiros¢
dyskretyzacji MES.

materiat dyskretyzacja Agr
Sprzysty 4x8el6 191,86
8x16el6 190,73
16x32e16 190,42
plastyczny 4x8el6 185,16
8x16el6 184,16
16x32e16 183,79
700
600
7 \ /
500
400 B i
. —-— [=1/100 —— (=104,
ol N d=  1=hy10 1=100 h, |
200

0,0 05 10 1,5 20 25

Rys. 7.42 Panel w ksztaitcie korytka. Wptyw paramétra wyniki analizy nieliniowej. Dyskretyzacja 8x1@el
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Tab. 7.8 Panel w ksztalcie korytka. Wadiomnaznika obcizen w punkcie granicznym — wptyw
parametru (dyskretyzacja 8x16e16).

materiat dtug. char Agr

plastyczny | =hy/100 184,16
| = hy/10 184,21
| =ho 188,07
| =10hg 315,03
| =100hg 616,32

Na rys. 7.44 zestawiono postacie deformacji koksjruw zakresie spystym
I sprezysto-plastycznym, dla  ehiych  wartdci  przemieszczenia  kontrolnego.
Charakterystyczna dla zadania jest strefa zginapéwe pionowym, o wkszej krzywgnie
w przypadku plastycznym. To vélaie w tej strefie oraz w rejonie pekzenia ptatow zachodzi
plastyczne ptyricie konstrukcji (rys. 7.43). Wyksztalca ¢siprzegub plastyczny

z wyboczeniem plastycznyieinany.

a)w, =0,5 b) w, =10 C) Wy =1,5

Rys. 7.43 Panel w ksztalcie korytka. Rozwoj stighatycznienia, mapy efektywnych odksztatce
plastycznyche® a) £P <0,005b) £P <0,015¢) £° <0,022.
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Rys. 7.44 Panel w ksztalcie korytka. Péstaformaciji a), b) materiat sptysty c), d) materiat
plastyczny.

Na rys. 7.45 pokazano deformacgharakterystycznych krazi zadania w zafmosci
od wartaci przemieszczenia kontrolnego i dlamgch wartdci parametrd .

) 19 )50
(© ¢
15
% R
© S0 (@
10 oo
’ T8 —o—o6F—o—0
0,0 1,0 20 3,0 40 50

— spr./=0,01hy —— W =0,0
—— plast./=0,01hr, g5 W= 1,0
plast. /=10 4,
3,0 —— plast. /=100 &,
0,0 1,0 2,0

Rys. 7.45 Panel w ksztatcie korytka. Deformacjerakierystycznych kragdzi a) kravgdz (b)-(a)-(c)
b) krawedz (c)-(d)
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Obwiednie wartéci sktadowych odksztatcenia zestawiono na rys. Vr§8. 7.47. Obok
wyniku dla analizy sgrysto-plastycznej dla poréwnania pokazano wyniki ralay
sprzystej. Zauwaalny jest wyrany wzrost wartéci odksztatcé w analizie plastycznej
w stosunku do analizy sptystej, co zwazane jest z ze zjawiskiem phggia materiatu.

200 ‘ . 05
] f‘\ —— CiMplast 8x16e16 | |

160 — e 04
N — |

120 N 03

A ] / s | e

80 / i 02

40 = 0.1

0 — : 0
0.0 0.5 1.0 1.5 2,0 25

W)

Rys. 7.46 Panel w ksztaicie korytka. Obwiednia o&itsktadowych odksztatcenia, analizagysta.

200 5 ‘ I 05
1N —— CiMplast 8x16e16| |
N\ ‘ '
160 5 S N
7 g e—c | = r
- & 0,3
= 02
0,1
. 0
0,0 0.5 1,0 1.5 2,0 2.5

Wiay

Rys. 7.47 Panel w ksztaicie korytka. Obwiednia wémitsktadowych odksztatcenia, analizagysto-
plastyczna.
Na rys. 7.48 pokazarnwednie czasy oblicZel iteracji rownowagi przy zaangavaniu
réznej liczby watkéw. Na podstawie tych danych zostambliczone przyspieszeni8( p),

a uzyskany wynik zostanie porownany z przewidyyvavartasicia wynikajgca z prawa
Amdahla (zob. réwnanie 6.4).
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1,6
w
¢ I
o 1,2
g WWW e 1 watek
= 08 v 2 watki
LRI o v L A 4 watki
§ 0.4 8 watkow
N

O T T T T T
00 05 10 15 20 25 Wu
v 7T 7T = 7 v [ &1
0 50 100 150 200 250

krok obliczeniowy

Rys. 7.48 Panel w ksztalcie korytka. Czasy trwaiilkiczeh pojedynczej iteracji dla edej liczby
watkow.

Dla kazdej iteracji przeprowadzono obliczenia wediug e¢ascego schematu.
Uzyskane czasy oblicaezestawiono w tab. 7.9. W tab. 7.9 wim@dno czas potrzebny na
formulowanie macierzy elementowych i roawywanie uktadu réwna poniewa te
fragmenty obliczé zostaly zrealizowane ze zrownolegleniem.

Tab. 7.9 Panel w ksztalcie korytka. Czasy oblicaeyskane w pojedynczej iteracji.

czas, s
liczba aktywnych catkowity formutowanie rozwigzywanie pozostate obliczenia
watkow macierzy uktadu réwna (realizowane
elementowych sekwencyjnie)
p=1 tif’e:rl =0,469 teﬁ’:; =0,313 tuka;d =0,087 tspeilw =0,069
p=2 t“";2 =0,370 te‘f;i =0,146 tu"kfjd =0,161 ts";ﬁv =0,063
p=4 t“";“ =0,231 te‘f;ﬁ =0,098 tup;;d =0,064 ts"e:k‘v‘v =0,069
p=8 tif’e:rs =0,207 teﬁ’:i =0,086 tuka:d =0,055 tspefjv =0,066

Na podstawie uzyskanych czaséw obliczony jest vezydinik f (zob. rys. 6.3),
okreslajacy jaki fragment programu nie jest zrownoleglorgstlzatem

f=t2)/tP"'=0,069 0,469 0,14, (7.9)

sek iter

Co oznaczaze praca sekwencyjna zajmuje ok. 15% czasu wykonprogramu, na czas
wykonania reszty obliczema wptyw liczba wdczonych do wspotpracy atkow.

Korzystapc ze wzordw (6.1), (6.4) i (6.2) moa oblicz¢ odpowiednio: przyspieszenie
rzeczywiste S, (P, przyspieszenie zgodnie z prawem Amdalfg (P, wydajnage

obliczer zréwnoleglonychE ,, ( p) . Wyniki zestawiono w tab. 7.10.

Tab. 7.10 Panel w ksztalcie korytka. Przyspieszewydajna¢ obliczer zréwnoleglonych.

fezbaskyumych s, (P Sune Eun (P
— 1 :7p =

Sobl(p)_ ‘fer/‘lpsr SAmd( p) 1+f(p—l) Eubl(p) S)bl( r)/ E

p=2 S, (2)=1,26¢ S,.4(2) =1,744 E,, (2)=0,634

p=4 S, (4)= 2,030 Sung(4) = 2,776 E,, (4)=0,508

p=8 S, (8)= 2,266 S,.4(8) = 3,945 E,, (8)= 0,282
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Zgodnie z oczekiwaniami, przewidziane przez prawmdahla przyspieszenie jest
wi¢ksze nk uzyskane. Wjczenie do pracp = 8 watkdw obliczeniowych nie przynosi dych
korzysci w stosunku do pracy przy= 4 - wzrost przyspieszenia wyniést 11,6%, podaghs
przegcie zp = 2 nap = 4 daje zysk 60,1%. Powsze obliczenia zostaly zaprezentowane dla
1 wybranej iteracji. Ze wzgtlu na ztaony sposob pracy komputera, przy wielu iteracjach
mog pojawia sie znaczne ranice w uzyskanych wynikach. Na rys. 7.49 pokazano
histogram wydajnéci E,(p) uzyskanych dlan = 758 iteracji (analiza sg@tysto-plastyczna

zadania). Uzyskanérednie wartéci to: Ej;(2)=0,76(, E.;(4)=0,461, E} (8)=0,23&
Dla p=2 uzyskano wyniki dla ktorycle,,(2)=1,0. Szczegotowa analiza czasow pozwala

na stwierdzenie,ze nie jest to przypadek superliniowego przyspieszetecz pewna
niestabilnd¢ procesora przy 1 pracigym watku.

Uzyskane rezultaty pozwadana stwierdzenieze w przypadku programu autorskiego
uzasadnione jest uruchamianie obliczerzy wyciu p = 4 wgtkdw obliczeniowych, ze
wzgledu na znaczn oszczdnas¢ czasu i dobre wykorzystanie zasobow. Warto jednak
zauway¢, ze zawsze korzystniejsze jest uruchomienie 2 zadhdiczeniowych rownoczaie
z przypisaniem kalemu z nich po 2 gtki obliczeniowe, ni uruchomienie jednego po
drugim 2 zad#a z obliczeniami 4-wtkowymi w przypadku kadego z nich.

40
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udziat procentowy
[\®)
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= \\ ////

S PO PIR PP D NP ED P PP
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wydajnosé E(p)

Rys. 7.49 Panel w ksztalcie korytka. Histogram vigdci E,, (p) osikganej dla rénej liczby watkow.
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8. PODSUMOWANIE

Ponizszy rozdziat stanowi podsumowanie pracy. Celemypbgto zaimplementowanie
sprzysto-plastycznego prawa konstytutywnego formaliznéigarametrowej nieliniowej
teorii powtok. Dodatkowym aspektem pracy byto rdzpenie pewnych metod zgkiszenia
efektywndci obliczex numerycznych w programach z rodziny CAM. Sformudoa teoria
oraz zrealizowane badania numeryczne wykpzagadn& przyjetej na wsgpie tezy.

8.1 Oryginalne aspekty pracy

W pracy zrealizowano oryginalne badania nad sfoomahiem i zaimplementowaniem
sprezysto-plastycznego prawa konstytutywnego dla 6-pateowej nieliniowe) teorii
powtok. Na poziomie warstwy zakladany jest ptagkins napgzenia grodka Cosseratow.
Klasyczne wyraenia catkowe na sity przekrojowe w powioce zostatyupetnione
0 wyrazenie zwjzane z tzw. 6. stopniem swobody, tzw. owdnem. Poprzeczne sity zostaty
potraktowane jako w petni sgyste.

Przewodnim celem pracy bylo sformutowanie e¢gpsto-plastycznego prawa
konstytutywnego.Warto jednak zauiyd ze praca prezentuje oryginalne rownanie w zakresie
sprezystym, ktore zostaty zestawione i porownane z dutyas zaproponowanymi dla
rozpatrywanej teorii powtok.

Autor podpt udarg prolky dostosowania programu obliczeniowego do zrealintava
obliczen wielowgtkowych i zbadat wynikace sid korzysci. Stanowi to oryginalny wkiad
w rozw0j narzdzi obliczeniowych zespotu badawczego, ktéregorddm jest Autor.

Zrealizowane w pracy przyklady numerycznegsciowo stanowd powtorzenie
rozwigzah z literatury, czsciowo z& s3 twérczym wkiadem Autora w tworzenie zasobu
wynikdw odniesienia, w szczegokw wskazujc analiz sprzysto-plastycza powitoki
wieloptatowej (rozdz. 7.6) oraz wyznaczenie punktbikurkacji powtok cylindrycznych
(rozdz. 7.317.4).

Zebrane w dysertacji wyniki baflzostaty czsciowo opublikowane w pracach Autora
oraz zespotu. W pracyuRzyNski [2013a] rozpatrywany jest ptaskirodek (PSO) sprysto-
plastyczny typu Cosseratdéw, zaprezentowano przykiagkorzystania w analizie rozwoju
stref lokalizacji w érodku gruntowym. Zbadana zostata Zinies¢ rozwigzan numerycznych
ze wzgkdu na dyskretyza¢iMES. Badania te kontynuowano w pracyrR2YNski [2013b],
rozszerzagc jest o przypadek PSN. W pracachrRBYNsSKI I IN. [2014b,c] analizowanegs
powtoki w zakresie speysto-plastycznym, zayciem formalizmu pokazanego w rozprawie.
Szczegotow analiz sprzystego prawa konstytutywnego wynikeggo z zatgen
poczynionych w niniejszej pracy, zestawiono w pciicBURZYNSKI | IN. [2014a,d].

8.2 Whnioski z pracy

Przyjte w pracy zatzenia, w szczegolrgai wykorzystanie teoricinania pierwszego
rzedu do wyznaczenia rozktadu odksztataga grubéci powtoki, maze ograniczé zakres
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stosowalnéci opracowanego nagdzia analizy powtok. Zrealizowane przyktady numerye
pokazuj, ze w rozpatrywanym powszechnie w literaturze obszaéznorodndci geometrii
I wartosci przemieszcze powiok, program obliczeniowy daje rezultaty odpasapce
rozwigzaniom odniesienia.

Relacja konstytutywna dla sit przekrojowych uzyskna jest z wykorzystaniem
catkowania numerycznego. Sprawdzonane typy (Gaussa, Lobatto) iedy kwadratur
numerycznych (3, 5, 7). W zadaniu wykagym dominugca role sit membranowych dobre
rezultaty osignicto dla kwadratur o kxlzie =5, niezalenie od ich typu. Konstrukcja,
w ktérej dominuje zginanie, okazatag¢sivrazliwsza na 4 zmienndé. Wynik zgodny
Z rozwizaniem odniesienia uzyskano tylko dla 7-punktowegdiratury Gaussa.

W pracy podito dyskus¢ wpltywu dodatkowych wspotczynnikbw materiatowych
osrodka Cosseratowl (i £.) na sztywné¢ konstrukcji powtokowych w zakresie linowym

oraz obcizenia graniczne w analizie spysto-plastycznej. Uzyskane rezultaty pozwalaj
stwierdzt, ze w zakresiel/h,<1 sztywnad¢ ustrojow jest zbliona do sztywn<i

uzyskanych w powtokach z klasycznym kontinuum. Wipty.. ujawnia s¢ przy | /h, =210
i dotyczy przyktadow, gdzie ohgienie powoduje dominggy stanscinania membranowego.

Zaimplementowane w autorskim programie CiMplast wigzania poprawiagce
efektywna¢ obliczer spetnity poktadasp w nich rok. Zréwnoleglenie ogci obliczer daje
zauwaalne zyski w skréceniu czasu ich trwania. Zainstaloy oryginalnie w programie
solver uktadu rowna byt jednym z ,wskich gardel’” oblicze, ograniczajc maksymalny
rozmiar zadania (liczb stopni swobody) oraz znago wydiwajac czas oblicze
w przypadku problemow wieloptatowych (genamyich due szerokéci potpasma).
Zastosowanie solverow z bibliotek HSL i PARDISO @310 wymienione ograniczenia, czas
rozwigzywania uktadu rowna ulegt kilkudziesgciokrotnej redukcji, nie stwierdzono ze
znacacego wydhienia czasu oblicze przy symulacji nieregulargoi numeracji wztow
i elementow w generowanej dyskretyzaciji.

8.3 Kierunki dalszych badan

Niniejsza praca stanowi rozszerzenie dotychczawagmtmonych w zespole badaad
nieliniowg 6-parametrow teori powtok. Na rys. 8.1 przedstawiono schematycznierem
wybranych spéréd dotychczas prowadzonych badgw ramach prac doktorskich
wspotpracownikOw Autora), pokazigj wzajemne relacje i nibwe kierunki dalszych prac.

Wskazano 2 mdiwe kierunki badé. Pierwszy z nich to wtzenie rowna sprzysto-
plastycznych do probleméw dynamiki (zobz teuBOWIECKA, CHROSCIELEWSKI [2002]).
Drugi kierunek jest zwizany z analiz powtok zbudowanych z materialtbw o zmiennych
wiasciwosciach (angfunctionally graded materia)]=GM). W pracy Mo I IN. [2013] ma@na
znalez¢ badania déwiadczalne i numeryczne wspornika ptytowego wykaganz materiatu
FGM w zakresie speysto-plastycznym. Pewne wphe badania nad wykorzystaniem
materiatdw FGM pokazano w pracyaBzkiewicz [2014].
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Inspiracg do dalszego rozwoju przedstawionej w dysertacjndepcji mana te
czerp& z prac spoza zespotu. liwve jest rozszerzenie modelu materiatowych o zacoe
lepkospezyste lub spgzystolepkoplastyczne (zob. np.t&sowsk, Woznica [2007]).
Program autorski nx@ by dostosowany do badania konstrukcji z losowym radé&m
imperfekcji geometrycznych i ich wpltywu na émos¢ (zob. np. BELEwICZ | IN. [1994],
GOLOTA 1 IN. [2011]).

CHROSCIELEWSKI [1996]

- statyka
- elementy
przemieszczeniowe CAM
LUBOWIECKA [2001] Daszrlbca [20dd]
- dynamika i
“clementy AV A
WITKOWSKI [2005] Niniejsza praca
- statyka - statyka
- elementy EAS - elementy CAM
- plastycznosé

) Y = )

S m—

P o —_

[ 2 | (2 |

| - dynamika I | -statyka |

= plastycznosé ) - materiat FGM |
————— (= plastycznosé
- — — —

Rys. 8.1 Wybrane kierunki rozwoju nieliniowej 6-paretrowej teorii powtok.

8.4 Podziekowania

Badania zawarte w niniejszej pracy zostahesciowo sfinansowane z krajowych
projektéw badawczych:

* Projekt badawczy Ministerstwa Nauki i Szkolnictwayxszego Nr N N506
254237, ,Nieliniowa teoria i analiza deformacji tatecznéci warstwowych
powtok kompozytowych metadelementéw skiiczonych”, w latach 2009-2012;

* Projekt badawczy Narodowego Centrum Nauki Nr N N5@64237
.Powierzchniowe krzywe osoblive w wypadkowej termppdmice powiok”,
realizowany i planowany na lata 2013-16.
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W tym miejscu pragnpodzekowa® wszystkim osobom zaadgawanym w powstanie
niniejszej dysertacji.

Doktorowi Wojciechowi Witkowskiemu i Profesorowicklawi Chr@cielewskiemu za
wieloletn owocry wspoOtprae, przekazam wiedz, wnikliwaé, a take cierpliwaé
I wyrozumial@é oraz motywaej do podejmowania wyzwa

Karolowi Daszkiewiczowi za konstruktywne uwagi ygghe na etapie przygotowania
pracy.

Moim Najbleszym, Annie i Agacie, za pomoc i nieslaory cierpliwas¢ w trakcie
przygotowa i redakcji rozprawy.
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9. DODATKI

A. Opis obrotéw

Dodatek jest pawi¢cony opisowi relacji dotyegych ogolnie rozumianych obrotow.
Zostaty zestawione podstawowe informacje, ktéryczwiniccie mana znalé¢ m.in.
w pracach @ROSCIELEWSKI [1996], WISNIEWSKI [1997], GHROSCIELEWSKI | IN. [2004]
I cytowanej tam literaturze

A.1  Tensor ortogonalny
Def. tensora ortogonalnego. W wektorowej przesirgeklidesowejE® tensorQ taki
ze:
(Qa)[{Qb)=alb=bla, abOE’®, QUOE*OE® (A.2)
nazywany jest tensorem ortogonalnym.
Wiasndgci tensora ortogonalnego:

1. tensor jest ortogonalny wtedy i tylko wtedy gd9'Q=1 = Q*=Q",
QQ'=QQ*'=Q'Q=Q'Q=1, gdzieQ" oznacza tensor transponowany;
2. detQ=1

A.2  Tensor skanie symetryczny
Tensor spetniacy warunek:
w'=-w, WIOEOE (A.2)
jest nazywany tensorem skwme symetrycznym. Mima wykazé nastpujaca wilasnaé
tensora skéne symetrycznegaa[QWb) =0, a,bOE>.

A.3  Obrot whasciwy, grupa obrotéw SO(3)
Kazde ortogonalne przeksztatcenie liniowe
a=Qa, aalE?, (A.3)
trojwymiarowej euklidesowej przestrzeni wektorowg] na siebieQ:E® - E® nazywane
jest obrotem wisciwym (tensorem obrotu, maciarabrotu).
Wiasndci obrotu widciwego:
1. zachowuje diug& wektora i lgt miedzy wektorami;
2. zachowuje skitnos¢ uktadu;
3. zachowuje iloczyny skalarne Qal@b=al=b@) i wektorowe

((QaxQb)xQc = (axb)xc), gdzieOa,b,cOE>.
Pod pogciem trojwymiarowej grupy obrotowSQ3) rozumie si grupe obrotow
wiasciwych, ograniczonych i nieosobliwych, zdefiniovagako

SOB)={Q: E -~ E|Q'Q=QQ"=1, deQ=+1}. (A.4)
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A.4  Tw. Eulera o obrotach

Tw. Kazdy obrot wokét punktu jest rownousmy pewnemu obrotowi wokét osi.
Wynika std, ze dla kadego przeksztatcenia (A.3) mma wskazé okreslajace je @ obrotu
(wektor e) i kat obrotuw.

A.5 Maly obrét, przestrzen styczna do grupy obrotow
Grupa obrotowS(Q(3) ma swog interpretacj geometryczg w postaci zakrzywionej

hiperpowierzchni, ktorej punktygsskaiczonymi obrotami. Wyrini¢ mazna przestrzenie
styczne doSQ(3) w punkcie Q =1. Te przestrzeniegsprzestrzeniami liniowymi tensorow
skasnie symetrycznych

so3)={W: P - B|[W'=-W}. (A.5)
Kazdy elementso(3) interpretuje i jako infinitezymalny obrét.

A.6  Parametryzacja grupy obrotéw
Parametryzacja grupy obrotéw polega na wprowadzeszorowania:

SO3) - R, Q=Q(q), QUSAB), gOR. (A6)

W pracy w celu opisu obrotow lokalnie wykorzystywagest tzw. parametryzacja
kanoniczna. Istnigjinne sposoby parametryzacji, ich opisyzme@ odszukam.in. w pracach
PIETRASZKIEWICZ, BADUR [1983], LuBOWIECKA [2001], WITKOWSKI [2005], KREJA [2007],
SADLOWSKI [2007], MiskiIEwICZ [2010].

Ponizej zostanie przedstawiony opis parametryzacji keozoej. Wykorzystany

zostanie absolutnie zliey szereg pegowy

epr:Z%:1+A+%A2+..., (A.7)

n=0
gdzie A jest dowolnym tensorem. Wykorzysfajimplikacg
A=W Oso3)= expW O SO(3) (A.8)

oraz przyjmujc na podstawie tw. Eulet@ W =wade)® (||e||= ) otrzymujemy

W =1+W +£W2+.... (A.9)
n! 2

Q:eXpVV :i

! operator ,ad” zdefiniowany jest jako (w zapisieaieazowym):

0 —w, w, W
Wil=| w 0 -w|, [w]l=/w | [W]=ad(w].
—-W, 0 W,
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Wykorzystupc fakt, ze kady tensor spetnia swoje réwnanie charakterystyctive
Cayley’a—Hamiltona, zob. np. HA3pwick [1999]) oraz réwnanie charakterystyczne dla
tensora skénie symetrycznego

f(1)=22+w?1=0, (A.10)
otrzymuje s¢
W3+wWW =0 = W3 =-wW. (A.11)

Wykorzystanie rozwinricia funkcji trygonometrycznychsin(w) i cosfv), pozwala na
uproszczenie nieskozonego szeregu pofowego (A.9) do postaci

Q=1+aw +bw?, (A.12)
gdzie:

W =ad@)Oso(3), a=>"W —p-lzcosw
w W

Réwnanie (A.12) przedstawia tzw. reprezentakanoniczig tensora obrotu. Z réwnania
(A.12) mana wyznaczy kat obrotu w oraz wektor obrotuw jako funkcje Q,

(A.13)

wykorzystujc slad tensoraQ i réznice Q-Q', a nasfpnie rozwizujac ponizsze réwnania:

cosw=% trQ-1, = w= aco{% rQ- 3 (A.14)
2sinw(aadv FQ-Q' = w= 1 ad'@Q-Q"). (A.15)
2sinw

Wiasna¢ (A.8) pozwala na zapis kdego tensora z otoczen@[SQ3) jako zitaenie
(tensoréw):

a) obrotoéw w reprezentacji przestrzenrfekpW XQ (lewa transformacja)
b) lub obrotéw w reprezentacji materialn@jexpW ) (prawa transformacja),
gdzieW,W [Oso(3).

B. Geometria powierzchni

Podstawowe informacje dotygz geometrii powierzchni zaczerp@ z prac
PIETRASZKIEWICZ [1977], LEWINSKI, TELEGA [2000] i KONOPNSKA,
PIETRASZKIEWICZ [2007]. Niech dowolny punkt x[OBbgdzie sparametryzowany

wspotrzdnymi (f”,f) E(f‘), a=12,i=12,3, gdzie ¢ jest wspoiredng wzdhuz wersora
t,talkgze £=0naM, za& & 53 wspohrzdnymi naM . Definiuje sé:

oX _

t =P 2 PX,, , o =t O, t=det(t,,), (B.1)

tP i, = o7, t% =t7 [@*, ¢ =+Jae,, (B.2)

t
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gdziet, i t¥ s3 odpowiednio kowariantnym i kontrawariantnymi welmi bazowymi,t,,

i t%  kowariantnym i kontrawiariantnymi skfadowymi tenso metrycznego, P jest
operatorem projekcji, 2ad” jest symbolem Kroneckera. Przeg, oznaczono symbol
permutacyjny, takize ¢,=e,=0 i e,=e¢e,=1. Jednostkowy wektor normalnyn

definiowany jest jako

n=1xtk (B.3)
[t xt.]
Wykorzystupc n mazna zapisé sktadowe kowariantne tensora krzywizny:
b, =-n,, @, =-n, @ =-n,, b=det(b,) (B.4)
Ma on dwa niezmienniki:
K=b/t, H=%t%p,, (B.5)

nazywane, odpowiednio, krzywigzisaussa ¢redng. Pochodn wektoran po wspotrzdnych
powierzchniowych zapisujegswykorzystugc wzér Weingartena:

t,,, =-b't,, b; = twbaﬁ : (B.6)

Tensor metryczny shy do mierzenia odlegkai, katéw i pol na powierzchni powtoki.
Znajgc tensor krzywizny mma okréli¢ krzywizny i skecenia krzywych na powierzchni
powtoki. Istotry rolg w geometrii powierzchni grajwierdzenia Codazzi — mowbobne o tym,
ze sktadowet ; i b,; nie mog by¢ przyjcte dowolnie, leczgod siebie zalee. Twierdzenie

wyborne Gaussa mowi hatomiast o tyme, krzywizna jest niezmiennikiem przeksztatce
zachowugcych odlegtéci na danej powierzchni. Wynika z tego m.in. brakzhwosci
przeksztalcenia sfery w plaszczygzn(np. kuli ziemskiej w mag z doktadnym
odwzorowaniem odlegkai.

C. Caitkowanie numeryczne
Problem catkowania numerycznego funkdj(x) w przedziale[a, b] maozna ogolnie
zapisa jako (zob. np. KNcAID, CHENEY [2006])

b n
[ foowxde=) A (¥, (C.1)
i=0
gdzie w(x) jest ustaloa funkcja wagows przyjmupca wartcci dodatnie. Przezx i A,
oznaczono odpowiedniogzty i wspotczynniki (wagi) kwadratury.

W niniejsze] pracy catkowanie wymn na macierze elementowe oraz na sity
przekrojowe realizowane jest za poradevadratur Gaussa-Legendre’a oraz Lobatto. Dla ich
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uzyskania zakiada giw(x) =1 w (C.1) oraz normuje przedziat catkowania przezarn
zmiennejx na

y:i(Zx— a-b. (C.2)
b-a

Wartcsci x i A, uzyskiwane $ na podstawie rozwrania robwnania riczkowego
Legendre’a (zob. np. 8RN, KORN[2000])

(1- x)d Y _ox Wy nine1)y= 0 (C.3)
dx

Rozwigzaniami rownania (C.3gswvielomiany

dn

R )_2” Iy

(2 -1)". (C.4)

W tab. 9.1 zestawiono wielomiany, ktoérych miejscaromve wyznaczaj weztly
kwadratury oraz wyrgenie na wagi. Wykresy wielomianéw o edach n=1,2,3,4
(niezkzdnych przy formutowaniu macierzy elementowych —.zotwdz. 5) orazn=5,7

(uzytych przy catkowych wyrgeniach na sity przekrojowe — zob. rozdz. 5) zestawina
rys. 9.1.

Tab. 9.1 Wielomiany i wagi dla zdych kwadratur catkowania numerycznego.

kwadratura wielomiany wagi
Gaussa-Legendre’a P.(X) A= 2
- 2
@) R0
Lobatto (1- xz)i P_.(%) 2
dx n(n (R (%))’

\ [ 5
-10 06 02 02 06 1,0 -0 06 -02 02 06 10
X X

Rys. 9.1 Wielomiany interpolacyjne a) kwadraturai&a-Legendre’a b) kwadratura Lobatto.
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D. Program PLST2GID

Program PLST2GID zostat stworzony w celu prezenfagemieszcze a take pol
napgzenia i odksztatcenia uzyskanych w analizach nunzerych. Autorski program
obliczeniowy CiMplast generuje wyniki w postaci kiliv tekstowych. Autor dysponuje
komercyjnym programem GiD v.11 umiiwiajagcym graficzm prezentag wynikow.
Gtéwnym problemem w komunikacji gdzy programami jest tgze w programie autorskim
uzywane g 16-weztowe elementy skizone, podczas gdy program GiD oferuje wizualizac]
wynikéw dla elementow 4- i 9-yztowe. Zaszia zatem konieczgoopracowania algorytmu
transformugcego uzyskane wyniki. Zrealizowano go w gpsjacych punktach:

1. aproksymacja wynikow nagren i odksztalcé z punktow catkowania do ¢ztow
elementu skiczonego — z wykorzystaniem funkcji ksztattu;

2. podziat elementu sk@zonego,wyfciowego” 16-wztowego na 9 4-wziowych
elementow ,zagpczych” (do generacji grafiki w programie GiD);

3. przepisanie wartmi ,wyjsciowych”.  przemieszcze wegztowych oraz
aproksymowanych nagten i odksztatcé do weztéw elementow ,zagpczych”;

4. w programie wizualizacym wyniki wartégci s3 interpolowane liniowo wewgirz
elementow ,zagpczych”.

Przez punkty catkowania rozumie giunkty catkowania na powierzchni elementu (bez
uwzgkdniania catkowania po grubkd). Algorytm przedstawiono schematycznie na ry&. 9
dla 4-wezlowego elementu 1-wymiarowego (bez straty ogéthorozwaan). Sposéb
transformacji wynikéw dla odksztaltgest identyczny jak dla nagren, shd na rysunku
przedstawiono tylko wartgi napkzen.

v

Wartosci uzyskane z obliczeh MES Przepisanie wartosci do
elementow ,,zastepczych”

u, o o

|
-----00

Aproksymacija naprezen

warto$ci funkcja ) ) )
aproksymowane aproksymacyjna Interpolacja w programie

wizualizujacym

o nof At
s SN R

Rys. 9.2 Algorytm transformacji wadici przemieszczei napgzen.
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Dalsze rozwaania zosta# zapisane rowniedla elementu 1-wymiarowego. Formalnie
ekstrapolag wynikbw z punktow catkowania do ¢gmdéw elementu mma zapisé
wykorzystupc zasad interpolacji funkcji wektorowepg

2H=>" L&)z, (D.1)

gdzie z, oznacza wartd w a-tym wezle elementu,L, () jest wartdcia funkcji ksztattu

w punkcie o wspétrdne] & zwigzamg z a-tym weziem, zd Z(§) jest interpolowam
wartascig funkcji w punkcie o wspétkgnej . Liczba wezidw elementu oznaczona jest przez
n,. J&li przyjmiemy, ze punkty catkowania majwspotrzdne g‘l,fz,fs,...,fnw i jest ich tyle
samo co wziéw elementu, to wykorzystag (D.1) mana zapisa uktad réwna:

2&)) [ L&) L&) L&) ][z

z(?fz) Ll(:fz) Lz(f(z)::' anff ) f2 _ (D.2)

A6,)) | LE)LE) L &) | %

Zadanie postawione jest odwrotnig m typowym algorytmie MES — natg rozwigza¢ uktad
rowna w celu znalezienia wargoi z, .

Glownym ograniczeniem opracowanego programu jesk bmazliwosci zastosowania
do elementéw, w ktorych liczba ¢atow nie jest rowna liczbie punktéw catkowania na
powierzchni (elementy o zredukowanym catkowaniuwza@ tym, wizualizacja deformacji
geometrii realizowana jest tylko na podstawie tlangnych stopni swobody, bez
uwzglkdnienia obrotéw. W programie nie przewidziano ziveosci usredniania wartgci
w weztach, gdzie spotykajsic elementy.
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