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1 Grundlagen

1.1 Gleichungen

Zusammenhange zwischen GrolRen werden in Wirtschaft, Technik und Naturwissen-
schaft oft in Form von Gleichungen beschrieben. Eine Gleichung verknupft eine
Variable mit Zahlen und/oder Parametern. Parameter sind Platzhalter und werden als
bekannt angesehen. Werte der Variablen, die die Gleichung erflllen, heilen
Losungen der Gleichung.

In der Mathematik werden Variablen meist mit den hinteren Buchstaben des Alphabets
bezeichnet und Parameter mit den vorderen. In den Anwendungsgebieten sind die
Buchstaben fir haufig vorkommende GroRen meist durch Konvention festgelegt
(Gewinn: G, Kosten: K, Masse: m, Geschwindigkeit: v, Strom: |, Spannung: U, usw.),
so dass hier vor der Auflésung einer Gleichung immer festgelegt werden muss, welche
GroRe die Variable ist und welche Gro3en Parameter sind.

Beispiele: /l-) x‘g—__xs-_(-a Xz, + c?’ 0 (Xl/gﬂ/%ﬂg& )
A Porarretel

2.) %:%' ///e—é{a'd(fh)% (;Z/V%;:Lg& )

Unter einer analytischen Losung versteht man eine allgemeine Umformung der
Gleichung, sodass die Variable alleine auf einer Gleichungsseite steht. Eine
analytische Ldsung ist nur bei speziellen Gleichungen maglich.

Die 1. Beispielgleichung besitzt fur allgemeine Werte des Parameters a keine
analytische Losung. Fur a = -8 ist dagegen eine analytische Losung durch folgende
Umformung mdglich: R
2
X' =x"-Qx*+8-0 = (x3-§) (x?-4)=
3-8 =0 = x’=8 = xXa=2

= |y x*~a =0 o xP= A 7 = EA
Analytische Losungen kdonnen von Hand oder mit einem Computer Algebra System
(CAS) berechnet werden.

Unter einer numerischen Losung versteht man einen Zahlenwert, der die Gleichung
naherungsweise erflllt, wenn er fir die Variable eingesetzt wird. Wenn Uberhaupt eine
Losung existiert, ist eine numerische Losung immer maoglich, wenn entweder keine
Parameter vorhanden sind oder flr die Parameter Zahlenwerte eingesetzt werden.
Eine numerische Losung besitzt nur eine begrenzte Genauigkeit.

Fir a =1 besitzt die 1. Beispielgleichung nur eine reelle Naherungslésung:

X, % /175085 846

Numerische Losungen kénnen mit z.B. mit dem Newtonverfahren berechnet werden.
Auch eine grafische Losung ist moglich.
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Lineare Gleichungen

Eine Gleichung ist linear, wenn die Variable nur in der ersten Potenz vorkommt und
nicht innerhalb von Funktionen steht. Eine lineare Gleichung kann durch Sammeln
aller Ausdrucke mit der Variablen und Ausklammern der Variable immer auf folgende
Form gebracht werden:

x: Variable

&X - b = 0 a, b: Ausdricke mit Parametern und/oder Zahlen
(a # 0, da sonst keine Gleichung)
b
Aligemeine Lésung:  aX= —[p = = -z

Lineare Gleichungen sind analytisch immer ldsbar.

Beispiele:

R
1) Mx-—M8=-x+6 = Yx=294 = ><=g,£-6

2) ax +3b=Rck+d = ax-2cx=d-3b
= = - = = fx;.\_g—lg—-
D x (a-2c)=d-3b = X T

3.) Newton’sche Bewegungsgleichung fur eine Masse m, auf die eine Kraft
F einwirkt. Gesucht: Beschleunigung a der Masse

7 7'—
= WL, = o = —
1 o > 7

4.)  Maschengleichung bei einer Spannungsquelle mit fester Spannung U, an der
zwei Widerstande mit den Werten R; und R, in Reihenschaltung angeschlossen
sind. Gesucht ist der Strom I, der fliel3t.

“—%AJ’)Q;),J =0
= RJ+ R T = K
=2 J/K/(’fkl):éﬁ,

RKat Ry
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Quadratische Gleichungen

Bei einer quadratischen Gleichung kommt die Variable nur in der ersten und zweiten
Potenz vor und steht nicht innerhalb von Funktionen.

Eine quadratische Gleichung kann durch Sammeln aller Ausdriicke mit der Variablen
in der gleichen Potenz und Ausklammern der Variablen immer auf folgende Form
gebracht werden:

2 x: Variable
ax + bx +c=0 a, b, c: Ausdricke mit Parametern und/oder Zahlen
(a # 0, da sonst keine quadratische Gleichung)
Diese Gleichung kann allgemein gelost werden:

_bx JF=—gac”’
2o

Wegen der Wurzel hangt das Losungsverhalten der Gleichung vom Ausdruck unter
der Wurzel, der sog. Diskriminante D ab mit D = b? — 4ac:

D > 0 Es existieren zwei reelle Losungen der Gleichung
D =0 Es existiert eine reelle (doppelte) Losung
D > 0 Es existieren keine reellen Losungen (nur zwei komplexe Losungen)

Xz =

Bei wirtschaftlichen und technisch-naturwissenschaftlichen Problemen wird haufig
eine der beiden reellen Losungen durch allgemeine Eigenschaften der Variablen
ausgeschlossen. So konnen z.B. Stuckzahlen, Widerstandswerte und Massen nicht

negativ sein.
Beispiele:
1) —Ax*-4x +6=0
U+ ey =R Lt g
= = = = ~(1%t2
iz 2 -7 —y (1= 2)

=) Xp= -3 i X2=A

2.) Maschengleichung bei einer Spannungsquelle mit fester Spannung U, an der
zwei Widerstande in Reihenschaltung angeschlossen sind. Ein Widerstand hat

den festen Wert R2, der andere hat einen stromabhangigen Wert ry +r,-I.
Gesucht ist der Strom |, der flief3t
U= (r, +r,J) T —R,T =0
=2-ra J° — (erRL)J + U =0
(i + R )X Y +R)Z+ 4r U
= I, =

2 - 2,

Da sich bei einem positiven Spannungswert U in diesem Fall ein positiver Strom
ergeben muss, scheidet die Losung mit dem Pluszeichen vor der Wurzel aus
physikalischen Grunden aus.
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Algebraische Gleichungen hoheren Grades
Eine algebraische Gleichunng n-ten Grades lasst sich allgemein in die Form bringen:
r —A
Ap X + Ly X

x: Variable
a,: Ausdrucke mit Parametern und/oder Zahlen mitk = 1,2, ..n
(ax # 0, da sonst keine Gleichung n-ten Grades)

£ 2
Foit A X T+ AyX 4+ ax+4,=0

Eine algebraische Gleichung n-ten Grades besitzt hdchstens n reelle Losungen, eine
algebraische Gleichung ungeraden Grades besitzt mindestens eine reelle Losung.

Far Gleichungen dritten und vierten Grades existieren zwar allgemeine
Lésungsformeln, diese sind aber so kompliziert, dass sie in der Praxis kaum verwendet
werden.

Bei Gleichungen, bei denen ein Produkt gleich 0 gesetzt wird, erhalt man die
Lésungen, indem man die einzelnen Faktoren gleich 0 setzt und diese Gleichungen
|Ost:

L) ok ) fil)=0 = Lix)=0 v 4£0)=0 v..vfu&)=0

Wenn eine Lésung x1 einer algebraischen Gleichung bekannt ist, kann der Grad der
algebraischen Gleichung deshalb durch Polynomdivision um 1 verringert werden:

(- X"+a,, X" 443 x+3y) 1 (x=X) = by, X" 44D - X+b,

-1 -1
a,-X"+a, X" etaXra, =0 < (b, X" ey X+by - (X=X, )=0
= Die Ubrigen Losungen ergeben sich aus b, -x"" +---+b -x+b, =0

Wenn eine LOsung durch Probieren gefunden werden kann, erhalt man durch
Polynomdivision die reduzierte Gleichung und mdglicherweise daraus auch die
weiteren Losungen.

Beispiel: x_g”@xz‘«é’/(x +68=20

tayatene %abm; S X, = A
P@%M%'V/Slbm!
(x3- Iy —fAx+63): (X~/f): x*—2x—63
—(x®~ x2)
—2xZP—fAx+ 643
—(-2x°%+2x)
— 43 x+63
—(—¢3x +63)
. o

Rosteete doovnger auns X -2x =63 ° 0
= X,= —+ y )<3=9
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Spezialfalle:
e Gleichung dritter Ordnung, bei der das konstante Glied fehlt:

x>+ bx®+ cx=0

2 — - —

=) )(A:O v 6()(2+(DX+C'~"O =) Xl(3: 24

e Gleichung vierter Ordnung, bei der das konstante Glied fehit:
ax? flox>rcex®4+dx =0
= X (ax®+rbx°+cx+o)= 0O > X =0

Die Ubrigen Lésungen ergeben sich aus e+ X +cx+ol =0

e Gleichung vierter Ordnung, bei der die Variable nur in der vierten und zweiten
Potenz vorkommt (Biquadratische Gleichung):

ax? + bx* +c =0
Die Substitution X°= 2 liefet @22° 4 b2+ ¢ =0

bt Yo*-Yac
20

=) Zyz2=

Ricksubstitution x=1 7)27 liefert

Xiz = E A=, =

;g T

Der Typ einer Gleichung hangt in der Regel davon ab, nach welcher Variablen
aufgeldst wird.

Beispiel: ach . blcgo{—da-l- A=0
Aufldsung nach a: L oare Q/&WMZ
Auflésung nach b: 64@4}/44/1”7 &. brades b/?/ﬂmw

Aufldsung nach c: 5(&M 3. brodas ;
Auflésung nach d: %ao{r@éoé/(e G/QM

5 GRB 10.01.2017 Ingmat_BBB_Lektion1



Prof. Dr. Michaela Gruber
(nach einer Vorlage von Prof. Dr. T. Wolf)
HoCHSCHULE Ingenieurmathematik |

Wirtschaftsingenieurwesen Energie und Logistik

Gebrochen rationale Gleichungen

Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner kdnnen gebrochen rationale Gleichungen

in algebraische Gleichungen umgeformt und in den oben beschriebenen Fallen
allgemein geldst werden.

seispiel a + b = 0 (WLI‘(: Varalole XéR\'ZD/"'Z‘_?/‘
R L sz Rrameter O, b ﬁw
X+
o =0 Ixar)
ax+ o (x+2) =
O-X + bx +Ab = O
X ( O+ lo ) = —2b

- 26

x = (Reclle dooumgen,

ab wen~ at —bo )

Wurzelgleichungen

Wourzelgleichungen konnen durch Isolieren der Wurzel auf einer Gleichungsseite und
Quadrieren in algebraische Gleichungen umgeformt werden. Da durch das Quadrieren
zusatzliche Losungen erzeugt werden konnen, mussen alle Losungen durch Einsetzen
in die Ausgangsgleichung verifiziert werden.

Beispiel: 'M)(—«-/I —bx + 4 =0 /Nw/ ool 4t
e Kb — @&nk
Ix+4 = bx — A |z " WV 7 y
2 2 = K@VAO’%,/"‘-
('1/x+/f‘> =~ (bx—~)
w+ A = b*x*—2Qbx + A1
x> 2Abx —x =0
x (*x ~2b-A)="0
=) X/lz 8] Vv o bz)(-z.b—/, :_0
= X = Sb+ 1

= ye
Kontrolle durch Einsetzen der Losung(en) in die Ausgangsglelchung

o ax,=0 = VorA —b-0o+4=0 => 2 Oé@fﬂmc
- Zb"'/( 2y A 2b+/ daoumg

X2= L2 +A —b- “ 0 =0
o A8+ aprd | 6 _ 4 (or1)= “/f*””b-a 20=0 /
7

b e DXt M
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Betragsgleichungen
a, fira=0

Der Betrag einer Zahl oder eines Ausdruckes a ist definiert als |a| = {_a fiira < 0

Beispiele: (§] =5 ; /-g/=_(_5—) -z

Ik~ = K=A fis Kk=—A>0 b x T
X 4 - -(X-/,) ,ﬂm’:‘, x~ A4 <0 b?l/\/. x K=

Bei einer Betragsgleichung ersetzt man deshalb die Betrage jeweils durch Plus- bzw.
Minusklammern und I6st die Gleichungen, die sich aus allen mdglichen Kombinationen
ergeben, mit Hilfe einer Fallunterscheidung. Da das Vorzeichen der Klammer nach der
Definition aber von Bedingungen abhangt, muss Uberprift werden, ob die jeweilige
Lésung im entsprechenden Fall-Bereich liegt.

Alternativ kdnnen die Losungen auch durch Einsetzen in die Betragsgleichung
verifiziert werden.

Beispiel: /)(Z‘- 21 =X

.
o FallA: fin xP—2 20 ,dh. x"22 = x<EYa vx22]
S xPm2= X = KZ-=X-R=0 Tyt !

- _ M ADT YA LR AES S T o4
im Basach,  yiuedA hm
Bererol

o Tallz: Lo k22 <0, dh ‘ngsjz?

2- Ll
5 -(x2-2)=X =2+x +X-2=0 A\N’
AL AP 47-CR) _ —AL3
‘_/__’——_’_J—___- —

2N 2

£>)<3/C/= => )(3:/ })(64:’2,

| PR SR WA [
= Lodtnd Xy4=2 ol Xg= / W@W Barvich

Ohne Parameter ist eine grafische Losung am einfachsten.

Die Lésungen entsprechen den
Schnittpunkten der Funktion

f(x) = |x? — 2| mit der Funktion g(x) = «x.

K
PO = e e
w
x

-1

-2
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Numerische Losung einer Gleichung mit dem Newton-Verfahren

oO Gleichungen ohne Parameter bzw. mit Zahlenwerten fur die Parameter kdnnen
P numerisch gelést werden. Das am héaufigsten verwendete Verfahren ist das
sogenannte Newton-Verfahren.

Die Gleichung wird auf die Form f(x) = 0 gebracht.

Wﬂ%ﬁ%()():ﬂ

g (o) [ =) /V/o%/é%

: X, IS
\\ IMM% X2,

Dann wird die Funktion f(x) in einem Startwert x, durch ihre Tangente ersetzt:
(Anmerkung: Die Ableitung f'(x) und das Aufstellen von Tangentengleichungen wird ausfiihrlich in
Kapitel 4 besprochen)

Berechnung der Tangentengleichung:

?W-S/QW»?‘W s YT Yo

<— . = md =L x,) : Sei gt
—’—iL_) e y= 4 (XDJ
_~ 774 X /
7 X—X, ={ (o) = 7—4’(><O) = éff(xo). (x=x,)
= v= 4 0) + L) (x-x,) %MM%M
i K,
Diese lineare Gleichung liefert eine verbesserte Losung: X4
Anschaulich ist dies der Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse.
4 (x)+ 4 (x,) (x=x,) =0
=D X—XO = - 4(&)
4 (xo)
4D,
= X = X, ~ —— £
Y ‘('(_xo) <

Diese Losung kann weiter verbessert werden, indem das Verfahren solange wiederholt
wird, bis die gewlnschte Genauigkeit erreicht ist:

_ 4 (%)

= )( —_—

T L)
8

)(VL-\-A
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Beispiel: Gesucht ist die Nullstelle der Funktion f(x) = x>+ x3 — 1
‘{((x) = Txfs 3x®

St wert : 2B x, = A
{ =) = NS+ N5— M =
' ley=A)= 5 u%2 3-4%= 8

- Vestessoster bost © x = x - A )
A hrd ‘(I(Xo)
D Xu=A-F = 5= (089S

o

y

(Vedese Ve Ak Feratizn :
= X,
=) Xz= X = f(/") = 0,875 - 71848
{'(x,) 572238
Weitere lterationen liefern n Xn Xn+1
folgende verbesserte Werte: 0 1 0.875
1 0.875 0.8400270863
2 0.8400270863 0.8376303777
3 0.8376303777 0.837619775
4 0.837619775 0.8376197748

Far die Anwendung des Newton-Verfahrens sind oft viele numerische Berechnungen
ndtig um eine zufriedenstellende Genauigkeit der Losung zu erhalten. Von Hand kann
daher die Berechnung sehr mihsam sein.

Die Verwendung von Computer oder Taschenrechner zur schnellen Bearbeitung bietet
sich an.

Das Newton-Verfahren wird in sehr vielen Taschenrechnern  zur
Nullstellenberechnung verwendet, da es sehr schnell konvergiert.
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1.2 Ungleichungen

oo Allgemeine Losungen von Ungleichungen konnen im Prinzip genauso ermittelt werden
wie die Losungen von Gleichungen. Allerdings muss beachtet werden, dass sich bei
der Multiplikation und Division einer Ungleichung mit einer negativen Zahl das
Ungleich-Zeichen umdreht. Da dies meist zu mehreren Fallunterscheidungen fuhrt, ist
folgendes Verfahren meist einfacher:

Die Ungleichung wird auf die Form gebracht: f(x)>0 oder f(x)<0

Das Ungleich-Zeichen wird durch ein Gleich-Zeichen ersetzt: f(x)=0
Die Loésungen der Gleichung werden ermittelt und zusammen mit evtl.
Definitionslicken sortiert: X, <X, <---X,

In jedem Intervall wird fir einen geeigneten Wert Gberprift, ob die Funktion f(x) positiv
oder negativ ist und das Intervall somit zur Losungsmenge gehort oder nicht

Ungleichungen ohne Parameter werden am einfachsten grafisch gelost.
Ungleichungen mit Parametern kdénnen nur von Hand oder mit einem Computer
Algebra System (CAS) gelost werden.

Beispiel 1:  ~2Ax" —4Yx -6 < 0O
Vou Houd * oot a@m%;ﬂ/'m Sk iy -
- R =Yx 16 = =) x, C Xa= A

Funbbion /ﬁaﬁ/W Jz%mw ﬂMW =R

=2 ek Jnlevontla fr Z /8
"3

W%?MMWWMWW”’%‘“
2®. T:x=§ = (@5}—:—2‘/ <o Vv
I:X=0 = )= 6 >0 ¢
T x=2 = (2)= —O 2

S it ns on dlen 3M¢%IW¢(_{(/¢M

DU=PxIx<3 v £x} abe [ =]-w;-3[ U 400l

LJ

/V/V%’l@gg&"‘ X ,= -3 ; X =/

= lL=TJ-ew;=3] v J4,[

| SN
x
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/’ x=rz x % 0

Von Ho.vxo& ?Ag,@kom%L GWAWJ ><+2, = -2 I (x+2)-)<

>
- (x+2)
-2

A

Beispiel 2:

W

X

2, x

X —

MWMPWW P x == o, X=0D @2/7{\?'2/0}
Founbbionotrt .

3 £ 1
5 L J
A A 0

2 L ={x]-z2<x<=A V 0<><j
A teltta 4[)()__ Za ) g(X)—_

Polotellin footermeon = rim =2, 7= O

PBractom | 1 sotlibicom Borecch /T/(x)>3(x)

=25

K== XP{'O
Rt W
aZIamaﬁa Kionmte quuk pt Lgloechinn s rmglfpn! 45,

/f
X+ 2.

+ £ A s ot bk Sode goesichrol wooen wmol e
LI0 0Ll FWW WleAe g/\a/@u oo el Aoyrrrrrn .

GRB 10.01.2017 Ingmat_BBB_Lektion1



