CURS 4

Pregatirea instrumentelor de lucru

Domenii de integritate, elemente inversabile

O multime R impreund cu doud operatii binare + gi - este un inel comutativ dacd (R, +) este
grup abelian, (R,-) este monoid comutativ gi - este distributiva fatd +. Un inel comutativ nenul
(R, +, ") este un domeniu de integritate daca nu are divizori ai lui zero.

Observatia 1. E important in cele ce urmeaza fapul ci in monoidul multiplicativ (R, -) al unui
domeniu de integritate (R, +, ) putem simplifica cu orice element nenul, adicd pentru a,z,y € R,
cua#0,

ar =ay = x =y.

Un element a € R al unui inel comutativ R este inversabil daci existd x=! € R astfel ca
xz~! = 1. Un inel comutativ nenul in care toate elementele nenule sunt inversabile se numeste
corp comutativ. Evident, orice corp comutativ este un domeniu de integritate.

In continuare, notim cu U(R) multimea elementelor inversabile ale inelului R.

Observatia 2. Multimea U(R) = {z € R | Jz~! € R: zz~! = 1} este parte stabild in (R,-) si,

Impreund cu operatia indusa de -, este un grup (comutativ).

Exemplele 3. a) Inelul numerelor intregi (Z,+,-) este un domeniu de integritate care nu este
corp. Elementele sale inversabile sunt -1 si 1.

b) Multimile Q, R, C formeaza corpuri comutative impreuna cu operatiile uzuale. Daca K este
corp comutativ (in particular, dacad K este unul dintre corpurile anterior mentionate), atunci
UK)=K\{0} = K~

¢) Fie R este un inel comutativ gi

RX|={f=a+a: X+ -+a, X" |ag,a1,...,a, € R, n € N}

multimea polinoamelor in nedeterminata X cu coeficienti in inelul R. Adunarea si inmultirea
polinoamelor fac din (R[X],+,) un inel comutativ cu unitate in care se regisesc si elementele
lui R i U(R) C U(R[X]). Daci R este domeniu de integritate, atunci R[X] este un domeniu de
integritate si U(R[X]) = U(R). In particular, daci K este corp comutativ, atunci U(K[X]) = K*.
d) Fie d € Z\ {1} este un intreg liber de patrate. Atunci Z[vVd] = {a + bVd | a,b € Z} este un
domeniu de integritate in raport cu operatiile uzuale de adunare gi inmultire.

Dacd d < 0 considerdam vd = i+/|d| si Z[Vd] = Z[iz/|d]] = {a + bi\/|d] | a,b € Z}. In
particular, Z[—1] = Z[i] = {a + bi | a,b € Z} este inelul intregilor lui Gauss. Precizdm
cd U(Z[i] = {-1,1,i,—i}, iar dacd d > 2 atunci U(Z[Vd]) = {~1,1}. In schimb, Z[v/2] are o
infinitate de elemete inversabile.

De mare utilitate in continuare ne va fi functia 6 : Z[v/d] — N, §(z) = |z-Z| (unde Z = a — bv/d
este conjugatul lui z). Aceastd functie, numitd norma3, are urmétoarele proprietati:

1) 8(2122) = 8(21)0(22), V21,22 € Z[Vd);

ii) §(2) =0 (2 € Z[Vd]) & z = 0;

iil) z € Z[V/d] e inversabil in Z[Vd] < §(z) = 1;



e) Dacd d € Z\ {1} este un intreg liber de patrate, atunci Q(vd) = {a + bvd | a,b € Q} este
un corp comutativ in raport cu operatiile uzuale de adunare si inmultire. Proprietatile i) si ii) din
exemplul anterior sunt satisficute si de functia dp : Q(vd) — Q, do(2) = |z - 7.

f)Fien € N, n>2. Daci b € Z, notdm b = b+ nZ = {b+ nk | k € Z}. Din teorema impartirii
cu rest rezultd cd pentru orice b € Z existd un singur ¢ € {0,1,...,n — 1} (restul Impartirii lui b
la n) astfel ca b =7. Clasele 6, T, N ,71/:1 formeaza o partitie a lui Z care corespunde relatiei de

echivalenta

(=)

a=b(modn) & n|b—a

numita congruentad modulo n. Daca notam Z,, = {6, 1,... 7n/—\l}, atunci operatiile
G+b=a+b a-b=a-b

sunt bine definite pe Z,, si (Z,,+,-) este un inel comutativ, numit inelul claselor de resturi

modulo n.

Existenta divizorilor lui zero in (Z,,, +, -) depinde de n. De exemplu, in Zy, 2 este divizor al lui
zero deoarece 22 = 4 = 0, chiar daci 2 # 0. Dar (Zy, +,-) este corp, deoarece Zy \ {0} = {1}, iar
1 este element inversabil in Zs.

Mai exact, dacd a@ € Z,, atunci a@ nu este divizor al lui zero in (Z,,+,-) dacd si numai daca
a este inversabil in (Z,,+, ), iar aceasta se intAmpla dacd gi numai dacd numerele intregi a si n
sunt relativ prime. In consecinta, Z,, este domeniu de integritate daca si numai daca Z,, este corp

comutativ, iar aceasta se intampla daca si numai daca n este numar prim.

Un instrument necesar in cele ce vor urma este gradul unui polinom. Fie R este un inel

comutativ. Orice polinom nenul f din R[X] admite o scriere unica de forma
f=a+a X+ - +a, X", ag,a1,...,a, € R, a, #0.

In acest caz, gradul lui f este numéarul n € N (scriem grad f = n). Prin definitie, gradul
polinomului nul 0 este —co. Remarcam ca polinoamele de grad 0 sunt elementele nenule din R.
Extinzand natural adunarea si relatia de ordine din N la N U {—oc}, se constata cd gradul unui
polinom definegte o functie grad: R[X] — NU {—oo} care are urmétoarele proprietati:

1) grad(f + g) < max{grad f,grad g}, Vf,g € R[X].

2) grad(fg) < grad f + gradg, Vf,g € R[X].

3) Daci R este un domeniu de integritate, atunci

grad (fg) = grad f + grad g, Vf,g € R[X].

Ideale, ideale principale

Fie (R, +,") un inel comutativ si I C R. Spunem ca [ este ideal al lui R daca sunt indeplinite
conditiile:

HI#0

2) daca z,y € I, atunci = + y € I;

3) dacd a € R si « € I, atunci za € I.

Observatiile 4. a) In definitia idealului unui inel, in general, conditia 2) apare ca

2’) dacd x,y € I, atunci z — y € I.



pentru c¢d primele doua conditii asigura faptul ca I este un subgrup al lui (R, +). Cum toate inelele
noastre au unitate, pentru orice € I, avem —x = x - (—1) € I, fapt care asigurd echivalenta
conditiilor 1), 2’), 3) cu 1), 2), 3).

b) Orice ideal al lui R este si subinel al lui R.

Propozitia 5. Daca R este un inel comutativ, atunci afirmatiile de mai jos sunt adevarate:
i) 0 = {0} i R sunt ideale.

ii) Daca I este un ideal care contine un element inversabil, atunci I = R.

iii) Daca I si J sunt ideale, atunci I N J este un ideal.

iv) Dacd I si J sunt ideale, atunci I + J ={x+y |z € I, y € J} este un ideal.

v)Daca; CI, C---C 1, C...,n € N* este un gir cresciator de ideale, atunci | J I,, e ideal.

neN*
vi) Daca ay,...,a, € R, atunci

not
(a1y...,an) = {a121 + -+ antp | 1,...,2, € R}
este cel mai mic ideal (in raport cu incluziunea) care contine elementele ay, ..., a,.

Idealul (aq,...,a,) se numeste idealul generat de ay,...,a,. In particular, daca a € R

atunci idealul (a) = {az | # € R} "2 aR se numeste idealul principal generat de a si

(a1y...,an) =a1R+ -+ anR.

Definitiile 6. Fie R un inel comutativ. Un ideal I al lui se numeste principal daca exista a € R
astfel Incat I = aR. Daca R este domeniu de integritate si toate idealele lui R sunt principale,

spunem ca R este un domeniu cu ideale principale.

Exemplul 7. Inelul numerelor intregi (Z, +, -) este un domeniu cu ideale principale. Avem
(0) ={0} si (n) = (—n) =nZ ={nk | k € Z}, Vn € Z*,

iar multimea idealelor lui Z este {nZ | n € N}.



