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INTRODUCTION

Ce travail est consacré au développement de 1a notion de fibration dans le
cadre de la théorie des espaces difféologiques. Nous rappelons au premier
chapitre quelques définitions générales relatives a cette théorie (pour plus de
précision voir [21][22][23])(6]{ 1 3.

Le deuxiéme chapitre est consacré & la structure de groupoide
difféologique, structure sur laquelle se fonde la théorie des fibrés
difféologiques (troisiéme chapitre). Un point de vue analogue utilisant la
catégorie des "groupoides différentiables” avait été indiqué par Ehresmann (voir
(8] et [17]).

Dans le troisiéme chapitre nous proposons une définition difféologique des
fibrés. Ceux-ci sont introduits a partir de ce que nous avons appelé le
"groupoide associé a une application différentiable” (2.5). Une definition
équivalente, mais moins intrinséque, des fibrés difféologiques utilise une
propriété des applications différentiables que nous avons appelée “micro-
trivialité". C'est ce deuxiéme point de vue qui permet de s'assurer que la
définition proposée est bien une extension de celle de variétés fibrées, elle
englobe en outre certains types de feuilletages, en particulier les quotient de
variétés par I'action libre et différentiable de groupes de Lie. Un autre exemple
de fibrés difféologiques est celui des quotients de groupes difféologiques par
I'un quelconque de ses Sous-groupes (ceci pouvant mettre en jeu des espaces de
dimension infinie). Nous donnons dans 1a suite de ce troisiéme chapitre quelques
définitions et propriétés élémentaires relatives a ces fibrés difféologiques. En
particulier, nous définissons les fibrés (difféologiques) principaux et montrons

que tout fibré difféologique est associé a un fibré difféologique principal. C'est
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une généralisation, en quelque sorte, de la situation en dimension finie lorsque
le groupe structural du fibré se réduit a un groupe de Lie.

Au quatriéme chapitre, nous décrivons I'homotopie difféologique. Ce n'est
qu'une généralisation immédiate, modulo quelques précautions d'ordre technique,
des définitions classiques. Précisons simplement que le my est introduit a
partir du groupoide fondamental des espaces difféologiques connexes, autre
exemple de groupoide difféologique.

L'étude de 1a suite d'homotopie d'un fibré difféologique est abordée dans le
cinquiéme chapitre. Nous y prouvons son exactitude. La démonstration que nous
proposons fait appel a la construction d'un nouveau fibré, défini a I'aide des
lacets de la base homotopes a zéro, ceci permet d'utiliser avec profit la
récursivité de la structure d'espace difféologique. Les résultats de ce chapitre
généralisent certaines propriétés des variétés fibrées.

Le dernier chapitre est consacré a 1a théorie des revétements des espaces
difféologiques; nous y montrons en particulier que tout espace difféologique
connexe posséde un revétement universel simplement connexe, a partir duquel
tous les autres revétements se déduisent, comme c'est le cas en géomeétrie
différentielle ordinaire. Nous généralisons ensuite un théoréme relatif au
relévement d'actions de groupe aux revétements. Cela donne une construction
particuliére des revétements universels pour les bases des fibrés
difféologiques principaux qui utilise le revétement de leur espace total. Cette
dernfére construction généralise un théoréme sur les espaces homogenes
d'espaces difféologiques.

Enfin, en annexes, nous donnons quelques exemples simples qui fllustrent
les paragraphes précédents. En particulier nous y avons inséré un travail sur la
difféologie du tore irrationnel réalisé en colaboration avec Paul Donato. Nous




montrons aussi comment peuvent apparaitre, en difféologie, les questions liées
aux petits diviseurs. Ces résuitats montrent comment la difféologie permet
T'étude de ce quon a coutume dappeler les quotients singuliers. Enfin, dans
I'annexe 5, nous donnons une premiére analyse difféclogique de l'espace des
connexions d'un fibré principal. Nous montrons comment se généralise
naturellement l1a notion de connexion aux fibrés difféologiques principaux, a
condition de renoncer a l'interprétation infinitésimale. Nous y avons ajouté
quelques résultats concernant la situation en dimmension finie; nous donnons
certaines conditions suffisantes pour que la projection de lespace des
connexions, d'une variété fibrée principale, sur son quotient par le sous-groupe
des transformations de jauge, conservant un point, soit une fibration principale
et pour que cette fibration soit non triviale. I semble que ces derniers
résultats puissent étre rapprochés de résultats analogues, faisant intervenir
des structures topologiques sur ces espaces (espaces de connexions et groupes
de jauge) (voir [20]). Ces définitions et constructions devraient pouvoir étre
utilisées pour donner un cadre rigoureux a des constructions du type Hyper-
Espace / principe de covariance générale, intervenant en théorie de Ia relativité
[7]124].

En conclusion, 11 semble que qu'un grand nombre de résultats essentiels
concernant la théorie des variétés fibrées se généralise aux fibrés
difféologiques tels qu'ils sont définis dans ce travail. Sans pour cela perdre de
la pertinence au profit de 1a généralité. La théorie des espaces difféologiques
semble étre un outil commode et naturel pour le géometre qui désire sortir du
cadre de la dimension finie (aussi bien vers 1a dimension infinie que vers les
quotients singuliers) tout en conservant, et en mettant a profit, le savoir-faire
et I'intuition géométrique qu'il posseéde.

Certaines des technigues et définitions proposées dans ce travail, étendues
de facon adéquates aux situations de feuilletage, devraient permettre d'intégrer

a la théorie des espaces difféologiques nombre de constructions proposées pour




v

I'étude géométrique des feuilletages comme les Q-variétés, les schémas de
variété, les QF -variétés etc.. [2] [3]) [4) [17]).
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|1 faudrait avoir tout a fait
Yesprit faux pour mal
raisonner sur des princi-
pes st gros qu'il est pres-
qu'impossible qu'ils échap-
pent.

B. Pascal

§1 - PRINCIPES DE LA DIFFEOLOGIE
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La structure d'espace difféclogique! a été introduite récemment par JM.
Sourtau dans [21] [22][23], notion congue a l'origine pour aborder l'étude des
groupes de dimension infinfe (groupes de difféomorphismes, de
guantomorphismes et .. ), possédant, outre leur structure de groupe, une
"structure différentielle” suplémentaire compatible ( groupe difféclogique ).
Ce travail a été étendu par P. Donato [6] aux espaces homogénes et a leurs
revétements ( existence dun revétement universel, définition du groupe

fondamental ...)

Nous rappellons dans ce premier paragraphe laxiomatique des espaces
difféologiques ainsi que certaines définitions qui seront amplement utilisées par
la suite. Nous y avons introduit aussi quelgues constructions et définitions
personnelles ( plongement difféologique, catégorie des applications
différentiables) et nous avons illustré ce paragraphe a l'aide d'exemples
élémentaires .

1initialement “espace différentiel”
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1.1 Définitions et conventions

f étant une application quelconque def(f) et im(f) désigneront respectivement
son espace de définition et son espace de valeurs. Etant donné un Ssous
ensemble A de def(f) nous désignerons par fl, sa restriction’ 3 A

La composition des applications sera comprise au sens large : étant données

deux applications f et g nous conviendrons que .
def(gef)=1""(def(g)) (1.1.1)

Si def(gef)=2 nous noterons gof=1, (application vide). Une famille {f.}.

d'applications seradite compatible si elle vérifie:
x € def(f,) N def(fj) = fi(x)=fj(x) (1.1.2)

11 existe pour une telle famille un plus petit prolongement commun qui sera

noté :
Sup(f,) (1.1.3)
Nous noterons
DL™(R",R") (1.1.4)

I'ensemble des applications C* définies sur les ouverts de R" a valeurs dans R®,
nous conviendrons que n,eDL”(R",Rp). Le symbole DL signifie différentiable
local. Nous conviendrons encore que toute application définie sur le singleton
R®=([0} est différentiable .

1.1.5 Définition :
Une difféologle sur un ensemble E est 1a donnée pour tout entier n d'un
ensemble d'applications
DL(R"E)
définies sur des ouverts de R" & valeurs dans E tel que :
a) Pour tout x€E , x°=[0~>x] € DL(RO,E)
b) Pour tout n et p entiers, pour tout ¢ € DL(R",E) pour tout

2| a restrictfon fla désigne 1a composée foin, ol in, est I'inclusion de A dans
def(f) .
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F € DL™(R® R") ,s! im(F) c def(¢p) alors goF € DL(RE). -
c) Pour toute famille compatible (f.},  , d'éléments de DL(R"E).
Sup(f,) est encore un élément de DL(R"E).

Une difféoiogie de E sera désignée par la lettre D munie éventuellement
d'indices ou d'accents ( par exemple D,, D,, D', D" ... ). Un ensemble muni d'une .
difféologie (E, D) sera appel¢ espace difféologique. Nous noterons le plus
souvent, lorsqu'aucune confusion ne sera possible, un espace difféologique par la -
lettre désignant son ensemble sous- jacent .

Les éléments de I'ensemble DL(R"E) seront appellés plagues de E, ou plus
précisément n-plagques de E. Nous conviendrons que l'application vide est une
plaque de E: 1 ,€DL(R",E). Nous utiliserons parfois 1a notation (DL(R",E)], , 5 POUF
désigner I'ensemble de toutes les plaques de E.

Nous utiliserons le plus souvent 1'axiome c) formulé de ia fagon suivante:

c') Toute application ¢ définie sur un ouvert U de R" dans E vérifiant®
VreU, 3V voisinage de r tel que gh, € DL(R"E) -
est un élément de DL(R" ).

En posant DL(R",R")=DL™(R",R"), R® est muni de sa difféologie standard, dont
les plaques sont les applications différentiables.
A titre d'exemple toute variété V posséde une difféologie standard définie par

les applications différentiables.

1.2 La catégorie des espaces difféologiques

3Nous dirons alors, par abus, que f est localement différentiable, nous verrons

en quoi cela se justifie plus tard.
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1.2.1 Définition :
Etant donnés deux espaces difféologiques E et E', une partie Ade E et une
application f définie sur A & valeurs dans E', T sera dite différentiable
lacale si et seulement st
V ¢ € DL(R"E) fop € DL(R"E)

Si A=E nous dirons que f est différentiable. Nous noterons D(EE’)
I'ensemble des applications différentiables définies dans E a valeurs dans
E et DL(EE) Vensemble des applications différentiables locales
définies sur E 3 valeurs dans E'.

Le domaine de définition de fog (1.2.1) peut étre vide, auquel cas fop = 1, est un
élément de DL(R"E)(cT.S1.1).

Notons que les plaques de E sont alors les applications différentiables locales
de DL(R"E) a valeurs dans E, ce qui justifie, a postériori, 1a notation DL(R"E).
Nous dirons donc indifféremment plaques ou applications différentiables
(définies sur un ouvert de R").

1.2.2 Proposition :
Etant donnés deux espaces diféologiques E et E' et une application f
définie sur E a valeurs dans E'. St pour tout x€E 11 existe ACE contenant x
tel que fl, soit différentiable locale ( nous dirons que f est localement
difféerentiable) alors f est différentiable. En d'autres termes toute
application localement différentiable est différentiable.

OSoit p une n-plaque de E et r,, € def(p) , soit x, = ¢(ry), il existe ACE tel que
fl, soit différentiable locale et donc que fl o9 € DL(R"E") (1.2.1),ceciimplique
que def(fl,op) =¢~'(A) est un ouvert de R". Donc en vertu de I'axiome c) de 1.1.5,
fo est une n-plaque de E'. O
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Ceci fait apparaitre en fait une topologie naturelle associée a toute
difféologie:

1.2.3 Définition :

La topologie la plus fine qui rende toutes les plaques d'un espace
difféologique continues est appelée D-topolegie.

Les ouverts de l1a D-topologie, appelés D-ouverts, sont les parties A dont
I'image réciproque par toute plaque est ouverte. Une application continue pour la
D-topologie est dite D-continue. Une application différentiable locale est alors
nécessairement définie sur un D-ouvert.

1.2.4 Proposition :
Toute application différentiable est D-continue .
O Soient E et £’ deux espaces difféologiques et FeD(E,E’). Soit Q un D-ouvert de
E', F-'(Q) est un D-ouvert si et seulement si pour toute plaque ¢ de E, tP-l(F-‘(Q)

est ouvert, or tp"(F"(Q) est égal a (FOIP)—‘(Q), qui est ouvert parce que Foyp est
une plaque de E'.00

La catégorie des espaces difféologiques est alors définie par ses objets qui
sont naturellement les espaces difféologiques et ses morphismes qui sont ies
applications différentiables. Cette catégorie" sera notée:

Desp (1.2.5)

Les axiomes des catégories se vérifient immédiatement (1a composée de deux
appplications différentiable est encore différentiable etc...)

Les isomorphismes de la catégorie Desp sont naturellement appelés
diffeomorphismes et :

DIff(E,E") (1.26)
désignera 1'espace des difféomorphismes de £ aE', E et E' espaces diféologiques.

4 métacatéqgorie au sens de [15].
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Toute application injective, différentiable locale ainsi que son inverse, est
appelée difféomorphisme local.

Les variétés différentiables peuvent étre définies alors en termes de
difféologie:

1.2.7 Definition :
Une veriété est un espace difféologique, en tout point localement
difféomorphe 3 R".

Etant donné un ouvert U dans R" et une variété Vv, D(U,V) =C™(U,V). La D-
topologie d'une variété coincide avec la topologie naturelle induite par ses

cartes .
Un ensemble peut étre muni a priori de plusieurs difféologies, celles-ci

peuvent étre comparées :

1.2.8 Définition :
Etant donnés deux difféologies D et D' définies sur un ensemble E.D est
plus fine que D', (D < D"), si elle contient moins d'applications:
D<D = DLR"E)cDUR'E) VneN
11 est équivalent de dire que i : (E,D) ~ (E,D) est difrérentiable’.

La finesse est une relation d'ordre sur les difféologies d'un ensemble. Tout
ensemble non vide posséde une plus fine difféologie appelée difféologie
discréte, ses plaques sont les applications localements constantes, et une
moins fine difféologie appelée difféologie grossiére ou bien difféologie vague,
ses plaques sont toutes les applications définies sur des ouverts.

Les notions d'images directes et réciprogues de difféologies sont données par
1a proposition suivante:

5 Si A est un ensemble non vide 1, désigners toujours I'identité sur A.
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1.2.9 Proposition :
Etant données un espace difféologique E, un ensemble E' et une application
F définte sur E a valeurs dans £ :
F:E>FE

I1 existe sur E' une plus fine difféologie qui rende F différentiable, elle
est appelée difféolagie image par F.

Etant données un espace difféologique E’, un ensemble E et une application
F définie sur E' 3 valeurs dans E, 1 existe sur E une moins fine difféologie
qui rende F différentiable, elle est appelée difféologie réciprogue par F

La difféologie réciproque (1,2.9) est explicitement donnée par:
¢ € DL(R"E) <> Fop ¢ DL(R"E") (1.2.10)

Dans le cas ou F est surjective la difféologie image est explicitement donnée

par:
¢ € DLIR"E') <> V r € def(p) , 3 V voisinage der, 3 y € DL(R"E) : gh, = Fop
(1.2.11)

Nous dirons dans ce cas (1.2.11) que y est un relevé local de ¢. En d'autres
termes ¢ est une plaque de E’ st elle admet en tout point un relevé local dans E .

Grace aux notfons d'images directe et réciproque sont défintes les subductions
et les inductions difféologiques :

1.2.12 Définition :
Etant donnés deux espaces difféologiques E et E' et une application
différentiable F € D(EE) :
a) F est une subduction de E sur E' si F est surjective et si 1a difféologie
de E' coincide avec 1a difféologie image de E par F.
b) F est une induction de E dans E' si F est injective et si 1a difféologie de
E coincide avec 1a difféologie réciprogue de E' par F .
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En particulier:

1.2.13 Détinition :
Etant donnés un espace difféologique E, une partie A de E et in, V'injection
canonique de A dans E. in, est une induction lorsque A est muni de la
difféologie réciproque de E par in,. Muni de cette difféologie , A est
appelé sous-espace difféologique de E et sa difféologie: difféologie
induite par E ou difféologie de partie de E.
Soit E un espace difféologique, R une partition de E et E'=E/R Vensemble
quotient. 1a projection canonique 1 de E sur E’ est une subduction lorsque
E' est muni de 1a difféologie image de E par 1. Muni de cette difféologie £
est appellé espace difféologique quatient et sa difféologie difféologle
de quotient .

Un quotient de variété par une relation d'équivalence ne possede pas, a priori,
de structure de variété. |1 posséde, par contre, toujours une structure canonique
d'espace difféologique quotient.

I est possible en utilisant 1a D-topologie de définir la notion de plongement

difféologique :

1.2.14 Définition :
Etant donnés deux espaces difféologiques E et E' et une induction i de E
dans E', i sera appelé plongement (difféologique) si I'image réciproque de
la D-topologie de E' par i coincide avec 1a D-topologie de E.

Donnons quelques propriétés des subductions et des inductions:

1.2.15 Proposition :
Toute induction surjective, ainsi que toute subduction injective , est un
difféomorphisme. La composée de deux subductions (resp. inductions) est




§1-10

une subduction (resp. induction). La restriction d'une induction a un sous
espace difféologique est encore une induction.
O La démonstration est immédiate .0

1.2.16 Proposition :
Etant donnés trois espaces difféologiques E, E', E” et trois applications
différentiables f, g et h telles que le diagramme 1.1 commute. 51 g est une
subduction il en est de méme pour h.
0 Si g est surjective, grace 3 1a commutativité du diagramme 1.1, 11 en est de
méme pour h . D'autre part pour toute plaque ¢ de E” et tout point r de def(y) il
existe un voisinage V de r et un relevé local y de ¢ dans E audessus de V(1.2.11)
gey=9l,. L'application y'=Toy est donc une plaque de E' qui reléve localement ¢
dans E'.00

E
f g
E —E
h
(diag.1.1)

1.2.17 Proposition :

Etant donnés deux espaces difféologiques E et E', A un sous-espace
difféologique de E et feD(EE), la restriction fl, de f a A est
différentiable. De plus si f est un difféomorphisme de E dans E' sa
restriction fl, est un difféomorphisme de A sur son image.

D fl, est différentiable si et seulement si pour toute plaque ¢ de A, munie de la

difféologie de partie, fop est une plaque de E’; or par définition de la difféologie

de partie, ¢ est une plaque de E & valeurs dans A, donc puisque f est
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différentiable, fop est différentiable. Si f est un difféomorphisme flA est
bijective et différentiable de A sur f(A), son inverse fIA" = f"lm est
différentiable pour les méme raisons que fl,.0

1.2.18 Proposition :
Soient E et E' deux espaces difféologiques et 11 une subduction de E sur E'.
Soit A un sous-espace difféologique de E' et B=n"'(A) muni de la
difféologie de partie. La restriction de n a B est une subduction sur A.

O La démonstration est immédiate .0

‘Nous acheéverons ce paragraphe sur les notions de difféologie somme et
difféologie produit :

1.2.19 Définition :
Etant donnée une famille (Ei} d'espaces difféologiques, on définit sur le
produit TIEi 1a difféologie produit comme la plus fine qui rende
différentiable les projections canoniques prg, ce sont alors des
subductions®, On définit sur 'union dis jointe7 LIEi 12 difféclogie somme
comme 1a moins fine qui rende différentiable les injections canoniques
in . Ce sont alors des inductions .

1.3 Quelques illustrations

Considérons le quotient de a droite réelle R par I'action naturelle de Z, = O(1)
et celui de R? par 0(2).

6 La projection canonique d'un produit ] X, sur un de ses facteurs X j sera
toujours notée pr,

7Le symbole U désignera toujours I'union disjointe d'ensembles ou 1a somme
difféologique d'espaces.
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Topologiquement ces deux espaces s'identifient & 1a demie droite R"=[0,+co [.
Difféologiquement ils s'identifient a 1a demie droite R* munie respectivement
des difféologies images de R et R’ par les applications 1, et 1,

TI,:IR—»R2
XHX2
(1.3.1)
. m2
ﬂ2.IR — R+
£ IEIP

1.3.2 Proposition :
Les espaces difféologiques quotients R/O(1) et R%/0(2) sont non
difféomorphes .
O Supposons qu'il existe un difféomorphisme f de R/0(1) sur R%/0(2) . Puisque
les D-topologies quotients coincident avec la topologie canonique de la demie
droite R*, f est aussi un homéomorphisme de R" et applique donc zéro sur zéro :

[

(diag. 1.2)

Puisque f est différentiable il existe un voisinage V de zéro dans R et une
applicationdifférentiable f, définie sur V telle que:
forly = Tyof sur V
de méme il existe un voisinage U de zéro dans R® et une application
différentiable f, définie sur U telle que
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f"'on2 = T,of, surU

Pour tout x € VN f,"(U), qui est non vide car 0 € VN f,“(U), on a:

1, (%) = 1~ oTlyof (X) = T,of,of (x), dONt on déduit :
Vxevnr(w 0l () = £ X

Or fof, est différentiable et donc une seule de ces éventualités est réalisée.
Nous supposerons fef,(x) = x, V x € VN f,"(U). On déduit alors que f, est
injective(voirfigure 1.1).

D'autre part f,, comme fo envoie les orbites dans les orbites. Considérons
alors S, le cercle dans R%de rayon ax0, avec S, < U N f,(V), son image par f,
est alors contenue dans [-X, X,) avec X, :[f"(az)]"z. Mais f,(-x,)eS, et
f,(xn)€S, et f,(x)) = f,(-x,). Les deux points x, et -x, sont donc atteints par f,
puisque fef, =1, 1.1 ¢y Cecl est impossible du fait de la différentiabilite de f,
et de a=0 = x,=0. La démonstration est analogue lorsque f,of,(x)=-x.0

Cet exemple illustre 1a notion de difféologie quotient. Il met en évidence le
caractére plus fin de la difféologie quotient par rapport a la topologie quotient,
puisque R/0(1)et R%/0(2) sont topologiquement équivalents.

N,
< £
0 r—ae R“‘ Qr—-e ﬂ:{+
| ~ . .2 \ ?
= y° X, J=48

(fig.1.1)
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Considérons maintenant le groupe Diff(R") muni de sa difféologie standard de
groupe de difféomorphismes (cf.82, [21], [6] ). Soit in ¢ (. I'injection canonique de
GL(n) dans DIff(R") :

iN g gy : GL(N) — DIff(R") (1.33)

GL(n) est muni de la difféologie de partie qui en fait un sous espace
difféologique de Diff(R"), cette difféologie coincide avec sa difféologie
canonique de groupe de Lie.

1.3.4 Proposition :
L'injectioncanoniquein g (. de GL(n) dans Diff (R") est un plongement.
Oin g, €st une induction. Puisque cette application est différentiable elle est
D-continue (1.2.5) et donc 1'image réciproque de tout D-ouvert est un D-ouvert. |1
suffit alors de montrer que 1'image d'un ouvert pour la topologie standart de
GL(n) (qui coincide avec 1a D-topologie de GL(n) muni de 1a difféologie de partie)
est la trace d'un D-ouvert de Diff(R"). Il suffit en fait de le vérfier pour une

boule de rayon r centrée au point IIR,,G GL(n). Soit B cette boule. Notons Q.

I'ensemble :
Q.= [ f € DIff(R") | D(F)0) € B, )
ou D(f)(0) désigne 1'application linéaire tangente de f au point O.
Montrons que Q_ est un D-ouvert :
Soit ¢ € DL(U,DIff(R"), U ouvert de R%, ceci implique par définition:
[ (x,E) = 9(x)E) ] € DIUxR", R")
et donc :
97'(Q,) = (x €U | D(p(x)X0) € B_ )
En considérant ¢ comme une application différentiable définie sur UxR',
D(p(x)(0) est 1a deuxiéme dérivée de ¢ en O, I'application [ x —> D(p(x))X0) ] est
continue et donc tp“(Qr) est l'image réciproque de B  par une application

continue, c'est donc un ouvert. Par définition de 1a D-topologie (1.2.5) Q_ est un

1
GL(n)

1a trace d'un D-ouvert de Diff(R") et donc in g ¢, est un plongement .0

D-ouvert. Puisque in (Q.) = B, I'image par in g ) de tout ouvert de GL(n) est
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Nous allons achever ce paragraphe en définissant des difféologies
particuliéres qui interviendrons dans les chapitres suivants.

1.3.5 Définition :
Soit E un espace difféologique muni d'une partition . Chaque partie étant
munie de la difféologie induite, nous appellerons difféologie feuilletée

par P 1a somme difféologique des parties(1.2.19).

En d'autres termes toute plaque de 1a difféologie feuilletée est une plaque
pour 12 difféologie initiale localement a valeurs dans un éiément de la partition
P. Ladifféologie feuilletée est donc plus fine que 1a difféologie initiale.

1.3.6 Proposition :
Etant donnés deux espaces difféologiques E et E', on appelle valuation
I'application définie par:
val :D(EE)xE' > E
(f,x) ~ f(x)
Il existe sur D(EE) une difféologie 1a moins fine qui rende val
différentiable, nous 1'appellerons difféologie fonctionnelle . Muni de
cette difféologie D(E,E') sera appelé espace fonctionnel .
Etant donné un autre espace difféologique A et une application f définie
sur A a valeurs dans D(E,E'), f est différentiable si et seulement si
I'application f définie sur AxE a valeurs dans E’ par:
V (a,x) € AxE f(a,x) = f(a)x)
est différentiable. En particulier les plaques de D(E,E’) sont définies par :
@ €DLIR"DEE)) <> @ =[(rx) - o(rXx)]e D(def(pIxE,E)
0O Montrons d'abord que 1a famille (DL(R",D(E,E')))neN définit bien une difféologie.
Pour toute application ¢ définie sur un ouvert Q de R" a valeurs dans D(EE')
notons ¢ 1'application définie sur QxE par @(r,x)=@(r)(x) pour tout (r,x) € QxE .
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a) soit feD(EE) lapplication f*: 0w f vérifie eévidemment
fo = [(0,) > f(x) ] € DIR® xE,E).
b) Soit ¢ € D(Q,D(E,E), O ouvert dans R" et soit F € DL(RY,Q), I'application @eF
se décompose en produit d' applications différentiables:

@eF:(r,x) = (F(r),x) ~ @((F(r),X)
elle est donc elle méme différentiable, donc geF € DL(R® ,D(E,E") .
c') Soit ¢ une application définie sur un ouvert Q) de R" a valeurs dans D(E,E’) qui
soit localement dans DL(R", D(E,E")), c'est a dire :

YreQ , 3V voisinage der dans Q tel que ¢l, est différentiable
¢ est alors localement différentiable, elle est donc différentiable (1.2.2), p est
ainsi un é1ément de DL(R",D(E,E")).
La famille (DL(R",D(E,E"))),  p définit donc sur D(E,E') une difféologle .
Considérons alors une difféologie D' sur D(E,E') qui rende val différentiable et
soit ¢ € D'(Q,D(E,E")), 0 ouvert de R", I'application ¢ se décompose comme suit :
(r,x) = (p(r),x) — @(r)(x)

La premiére application est évidemment différentiable & valeurs dans D(E,E')xE’,
la seconde est 1'application val, différentiable par hypothése. Ceci montre que 1a
difféologie D' est plus fine que D .
Soit maintenant f : A+~ D(E,E'), supposons f différentiable :

V 9 € DLIR",A) = [ (r,x) — f(p(r)Xx) ] € D(def(p)xE,E)
Considérons alors une plaque £ de AxE : E =[rw~ (g(r),p(r)) ], V'application
fof . 1 > f(p(r))Xy(r)) se décompose alors en un produit d'applications diffé-
rentiables:

fof : 1 > (rp(r) = fle(r))y(r)) (E)
Donc f est différentiable.
Réciproquement supposons que f soit différentiable (E) et soit ¢ € DL(R " A), soit
7: s+ (p(s),y(s)) une plaque de def(p)xE, I'application [s — f(p(p(s)),y(s))] est
différentiable car ¢op est différentiable. Donc
[ (r,x) = f(p(r))(x) ] € D(def(p)xEE)
c'est adire: f est différentiable .0
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Le caractére récursif de la difféologie est illustrée par le corollaire suivant:

1.3.7 Coroliaire :
Soit une famille dénombrable [E ), , d' espaces difféologiques et sofent
(£,);, 12 famille d'espaces difféologiques définis par récurrence :
B =t

£ =DE.E ,)
I'applicationf > f définie sur £ avaleurs dans D(E xE_ x..xE,E,) par:

T (X Xy aXy) e FOOX ). (X))
est un difféomorphisme .

En particulier 'espace Arc(t) des arcs différentiables de 'espace difféologique
E sera défini comme I'espace fonctionnel D(R,E). Grace au corollaire 1.3.7 les
espaces Arc(Arc(...(Arc(E)..)) seront identifiés a D(R"E).

Arc(E)=D(R,E)  Arc(Arc(.(Arc(E).)~D(R"E)
n fois
(1.3.8)
'espace des lacets de E au point x,eE, noté L(E,x,), est le sous-espace

difféologique de V'espace fonctionnel Arc(E) défini par:

L(E,xy)={ fEArc(E) | (0)=f(1)=x,]  (1.3.9)
la difféologie induite par Arc(E) sur L(E,x,) sera appelée encore difféologie
d'espace fonctionnel.

1.4 La catégorie des applications diffarentiables
Etant donnée une application différentiable m:X—M, ou X et M sont des

espaces difféologiques quelconques, nous noterons T le triplet :
M=(X,M, 1) (1.41)
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Tl sera encore appelé application différentiable. Nous noterons Xm 1'image
réciproque par 1 d'un point m de M:
X =1'm  meM  (1.42)

1.43 Définition :
Etant données deux applications différentiables TI=(X,M,1) et TU'=(X",M', 1)
et ¢ € D(X,X') telle que :
V(x,y) €XxX : T(x) =T(y) = Wop(x) =T'og(y)
Nous dirons que ¢ se projette dans M. Il existe alors une application
unique pr(g) : im(n) — im(1') telle que le diagramme 1.3 commute, nous
1'appelierons projection de ¢

P
{ y X
n s
M>imin) 5 (e M
priy)
(diag.1.3)

1.44 Définition
Etant données deux applications différentiables T1=(XM,) et
TC = (X',M, 1), nous appellerons morphisme d'application différentiable
de TT a TT' toute application ¢ € D(X,X') se projetant dans M telle que
prip)eD(im(m), im(1")), im(m) et im(n') étant munis de leur difféologie de
partie .

Grace a 1.4.4 est définie la catégorie des applications différentiables que
nous noterons :
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Dapp (1.45)

Etant données deux applications différentiables de méme espace de valeurs M:
M= (XM et T = (X,M,1), nous appellerons M-équivalence de TT a TT' tout
isomorphisme @ de Tl & TU' se projettant sur l'identité de M: pr{y) = 1. Ceci
implique en particulier que T et w soient surjectives, que ¢ est un
difféomorphisme de X sur X' tel et fly €DIff(X X ) pour tout meM
(diagramme 1.4). 11 est clair que pr(¢) (1.4.3) est entiérement définie par ¢, seule

sa différentiabilité n'est pas a priori assurée.

X L > X
N
M
(diag.1.4)

Mais si 1 est une subduction :

1.46 Proposition :
Etant données deux applications différentiables M= (XM,n),
T = (XM, 1) et ¢ € D(X,X') se projetant dans M. Si 1t est une subduction
alors pr(p) € D(M,M) et ¢ est un morphisme de TT a TT.

O 11 suffit de relever localement dans X une plaque de M et de la transporter par
¢ dans X'.0O

Soient TT = (X,M,1) une application différentiable, N un espace difféologique et
f€DIN,M), nous noterons X, le sous-espace difféogique du produit NxX défini par:
Xe = [ (n,x) € NxX | F(x) = (x) } (1.47)
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Nous noterons 7, et f_ les restrictions a X, des projections canoniques pr,, et

pry

(diag. 1.5)

1.48 Proposition :
les applications T, et f_sont différentiables. Le triplet (X.N,1,) sera
appel¢ image réciproque de 1 par f et sera noté Tl Si m est un
subduction il en est de méme de T1,, si 1 et f sont des subductions il en
est de méme de f .
O n, et 1, sont différentiables car la restriction d'applications différentiables a
un sous-espace difféologique est différentiable (1.2.17), d'autre part si 1t est une
subduction et ¢ une plaque de N, fop est une plaque de M qui se reléve localement
dans X en tout point, soit ¥ un tel relevé au voisinage d'un point r, I'application
[ (p(r),p(r)) ] est alors un relevé local de ¢ dans X. Enfin si met f sont deux
subductions et si F est une plaque de X, ToF est une plaque de M qui se reléve
localement dans N, puisque T, est une subduction ces relevés locaux de Tef se

relévent a leur tour dans X ce qui permet de relever localement F dans X.0O

1.49 Proposition :
Etant donnés une application différentiable T = (X,M,1), deux espaces
difféologiques V et W, feD(V,M) et geD(W,V); I'application g~ définie sur
(Xf)q dans X, o par
g” (W, x) = (w,g(x),X)
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est une W-équivalence de (TI,)g atl o
O La démonstration est immédiate .0

1.4.10 Définitions :
Etant donnée une application différentiable TT = (X,M, ).
a) Soient A un sous-espace difféologique de X nous appellerons
restriction de TT 3 A I'image réciproque de TT par I'induction canonique
in, : A+~ M, on notera - (XA,A,nA).
b) Soit Y un sous-espace difféologique de X, nous dirons que "v = (Y,M,nv)
est 1a réduction de TT 3 Y. Nous dirons que Y est une section au dessus de
im(n,) si m, est bijective, nous appellerons aussi section I'application
g = uy_l.
c) Etant donné une autre application différentiable TT' = (X',M,1) nous
appellerons produit de T1 par T et nous noterons TIxTT' le triplet
(XxX' MxM',T(x1") 0U
M7 (x, %) = (n(x),7(x")).
d) Nous dirons que TT = (X,M,11) est triviale si elle est M-équivalente ala
projection canonique:
Pry = (MxF,M,pry,)
oU F est un espace difféologique quelcongue. F sera alors appelé fibre
type de TI. Nous dirons que TT est localement triviale si il existe un
recouvrement D-ouvert [Uj]j .y de M tel que les restrictions ﬂUj de Tl a

UJ. soient triviales pour une méme fibre type F.
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Ceux qui s'occupent de
géométrie et d'arithméti-
que supposent le pair et
I'impair, trois especes
d'angles; ils les traitent
comme choses connues:
une fois cela supposé, ils
estiment qu'ils n‘ont plus a
en rendre compte ni a eux
méme ni aux autres, le
regardant comme clair a
chacun; et partant de 1a,
ils procedent par ordre,
pour en arriver dun
commun accord au but que
leur recherche s'était
proposeée .

Platon

§2- GROUPOIDES DIFFEOLOGIQUES
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La notion de groupe difféologique a été introduite par JM.Souriau, c'est une
généralisation des groupes de Lie [21][23] A partir de cette définition et de
celle d'espace homogeéne de groupe difféologique qui en decoule, P.Donato a
introduit 1a notion de fibrés homogeénes qui sont les fibrations standards
G G/H, oU G est un groupe difféologique et H un sous- groupe difféologique de
G.

Afin de généraliser, aux espaces difféologiques, la notion de fibration telle
quelle est définie ordinairement en géométrie différentielle, nous avons été
amenés définir les groupoides difféologiques (qui sont des groupoides struc-
turés [8] [17]). C'est l'objet du présent chapitre. Cette définitfon est aussi a
rapprocher de celle de groupoide mesurable qui a été développée par A.Connes
pour I'étude des quotients singuliers [4]. De facon étrange 1'approche fibre dif-
féologique (et donc groupoide difféologique) et I'approche C*-algebre (et donc
groupoide mesurable) donnent des informations comparables en ce qui concerne
I'étude particuliére de l'enroulement irrationnel sur le tore T (1"espace
singulier” 1T2/[0(], ou [o] est 1a droite de pente o« € R-Q, est en fait un espace
homogéne difféologique et 1a projection standard T2 T/[x] une fibration

difféologique) [Annexe 3] [Annexe 4].
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2.1 Définitions et notations

Un groupoide est une catégorie' dont toutes les fléches sont inversibles.
Etant donné un groupoide K nous noterons ObK et MorK, respectivement,
I'ensemble des objets de K et celui des morphismes (fléches) de K. Pour tout
couple de points (x,x')€ObKxObK nous noterons Mork(x,x’) I'ensemble des

morphismes de x a X', si aucune confusion n'est possible sur le groupoide, nous
noterons simplement Mor (x,x’):
MorK = [ f€Mor,(x,x)(x,x)€O0bKx0bK } (22.1)

Les applications source et but définies sur MorK & valeurs dans ObK seront
notées respectivement s et b, nous appellerons application caracteristique et
nous noterons x 1'application définie sur MorK et a valeurs dans ObKxObK par:

Y feMorK x(N=(s(),b(f) (2.1.2)

L'ensemble de définition de 1a loi de groupoide (composition des morphismes)

sera noté MorK'? :
Mork @ = [ (f,g)MorKxMorK I b(f) = s(g) ]  (2.1.3)
nous noterons f.g le produit de f et g dans e groupoide, défini par:
V (f,g)eMorKxMorK si  b(f)=s(g) alors fg=gef (2.1.4)
nous avons évidemment:
V (x,x')€0b KxOb K Morx(x,x')zx"(x,x') (2.1.5)

Nous noterons:
K, =x~" (xx) x€O0bK (2.1.6)
K, est un groupe qui sera appelé groupe d'isotropie de K au point x. L'elément
neutre de K, sera noté 1,. Nous noterons UniK le groupoide des unités de K
défini par:

Ob UniK = obK

(2.1.7)
Mor UniK = { 1 €MorK | x€0bK |

En d'autre termes Mor,,., (x,x) = {1 J et x = x" = Mor,, . (x,X) =@.

lau sens de S. Mac Lane[15].
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Nous noterons in gy 1'injection canonique des objets vers les fléches:
ingpk : ObK ->MorK  (2.1.8)
m e Iy

Un sous-groupolde K' de K est une sous-catégorie, nous dirons que c'est un
sous-groupoide respectueun si ObK' = ObK .

Un morphisme d'un groupoide K a un groupoide K' est un foncteur covariant. Il
peut étre considéré comme un couple d'applications® = (&, [, $y) ou &y, . va de
MorK dans MorK' et &, de ObK dans ObK' tel que le diagramme 2.1 commute:

. @ .
Mor K M » Mor K

¥ y

ObKxObK —————— 0b K % Ob K
d,xd

0*X%g
(diag.2.1)

C'est a dire:

50y (V)= By 05(Y)
(2.1.9)

boq)mr(v):%bot)(v)

et tel que:

vV (f,9) € Mork? . (10 =8, (N, (@ (21.10)

Etant donné un morphisme & de K dans K, nous noterons ker($) le sous-
groupoide difféologique de K défini par:
Obker($) = ObK
(2.1.11)
S PR
Morker(®) = ¢, .~ (UniK’)
il sera appelé noyau du D-Morphisme ¢, il contient évidemment UniK
(<I>m,<(llm)=n¢0b(m),Vm60bK ). Remarquons que si veker(®) alors s(v)=b(v).

Nous dirons que ¢ est bien fidele, si ker(®) se réduit a Unik.
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Le groupoide quotient [15], K/ker($) est défini par:
Ob [K/ker(®)] = ObK
(2.1.12)

Mor [K/ker(®)] = (MorK)/(Mor ker($))

ou Mor K/Mor ker(®) est le quotient de K par la relation d'équivalence:

VY yeMorK, Vy €MorK, y'~y <> Jveker(d) : y'=vy (2.1.13)
La composition des classes: [y)[y]=[v.y'] est bien définie, en effet ker($) est un
sous groupoide invariant de K:
VyeMorK, Vveker(®) vy 'vyekend) (2114

2.2 Groupoides difféologiques

2.2.1 Définition :
Soit K un groupoide, nous appellerons difféologie de groupoide sur K
toute difféologie sur Mor K et Ob K telle que les applications :
(f,9) —fg fosf!

K@ (muni de 1a difféologie de partie du

définies respectivement sur Mor
produit difféologique morKxmorK) et sur MorK soient différentiables
ainsi que lapplication caractéristique (2.1.2) x et que linjection
canonique (2.1.8) ingx  des objets vers les fléches K Muni d'une telle

difféologie un groupoide sera appelé groupoide difféologique.

Puisque l'application caractéristique x dun groupoide difféologique K est
différentiable ainsi que l'injection canonique ing, V'espace difféologique Ob K
s'identifie naturellement, grace a ingy qui est alors une induction, au sous-
espace difféologique Uni K de Mor K. La difféologie de groupoide de K est donc
entiérement caractérisée par la difféologie de Mor K

La catégorie des groupoides difféologiques sera définie par ses objets qui
sont naturellement les groupoides difféologiques et ses morphismes que nous
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appellerons D-Foncteurs et qui sont des morphismes de  groupoides,

différentiables au sens suivant:

222 Définition :
Etant donnés deux groupoides difféologiques K et K, un morphisme
$ = (§,,..9,) de K & K, sera dit différentiable si By EDMor K Mor k)
et &, eD(ObK,0bK").

Nous retrouvons bien lorsque te groupoide est un groupe (ObK est un
singleton) les définitions des groupes difféologiques [21]. En particulier:

223 Proposition :
Etant donné un groupoide difféologique K, les groupes disotropie K
x€ObK, de K munis de leur difféologie de partie sont des groupes
difféologiques.
0O La démonstration est immédiate .0

Un sous-groupoide K' d'un groupoide difféologique K posséde une difféologie
canonique, définie par les difféologies induites de ObK et MorK sur ObK' et
MorK' qui en fait un groupoide difféologique, muni de cette difféologie nous
dirons que K’ est un sous- groupoide difféologique de K.

Etant donnés deux groupoides K et K' et un morphisme différentiable ¢ de K a
K, le groupoide quotient K/ker(®) (2.1.11) est naturellement un groupoide
difféologique lorsque MorK/Morker(d) est muni de sa difféologie quotient. |1
existe alors une application différentiable, unique, fact($) telle que le
diagramme 2.2 commute.

Cette applicationest injective par construction nous dirons que le morphisme
$ est strict si c'est une induction.
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&
MorK —— MorkK’

fact(d)

A 4

MorK/ker(d)
(diag. 2.2)

2.3 Groupoides difféologiques parfaits

2.3.1 Définition :
Nous dirons quun groupoide K est parfait si son applicatton
caractéristique x, de MorK a Ob K2, est une subduction.

Cela implique en particulier que x (2.3.1) est une surjection et donc que tous

les groupes d'isotropie K , x € ObK, sont isomorphes:

2.3.2 Proposition :
Etant donné un groupoide difféologique parfait K, les groupes d'isotropie
K,. X€EObK, munis de leur difféologie de partie sont D-isomorphes.
O Puisque x est surjective il suffit de transmuter par une fléche
¥ € MorK(x,x), ¥ (x,x') € ObkxObK, les éléments de K, avec ceux de K. On
vérifie, ensuite, immédiatement que 1'isomorphisme ainsi construit est
différentiable (utiliser(1.2.17)).0

2.4 Exemples élementaires.
. Définissons sur le produit XxGxX, G groupe difféologique et X espace difféolo-

gique, 1a loi suivante:
V (x,0,y) € XxGxX, ¥ (2,k,1) € Xx6xX  y=zZ = (x,g,y)(zk,t)=(x,gk,t) (241)
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XxGxX étant muni de 1a difféologie produit le groupoide I" défini par:
oblr =X
(242)
Morl™ = XxGxX
groupoide difféologique parfait, nous I'appellerons groupeide trivial de base X
et de groupe G. Tout groupoide isomorphe & un groupoide trivial sera dit trivial.

Considérons maintenant un espace difféologique Y muni d'une relation
d'équivalence R (pouvant &tre définie par une partition, I'action d'un groupe
etc...). Nous définirons le graphe de la relation R comme le groupoide MR donné
par:

ObMR =Y
(2.43)
MorMR = [(y,y) €YxY|y RyY']
La loi de groupoide étant définie naturellement par:
VY eYxY,V(z) eYxY y=z= (x,y)(z,t)=(x,t) (244)

Munis de leurs difféologies naturelles ces espaces définissent sur MR une
difféologie de groupoide. Mor MR encore noté Gr(R) est aussi appelé graphe de la
relation R "R est parfait seulement si Y/R est réduit a un point. Nous noterons
parfois simplement Gr(R) & 1a place de 'R.

2.5 Groupoide associé a une application différentiable

2.5.1 Définition :
Etant donnée une application différentiable surjective TI=(XM,m), on
appellera groupoide associé a \'application TT le groupoide Ky défini
par:
ObKy =M

Morgy(m,m’) = Diff (X_X ) (m,m")eMxM
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ou X (1.42) est muni de la difféolgie induite par X. La loi de groupoide
étant 1a composition des applications.

L'application caractéristique x de K (2.5.1) est definte par:
VieMorK, x(f)=(mm) = feDiff(X X ) (252)
c'est a dire:
V feMork 4 s(f) = n(def(f)) , b(f) = n(im(f) (25.3)

M
n
3 4 m=s(f)
3 m=p(f)
1

(fig.1.2)

Définissons alors I'ensemble X_ (image réciproque de X par S) par:
X, = [ (f,x) € MorK X | s(f) =n(x) ] (25.3)

Xz > X
n. n
Mor K . > M

(diag. 2.3)
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et v I'application vaiuation de X, dans X par:
VX —X (25.4)
(r,x)— 1(x)

25.4 Proposition :

Etant donnée une application différentiable surjective Tl =(X,M,m) i
existe sur Mor K, une difféologie lamoins fine qui rende v différentiable
et qui fasse du groupoide K, associé a T1, un groupoide difféologique.
Elle sera appelée difféologie standard.

O Soit ¢ une application définie sur un ouvert 0 ge R" a valeurs dans Mor K,

posons:

Xoog = [ (r,x) € QxX | x € def(gp(r)) }

Xbop = [ (r,x) € QxX | x € im(p(r)) )

Pg: Ko X Py - Kpog = X
(r,x) = g(r)(x) (r x> q)(r)"(x)

ou xs” et XM sont munis de 1a difféologie de partie du produit QxX .
Nous écrirons:

¢ € DL(R"Mor Ky
‘? X
so Iy 5>¥s i > X
nsw n, lﬂ
Q ; > Mor Ky : > I
(diag. 2.4)

Si
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1) XxoeDL(R"MxM) 11 eD(X . X) et ili) geD(Xy 0. X)
Montrons que la famille DL(R",Mor k™) ainsi définie est une dif féologie:
1a condition 1) définit une difféologte: 1'image réciproque de la difféologie de M
par x. 11 nous suffira de démontrer alors que les conditions ii) et 1ii) définissent
une difféologie:
a) Soit f°= [Ow>f], f € DIff(X X ), on a2

Xoof ~Xm  Xpore ~Xon

fo ~f fo ~f!
et donc par hypothése f°_et f°, sont différentiables.
b) Soit peDL(R" Mor Ky) et FED(U,def(p)), U ouvert de RP. L'application (poF), se
décompose comme suit:

L 0of X . X

(r,x)  — (F(r),x,) — @(F(r),x)
les deux facteurs étant différentiables il en est de méme pour (g-F)_. De méme
pour(geF),.
c) Soit ¢ une application localement différentiable définie sur un ouvert Q de R"
a valeurs dans mor K, i.e. tout point reQ) posséde un voisinage A tel que F Sogl,

définie sur Xswlf(xs w)’\ (restriction de X, 0 a A), soit différentiable.

Fs" est localement différentiable, elle est donc différentiable (1.2.2). De méme

pour Fb«r

Donc 1a famille [DL(R",E)]MN ainsi définie est une difféologie de Mor Ky rendant
X différentiable.

Montrons que 1a valuation est différentiable:

Soit ¢ une plaque de X_:

o(r) = (p(r),F(r))

2| e signe ~ signifie difféomorphe.
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ou ¢ est une plaque de MorK, et F une plaque de X tel que F(r)edef(e(r).
L'application ve® se décompose en le produit de deux applications
différentiables:
r e (rF) — ((F(r)

le deuxiéme facteur étant I'application ¢,. Donc v est différentiable.
Montrons que cette difféologie est une difféologie de groupoide :
o) Soit & une plaque de MorKnm ;

®(r) = (p(r),p'())

¢ € DL(R"MorK ) , ¢ € DL(R"MorK o)

b(e(r) =s(p'(r)) Vr
NOUS poserons

| 9"(r) = @'(r)og(r)
montrons que c'est une plaque de MorK:
x(@"(r) (s(9"(r)),b(p"(r)) = (s(e(r)),blg'(r)))

or seg et beg’ sont différentiables, donc x-¢9" est différentiable;

On a d'autre part Read : X_{b \circ \phi''} = X_{b
\circ \phi')}
X, . =X X .=X

So@ So@ So@ So¢’
L'applicationp”, se décompose en produit d'applications différentiables:

XSoo = K..w" =X

(r,x) w (p(r),x) = @'(r)e(r)(x))
Donc ¢, est différentiable. 11 en est de meme pour ¢",. Donc l'application
[(f,f') — f'of] est différentiable.
B) Soit ¢ une plaque MorK,, montrons que ¢ = [r :p(r)"'] est une plaque de
MorK

X(¥(F) = (s(e(r) ~"),b(p(r)=")) = (bly(r)),s(p(r))

% est donc différentiable.
D'autre part :

X$o =X

 § bog Xb X

oyz 309

‘yszlpb q’b:(ps
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Patrick I-Z
(r,x) -> (r,\phi(r)(x)) 
            -> \phi'(r)(\phi(r)(x))
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Donc y_ et y, sont différentiables.
Posons Maintenant iny 1'injection canonique des objets vers les fléches de Ky :

| iny - M = Mor Ky

m lem
et soit £ une plaque de M, notons g=inyeoEf, on &
V redef(g) ap(r)znxl(r) = Xsop=Xbop =X =[(I,X)EAET(E)XX | T(x)=£(r)}
les applications ¢ et ¢y, définies toutes deux sur X sont données par:
Ps = Pp = [(r,X) = X]

elles sont différentiables puisque restrictions d'applications différentiables a
des sous-espaces difféologiques.
La difféologie en question est donc une difféologie de groupoide, il est alors
immeédiat de vérifier que c'est la difféologie la moins fine qui rende v

différentiabled

En particulier lorsque le groupoide associé est réduit a un groupe, c'est a dire
lorsque 1a base du fibré difféologique est réduite aun singleton, on retrouve 1a
définition de la difféologie de groupe de difféomorphismes introduite dans 1a
théorte des groupes difféologiques [21][23], les definitions données plus haut
(morphisme différentiable...) sont compatibles.

Rappellons a ce propos qu'une action différentiable d'un groupe difféologique
G sur un espace difféologique X est un D-morphisme de G dans Diff(X) ou Diff(X)
est justement muni de sa difféologie standard. Ce qui peut s'exprimer aussi en
disant que V'application suivante de GxX dans X:

(a,x) = a,(x) (a,x) € GxX

est différentiable.

2.5 Le groupoide associé a I'application ¥ — 43

Nous allons illustrer la notion précédente de groupoide associé a un
application différentiable sur I'exemple de I'application m: X — x3 définie sur

X=R et & valeurs dans M=R.
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Cette application étant bijective les images réciprogues des points de la base
sont réduites a des singletons:
VteM  X=(t¥3) (25.1)
On déduit donc que Mor K, est en bijection avec RxR grace a
Y (YRR (x,y) > =[x y] (25.2)
I'application caractéristique étant donnée par:
V fxg€Mor Ky x(fy)=03,y3)  (25.3)

Un calcul relativement élémentaire permet de montrer que la difféologie
standard de MorK,, transportée sur RxR grace a (25.2), est entierement
caractérisée par:

[r>(x.3,y,3)}€DL( R",R2)
@=[r->(Xp.yp JJEDLC R Mor Ko) <> { [(r,%.) > y.JeD(Graphe(y 1),R) (25.4)
[(r,y,) — x.]eD(Graphe(yp ,),R)
ou on a posé:
¢=(p4,p2) Graphely;) = ((r,gi(r)edef(p)xR]) (255)
Remarquons que 1'injection canonique iny, qui s'écrit ici:
iny : R > MorK, = RxR  (25.6)
t > (t1/3,£1/3)
est différentiable (i.e. vérifie 2.5.4); car si [t—11/3] n'est pas différentiable de
R dans R, I'application {(t,t1/3)>11/3] est différentiable de graphe(y;) dans R.
iny est en fait un difféomorphisme de R muni de sa difféologie C* sur diag(RxR)
muni de la difféologie de partie de MorK,,.
On peut remarquer encore que la difféologie C™ de R2 est strictement plus

fine que la difféologie définie par 2.5.4.
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Pour rendre tolérable cet-
te accumulation de défini-
tions et de trivialités, je
n'ai trouvé d'autre palliatif
que d'allonger encore ce
chapitre ...

J. Dieudonné

§3- FIBRATIONS DIFFEOLOGIQUES




§3-2

Le terme de fibration, ou flbré, est habituellement utilisé pour désigner une
classe particuliére d'applications ou de relations d'équivavences a l'interieur
d'une méme catégorie d'espaces (espaces topologiques, variétés..)

Par exemple, sont définis dans la catégorie des espaces topologiques
plusieurs types de fibrés: les fibrés de Steennrod, de Serre, d'Ehresmann-
Feldbau... [25][19]. Dans la catégorie des variétés différentielles sont définis les
fibrés localement triviaux [S]{[14].

Dans chacun de ces cas les fibres de ces applications (fibrations) sont
isomorphes entre elles au sens de la catégorie en question, cette condition
apparait comme minimale qui permette & une application d'étre une fibration.
Les autres conditions sont imposées par certaines propriétés qu'on aimerait que
possédent ces objets, comme par exemple la propriété de relévement des
homotopies (fibrés de Steenrod,de Serre..) [25] ou bien d'autres encore (F-
structures sur les fibres [19]).

En ce qui concerne la catégorie Desp des espaces difféologiques, 1a definition
de ces fibrés devra répondre aux conditions suivantes:

a) Les fibrés difféologigues sont une extension des varieétés différentieiies
fibrées.

b) La projection G ~ G/H, ou G est un groupe difféologique et H un sous-groupe
quelconque de G, est une fibration difféologique.

c) Les fibrés difféologiques possédent la propriété de relévemment des

homotopies (suite exacte exacte d’homotopie [10]).

Rien, & priort, nindique qu'il existe une telle définition. Les premiere et
troisiéme conditions seraient immédiates si nous définissions les fibrés
difféologiques grace a la propriété de trivialité locale puisque tout espace

difféologique peut étre muni de sa D-topologie (1.2.3); mais dans ces conditions
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la propriété b) n'est pas assurée. En effet, dans la classe des quotients du type
G +» G/H, entre par exemple le quotient irrationnel du tore T’ f/[on], la D-
topologie de l'espace TQ/[O(] est évidemment triviale mais T2 nest pas
difféomorphe au produit ( T2/[a])xR. D'autre part:il peut exister sur les espaces
difféologiques plusieurs topologies toutes aussi naturelles que 1a D-topolgie et
non équivalentes ce qui donne au choix de celle-ci un caractére arbitraire.

Nous proposerons dans ce chapitre une définition des fibrés difféologiques qui
répond au programme énoncé plus haut. Elle utilise le groupoide associé aux
applications différentiables (§25), son interprétation correspond a une
extension de 1a condition de trivialité locale! que nous avons appeiée micro-
trivialité. On verra dans un prochain chapitre qu'eile est aussi compatible avec
I'existence d'un revétement universel au dessus de tout espace difféologique.

1ne faisant pas appel a une topologie des espaces difféologiques.
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3.1 Fibration difféologique et micro-trivialité

Avec les notations et définitions du paragraphe 2.5:

3.1. 1 Définition :
Nous dirons qu'une application différentiable T{=(XM,m) est une
fibration difféologique si son groupoide associé K, est parfait.

- Mg ~, M

Fig. 3.1

En d'autres termes, TT est une fibration si 1'application caractéristique x de
MorK ;; sur MxM (2.1.2) est une subduction. Nous dirons encore que TT est un fibre
diffeologique, ou simplement un fibré si aucune confusion n'est possible, nous
dirons aussi que X est ribré sur M par n.

X sera appelé espace total du fibré, M sa base, 1 sa projection. Nous
noterons parfois X = t1Tl, M = bsTl, nt = prTl.

Les sous-espaces difféologiques X = ' (m), meM (1.42), seront appelés
fibres du fibré T1, X sera appelé fibre de Tl au dessus de m.

11 est clair, puisque Ky, est parfait, c'est a dire: x est une subduction, que x
est en particulier surjective et donc que toutes les fibres de TI sont
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difféomorphes (du fait méme de sa définition (2.5.1)). Leur type difféologique F
sera appelé fibre type du fibré TT. La fibre type F sera souvent identif iéeala
fibre X"‘o au dessus d' un point de base m,, de I'espace difféologique M.

L'énoncé 3.1.1 met en évidence le caractére essentiellement difféologique de la
dérinition des ribrés difféologiques. Elle est toutefois peu maniable teile quelle.
Une caractérisation des fibrés difféologiques est donnée par la proposition

suivante:

3.1.2 Proposition :
Une applicationdifférentiable TT = (X,M,1) est une fibration difféologique
si et seulement si il existe un espace difféologique F tel que l'image
réciproque (1.4.8) de TI par toute plaque de M soit localement triviale de
fibre type F. Cette propriété des applications différentiables sera
appelée micro-trivialité (M.7).
D Supposonsque TT = (X,M,1) soit un fibré difféologique et soit ¢ une plaque de M,
Q = def(p). SoitmeMet F =X .
L'application & : r — (m,g(r)) définie sur Q a valeurs dans MxM est évidemment
une plaque de MxM. Soit x I'application caractéristique du groupoide associé Kq
de TT sur MxM. Puisque x est une subduction ¢ se reléve localement sur dans
Mor Ky
¢ = Sup(xed,) &,eD(Q MorKy)

Q. = def($,) U, =0
Pour tout reQ, def((r)) = F et im($(r)) = X oy c'est a dire :
vreQ,  $(reDiff(F X o(r))
Posons alors:
¥y, QxF - X’
(r,u) = (r,®,(r)(u))
¥, est a prior! & valeurs dans QxX, on vérifie iImmédiatement quelle est en fait a
valeurs dans X ¢ €Space total de I'image réciproque T 0 de T par ¢:
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, 4
Q ————r—}
(diag.3.1)

y, est naturellement injective, elle est différentiable par définition de la
difféologie standard du groupoide associé K, defl.en.effet elle se factorise en:
(r,u) = (r,®,(r),u) = (r,d,(r)u)), Tapplicaiion r— &,(rXu) s'est autre que 1a
valuation (2.5.4) qui est différentiable par définition.
Son inverse est donné par:
¥ X g, — QxF
(r,x) (r,@i(r)"(x))
‘h"‘ se factorise a son tour en (r,x) - (r,®.(r),x) — (r,@i(r)"(x)), qui grace a la
différentiabilité des applications y v~ de MorK; dans MorK, et a la
valuation, est encore un produit d'applications différentiables. Donc y, est un
difféomorphisme de QxF sur X.;'o, et vérifie n.a'of"i:p'"o,' c'est donc une
équivalence entre ".'m et 1'application triviale Pro‘=(0ixF,,prQ‘), n' est alors
localement triviale de fibre typeF.
Réciproquement supposons que TT = (X,M,1) vérifie 1a propriété MT avec comme
ribre type F:
Soit & :rw— (9(r),9'(r)) une plaque de MxM, Q = def($), puisque les images
réciproques T1, etTly de Tl par ¢ etyp’ sont localement triviales choisissons deux
voisinages Uet U' de r, € Q qui trivialisent respectivement Tl 0 et T ¢ et notons
Q, = UN U, Q, est encore un ouvert de trivialisation de Tl ot T ¢ Soient:
¥ QyxF — X’ V' QuxF — X’.
(r,u) = (r,p(rXu) (r,u) — (ry'(rXw)
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Patrick Iglesias-Zemmour



§3-7

des trivialisations de X, et X . au dessus Q. pour tout reQ, on a:
¥(r) € DIff(F X ’(r)) e Diff(F,X’.(r))
parce que la restriction d'un difféomorphisme & un Sous espace difféologique est
un difféomorphisme de ce sous espace a son image (1.2.17). Posons alors
N0 = g (rey(r) -!

7 est une application définje sur Q, a valeurs dans MorKy, que I'on munit de sa
difféologie standard. Les espaces X_ et X, | (2.5.4) sont définis par:

Xoon = ((rx)eQxXixe def(n(r))}

Xpoy = ((r,X) €0 xX | x € im(y(r))}
Ces applications se décomposent en:
T, : (rX) > (r,v(r)"(x)) > (r,qn‘(r)(w(r)"(x))) > v'(r)(v(r)"(x))

Ty () = (L= 00) F (X = (0 > $ENE = ()
C'est a dire:
T = Qe¥oy™

Ty = freyey ™
7, et 7, sont donc des produits d'applications différentiables, elle sont donc
différentiables. Puisque d'autre part xo7 est différentiable on déduit de la
définition méme de 1a difféologie standard de Ky, (2.5.4) que 7 est une plaque de
Mor Ky, donc & se reléve localement dans MorKy, x est alors une subduction. Ky

estdonc un groupoide parfait c'est a dire TT est une fibrationdifféologique.0
De cette proposition se déduisent les suivantes:

3.1.3 Proposition :
Toute fibration difféologique est une subduction.
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0 Soit ¢ une plaque M (3.1.2) et Q un ouvert de trivialisation de ﬂ'. Il existe,
puisque ﬂ'lo est trivial, une section s de TI, au dessus de Q; I'application ¢ges
est différentiable et reléve ¢ au dessus de © (voir diagramme 3.2)

P
2 Ko i X
sl My n
Y R
P
(diag. 3.2

Donc 1 est une subduction.O
Compte tenudes définitions 1.412et3.1.2:

3.1.4 Proposition :
Toute application différentiable triviale est D-localement triviale toute
application D-localement triviale est micro-triviale, ce que nous
pouvons écrire:
T=>LT=>MT
0 La premiere affirmation est une trivialité ! Soit TT = (X,M,1) une application
D-localement triviale, ¢ une plaque de M et r € def(¢g). Soit U un D-ouvert de
trivialisation de TT au voisinage de ¢(r), ¢ étant D-continue (1.2.4), T1_ est trivial
au dessus de tp"(U) voisinage de r dans def(¢).0

Nous voyons, a travers 3.1.4, en quoi la micro-trivialité peut apparaitre
comme une extension de 1a notion de trivialité locale sans pour cela faire appel
a une topologie des espaces difféologiques.
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3.1.5 Proposition :
Si 1a base d'un fibré difféologique est une variété, il est localement
trivial. Si de plus la fibre type est une variété c'est un fibré différentiel
au sens de 1a catégorie des varietés.
O 11 suffit d'appliquer 3.1,2 aux cartes de 1a base.O0

Cette derniére proposition montre que 1a notion d'espace difféologique fibré
est bien une extension de celle de variété fibrée. Ces dernieres peuvent donc
étre définies uniquement en termes de difféologie en faisant appel a la notion de
groupoide parfait, 1a propriété de trivialité locale, utilisée habituellement pour
leur définition, apparait icl comme 1a traduction de I'existence d'une subduction
(3.1.1) définie sur un espace qui n'est pas une variéte.

3.2 Catégorie des fibrés difféologiques

Nous noterons :
Dfib (3.2.1)

la catégorie des fibrés difféologiques,c’est une sous catégorie de Dapp (1.4.5),
ses objets sont bien entendu les fibrés difféologiques et ses fléches les
morphismes d'applications différentiables. Notons qu'en vertu de (1.46) tout
morphisme de fibré difféologique est entiérement défini par la formule (1.4.3).

Nous noterons M-Dfib 1a sous catégorie de Dfib dont les objets sont les fibrés
de base M et les fléches, ou M-morphismes, les morphismes de fibrés qui se

projettent sur 1'identité de 1a base.

3.22 Proposition .
L'image réciproque dun fibré difféologique par une application
différentiable est un fibre difféologique.
O Pour toute plaque ¢ d'un espace difféologique A, pour tout fibré difféologique
T = (X,M, ) et tout f € D(AM), I'application (ﬂr)’ est équivalente a T[MIA.I 1).




§3-10

Or fog est une plaque de M Donc si TT vérifie la propriété M.T il en sera de
méme pour T(.0

On déduit de cette proposition le corollaire

3.23 Corollaire :
La restriction TI* = (X A,n)(1.4.12) d'un fibré difféologique TT = (X,M,1)
a un sous espace difféologique A de sa base est encore un fibré
difféologique.

3.2.4 Définition:
Etant donné un fibré difféologique TT = (X,M,T), nous appellerons sous-
fibré difféologique de T toute réduction T, = (QM,my) (1.4 2)deTlaqQ
qui est encore un fibré difféologique. Une section d'un fibré difféologique

est un sous fibré dont la fibre est réduite a un point.

3.25 Proposition :
Le produit TIxTT = (XxX',MxM,Tx7) de deux fibrés TI=(XM1) et
T = (X',M,1) est un fibré difféologique.
O Toute plaque & de MxM est le produit de deux plaques ¢ et ¢’ de M et M,
I'image réciproque (TIxTT'), est alors le produit des images réciproques Tl 0 et
ﬂo. de 1l par g et ¢ Si TT¢ et TI¢. sont localement triviaux de fibre type F et F/,
leur produit est localement trivial de fibre type FxF'.0

3.2.6 Definition:
Etant donnés deux fibrés difféologiques de méme base TI=(X,M,1) et
T = (X',M, 1), on appellera produit fibré de TT par TU' et on notera Tix, T
le sous fibré de TIxTT' au dessus de la diagonale A de MxM. On notera
Tlx, T = (Xx XM, TOx, 1),




§3- 11

3.3 Catégorie des fibrés difféologiques principaun

Comme nous 1'avons dit, 1a sous catégorie 1a plus importante de 1a catégorie
des fibrés difféologiques est celle des fibrés difféologiques principaux. En effet
nous montrerons plus loin que tous les fibrés difféologiques s‘obtiennent par un
processus d'association a partir d'un fibré principal. 11s seront définis a partir
de la propriété suivante:

3.3.1Proposition-Définition
Etant donnés un espace difféologique X muni d'une action différentiable
d'un groupe difféologique G, M 1'espace difféologique quotient de X par G
et p 1a projection canonique de X sur M.
Nous appellierons groupoide caractéristique de la G-action de X, le
sous groupoide difféologique K du groupoide K, associé a P=(X,M,p)
défini par:
Ke=(TeMorkK |Vae G fogy =3yof }
0Ua > 3, désigne I'action de G sur X.
Nous noterons ¥ I'application différentiable:
F: XxG — XxX
(x,a) > (x2,(x))
Si F est une induction alors K; est un sous groupoide parfait du
groupoide K, associé a P. Par conséquent P est un fibré difféologique.
Nous dirons dans ce cas que P est un fibré difféologique principal de
groupe structural G, ou plus simplement de groupe G.
0 Nous démontrerons cette proposition en plusieurs étapes:
a) Remarquons que si F est une induction cela implique que G agit librement sur
X et que pour tout x€X I'application :
R :G—>X

ar3,(x)
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est une induction, c’est a dire un difféomorphisme de G sur I'orbite de X munie de
la difféologie de partie.

b) Considérons I'action diagonale A de G sur XxX, notons Xx.X le quotient
difféologique XxX/G et m la projection de XxX sur XxX. L'application
différentiable pxp définie sur XxX a valeurs sur MxM se factorise sur XxcX en

une application différentiable §

HcX > Hxg K

E\\ /
o\ e

) ;"‘-
M "4
MM

(diag. 3.3)

Nous noterons:
£=(0,p) = V T=mlxy)€XxX a(D=px) Pp(T)=ply)
Soient (x,y) € XxX et (y',z') € XxX tels que ply)=p(y"). 11 existe alors a€G tel que
y'=3,(y) en posant z=gx°'(z‘) on a ply’,2)=ply,2). En utilisant cette remarque on
définit sur XxcX 1a loi:
VHeXx X YveXx X B(w=0(v) ={[iv=nly,z) <> p=T(xy) v=1ly,z)]
Cette loi permet de définir un groupoide qUe-mousTioterons Px P par :
Ob PxP=M

MorPx P =Xx X
avec E pour application caractéristique:
Mor ., m.)PxGPzﬁ"(m,m')
En effet, pour tout meM: 1_=m(x,x) ¥xeX et I'inverse de tout élément p=m(x,y)
est 1(y,x).
c) Si¥ est une induction alors Px,P est un groupoide difféologique parfait.
En effet:
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Notons v I'application p+» p" définie sur Xx X et L le difféomorphisme de XxX:
ux,y)=(y,x). Grace a la commutativité du diagramme 3.4 et au caractére

submersif de T on déduit que L est différentiable.

Wil > KX

b I

HXGX L ,KxGK
(diag. 3.4)

Considérons maintenant la lof de groupoide [(j,v) —> pv}
Soit ® une plaque de xxsx‘_"?, elle s'écrit @ : r > (@(r),p'(r)), ou ¢ et ¢ sont des
plaques de Xx X aveC p(«p(r')):o((p'(r)). Puisque T : XxX > Xx X est une subduction
@ et ¢ se relévent localement dans XxX. Solent W=[re—>(y,(r)y L] et
W'=[r (' ,(F),¢'5(r))] des relevés locaux de ¢ et ¢. La condition
B(p(r))=a(g'(r)) implique alors pey,(r) =pey’,(r), pour tout r dans le domaine de
définition des relevés. Puisque 1'action de G est libre il existe une application «
a valeurs dans G telle que: y',(r)=a(r),(y,(r)). L'application [r > (y(r), ¢ 5(r))]
est différentiable et a valeurs dans 1'image de 1'induction ¥ donc I'application o
est différentiahle. Posons alors ¢3(r):g(ﬂx“(ql'3(r)), I'application
W=[r - (y,(0,4"5(r))] est encore un relevé local de ¢, donc ® se releve
localement dang™ (XxX)? par Wx¥", Tapplication [r~ @(r)g(r)] est
différentiable puisquelle s'écrit localement [r— m(y (r),y5(r)) La loi de
composition des fléches est donc différentiable. Px,P est un groupoide
difféologique. Puisque T est une subduction et que E est sa factorisation par une
application différentiable, c'est une subduction. Donc Px.P est un groupoide
parfait.
d) Considérons 1'application ¢ définie sur XxX a valeurs dans Mor K par:
ViX,y)exXxX dxy)=17 <« f(X)=y
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Une telle application existe, il suffit pour le vérifier d'identifier les orbites de x
ety avec G par R, et Ru‘ |1 est immédiat de vérifier que les images réciproques
de Mor K, par ¢ sont les orbites de I'action diagonale de G sur XxX et donc que ¢
se factorise sur XxgX par une application que nous noterons fact(®). Montrons
que ¢ est différentiable et par conséquent fact(d).
Soit H=[r — (7(r),m'(r)] une plaque de XxX, 7 et 7' sont des plaques de X. Posons
H=®-H a valeurs dans Mor Kg, 1es espaces X, et X, ,, et les applications H, et
H, (2.5.4) sont égaux &

X, = (rx)edef (@)X | per(r) = p(x) )

X, =L (r,x)adef(®RX | pey'(r) = p(x) )

H,(r,%)= HNOO CH, )= HP) ™ (x)
La propriété pe7(r) = p(x) implique:

Iy X g6 VXX, x(rx)(n(r))=x

de méme pour 7' il existe y': X, — G. Montrons que y est différentiable:
Soit y:tw (F(),p(t) une plaque de X, Yoy(D)=Y(F(L),p(t)) verifie
Y(EL (F(EN)=9(t), or les applications 7oF et ¢ sont différentiables et a
valeurs dans im(F) mais F est une induction, donc I'applicationt — y(F(t),p(t))
est différentiable: c'est une plaque de G, ainsi y est différentiable. |1 est clair
qu'il en est de méme pour y'".
L'applicationH, s'ecrit alors H,(r,x)=H(r)( x(CX) (7(r))) C'est a dire, grace ala
commutativité de H et de l'action de G, H(rx)=y(r.x) (H(r)(x(r). Or par
définition &(x,y)=f <= f(x)=y donc H(P)(n(r)=q'(r) et puisque 7 est
différentiable et que I'action de G sur X est différentiable, H, se décompose en
un produit d'applications différentiables, elle est donc différentiable. La
demonstration est analogue pour H,, il faut en plus utiliser la différentiabilité
de 'inversion dans G. Donc, en vertu de 1a définition de 1a difféologie standard de
Mor Kg (2.5.4), on déduit que ¢ est différentiable, et par conséquent fact(d)
(1.2.16).

e) Le diagramme 3.5 ou toutes les fléches sont des applications différentiables
est commutatif.
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Mair K G
A .
/ N\ fact(e)

>
>
r
w0
==

rd 4
V4
pp \ % Ao
RN

/

o

M=
(diag. 3.5)

Il est immédiat d'en déduire que Mor K est parfait. Rajoutons que fact($) est en
fait un D- morphisme de groupoide difféologique.0

Remarguons que le fibré principal associé a un groupoide parfait (3.4.1) est un
fibré difféologique principal. Nous dirons dorénavant fibré principal pour fibré

difféologique principal, lorsqu'aucune confusion ne sera possible.

3.3.2 Definition:
Etant donnés P=(XM,p) et P'=(XM,p’) deux fibrés difféologiques
principaux de groupes structuraux, respectivement, G et G, nous
appellerons morphisme de fibré principal de P 3 P tout couple (®3) tel
que:
a) # est un D-morphisme de G A G’
b) ® est un morphisme de fibrés de P a P’ vérifiant:

VaelG doa, =_§£§lx.0<l>

Notons toutefois que la condition d'équivariance de  (3.3.2) implique déja que

& est un morphisme de fibré. Le couple (& ) est un isomorphisme si 3 est un
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D-isomorphisme de G a G' et & un isomorphisme de fibré difféologique. La
catégorie ainsi définie sera notée PrincDfib.

St M=M' et 6=6" un isomorphisme (¢ 3) de fibré principal sera appelé M-
équivelence de fibré principal si & est une M-équivalence de fibré et si
$(a)=a VacG.

Les fibrés principaux associés, en des points différents a un groupoide
difféologique parfait (3.4.10), sont isomorphes.

Le fibré principal Pr,,=(MxG,M,pr,) ou G agit trivialement sur M et a gauche
sur G sera appellé fibré principal trivial de groupe G et de base M. Nous dirons
alors qu'un fibré principal de groupe G est trivial s'il lui est isomorphe.

3.3.3 Proposition :
Etant donné un fibré difféologique principal P=(X,M,p) I'induction F(3.3.1)
est surjective sur I'image réciproque de P par p, c'est une trivialisation.
OLa vérification est immédiate .0

La condition de micro-trivialité s'ecrit de fagon particuliéere pour les fibrés

difféologiques principaux:

3.3.4 Proposition :
Etant donnée une subduction P=(X,M,p) définie par 1'action différentiable
d'un groupe difféologique G. P est un fibré difféologique principal de
groupe G si et seulement si: pour toute plaque & de M, pour tout releveé
local ¢ de ® dans X, I'application y définie par:
V (r,a) € def(p)xG = def(y) y(r,a) = (r,2,09(r))
est une trivialisation de Pyle,qq)
0 Supposons d'abord que P soit un fibré principal:
Doit Q=def(y), on aXylo=X o CeSt a dire;
XM=[ (rx)€OxX13a€G o) = 3,(x) ]
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L'application ¢ définie plus haut est évidemment différentiable et bijective,
montrons que c'est une subduction: soit Z=[(t — (p(t),E(t))] une plaque de X o0
poTD=(pD,x(1) <> (L) (op(t)=E(L)

‘or (pop,£) est une plaque de im(F) donc o est différentiable, ce qui entraine que
r'oE est une plaque de def(p)xG et donc que ¥ est une subduction donc un
difféomorphisme. 11 est évident ensuite de vérifier que c'est une trivialisation.

Réciproquement soit Zs[r ~ (E(r),x(r)] une application définie sur un ouvert Q
de R" & valeurs dans XxG telle que FoZ=[r ~> (£(r), a(r), (E(r))] soit une plaque
de XxX. Par hypothése I'application y : (r,a) — (r,a,(E(r)) est une trivialisation
de XM.
I'image de cette plaque par y~' que x est une plaque de 6.0

Or r +»(r,ar),(&(r)) est une plaque de X ,, on déduit alors, en prenant

3.3.5 Proposition :
Un fibré difféologique principal P=(X,M,p) est trivial si et seulement si il
admet une section globale .
O Parce que F est une induction (3.3.1), l'application différentiable
(m,a) = (6(m),a) = 3,(0(m), (m,a) € MxG, o section de P, est une induction
bi jective donc un difféomorphisme, c'est une trivialisation.0

3.4 Fibré principal associé a un groupoide parfait

Etant donné un groupoide difféologique parfait K; s, b et x ses applications
sources, but et son application caractéristique. Etant donné un point m, de
I'ensemble de ses objets M = ObK. Nous noterons:

-
T=s (mo)
p SIT (3.4.1)
-1
6= K‘“o = X7 (mg,mg)
Nous noterons :
aw g (3.42)
I'action de G sur T definie par:
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VaeG VteT a(U)=at1 (343)

L'application P = (T,M,p) étant différentiable nous noterons K, son groupoide
associé muni de sa difféologie standard et K. le sous groupoide respectueux de
Kp défini par:

ObKg = ObK, =0bK =M
(3.44)
MorKg = (f€KpIVa€G  foay = gyof ]

Soient (m,m’) et feMor,mm), on définira I'application R, de

T = MorK(mo,m) dans T . = MorK(mo,m') par:
vV f € Mor  (m,m’) VTeT, Rr(t) =tf (3.45)

m - > Pl m
'\\\. l//_.
X, A
T S Riti=1tf
y, f
N S
o
m.
[ A]
(diag. 3.6) .

Compte tenu de ces définitions et notations:

3.46 Proposition :
Pour  tout  feMor (m,m"), V'application Re:T T est un
difféomorphisme équivariant. C'est a dire:
v 1 € Mor  (m,m’) R; € MorK G(m,m')

O R, est évidemment bijective et équivariante par rapport a 1'action de G sur T.
Parce que 1a loi de composition des fléches de K est différentiable, parce que,
de plus, l'application f ' est différentiable, l'inverse (Rf)"zRfd est
différentiable. Et donc R, est bien un difféomorphisme équivariant de T sur
7.0
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Grace a cette proposition on peut définir une application i de Mor K dans
Mor KgcMor K, par:

i MorK — Mor K, (3.47)
f » R
qui vérifie évidemment:
j 4
Mark > Mork .
AN /'/
\ ,//,.
%N .//' ,j\’c,
N
M=
(diag. 3.7)

0U xg est I'application caractéristique de K. Avec ces nouvelles définitions nous
avons la proposition sufvante:

3.48 Proposition :
L'application i est un D-foncteur bien fidéle strict (§2.2) de Mor K dans
Mor Kp, surjectif sur K, en particulier i est une induction. K est un sous
groupoide parfait de K,
0O Montrons que i est différentiable. Soit ¢ une plaque de MorK, on a évidemment:
X golo®=Xo®=[r > (p(r),¢'(r))]€DL(R "MxM)

Q ————Mor K ———Mor K_< Mor Ky
AN P -
“‘\\.V\ .[./ -
(s, e,
."'\._ . ’/,x".
Wb
MxM
(diag. 3.8)

Posons ®=iod:
vredef(®)  ®(r): Ty — T,
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T - T.O()
On a:
Top = Tq, = {(r,T) € QxT | 9(r) =p(T))
(A)
Thot = T'. = {(r,T) € OxT | 9'(r) =p(T")}
Les applications®_et ®, définiessur T_, et T  , dans T (2.5.4) sont données
par:
vt e T¢ ¢ .(r,7) = TO(")
(A)
VT eT, &nT)= TAr
Par définition méme des difféologies de groupoide ces applications sont
différentiables et donc & est une plaque de 1a difféologie standard de Morkp
prenant ses valeurs dans MorK; c’est donc une plaque de MorKe.
Il est immédiat de vérifier alors que i est injective. Montrons que i est
surjective sur MorKg : soit E€Mory (m,m’):
E€DIff(T m,Tm) E(at)=ak(t) VaeG V t€Tm
soit T,eT ., on a E(t)zﬁ(t.to".to), or t.to"el"lor K(mo,mo)zG donc
E,(t):t.to"ﬁ(to) mais E(T,)eT . et donc to"ﬁ(to)GMorK(m,m'), en posant alors
f=1,7'E(T,) on 2 E(D=T.A=1(T):

m Mo
//.\\ ,“', .\\
VRN s
p .
T/ \\\ . a1 . r_]x JElr)
A o, A .
y4 h
o \ ‘\
Mg t'T‘E1 ' My m f=r.lf,1.£(tnﬁ3 m
(diag. 3.9)

i-est donc surjective sur MorK, i est évidemment un foncteur:
¥V (f,/)eMork? i, I U= TEE =IO =GN
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Ondéduit immédiatement, enappliquant 1.2.16, que K; et par conséquent K, sont
des groupoides parfaits et donc que le triplet P=(T,M,p) est un fibré
difféologique.
Montrons maintenant que 1 est une induction:
soit & une application définie sur un ouvert Q de R" & valeurs dans MorK,
xo®=(y,¢"), telle que ®=i-® soit une plaque de MorK, ((A) et(A’) sont vérifiés).
Puisque ¢ est différentiable elle se reléve localement, au voisinage de tout
point, dans MorK (et plus précisemment dans T). Soit r+~ t(r) un de ces
relevés, 1'application [r > Ur)') est aussi différentiable. Or I'application &
peut s'écrire:

F e (T, RS0 - T~ TUN.SMN=8(r)
qui est un produit d'applications différentiables. ¢ est alors localement
différentiable, elle est différentiable, i est donc une induction.O

Grace a I'induction i le groupoide initial K s'identifie avec le sous groupoide K.
Ainsi tout groupoide parfait peut étre considéré comme un Sous groupoide
parfait du groupoide associé a une certaine fibration P. C'est ce qui nous
conduira a définir plus loin 1a notion de fibrés a structure dont la plus
importante est sans doute celle de fibré principal. Nous avons, en utilisant
toujours les notations précédentes:

3.49 Corollaire :
Le triplet P=(T,M,p) défini par (3.4.1) est un fibré difféologique principal
(3.3.1).11 sera appelé fibré principal associé au groupoide K au point m,
G sera appelé groupe structural de P.

La relation entre le fibré principal associé K au point m, et celui au point m,
est donné par:
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3.4.10 Proposition :
Soient Py=(T,M,p,) et P,=(T,,Mp,) les fibrés principaux associés a K
aux points m, et m, de groupe structuraux G, et G,. Il existe un D-
isomorphisme ${ de G, a6, et uneM-équivalence ¥ de P, sur P, tel que:
VaeG, VTeT, W(ap (1) = Haky o¥(T)
En d'autres termes P, et P, sont équivalents.
O 1 1 existe fe Mor,(m,,m,) puisque x est surjectif sur MxM, posons alors:
V a€G, H(a) = -'af

VieT, WOD=f'1
¥ et H ainsi définis répondent a 1a question.O0

Pour cette raison nous omettrons parfois de préciser le point de base m,, et
parlerons du fibré principal associé a un groupoide parfait.

3.5 Fibrés & structure

Les fibres des fibrés difféologiques sont parfois munies de structures
particuliéres: celle d'espaces vectoriels par exemple, d'espaces homogénes de
groupe diffeologique ou bien d'autres encore...

Nous introduirons ces structures dans la théorie des fibrés difféologiques
grace a ladéfinition suivante:

3.5.1 Définition:
Nous appellerons fibré & structure tout couple (P,I") ou P=(X,M,p) est un
fibré difféologique et I' un sous groupoide parfait du groupoide Kg
associé a P. " sera appelé groupoide caractéristique de 1a structure,ou
parfots structure. Nous dirons aussi de P que c’est un I-fibré.
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Etant donné un point moeM=bsP, le fibré principal K. associé a " au point mq
(3.4.1) sera appelé fibré principal structural de (P,[") au point mg, ou bien plus
simplement fibré principal structural de P (tous ces fibrés sont équivalents
(3.4.10)). Le groupe Cme=% r"(mo) sera appel¢ groupe structural de la fibre X .
Le type G de [ quand mo parcourt M (puisque I" est parfait tous les groupes I,
sont D-1somorphes) qui est le groupe structural du fibré principal structurai de
(P,I) sera aussi appelé groupe structural du M-fibré. Tout fibré P posséde au
moins une structure, celle définie par son groupoide associé K, .

Compte tenu des modifications de 1angage évidentes, 1a définition des fibrés a
structure que nous proposons ici est une adaptation des F-fibrés définis en
topologie [F-R). La définition 3.5.1, en termes de sous-groupoide parfait, évite
I'introduction d'objets tels que les homéomorphismes distingués.

En particulier si P est un fibré principal de groupe structural G, K (3.3.1) est
le groupoide caractéristique de sa structure de fibré principal.

Nous noterons Stfib 1a catégorie dont les objets sont les fibrés a structure et
dont les morphismes ¢ (nous dirons des St-merphismes) de (P,l') a (P',I"") sont
des morphismes de fibré difféologique vérifiant:

Vfiex r"(ml,m2) If € xr."(m',,m‘Q) ‘P'Xm2°f=f'°‘9lxm
(35.2)
(m,mp) €MxM ', = pr(p)m,)i=1,2 X = tIP M= bsP

¥, -
_—f——u\

/'“ Jas
),, )
P
Mo~ T
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(Fig. 3.2)

3.5.3 Proposition :

Le fibré principal structural d'un fibré principal lul est équivalent. Les

morphismes de fibrés principaux sont des St-morphismes.
O Soit P=(X,M,p) le fibré principal en question, de groupe structural G et PxgP le
groupoide parfait défini dans (3.4.2) 1" application fact(®) de Px P sur Mor Ks
est une équivalence de groupoide difféologique. L'espace total du fibré principal
assoCié a Px P au point my€eM est égal au quotient de xmoxx par 1'action diagonale
A de G, c'est a dire, en identifiant G et X'“o grace a l'induction Rxo, xoexmo, au
quotient de GxX par 1'action diagonale de G, G agissant a gauche sur ui méme. Or
ce quotient est identifié aX grace ala subduction (a,x) gx"(x).
Solent P=(X,M,p) et P'=(X'M,p’) deux fibrés principaux de groupes G et G. Soit ¢
un St-morphisme de P & P'. |1 existe une application différentiable (parce que F
est une induction (3.3.1))h: XxG — G’ telle que:

VxeX Vaes  goaylx)=h(a.klyelp(x)

En remplagant x par f(x) ou feMor K et en utilisant 3.5.4 o déduit h(a,x)=h(a)
de la propriété daction de groupe, on vérifie alors que h est un

homomorphisme.O

3.5.4 Proposition
L'image réciproque dun r-fibré P=(X,M,p) par une application
différentiable f : N — M posséde naturellement une I structure définie
per:
Obl, =N Morrr(n,n') = Morl"(f(n),f(n")

DO La démonstration est immédiate .0

Cette proposition permet de définir les fibrés St-triviaux, St-localement

triviaux..Ceci n'offre pas de difficultés particuliéres.
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3.5.5 Proposition :
Un fibré a structure (P,l") est St-trivial si et seulement si son fibré
principal structural est trivial.
0 Notons P=(X,M,p) un-fibré trivial. Soit W une trivialisation:
W(m,u)=y(m)}u) V(mu)eMxF F=X_ mqeM
Par définition de la difféologie standard yeD(M,T) ou T est V'espace total du
fibré principal structural de P au point m,,. On pose alors:
W -MG—>T
“(m,a) » v(m)oa"
¥ est une M-équivalence de fibré principal. La réciproque est tout aussi
immeédiated

La traduction de }a propriété M.T. aux fibrés a structure est donnée par:

3.5.6 Proposition :
Etant donnés une application différentiable P=(X,M,p), un point moeM et
F= Xmo. Soit I" un sous groupoide de son groupoide associé. I' définit une
structure sur P si pour toute plaque ® de M, il existe un systeme de
trivialisation locale (V] de P, tel que:
V (r,u)€Q xF=def(¥,) W (r,u)=(ry (rXu)) €D,
O Ceci est une simple conséquence des définitions (3.1.2X3.5.1).0

A part la structure de fibré principal qui a fait l'objet du paragraphe
précédent citons a titre d'exemple les structures de fibrés vectoriels dont le
groupoide caractéristique est constitué des isomorphismes linéaires. Bien
d'autres structures que 1'on rencontre fréquemment peuvent se décrire grace a
ces propositions.

3.6 Fibrés associés & un fibré principal.
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Nous allons montrer, dans ce paragraphe que tout fibre peut &tre obtenu par
un processus appelé association de fibré a partir d'un fibré principal.

Soit P=(T,M,p) un fibré principal de groupe structural G et soit F un espace
diffeologique muni d'une actfon différentiable de G. Consfdérons I'action
diagonale de G sur TxF:

V (a,T,ue6xTxF 2, (T,u)=(g1(T),2(u) (3.6.1)

Notons X le quotient difféologique X=TxF=(TxF)/G, pg 1a projection de TxF sur

X et 1 I'application différentiable définie par le diagramme commutatif 3.10.

.
TxF : >TxgF=X
pr, n
4 +
T > M
p
(diag.3.10)

Compte tenu de ces notations et définitions:

3.6.2 Proposition :

Le triplet T{=(X,M,n) est un fibré difféologique de fibre type F. 11 sera

appellé fibré associé a P par l'action de G sur F.
O Soit ¢ une plaque de M. Soit:

(a,r,T,u) > (ra(0),gu)  (ar,T,u)ebxdef(@xTxF
I'action de G sur T’xF. Elle permet d'identifier (TxGF))o avec T¢xGF. puisque T’
est localement trivial, TaxF est aussi localement trivial et 'action de G sur
T wa se transporte sur UxGxF par:
(a,rk,u) > (r,ak,a-(u)) (a,rku)ebxUxGxF
ou U est un ouvert de trivialisation de Tw' Donc TvaF est localement
trivialisable grace a:
(P, > (Fke™ (W) (K WEUxGxF
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de UxGxF dans UxF, d'ou (TxGF)) 0 est localement trivial.O

Le fibré associé TT = (X,M,1) ainsi défini sera aussi noté PxF. On peut montrer
que si T'action de G est effective et stricte, c'est a dire si [a > ] est une
induction de G dans Diff(F) , TT est un Px,P-fibré (pour la définition de Px P voir
3.3.1)

La réciproque de 1a proposition 3.6.2 est donnée par:

3.6.3 Proposition :
Etant donné un "-fibré TT = (X,M,1), P=(T,M,p) son fibré principal struc-
tural(S3.5) et G le groupe structural de I' au point mg, Mo€M, posons
F=X e (G est un sous groupe de Diff(F) agissant naturellement sur F).
Tl est équivalent au fibre associé Px.F.
0O Soit v I'application définie sur TxF a valeurs dans X par:
Y (f,ueTxF  v(f,u)=f(u)
on vérifie immédiatement que y se factorise en une application bijective et dif -
férentiable sur Tx.F. La démonstration que fact(v) est une subduction est du

méme type que(3.3.1).0

Tout fibré peut donc étre considéré comme le fibré associé a un certain fibre
principal, c'est ce qui fait jouer en difféologie, comme dans la théorie des
variétés, un role particulier aux fibrés principaux, bien que les variétés fibrées
ne soient pas toujours associées a des variétés fibrées principales, a moins que
leur groupe structural soit réduit a un groupe de Lie. Compte tenu des notations

Ci-dessus:

3.6.4 Proposition :
L'espace des sections d'un fibré associé Px.F, P=(T,M,p), est en bijection
avec l'espace des applications différentiables équivariantes de T dans F.

ce qu'on notera:
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*(PxF)~EQ(T,F)
D Soit geEq(T,F), c'est a dire:
V 2€06 Po2dr=ay°9
L'applicationeg définie sur T dans TxF par:
vV 1eT  o(T)=(T,9(T)
se factorise sur M par ®€D(M,TxF):

¢
T - T::{F
p P,
. |
- M 3 > T x GF
(diag3.11)

Il est facile de vérifier que Tod=1 ,, ol on posé PxF=T=(TxgF,M).
Considérons alors pour tout T€T 1'induction T : F > TxcF définie par restriction
de 1a projection canonique P, de TxF sur TxcF au sous espace {T)xF~F, et posons
pour toute section ¢ de Pxf

P(T)=T" (dop(T))
¢ est équivariante et vérifie le diagramme ci-dessus. On démontre que ¢, ainsi,
définie est différentiable en utilisant explicitement lamicro-trivialite de P.0

L'espace Eq(T,F) (3.6.4) ansi que x(PxcF) possede une diffeologie canonique,
celle d'espace fonctionnel (1.3.6), pour cette difféologie I'application définie
dans 3.6.4 est un difféomorphisme.

Considérons maintenant le groupe Aut(P) des automorphismes de P=(T,M,p),
c'est 1e sous groupe de Diff(T) défini par:

AUt(P)={ QeDIFF(T) | V €6  @oar=arep ) (3.6.5)

Le groupe Aut(P) se projette naturellement dans Diff(M), nous noterons pr 1a

projection et ‘L=ker(pr), 1 est un sous-groupe invariant de Aut(P) appele
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groupe de jauge du fibré P ou grbupe des isogénies de P [16]. On a 1a suite
exacte:
in pr
0 -1 - Aut(P) - Diff(M)  (3.6.6)
Le groupe 1 est caractérisé par: |
1=( ADIff(T) | Aoar=g;oA peA=p} (3.6.7)

ainsi:

VAL ¥ TeT, 3 a(1)e6 : A(D=o(n) (1) (3.6.8)

Compte tenu de ces derniéres notations on a:

3.6.9 Proposition:
L'application [T — x(T)] définle par 3.6.8 est différentiable et verifie la
propriété d'équivariance
Vat g (D)=ad@la(n)zax(t).a
Le groupe L est isomorphe au groupe £q,,(T,6) pour I'action adjointe de 6
dans G, lui méme isomorphe a V'espace des sections du fibré associe
Px_4G.
O La propriété d'équivariance est une conséquence immédiate de la definition.
Montrons que o est différentiable. Soit ¢ une plaque de T, I'application:
¢ (r,a) = (ra.{g(r) (r,2)edef($)x6
est une trivialisation de PM. La transformation de jauge »A induit sur PM 13
transformation de jauge:
(r,a) — (r,a.ody(r))
D'ou on déduit que e est différentiable.l]

3.7 Espace des structures d'un espace difféeologique

L'existence de structures particuliéres sur un fibre diffeologique est liee aux

réductions éventuelles du fibre principal de son groupotde associe (3.4.1)
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3.7.1 Définition:
Soit P=(T,M,p) un fibré principal de groupe G et soit H un sous groupe de
G. Nous dirons que P est réductible 2 H s'il existe un sous fibre
Po=(Q,M,p,) de P, principal pour I'action induite de H.

3.7.2 Proposition :
Soit P=(T,M,p) un fibré principal de groupe G et soit H un sous groupe de
G. Soit p/H la projection de T sur le quotient difféologique T/H de T par
I'action induite de H et n la factorisation de p sur T/H.

p/H

"y 1Y

(diag.3.12)

a) M =(/HMn) est un fibré difféologique de fibre type G/H et
P/H=(T,T/H,p/H) un fibré principal de groupe H. De plus P est réductible
a Hsi et seulement si TT admet une section différentiable globale.
b) Etant données 1'action a gauche de H sur G: (h,a) — h.a, (h,a)eHx0, et
I'action (k,[a]H) > {ak"]Hde G sur G/H (ou [a}, désigne la classe de a€G
par rapport a H). Le fibré TT est équivalent au fibré associé Px,(6/H) ou G
agit diagonalement sur Tx(G/H). L'espace des réductions de P a H est en
bijection avec 'espace Eq(T,G/H).
O Considérons une plaque ¢ de M, les images réciproques de P et Tl par ¢ sont
définies par:
T¢=[ (r, 00T | p(T)=9(r))
Q=def(y)
(T/H)‘p:{ (rVIEOxT/H | v)=p(r))
dérinissonsp” de T sur (T/H), par:.
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pT(r, T)=(r,p/H(T)
et soit {y,) un systéme de trivialisationde T 0 du type:

#

o \*I'. p T oLy
ﬁix,__‘___;_____t_"!',‘l!s_‘li_’____;,'fr:H.:'q.!ni
Pl r". T
"y '::; K
-‘i
(diag.3.13)

y,(r,a)=(r,a;09.(r)  Suplpeg,)=¢ Q,=def(y;)
1"'application p"’oq«i se factorise sur Qi x(G/H) par une bijection différentiable que
nous noterons »yi' , c'est une subduction car p® est une subduction, c’est une
trivialisation locale de (T/H)o, donc TT est un fibré difféologique de fibre type
G/H.
Considérons maintenant 1a restriction ¥ de I'application¥ (3.3.1), définte sur
TxG a valeurs dans TxT, au sous espace difféologique TxH, c'est encore une
induction(2.1.15), on vérifie facilement qu'elle est a valeurs dans l'image
réciproque de p/H: T — T/H par p/H:

Tp/H=[ (T,T)ETT | 3 heH T'=hy(T))

on en déduit que P/H est un fibré principal de groupe H.
Supposons maintenant que P soit réductible a H, c'est a dire qu'il existe un sous
fibré P,=(Q,M,p,) de P, principal pour F'action induite de H. Notons ing l'induction
canonique:
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(diag.3.14)

L'application (p/H)eing vérifie:
V qeQ V heH  (p/H)ein(ho(qN=(p/HXD{(@)=(p/HX Q)
Donc (p/H)ein, se factorise sur M en une application différentiable o vérifiant
neo=1,, o est donc une section différentiable.
Réciproquement soit o une section différentiable de P/H, posons:
Q=(p/Hy~'(im(0))
Munie de 1a diffeologie de partie la restriction p, de p 3 Q est surjective grace
aux relations p=me(p/H) et meo=1, Montrons donc que Py est un fibré
difféologique principal de groupe H.
Soit ¢ une plaque de M, go¢ est une plaque de T/H elle se reléve donc localement
dans T:
Sup((p/H)eF )=00p  F,€D(Q,,T) Q,=def(F,)
Les F, permettent de construire les trivialisations locales:
¥;(r,a)=(r, aF (r)), (r,a)eQxG
Mais les F; sont a valeurs dans Q: (p/H)eF (r)€im(o) donc les restriclions des Y,
a Q;xH constituent un systéme de trivialisation de Q.
La preuve de 1a derniére partie de 1a proposition est essentiellement algébrique
et n'offre aucune de difficulté particuliére.0

Remarquons, avec les notations de la proposition 3.7.1, qu'étant donnée
¢€EQ(T,6/H), T'espace total Q de 1a réduction de P a H que ¢ définit est 1'image
réciproque par ¢ de I'identité de G: Q=¢"(ﬂe).

Si on considére maintenant un fibré difféologique TT = (X,M,n) sans structure
particuliére et P=(T,M,p) le fibré principal structural de son groupoide associé
K au point mgeM de groupe G=Diff(F), F:n"(mo). St Py=(Q,M,py) est une
réduction de P a H sous groupe de G. Le groupoide F=PgxyPq (3.3.1) est un sous
groupoide parfait de Px.P~K, et donc Tl est un "-fibré(3.5.1). Ainsi a toute -
structure est attachée une réduction de P et réciproguement.
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On déduit donc que I'espace des structures de TT de groupe structural H, sous
groupe de6=Diff(F), est un quotient de I'espace Eq(T,6/H).

3.8 Plaques globales et micro-trivialite

Etant donné un espace difféologique X une plaque globale de X est un é1ément
de D(R"X), C'est  dire une plaque définie sur tout R". Nous allons montrer un
résultat essentiel pour 1a théorie de 'homotopie: tout fibré difféologique sur R"
est trivial. 11 est possible en fait de démontrer un résultat plus fort, analogue
d'une propriété des variétés fibrées: les images réciproques dun fibre
difféologique, de base une variété, par deux applications différentiables,
définies sur une variété, homotopes l'une de l'autre sont équivalentes. Mais
cette propriété n'est plus vraie lorsque la base du fibré est un espace
difféologique quelconque. C'est pour cette raison qu'il semble inutile d’y avoir

recours.

3.8.1 Proposition :
Etant donné P=(X,Mx]a,b[,p), un fibré difféologique de fibre type F ou Ja,b
est un intervalle de R. Sofent a' et b’ tels que: a<b’'<a'<b. S1 P est trivial
au dessus de MxJa,a’ et Mx]b',b[, alors P est trivial.
O Grace a (3.5.5) et (3.6.3) il suffit de démontrer que si T{=(T,Mx]a,b[,n) est un
fibré difféologique principal et s'il admet une section au dessus de MxJa,al et
une autre au dessus de Mx}b,b'[, i1 admet alors une section globale.On appliquera
alors ce résultat au fibré principal associé a P.
Soient s, et s, les sections de TI au desus respectivement de Mx]a,a| et une
autre au dessus de Mx]b,b[. Pour tout (m,t)eMx]b’,a| i1 existe un élément
a(m,t)€G, G groupe structural de TT (par exemple Diff(F)), tel que :
s (m,t)=am.t)(s,(m,t))  (m,t)eMx]b’al
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Le caractére différentiable de I'application ot est une conséquence directe de la

définition des fibrés difféologiques principaux (3.3.1): xeD(Mx]b’,a’,G). Considé-

rons alors un point cejb’,al et p une fonction réelle différentiable telle que:
p@)=b’ pc)=c w@)=a’

e a17 Dy o1

4\

b

a M

Ce

b4

as

' »——» - -—

0l 8 p ¢ a' b

(rig. 3.3

Posons alors:

s’ =a(mut)(s,(M,t)) §'=S,k 4
puisque p envoie Ja,al sur Jb',af, s', est une section de T au dessus de Mx]a,a| et
puisque p est I'identité sur Jc,a[: s, et s, coincident sur Jeur intersection
Mx]c,a, donc leur prolongement commun est différentiable, c'est une section de
T, donc T est trivial.O

3.8.2 Proposition :
Tout fibré difféologique de base R" est trivial.
O Nous allons considérer un fibré principal P=(T,R",p) de groupe G, étant
entendu que cela suffit (3.5.5) (3.6.3).
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Puisque R" est une variété, P est localement trivial (3.1.5). Soit (s}, une
famille de section de P telle que:
def(s)=0, U, ,Q=R" s€D(Q.T) pos=1y

Solt K 1le cube de coté L centré en O: KL=[-L/2,+L/2]" . On consideére le sous
recouvrement (Q_) AcJ, de K, defini par:

Q, ﬂ' K 2@
I existe alors un recouvrement plus fin de (Q_}, A constitué de N petits cubes
de coté 1, alignés suivant un réseau dans K _tel que chaque petit cube ne
rencontre que ses 2n voisins et tels que leur réunion constitue un n-cube K
concentrique de K, ,i1 suffit d'utiliser le nombre de Lebesgue du recouvrement

[9] (voir figure 3.4)

oeA ?

1
+L# n
R
.;L — o +L.7
]
]
-L KL
: L
(fig. 3.4)
Notons [Ci1.i2 ''''' i }ik=l.2.....N le recouvrement en question:
cQ XEA

Ky = G,

. . C. .
dgaendy 2 |1J2"”ﬁn o

...............

et C3, , et ainsi de suite jusqua N, on construit une section sur

Uiz12..8Ciy1..y De la méme facon on construit des sections au dessus de

chaque ouvert du type:
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Chytgnd_y=Yi=12,.8 Cptyin i
On construit ainsi par récurrence une section de P au dessus de K'. Donc P est
trivial au dessus d'un voisinage de tout cube K et évidemment au dessus de tout
ouvert relativement compact.
Considérons alors 1a suite de boules ouvertes [BJ]j N Centrées 2 I'origine et de
rayons r= J, JEN. Soit {sj]jeN une famille de sections de P au dessus de chacune
de ces boules. Posons:
V xeB; s(x)=g00(s;,(x)) ¥ JeN o €D(B,6)

Soit (B';};,y 12 suite de boules ouvertes centrées a I'origine et de rayons r=i-
1/2 ,0na B'jch, on pose:

s j=sjla'j
Considérons s'y et s'5 et posons:

s",=8', 8" (X)=0 o) (s'5(x))
ol p est une application différentiable vérifiant:
HED(B 2,By)  p(x)=x si xeB'y

R
+
J_,_pﬂ"
p
1/2
f + $ J —
Y7 Q) ) o |i/2 3/2 r"
<
/ -1/2
] —
-1
(1ig. 3.5)
Alors:
s"le, =8
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Les deux premiers termes de la suite [3”1.5”2,3'3,5'4,....} coincident sur I'inter-
section de leur domaine de définition, donc s*, est un prolongement de s”;. On
prolonge alors de la méme fagon s”, et ainsi de suite. Par recurrence, on
construft une section de P au dessus de R" tout entier. Donc tout fibré
difféologique principal de base R" est trivial; il s'ensuit (3.5.5) (3.6.3) que tout
fibré difféologique de base R” est trivial. O

La propriété de micro-trivialité peut donc encore s'écrire:

3.8.3 Corollaire :
Une application différentiable P=(X,M,p) est une fibration difféologique si
et seulement si 1'image réciproque de I'application P par toute plaque
globale de la base est triviale.

Avant d'achever ce paragraphe remargquons, comme il est apparu dans dans les
démonstration précédentes, que toute trivialisation locale W de I'image réci-
proque d' un fibré difféologique P=(X,M,p), de fibre type F, par une n-plaque ¢ de
la base M s'écrit:

W(r,W=(r,y(rXW) V(r,uedef(¥)=def(y)xF  YeDLR',T) Toy=glyq,) (3.8.4)
ou TI=(TM,m) est le fibré principal assocté a la fibration difféologique P.
I'application y apparait ici comme un relevé dans le fibré principal associe a P
de 1a plaque ¢. On peut alors encore déduire de 1a proposition 3.8.2 le corollaire
suivant:

3.85 Coroligire :
Etant donnée une fibration difféologique P=(X,M,p. Tout plaque globale ¢
de 1a base se reléve dans T:
V peD(R"M) 3 PeDR",T) Ted=y
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Nous verrons au chapitre 5 I'importance de cette proposition en ce qui concerne
1'homotopiedifféologique.

3.9 Quelques enemple de fibrés difféologiques

Nous allons illustrer cette définition de fibré difféologique par quelques
exemples qui montrent comment elle s'applique aussi bien aux espaces de di-
mension infinie qu'aux quotients singuliers.

3.9.1 Proposition :
Laprojection naturelle G+ G/H ou G est un groupe difféologique et H un
sous groupe quelcongue de G est une fibrationdifféologique principale.
O 11 suffit de remarquer que lapplication F:GxHwr> GxG définie par:
F(a,h)=(a,h.a), (a,n)eGxH, est une induction par définition méme des difféologies
de groupe, son inverse étant donnée par:
V (a,Keim@®)  F'(ak)=(a, ka)

donc G > G/H est un fibré difféologique principal.0]

De 1a proposition 3.7.1 on déduit
3.9.2 Proposition :

Etant donnés un groupe G et deux sous groupes H et K tels que KCHCG et
en notant m,, 7, et p les projections:

G/K sG/H
p

(dfag.3.15)
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P=(G/K,G/H,p) est un fibré difféologique de fibre type H/K.

Cette proposition s'applique aussi bien au quotient d'un groupe de difféomor-
phismes d'une variété V par un de ses sous-groupes qu‘au quotient d'un groupe
de Lie par un sous groupe méme non fermé (auquel cas I'espace quotient n'est
pas une variété). Par exemple, étant donnée une variété V, G=Diff(V), H le sous
groupe des difféomorphismes de fibre type conservant le point meV et K le sous
groupe de H des éléments ayant méme jet d'ordre | en m. Le quotient G/H
s'identifie naturellement a V tandis que G/K s'indentifie au fibré des repéres de

V auquel le fibré tangent est associé.

3.9.3 proposition :
Soit G un groupe de Lie agissant librement et différentiablement sur une
variété X. Soit M=X/G, le quotient difféologique de X par G. La projection
naturelle T : X — Mest une fibration principale de groupe G.
O Etant donnée une plaque ¢ de M et un systéme de relevés locaux (¢} de ¢ dans
X, les applications:
¥, - def(p,)x6 — X¢
(r,ae— (r,ax(cp‘(r))
sont des difféomorphismes car 1'application linéaire tangente:
1 0
D(y,)r,a) =
D(ayeq,)r)  Dlg,(r)°)a)
(ou x°=[a— gx(x)]) est un isomorphisme linéaire (théoréme des fonctions

implicites[Dieudonné}).0
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Prends ce qu'il faut, opére
comme tu le dois et tu ob-
tiendras ce que tu souhaites.

Leibnitz.

§4-HOMOTOPIE DIFFEOLOGIQUE
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La théorie de I'homotopie s'étend trés naturellement aux espaces
difféologiques car l'ensemble des applications différentiables d'un espace
difféologique dans un autre posséde sa diffeéologie canonique despace
fonctionnel (1.3.6) et devient a son tour un espace difféologique (récursivité de
ladifféologie).

A partir de la définition naturelle de connexité dans les espaces
difféologiques nous construisons la catégorie Dhomot quotient de la categorie
Desp par I'homotopie, 'homotopie n'étant qu'un cas particulier de ]a connexité.
Ses objets sont les espaces difféologiques et ses morphismes les classes
d'homotopie des applications différentiables.

La théorie de I'homotopie des espaces difféologiques est I'étude de 1a
catégorie Dhomot. Elle consiste le plus souvent a exhiber des invariants
homotopiques comme 'est, par exemple, 1a série des groupes d'homotopie dont
nous donnons 1a définition et quelques propriétés particulieres dans ce chapitre.

Il ne pouvait étre question, dans ce chapitre, de refaire, pour les espaces
difféologiques, 1a théorie de 'homotopie dans toute sa généralité telle que T'on
peut 1a trouver, en ce qui concerne les espaces topologiques, dans les ouvrages
de rérérences [12)[19])[26] etc... Nous présentons seulement une introduction qut
peut permettre, si on le désire plus tard, d'approfondir tel ou tel aspect. Les
définitionsqui vont suivre ne nécessitent pas de précisions particuliéres tant
elles sont analogues aux notions classiques de la théorie des espaces
topologiques ou des variétés. Seuls quelques points techniques, utilisant en
particulier les opérations de lissage, ont été détaillés lorsque cela était

nécessaire aux démonstrations.
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4.1 Connenité et foncteur TIO

Etant donné un espace difféologique X, la relation "étre joint par un arc
différentiable” (1.3.8) est évidemment une relation réfiexive et symétrique sur
X.

L'arc constant:

L:t>x VxeX VteR (41.1)
est différentiable et joint x a lui méme.

Etant donné deux points x et y joints par un arc f, I'arc

'tes f(1-t) VteR (412)
est différentiable et jointy a x.

4.1.3 Definition:
La relation d'équivalence associée a 1a relation "étre joint par un arc
différentiable” partage tout espace difféologique X en classe que nous
appellerons composantes connenes par arcs de X.

Pour unifier le vocabulaire et pour des raisons qui apparaitront évidentes plus
tard, nous dirons que deux points d'un espace difféologique X sont homotopes
s'{1s appartiennent a 1a méme composante connexe de X, nous noterons:

3oy fEArCX)
XAy <> (41.9)

or(f,)=x, ex(fy)=y, ex(f)=or(f ) 1<i<N-1

i+
ol pour tout arc f dans X on a noté:
or(f)=f(0) ex(f)=f(1) (4.1.5)
Nous dirons que [fi}i=l.2.... N est une chaine finie d'arcs différentiables

joignant x ay.
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4.1.6 Proposition :
La partition d'un espace difféplogique en composantes connexes est la
plus fine qui en fasse une somme de parties. Elle coincide avec 1a
partition en composantes connexes de 1a D-topologie.
O Toute plaque ¢ d'un espace difféologique X est localement & valeurs dans une
composante connexe, de plus chaque composante connexe de def(g) s'envoie dans
un composante connexe de X. Ceci indique que X est égal a 1a somme difféologique
de ses composantes connexes.

Considérons alors une partition {X ] ., de X qui en fait une somme de parties,

oeA
toute plague de X est localement a valeurs dans une partie X, X€A, qui est elle
méme 1a somme de ses composantes connexes. Donc la partition de X en
composantes connexes est bien 1a plus fine qui fasse de X une somme
difféologique de parties.
Considérons maintenant X muni de sa D-topologie et U une composante connexe
de X, U est évidemment un ouvert de la D~topologie puisque toute plaque de X est
localement & valeurs dans une composante connexe, mais le complémentaire X-U
est aussi D-ouvert puisque c'est une somme de composantes connexes. Donc
chaque composante connexe est a 1a fois ouverte et fermée pour 1a D-topologie.
Supposons alors que U soit égal & 1a somme D-topologigue de deux ouverts non
vides V et W, soient xeV et yew, puisque U est conexe par arcs i1 existe une
chaine {f,};_, , ,darcs différentiables joignant x ay. 11 existe alors un indice i
et deux points x’ et y' dans U tels que:

x'=or{f,) y'=ex(f;) Xe€V yew
Or toute application différentiable est D-continue donc f, envoie R dans une
composante connexe de la D-topologie ce qui est en contradiction avec les
hypothéses. Ainst U est une composante connexe de 1a D—topologie.l:l

L'espace des composantes connexes d' un espace difféologique X muni de sa

difféologie quotient est donc un espace difféologiquement discret nous le
noterons:
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M(X)  (4.1.7)
Nous noterons encore pour tout xeX:
compy(x) (4.1.8)
1a composante connexe de x dans X, comp, peut aussi étre considérée comme la
projection naturelle de X sur m,(X), nous noterons parfois comp lorsqu'aucune
confusion ne sera possible:
compy(x) : X —=» T,(X)  (4.1.9)

Comme pour toute partition comp,(x) peut &tre compris a la fois comme un
élément de 1,(X) et comme une partie de X.

Etant donné un point de base x, dans X nous noterons (X,x,) l'espace
difféologique pointé et:

To(X, X, )= (TMy(X),comp,(x,))  (4.1.10)

I'espace des composantes connexes de X, pointé naturellement par compx(xo).

4.1.11 Définition:
Nous dirons qu'un espace difféologique X est connewe s'il ne posséde
qu'une composante connexe. Nous direns qu'une partie A de X est connexe
si, munie de la difféologie de partie, c'est un espace difféologique
connexe.

4.1.12 Proposition :
Toute partie connexe d'un espace difféologique X est contenue dans une
composante connexe de X. La composante connexe d'un point x de X est la
plus grande partie connexe qui 1a contienne.
0O La démonstration est immédiate .0

4.1.13 Proposition :
Etant donnés deux espaces difféologiques X et Y et reD(X,Y), T applique
toute partie connexe de X dans une partie connexe de Y. |1 existe alors une
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En natant L, V'action de D(SL,R) sur lui méme définie grace 3 la formule (3.3),
ol f,*=L,(f4*), le groupe HI(Gr(m,),R) s'identifie avec le quotient de D(S1,R) par
raction Ly

HI(Gr(TM,),R)=D(SL,R)/Ly  (3.4)

L'intégrale $f* est un invariant naturel de cette action, en associant aftle
couple ( §f*,f*-4f*), le calcul de HL(Gr(m,),R) se raméne a I'étude de I'équation:

6f*=gor,(1)-g (g,6f")eD(SL,R)Z  $67*=0  (3.5)

Sous cette forme cette équation a été étudié par de nombreux auteurs, en
particulier par V.Arnold [1][2], J. Moser [8], MRHermann [6). Pour une large
classe de nombres, en particulier ceux vérifiant la condition diophantienne
suivante:

3¢50, 3k>0 : fx-(m/n)l > k/n2+¢  ¥(m,nezz  (3.6)
I'équation (3.5) en g a toujours une solution unique si la difféotogie que I'on
considére est au moins la difféologie C3[6] ** .Ce résultat peut alors s'interpréter

en termes de difféologie:

3.6- Proposition :
Si o est un nombre diophantien (condition 3.6) 1'espace des flots libres, au
dessus de T, tdentifiéau groupe de cohomnologie H1(Gr(n,),R), est égal a R.
La projection de Z1(Gr(m,),R) sur R est donné par:
Vf*e ZUGr(1,),R)I~D(SL,R)  f*— §f*
Chaque flot libre au dessus de T, est équivalent au fibré Py=(¥2,Ty,py),
avec w= $f* muni de T'action 6, de R :
V(t,24,22)€RxT2 6, (t)z4,2p)=(e2iM0tz, g2iT0al 7))

w=0 caractérise le fibré trivial.

Remarquons toutefois que ce théoreme est vral si et seulement s 1'équation
(3.5) posséde, pour tout f, une solution (nécessairement unique) en g. Dans ce cas,

** La difféologie d'un espace X est C si si elle a été définie a partir de la difféologie Ck des espaces numériques
R".
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4.2 Homotopie d'applications-Foncteur X

Comme nous l'ayons vu les espaces dapplications différentiables sont
naturellement des espaces difféologiques pour leur difféologie d'espace
fonctionnel (1.3.6). La connexité dans les espaces fonctionnels est appelé

homotopie.

42.1 Définition:
Etant donnés deux espaces difféo!ogiques X et Y et D(X,Y) muni de sa
difféologie d'espace fonctionnel, on dira que TeD(X,Y) et geD(X,Y) sont
homotopes si elles appartiennent a la méme composante connexe, on
notera:
f homotope & g <= f % g <> comppy y)f)=comppe y)f)

Si on considére V'homotopie de 1'espace fonctionnel D(R® X)~X, R°=[0], on
retrouve la connexité par arcs. Ceci justifie a postériori l'utilisation de
'adjectif homotope pour qualifier les points appartenant a une méme
composante connexe de X et 1a notationx X y.

Comme nous 1'avons vu 1'espace D(X,Y) peut étre muni d'autres difféologies que
celle d'espace fonctionnel, par exemple la difféologie feuilletée par une partie A
de X (1.3.5), 'espace difféologique feuilleté D(X,Y), posséde une partition en

composantes connexes:

4.2.2 Definition:
Etant donnés feD(X,Y) et geD(XY) ,nous dirons que f et g sont A-
homotopes si elles appartiennent 2 la méme composante connexe de
I'espace difféologique feuilleté D(X,Y), (1.3.5), nous noterons alors:

fog
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Comme exemple de A-homotopie il y a 'homotopie & Bouts fines des arcs
dans un espace difféologique X. Arc(X)=D(R)X), 1a partie A est 'ensemble (0,1},
deux arcs f et g sont (O,1}-homotopes s’ existe une chaine finie darcs
difrérentiables (9}, y Joignant f a g telle que:

V i=1,2,..,N ¥ seR Bouts (p.(s))=Bouts ()=Bouts (g}  (4.2.3)
ol I'application Bouts est définie par: _
V feArc(X)  Bouts(f)=(or(f ),ex(f))=(f(0),£(1)) (42.4)

425 Proposition:
Soient X, Y, Z trois espaces difféologiques, f et f* éléments de D(X,Y), g et
g éléments de D(Y,7). S1 f et " sont homotopes et g et ¢ sont homotopes
alors gef et g'of' sont ausst homotopes.
O Supposons g=g', soit {¢;);_y, , une chaine finie d'arcs différentiables
joignant f af'. Soit (g«9,};_, , 1 famille d'arcs différentiables définie par:
g, =[tr>goly;(t))]
Or(gep,)=Qof, eX(ge;)=0r(gegp;, ) i=1,..,N~1 etex(gep,)=gof’, donc c'est une chaine
finle d'arcs différentiables joignant gef  gof’ i.e. gof X gof’, de méme gof’ X g'of’
et donc gof ¥ g'of".0

Grace a cette proposition on peut définir 1a catégorie quotient [SML] de Desp
par I'homotopie. Nous appellerons Dhomot cette nouvelle catégorie dont les
objets sont les espaces difféologiques et les morphismes les classes
d'équivalences d'applications différentiables:

Ob Dhomot=0b Desp |
(4.2.6)
MOT ppomot X0 Y= Tlg{ MOrp, e (X,Y))
ou Moroesp(X,Y):D(x,Y). NOus noterons encore X le foncteur naturel de Desp sur
son quotient:
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% : Desp — Dhomot
A(X)=X X espace difféologique  (4.2.7)
X(f)=comppy y(f) VI €D(X,Y)
Cecl permet de généraliser d'une fagon directe le vocabulaire de la theéorie
topologique de 1'homotopie aux espaces difféologiques:

428 Définition:
Etant donnés deux espaces difféologiques X etY, nous dirons que feD(X,Y)
est une équivalence homotopique si %(f) est un isomorphisme de la
catégorie Dhomot. Si X(g) est 1'inverse de X(f) nous dirons que f et g sont
homotopiquements inverses 'une de l'autre. Nous appellerons type
d'’homotopie d' espace difféologique sa classe d'isomorphisme dans la
catégorie Dhomot. Deux espaces ayant méme type d’'homotopie seront dits

homotopiquement équivalents.

429 Proposition:
Le foncteur composante T(, se factorise sur Dhomot par L

Desp
RN
R/ \(To
,/
/ N
Dhomot sEns
Ty
(diag. 42)

Tl est le foncteur défini par:
T ,(X) =TT(X)

T(M)=1," ¥ feDX.Y)
O 11 suffit de vérifier que si X(f)=%(g) alors f,"=g," pour tous f et g éléments
de D(X,Y). Supposons X(f)=X(g) et soit [g};_,, , une chaine finie darcs




$4-10

différentiables joignant f a g Pour tout xeX et tout indice i=1,2,.,N :
fo_ (comp,(x))= comp,(f(x))=comp,(p,(t)(x)) puisque ([t ()00}, ,  est une
chaine finie d'arcs différentiables de Y passant par f(x), donc en particulier,
comp,(f(x))=comp, (g (1)(x))=comp(g(x))= g,"(comp,(x)) d'od fy"=g," La
propriété TI,((1,))=1, Lo est immédiate.0

Un invariant homotopique est un foncteur de la catégorie Desp dans une
catégorie quelconque qui se factorise sur la catégorie Dhomot. |1 applique en
particulier les espaces homotopiquement équivalents sur des objets du méme
type. La partition en composantes connexes d'un espace difféologique est donc un
invariant homotopique; en d'autres termes si X et Y ont méme type d'homotopie
T,(X) et 1, (Y) ont méme cardinal.

42.10 Définition:
Les objets finals de la catégorie Dhomot seront appelés espaces
contractiles. En d'autres termes, toutes les applicationsdifférentiables,
a valeurs dans un espaces contractile, sont homotopes.

42.11 Proposition :
Un espace est contractile si et seulement si il est homotopiguement
équivaient a un point.
O Si Z est un espace contractile et z,€Z, 1; est homotopiquement inverse de
I'application constante zy": z ~»z, et donc Z est homotopiquement équivalent a
(z,). Réciproquement les singletons sont les objets finals de Desp et donc des
objets finals de Dhomot; puisque les objets finals sont tous isomorphes entre

eux, si Z est final il est alors homotopiquement équivalent a un point et donc
contractile.0

On en déduit que les espaces contractiles sont connexes et de plus:
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42.1 proposition:
Toutes les apllications différentiables, définies sur un espace
contractile a valeurs dans un espace connexe, sont homotopes.
O Etant donnés deux espaces difféologiques E et F, avec E contractile et F
connexe. Soit Xo un point de E, notons xo" €D(E,E) 1'applicationconstante [x ~ %]
Sojent feD(E,F) et yo=f(xy), notons p une homotopie de I a Vapllication
constante x,” (E est contractile). L'application [s ~ fep(s)] est une homotopie de
f a I'application constante [x — yo]. Puisque F est connexe toute les application
constantes de ce type sont homotopes.O

42.13 Défnitions:
On appellera rétraction d'un espace difféologique X toute application
différentiable peD(X,X) idempotente: pep=p. L.e sous espace A=im(p) sera
appelé rétracte de X. On dira que p est une rétraction de déformation si
elle est homotopiquement équivalente a V'identité, A sera alors appelé
rétracte de déformation de X.

On en déduit qu'un espace difféologique est homotopiquement équivalent a tous
ses rétractes de déformation.

4.3 Chemins faisant

Soit X un espace difféologique, Arc(X) son espace des arcs différentiables
muni de sa difféologie d'espace fonctionnel et Ar(X), . son espace des arcs
muni de sa difféologie feuilleté par {0,1] (1.3.5): une application f a valeurs dans
Ar(X)(q 1) est differentiable si elle est différentiable a valeurs dans Arc(X) et si
les applications oref et exof (C'est a dire Boutsef) (4.1.5) sont localement
constantes.




§4-12

43.1 Deéfinition:

Etant donnés deux arcs différentiables f et g dans X nous dirons que g est
Jurtaposabie T si or(g)=ex(f) et si I'arc fAg défini par:
f(2t) tg1/2
fag(t) =
g(2t-1) t31/2
est différentiable. L'opération (f,g) > fAg sera appelée juntaposition, le
résultat sera appelé Juntaposé de gaf.

On a évidemment pour tout juxtaposé fAg 1a propriéte:
or(fAg)=or(f) ex(fag)=ex(g) (43.2)

43.3 Definition:
Nous dirons qu'un arc f de X est stationnaire aus bouts ou a bouts

stationnaires s'il est constant sur un voisinage de ]-<0,0] et sur un
voisinage de [0,+oo[. Nous noterons Starc(X) le sous espace de Arc(X) des

arcs a bouts stationnaires.

I
i

0 ¢ f-g 1
(fig.4.1)
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Nous serons ammenés 3 utiliser une fonction de lissage | caractériseée par:
U0 e70 Miesoo=! O<ec1/2 (434
(par exemple Tigure 4.1).
Deux arcs f et ¢ a bouts stationnaires et vérifiant ex(f)=or(g) sont évidem-
ment juxtaposables en vertu de I'axiome de prolongement des applications dif-

férentiables, op a plus particuliérement:

435 Proposition :
Soient f et g deux arcs d'un espace difféologique X tels que or(f)=ex(g), il
existe f {0,1)-homotope af et g (0, 1}-homotope a g, tous les deux a bouts
stationnaires (f et g sont juxtaposables). De plus les espaces Starc(X)
(resp. Starc(X) ;) et Arc(X) (resp. Arc(X)g )} sont homotopiquement
équivalents.
O Posons f=1*(f)=fel, 1=fopction de lissage (4.3.4), et g=1*(@), 'application:
s+ f=[t s f((1-5)t+s1(t))]
est une [0,1}-homotopie qui joint f & f , de méme on construit une
(0,1}-homotople qui joint gag . Or f et g sont 2 Bouts stationnaires et verifient
ex(f)=or(g), ils sont donc juxtaposables.
Appelons statfonnarisation 'application:
1* . Arc(X) = Starc(X)
f - 1%(f)
Montrons que 1* est différentiable:
Soit ¢ une plaque de Arc(X), . #=[(r,t) — @(rXt))eD(def(¢)xR,X). L'application
1*op se factorise en un produit d'applications différentiables:
(r,1) = (r,3(1)) = p(rX(I(L))

Nous allons montrer maintenant que 1* et 1'induction canonique in de Starc(X) ,,
dans Arc(X)y, ,; sont homotopiquement inverses I'une de l'autre, c'est a dire que:
1*e1n : StarcX)y, 4y = Arc(X), 1 = StarclX)y,

et
inel® : Arc(X)yy 1y > Starc(X)yg ;) > Arc(X)g )
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sont homotopes, respectivement, a Videntite de Starc(X){o.“ et 3 V'identité de
Arc(X),, - Considérons pour cela I'application:
1= [5 [ t(1-1N()+ (S]]

C'est une {0,1}- homotopie entre 1=7(0) et Ip="(1),posons aiers

V(s,f)eRxArC(X)  p(sXf)z[ t —> for(sKt) ]
i est évidemment différentiable dans Arc(X) elle est donc différentiable dans
Arc(X) 4y, de plus H(SXTX0)=F(0) et p(sXF)(1)=f(1) V(s,f)éRxArc(X). D'autre
part pour tout feArc(x) p(O)f)=fel et p(1Xf)=f, c’est donc une homotopie dans
D(Arc(X)yq 1y, Arc(X) 1) joignant 1*=inol* et nArcoo(o,”' Pour 1*ein, il suffit de
vérifier que si f est a bouts stationnaires, p(s)Xf) est a bouts stationnaires,
pour tout s€R. Soit f e-stationnaire :

Vige f(D)=f(0), Vial-g' f(t)=1(1))

On peyt supposer £=¢ (¢ relatif 4 1(4.3.4)) sinon on se raméne a inf(e,g’). Pour
tout t<e : P(SXIXD=F(SI), or I(s)€1 = I(s)t<e et donc w(sXTXL)=T(0), de
méme pout tx1-g : W(SXTXt)=r(1). Donc p est une homotopie dans
D(Starc(X)lo.,),Starc(X)[o'”) joignant1*=1%in et nStarc(X)(O'”‘

La démonstration est du méme type en ce qui concerne Arc(X) et Starc(X).00
On déduit de cette proposition:

43.6 Proposition:
Deux points x et y d'un espace difféologique X sont homotopes (4.1 4)siet
seulement si il existe un arc a bouts stationnaires les joignant.

43.7 Proposition: |
La juxtaposition dans Starc(X) respecte la (0, 1}-homotopie, en d'autres
termes si f et f' sont deux arcs {[0,1}-homotopes de X a bouts
stationnaires ainsi que g et g' et si ex(f)=or(g), les arcs fAag et f'Ag" sont
(0, 1 }-homotopes.
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‘OL'application s —> p(s)Ay(s) est une {0,1}-homotopie entre fAg et f'Ag, ol ¢ et
¥ sont les homotopies entre f et ', get g.0

4.4 6roupoide st groupe fondamentaus.

La construction que nous donnons, du groupe fondamental (ou premier groupe
d'homotopie) d'un espace difféologique connexe X, utilise la construction d'un
groupoide parfait que nous appellerons groupoide fondamental. Nous verrons
plus tard que cette construction permet de définir le revétement universel de X.

Soit X un espace difféologique et Arc(X)io ) V'espace de ses arcs muni de la
difféologie feuilieté par {0,1]). Nous noterons TI(X) T'ensemble de ses
composantes connexes:

TI(X)=1(Arc(X)4 1)) (44.1)

Nous noterons p 1a projection de Arc(X) sur TI(X) et nous noterons encore

Bouts, 1a factorisation de Bouts : Arc(X) +— XxX, sur TI(X).

p‘
Starc(%) > TT(%)
AN

AN

Bouts\ //Bouts
]
Ak

(diag. 4.3)
443 Définition:
T(X) (44.1) sera muni de le difféologie image par p de la difféologie
d'espace fonctionnel de Arc(X). Elle sera appelé difféologie standard.

En dautres termes TI(X) est le quotient difféologique d'Arc(X) par la
(0,1} -homotopie. Puisque Arc(X),, et Starc(X), ; sont homotopiquement
équivalents et que la juxtaposition sur Starc(X), 4, est compatible avec la
(0,1}-homotopie (43.5) (4.3.6), nous définirons sur TI(X) 1a loi image, que nous
appellerons encore juntaposition: |
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v t=p(f) Vo=p(g)
ex(T)=or(g) = T.o=p(fag) (443)
(f,g)e(Starc(x))?
Compte tenu de ces notations:

444 Proposition :
La loi de juxtaposition (4.4.3) est une loi de groupoide sur X" défini par:
Ob X"'=X

Mor X" =TI(X)
avec Bouts pour application garactéristique
Mor,m (X,y)=Bouts™ (x,y)
et, avec lesnotations4.1.1,4.1.2:
Vxex L=p(l) vr=p(f) t'=p(f-)

T est un groupoide difféologique, nous Iappellerons groupoide

X
fondamental de 1'espace X, si X est connexe c'est un groupoide parfait.
Nous noterons:
T =(RX1) et T, (X,X)
son fibré principal associé et son groupe structural au point xeX (3.4.1).
1,(X,x) sera encore appelé groupe fondamental ou premier groupe
d'homotopie de X au point x . Son type (X connexe) sera noté 1(,(X).
0 L'associativité de 1a juxtaposition, 'existence d'une identité pour tout objet,
I'existence d'un inverse pour toute fléche resultent d' une adaptation immédiate
des démonstrations standard en topologie, il suffit de vérifier qu'a chaque étape
les produits envisagés sont bien définis ce qui est le cas grace au caractere
stationnaire aux Bouts des arcs. Donc X" est un groupoide.
Démontrons que c'est un groupolide difféologique:
Comme p est une subduction et que Tapplication [f e '] est un
difféomorphisme de Arc(X), Vapplication [T+~ '] est différentiable.

Considérons alors une plaque ®=[r — (¢(r),p(r))] de TI(X) telle que pour tout r:
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ex(p(r))=or(e'(r)) et soit ¥ un relevé local de ¢ dans Starc(X)’ au dessus d'un
ouvert Qedef(®):

(Starc(}i))z

// \ N

.y/ p \‘(BDUtS)
/ .
Qe TR —— (XxX)

an (BGUtS)z
(diag.4.4)

W(r)=(y(r),y'(r)) vérifie:
ex(y(r=or(y'(r) VreQ t et w(r).y'(N=py(rIAy(r)
Considérons alors 1a fonction de lissage 1(4.3.4) et posons:
y =lre [ty g =lr - [t y(A]]
¥, et y'_ sont différentiables dans Starc(X) et W_=[r e (y ()’ (M)] est
encore un relevé de & au dessus de Q car 1 est homotope & lidentité.
L'application [(r,t) — [y _(r)ay’'_I(t)] définie sur QxR s'ecrit:
y (r(2t) t<1/2
(A) (rt) —
y O2t-1) t1/2
] est nulle sur les intervalles ]-co,g] et [1-¢,+00[ (4.3.4), il existe alors un
voisinage de Qx(1/2] sur lequel ¥ _(r)X(2t)=y’_(r)(2t-1) en vertu de I'axiome de
prolongement des plaques, I'application (A) est différentiable, puisque p est une
subduction [r ~ y(r).y'(r)] est différentiable. Ainsi la juxtaposition dans TI(X)
est une opération différentiable. D'autre part, en utilisant le fait que
I'application ingiancon=[x—>1,] est une induction de X dans Arc(X), on vérifie que
PeiNgianceey €St une induction de X dans TI(X). On conciut alors que X" est un
groupoide difféologique.
Montrons maintenant que si X est connexe, Bouts:TI(X)— XxX est une

subduction. C'est & dire montrons que X" est un groupolde parfait.
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Soit ®=[r — (g(r),9'(r))] une plague de XxX, soit r, edef(®) et soit ¥ I'application:
Y: Bro -» Starc(X)

r e [t (1-1(0r+1(tr,)
ou Bro esl une boule de centre r, et contenue dans def(d). y est évidemment

différentiable et vérifie: Bouts(y(r)=(rry). ¢oy ety’ey sont donC des
applications différentiables définies surB, a valeurs dans Starc(X) vérifiant:
Bouts(gey(r))=(p(r),p(r,)) Bouts(g'oy(r))=(g'(r),g'(ry))
Puisque nous avons supposé X connexe il existe un arc a bouts stationnaires f
joignant ¢(r) a ¢(r,) posons alors:
$ Bro — Starc(X)
P {(oyrDATA[gev(n)] ™
¢ est évidemment différentiable et vérifie:
Bouts(® (r)=(or(gey(r))  ex((@o¥(r))™)=(p(r),g(r))
C'est donc un relevé local de ®. L'application Bouts est une subduction puisque p
est unesubduction(1.2.16).
Puisque X" est un groupoide parfait tous les groupes structuraux sont
isomorphes ce qui justifie la notation 1,(X).0

Par construction m,(X,x) est égal, en tant quensemble, a l'espace des
composantes connexes de I'espace des lacets L(X,x) (1.3.9) de X au point x:
nl(x,x)=no(L(X,x)) (4.45)
I'élément neutre étant 1a classe du lacet constant 1. Comme en géometrie des
variétés nous définirons 1a simple connexité par:

445 Definition:

Un espace difféologique connexe X sera dit simplement connese si son
groupe fondamental m,(X) est trivial.

4.5 Homotopie supérieure-foncteur T1_
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La définition des groupes d’homotopie supérieurs la plus naturelle [DI] en
difféologie se fait par récurrence sur les espaces de lacets:

Etant donné un espace difféologique pointé (X,x) notons:

LX,x)*  (45.1)
la composante connexe, compp,, (1, ), du lacet constant 1, dans L(X,x), elle est
munie de sa difféologie d'espace fonctionnel en tant que partie de L(X,x). Ses
éléments sont encore appelés lacets homotopes & zéro (au point x). Posons
alors:
100t 1 @)
L, (%0=L(L (X,%0°,0 ™)
(45.2)

Lo(X.x) X
11)((0):x

45.3 Définition:
Nous appellerons (n+1)-éme groupe d’homotopie de X au point le groupe
fondamental au point llx(") de I'espace difféologique connexe L (X,x)°, nous
noterons:
o (n)
T, (X X)=1 (L (X,x)°, 1,7

Nous dirons aussi que 1 (X,x) est le n-eme groupe d’homotopie absolue de X
au point x. En vertu de (4.45), en remplagant (X,x) par (Ln(X,x)°,llxw) dans
(45.3), on a I'égalité des ensembles:

X X)=T,(L (X,X))  (45.4)

Etant donnés X et Y deux espaces difféologiques connexes et feD(X,Y), soient
xeX et yeY tels que y=f(x), notons f 1application induite par f sur L (X,x)
définie par récurrence: '

fo: LaXX) =L (Y,y)
R L) (45.5)

for f




§4-20

Envertude(4.1.13),f se projette sur my(L (X,x))=T,(X,x) en une application que
nous noterons f “=(f )," (notations4.1.13):

f
Ln(K,X) n - Ln(Y,g)
comp comp
IIH(X,X) x — Hn(Y,g)
(diag. 4.5)

Compte tenu de ces notations:

456 Proposition: |
fn" est un homomorphisme de groupe pour n31 et un morphisme 'd'espace
pointé pour n=0. ,
O En vertu de 45.4 et 45.5 11 suffit de le montrer pour n=0 et n=1. Cest
immeédiat pour n=0 parce que y=f(x). Soient ¢ et y des lacets a Bouts
stationnaires au point x, on a:
fop(2t) tg1/2
flpap)t) = =[f (@IS (§IKL)
foy(2t-1)t21/2
donc f, " est un homomorphisme.O

Ainsi pour tout n>1 est défini un foncteur de 1a catégorie Desp® des espaces
difféologiques pointés dans 1a catégorie Grp des groupes, nous le noterons T1 :
(X, x)=T,(X,x) X espace difféologique
(45.7)
T (f)= fn"

On déduit en particulier:
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458 Proposition:
Etant donnés deux espaces difféologiques connexes X et Y, et feD(X,Y), si
f est une équivalence homotopique, fn' est un isomorphisme: d'espace
pointé si n=0 et de groupe si 1. Si p est une rétraction de déformation
de X sur A, pn' est un isomorphisme de 1 (X,x) sur 1 (AX) X€A. 51 X est

contractile nn(x,x)=o vn.

Les nn(x,x) sont commutatifs si n»2, ceci résulte d'une propriété des H-

espaces, vraie en topologie et qui subsiste dans les espaces difféologiques.

459 Définition:
On appellera H-espace difféologique (ou plus simplement H-espace)
tout espace difféologique pointé (X,e) muni dune loi interne.,
différentiable en un sens évident, compatible avec la partition en
composantes connexes et qui induit sur m,(X,e) une loi de groupe
d'éiément neutre 1 .

45.10 Propaosition:
Le groupe fondamental d'un H-espace est commutatif.
O La démonstration est une adaptation immédiate de la démonstration
topologique [12], i1 suffit simplement de vérifier que le résultat de chaque
juxtaposition est bien défini, ce qui se fait en passant aux arcs a Bouts
stationnairesO

On déduit de cette proposition 1a commutativité des n_ en remarquant que les
espaces de lacets sont des H-espaces. Un autre exemple de H-espaces sont les
groupes difféologiques.

En conséquence pour n>2, T (45.8) est un foncteur dans la categorie des
groupes abéliens.




§5-1

Pour connaitre réellement un
objet, il faut embrasser et
étudier tous ses aspects,
toutes ses liaisons et "média-
tions”. Nous n'y arriverons
jamais intégralement, mais la
nécessité de considérer tous
les aspects nous garde des
erreurs et des engourdisse-

ments.

V.1. Lenine.

§5-SUITES EXACTES D'HOMOTOPIE
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Certaines constructions de ls théorie de 1'homotopie survivent au passage
vers les espaces difféologiques. Parmi celles-ci: 1a suite enacte d'homotopie
d'un couple (X,A), A sous espace difféologique de X. Elle est construite a partir
de I'homotopfe relative dont nous donnons une version difféologique au premier
paragraphe.

Ensuite, 1'aspect essentiel de ce chapitre est d'établir I'exactitude de la suite
d'homotopie d'un fibré difféologique, ol la propriété de micro-trivialité
apparait comme essentielle. On démontre ainsi I'analogue, pour les espaces
difféologiques, d'un théoréme important de la théorie des variétés fibrées qui se
trouve étre ainsi démontré par la voie difféologique.

Cette suite exacte peut s'appliquer a des quotients singuliers, comme , par
exemple, certains quotients de groupes de Lie (ex. T2/[a]), ou blen certains
quotients de variétés par des actions différentiables de groupes de Lie non
compacts. Mais cette suite peut aussi s'appliquer aux fibrés difféologiques de
dimension infinie, quotients de groupes de difféomorphismes, ou bien quotients
d'espaces de métriques par l'actions de certains groupes de difféomorphismes
etc..I1 doit étre noté que, nulle part, si ce n'est dans R", une quelconque
topologie (méme pas la D-topologie) n'intervient dans la démonstration des
théorémes.

Il faut remarquer toutefois que les liens, usuels en théorie des varietes
différentiables, qui existent entre la théorie des fibrés et la théorie de
I'hnomotopie, ne se généralisent pas tous a la théorie des espaces difféologiques.
En particulier, toute variété fibrée sur une variété contractile est triviale,
cette proposition n'est plus vraie dans le cas des fibrés difféologiques, un
contre exemple sera donné dans I'annexe 6.

Nous n'avons pas abordé ici les notions de n-suite et de cission [19], bien utiles
parfois pour calculer des groupes d'homotopie. Ces définitions et les propriétés
qui en découlent (factorisation des groupes d'homotopie sur des rétractes..)
sont essentiellement algébriques et doivent s'étendre aux espaces
difféologiques sans problémes particuliers.
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3.1 Homotopie relative.

Dans tout ce paragraphe nous considérons un espace difféologique X et une
partie non vide A de X. A sera muni de sa difféologie de partie, nous dirons du
couple (X,A) que c’est un couple difféologique. Nous choisirons un point acAcX
et noterons:

Arc(X,A,a)  a€AcX (5.1.1)
I'espace des arcs différentiables dans X d'origine dans A et d'extrémité a.
Arc(X,A,a) sera muni de sa difféologie d'espace fonctionnel, c’'est a dire de la
difféologie induite par Arc(X):
fe Arc(X,A,a) <> feArc(X) or(f)=f(0)eA ex(N=f(1)=a (5.1.2)
Notons que pour A={a) on a:
Arc(X,{a},a)=L(X,a) (5.1.3)

5.1.4 Definition:
Nous appellerons, par abus, premier groupe d'homotopie de X relatif a
A au poinl g, I'espace des composantes connexes de Arc(X,A,a) a point de
base le Jacet constant 1,
T, (X,A,a)=T,(Arc(X,A,a),1,)

En effet, contrairement a m,(X,a), n,(X,A,a) ne posséde pas canoniquement de
structure de groupe, sauf, en particulier, si A se réduit au singleton (a). Auquel
cas 1,(X,A,a)=",(X,a).

De fagon similaire au chapitre précédent nous définirons la récurrence
suivante:

L, (XA)=LL (X,A2°,0,") n>1
(5.1.5)
L,(X,A,a) =Arc(X,A,a)
ou L (X,A,a)° est 1a composante connexe de lla(") , (11,(") défini en4.5.2).
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S5.1.6 Définition:
Nous appellerons (m+1)-éme groupe d'homotopie de X relativement a
A au point a, le groupe fondamental de 1a composante connexe L (X,A,a)°
de L (X,A,a) au point i, :
1, (X,A2)=1,( (X,A2°1) n>l

En d'autres termes I'homotopie relative de X par rapport 8 A est défini comme
I'homotopie absolue de I'espace difféologique Arc(X,A,a).
nz0 nm1(X,A,a)=nn(Arc(X,A,a),na) (5.1.7)
Ce que NOUS pouvOoNS encore écrire:
n20 T (X,Aa)=TL (X,Aa)L) (5.1.8)

A partir de 1a formule 5.1.7, on peut remarquer que T (X,A,a) est un espace
pointé pour n=1, un groupe pour nz2 et un groupe abélien pour nz3.

Nous pouvons interpréter encore différemment les espaces L. ,(X,Aa).
Considérons pour commencer un élément feLz(X,A,a)=L(Arc(X,A,a)",n,) c'est en
particulier un élément de Arc(Arc(X))~D(R?X)(1.3.8) qui vérifie:

V (t,5)eR? f(OXs)=a f(1Xs)=a f(tXOMA f(t)(1)=a (S5.1.9)
ce que nous pouvons schématiser par la figure:

qﬁ\
— fl =1=na

v

1

gt | s

0 1 i

\m____ﬂ cL{A,a)
=0

(fig.S.1)
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Considérons alors f* défini par permutation des variables s et t:
r(tXs)=f(s)it)  (5.1.10)
grace a 5.1.9 on déduit:
f*(0)XL(Aa) f*(1)=1, f*(t)eL(X,a) VteR (S.1.11)

Ce qui peut encore s'écrire, en utilisant I'immersion in,, :L(A,a) - L(X,a)

induite par I'immersion canonique in, : A — X (45.5).
V feL(Arc(X,Aa),1)  f*eArc(L(X,a)L(a,a)1,) (5.1.12)

On vérifie immédiatement, parceque [(t,s) ~ (s,t)] est un difféomorphisme de
RQ, que T'application [f > f*] définie sur L(Arc(X,A,a),1,) 3 valeurs dans
Arc(L(X,a),L(a,a),1,) est un difréomorphisme.

\/)Q

fearc(L{X,A) L(A,8)1,)
(fig. 5.2)

De facon générale considérons I'immersion:
g, L(Aa—>L (Xa) (3.1.13)
induite par I'immersion canonique de A dans X (4.5.9), on déduit par induction sur
n la proposition suivante:
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S.1.14 Proposition :
L'application  définie  sur L
ArciL (X)L (A,2),1,™) par:
VreL . (X,A2) V(to,t,,...,tn)eR" (L)L) (L )=1(T, ). (L XLy)
est un difféomorphisme.

ml(X,A,a) a valeurs dans

Ceci permet alors d'écrire:
n n
., (XA a)=n(Arc(L (X,a) L (Aa),1, 2,07 (5.1.15)

5.2 Homomorphismes canoniques.

Nous avons introduit, au paragraphe précédent, 1'immersion canonique in, de A
dans X, induisant sur L (A,a) I'immersion in,, (45.3). in,, se pro jette sur m (A, a)
par le morphisme in, “ (diag.5.1).

m An

L (A,8) » L (X,8)
Cine lv l/t.-ump
A, 6) (K,
ing,

(diag.5.1)
r .
L,(%,8) > L(X,A,3)
comp comp
ﬂrl‘:'e“l,ﬁ} C ? '“'rnf'x’A!a}

n

(diag. 5.2)




§5-7

Soit r, I'immersion canonique de L(X,a) dans Arc(X,A,a), elle induit de 1a méme
fagon une immersion, que nous noterons r,, de ln(X,a) dans Ln(X,A,a) qui se
projette sur 1 (X,a) par rn' pour tout n>1 (diag. 5.2)

Considérons maintenant L _,(X,A,2) que nous identifions a l'espace
Arc(L,,(X,a),Ln(A,a),Il."), on définit I'application différentiable §_ par:
8 Arc(L (X,a),L,(Aa),1,") — Ln(A,a) (5.2.1)
f > or(f)
Cette application, se projette sur 7, ,(X,A,a) par une application que nous
noterons 3

L, (X,4,8) O » L (4,8)
comp comp
n, ¢ (XA8) > T {A,8)
al'l
(diag. 5.3)

5.25 Proposition:
d,, est un morphisme d'espace pointé pour n=0 et un homomorphisme de
groupe pour n3 1. |1 sera appelé homomorphisme frontiére.
O Soit feL,,,(X,A,a), f peut étre considéré comme un élément de D(R"”,X)
(1.3.8), 1a juxtaposition des lacets se fait sur la premiére variable et §_ agit sur
1a derniére. Donc la juxtaposition commute avec 6 .0

5.3 Suite esacte du couple (X A)
5.3.1 Deéfinition:

Etant donné un couple difféologique (X,A), nous appellerons suite
d’homotopie du couple (X,A) 1a suite de morphismes infinie a gauche:
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» » -
an mAn rn an- i mAn- f

= T(A2) > T (X,2) > T, (X,A2) > T (A2) ..

: t 4 E .
9, N, . T 9, 1139
.= (A2) - 1,(X,a) > 1,(X,A,2) > M,(A,8) — M,(X,a)

Toutes les fléches sauf les six derniéres sont des morphismes de groupes
abéliens, toutes les fléches sauf les trois derniéres sont des morphismes de
groupes, enfin les trois derniéres fléches sont des morphismes d'espaces

pointés.

5.3.2 Proposition :
La suite d'homotopie d'un couple difféologique (X,A) est exacte.
O Cette proposition signifie que:
ker(r M)=im(in, ") ker(d _,)=im((r,") ker(in,_")=im(d_,) n>I
pour n=1, ceci est compris au sens des morphismes d'espaces pointés.

Cette suite peut encore s'écrire en identifiant LM(X,A,a) avec
(n),.

Arc(L (X,a),L (Aa),8,7).

ar\ inAn r‘n an-l

oL (AD L)L X,2), 1) T (Are(L X)L (A2, 1,8, .

3, iny,” re 3, Ny
.~ T(L(A2),1) - Ty(L(X,2),1,) > T (Arc(X,A,a),1,) —T,(A2) — To(X,2)

Cette écriture fait apparaitre une symétrie dordre trois que Von peut
schématiser ainst:
r* o9 it A B r* 3 i°
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grace a cette remarque i1 suffit de démontrer ces égalités pour les S premiers
termes puisque la suite dhomotopie du couple (X,A) & Taquelle on 2 oté les trois
derniers termes est 1a suite d'homotopie du couple (L(X,A),L(A,a)):
a) ker(in,,")=1m(a,).
cette égalité signifie que I'ensembie des composantes connexes, dans A, des
origines d'arcs, de source dans A et de but a, est égal a I'ensemble des cOmpoS -
antes connexes de A contenues dans la composante connexe, dans X, de a.
im(9,) est égal a I'ensemble des composantes connexes de A qui peuvent étre
jointes par un arc différentiable a a. Elles sont donc contenues dans la
composante connexe, dans X, de a. Elles sont donc contenues dans ker(inAo").
Considérons maintenant une composante connexe de A contenue dans la compo-
sante connexe, dans X, de a. Tout point de cette composante connexe peut donc
étre joint @ a par un arc différentiable contenu dans la composante connexe de a
dans X.
b) ker(d,)=im(r,")
wuewmnéﬂmﬂwqmsnmamdewwwdmsAﬁdemt&asmommm
dans 1a méme composante connexe, dans A, que a; i1 est homotope, relativement
a A, aun lacet, dans X, au point a. Et réciproquement.
im(r,”) est trivialement contenue dans ker(dy) puisque 9, associe a un arc
dorigine dans A et d'extrémité a la composante connexe, dans A, de l'origine de
cet arc. Mais im(r,’) est I'ensemble des classes d'homotopie des lacets, dans X,
d'origine a. Or a est évidemment contenu dans sa composante connexe.
Considérons maintenant un arc d'origine dans A et d'extrémité a tel que son ori-
gine soit dans la composante connexe, dans A, de a. 11 est {0,1)-homotope a un
arc a bouts stationnaires f (4.3.5), posons:

feL(Arc(X,A,a))  or(f)=f(0)=y ex(f)=f(1)=2
Puisque a et y sont dans la méme composante connexe de A, 11 existe un arc g
dans A, a bouts stationnaires, les joignant:

geArc(A) or(g)=g(0)=a ex(g)=g(1)=y

Posons:




§5-10

E(s)(t)=g(s+(1-9)i(t))
ou 1 est une fonction de lissage décrite en (43.4). E€Arc(L(X,A,a)) et vérifie:
ex(E(s))=or(f)=y Vse€R. Puisque E(s) et f sont tous deux a bouts stationnaires
posons:

¥(S)=E(S)Af
y est une homotopie joignant y(0)=1*(g)Af, qui un lacet dans X d'origine a, a
(1) Af homotope a f.
- ¢) ker(r,")=im(in,,")
Cetle Ggalilé signific que tout lacet dans X au point a, homotope a zéro
relativement a A, est homotope a un lacet entiérement contenu dans A et
réciproquement. ‘
Soit f un lacet au point a entiérement contenu dans A: f€L(A,a). I'application §
définie par:
E(SMt)=f(s+(1-5)t)
est une homotopie relative joignant f au lacet constant.
Considérons maintenant un lacet f, dans X, d'origine a, homotope relativement a
A au lacet constant et soit y 'homotopie:
v(0)=f y(1)=1, v(s)OXA y(sX1)za VseR

schématisons ces propriétés par 1a figure suivante:

S A

- 2 = o

S~
- ? S
0 1 Ty, =f
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(fig. 5.3)

Considérons 1a droite D0, dangle «, en faisant tourner cette droite autour de
T'origine on décrit unarc qui joint fayl,_,
Pour cela on considére dans un premier temps l'arc dans L(X,a):
Y,=[s > [t =y(t)(st)]]

qui joint f a [t — y(tXt)]. puis I'arc:

Yo~ [S > [t > ¥((1-8)tX(1))]
qui joint [t — y(tXt)]a vl _, ,ce dernier étant un lacet, au point a, contenue dans
A; Donc f est homotope a un lacet dans A
La proposition est ainsi démontrée.0

5.4 Fibré des lacets associé 4 un fibré difféologique

Dans ce paragraphe nous considerons un fibré difféologique P=(X,M,p), 1a fibre
type sera identifiée a la fibre F, au dessus d un point my de la base. Nous
choisirons un point x, de F pour point de base, a la fois, de F et de X:

moeM  F=X =p”'(mg)  xeF (5.4.1)

Nous noterons p, : L(X,xg) — L(M,my) ,I'application différentiable induite par la
projection p (4.5.5):

V CeL(X,X)  p,(C)=peC (5.42)

C
t o= > ‘-(——}X

\ ' c(t) ™
/

. + P

N
‘ .
O A /

£
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(fig. 5.4)

5.43 Proposition:
Tout lacet homotope 3 zéro dans M, au point mo, se reléve en un lacet
dans X, au point xo. En d'autres termes, la restriction? de p, a L(M,mo)°,
composante connexe du lacet constant 1_, est surjective:
V ceL(Mmg)® I c'el(X,xg) : peC'=C
O Soit ¢ une homotopie de ceL(M,mg)® sur T
geArc(LMm o)) ¢(0)=c @(1)=R
Si on identifie ¢ avec QGD(RZ,M)( 1.3.7), ¢(t,5)=0(t)(s), @ vérifie:
"s:Oznmo le=1=ﬂm° ’lt=0=c Qlt=1=ﬂ"\°
Considérons t'image réciproque P o du fibré difféologique P par ¢. C'est un fibré

difféologique sur R, il est donc trivial (3.8.3):

R xF > A g P X
AN
\
%X. b i
\‘\ v N
e g mdl
(diag. 5.4)

Soit W une trivialisation, y est définie par:
V (LSUERF WL, s;u)=(t,sp(t)s)L)  YXSIEDIFFF X oy )
Par définition de la difféologie standard (2.5.4),1'application ¢ est un relevé,
dans Te Tibré principal TU  (T,M,0), associc @ P au poinl my (3.9.3), de Ta plague:
[(t,5) = (m,p(t)(s)] de MxM; c'est une applicationdifférentiable.
T=( feDiff(FX )| meM )

Puisque p(t)(s)=mq si t=1ous=0ous=1,ona:

lausens 1.4.12
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y(tXs)eDiff(F) si t=1ous=0ous=1
Donc $(0X0) et ¢(1)0) sont des difféomorphismes de F, ils appartiennent 3 1a
méme composante connexe de Diff(F) puisqu'ils peuvent étre joints par la
famille darcs différentiables: i _o, ¥l ;. ¥, 11 existe alors un arc
différentiable £ dans DIff(F) tel que E(0)=y(0XO) et E(1)=y(1)(0) (435).
Considérons alors la restriction ¥, de ¥ a {O)xRxF:

V(S,WERxF W (s,u)=(5,§,(5))) ¥o(S)=4(OXS) ,(S)EDIAF(X ()
Comme précédemment y, est différentiable a valeurs dans le fibré principal
associé Tl = (T,M,n); c'est un relevé de Varc c. ¥, est une trivialisation de
I'image réciproque de P par c, i.e. pc"'Pv' (O} POSONS: .

VSUCRT W(s,u) (5,(S)UD)  §(S)=y (S)oE(s)
¥ est encore différentiable parceque £ est différentiable. De plus ¥ est une
trivialisationde P, vérifiant:
Vliope =¥l =T
On choisil alors la section 0: s+ (5,X) et on pose c’=cpo‘P'oo, ou C, est la
deuxiéme projectionde t1P_:
V seR C'(s)=y'(s)xg)
grace aux propriétés de W' on vérifie que c'(0)=c'(1)=x, et, évidemment poc’=c.00

Considérons alors 1a restriction de P,=(L(X,Xo),L(M,mg),p,) @ L(M,my)°, posons:
L"(x,xo)zp,"(L(M,mo)°) P* =Pyl s ot P*=(L*(X,xo),L(M,mg)°,p*)  (5.44)

compte tenu de ces notations et de celles qui précedent, on a:

5.45 Proposition:
P*=(L*(X,%o),L(M,mg)°,p*) est un fibré difféologique de fibre type L(F,xy).
|1 sera appelé fibré des lacets associé a P.
0 Soit & une plaque globale de L(M,mg)°, posons:
V (r,eR"xR &(r,t)=d(r)(t) PeD(R"xRM)
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& vérifie &(r,0)=8(r,1)=m, VreR" . L'image réciproque de P par & est trivial en
vertu de 3.9.2. Soit  un relevé de ® dans le f ibré principal T1 = (T,M,n), associé
a P au point mg et W 1a trivialisation de qui lui est associée:

W DEDIFF Xpyy)  YEDRRT)

T=(feDiff(F X )| meM ] |

w(r,t;u)=(r,t,$(r,tXu)
On posera :

¥o=¥lal ¢ ¥1 ¥ RN
¥o et ¥q sont des éléments de(Diff(R"F) kar X¢(r)(0)=xo(r)u)=F' Puisque R" est
connexe im(y,) (ainsi que im(y,)) est contenu dans une méme composante
connexe de DIff(F), mais pour tout reR y,(r) et y4(r) sont contenus dans une
méme composante connexe de DIff(F) car &(r) est homotope 4 zéro pour tout r
(voir démonstration 5.4.3). Donc im(y,) et im(y4) sont contenus dans une méme
composante connexe de Diff(F).
Mais puisque R" est contractile et que y, et ¥4 sont & valeurs dans 1a méme
composante connexe i1 existe une homotopie dans D(R",Diff(F)) joignant y, @ ¥,
(4.2.12), nous 1a noterons:
E€Arc(D( R",DIff(F))) E(0)= 4o B(1) =¥y

C)/%)O
e

NN
=

(fig. 5.5)
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11 ne nous reste plus qu'a définir:

v =prREr) )
qui vérifie:
| YeDR"RT) y(r)O)=¢(r)1)=1; VreR"

La trivialisation ¥ associée vérifie alors:
¥l gnyjore =¥ Taneg1ne =1 o
L'application = définie sur R"xL(F,x) & valeurs dans R"xArc(X) par:
V(r,o)eR "xL(F,x)  =(r,0)=(r,[t — ¢ (P)(t)a(D)])
est une trivialisation de I'image réciproque par $ de 1'application p*.0

5.5 Suite d'homotopie d'un fibré difféologique

Etant donné un fibré difféologique P=(X,M,p) de fibre type F=X mo€M et un
point Xo€F; tout élément ceArc(XF,xo) se projette sur M en un élément
p1(c)=poceL(M,my). Cette application induit sur L,,(X,F;xo)zL,,_i(Arc(X,F,xo)) une
applicalion a valeurs dans L,(M,mq)=L,,_4(L(M,mq)) que nous noterons encore p,
(45.5). p, induit & son tour une application p,” sur T,(X,F,Xo) & valeurs dans
Tp(M,mg), qui est un morphisme de groupe pour n32 et un morphisme despace
pointé pour n=1. Compte teny de ces remarques:

S.5.1 Proposition :
Etant donné un fibreé difféologique P=(X,M,p) de fibre Lype F=X g mpeM el
un point xq€F, soient:
p,: L (GF.x) =L (Mmg) et p*:m (XF,xg)— 1 (M,mg)
les applicalions induiles parp . pn' est un isomorphisme de groupe pour
n»2, d'espace pointé pour n=1.
O Démontrons d'abord cette proposition pour n=1:
P, : Arc(X,F,xo) — L(M,my)
L'image réciproque du fibré P par ceL(M,m), est trivial, son espace total X est
difféomorphe a MxR, on reléve alors ¢ dans X, par C'€Arc(X,F,xq), en utilisant
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une section de X passant par xq au point 1. Ceci prouve qUe I'applicationp, est
surjective et par conséquent p,”.
Considérons maintenant c'€Arc(X,F,xo) tel que sa projection C=peC’, qui est un
lacet dans M au point mg, S0it homotope a zéro. oit & 'homotopiede c Ilw , on
posera comme d'habitude :
SDRZM)  B(s,D)=9(s)D)
et ¥ une trivialisation de I'image réciproque P, de P par .
V(s,tule R5F WS, tu)=(s,tp(s)t)u))
il est clair que nous pouvons toujours choisir y tel que:
$(sX1)=}

en effet, puisque y(s)t)eDiff(F X, ,,) et que ®(sX1)=my Vs, Xomw=F et
¥(S) 1)EDITT(F), en posant ¥ (SXD)=y(sXtley(sX 1), onay(sX1)=1 .
On posera : .

a(t)=y(0X1) (1)) oeArc(F)
Définissons alors &'€Arc(Arc(X) par:

$'=[s r> [t > y(s)Nt)alD)]]
qui vérifie:
'(0)=c’ ®'(1)e Arx(F) ®'(s)O)eF d'(sX1)=x, VseR

Donc @' est une homotopie dans Arc(X,F,x,) joignant ¢’ a un arc complétement
contenu dans A, or tout arc complétement contenu dans F est homotope,
relativement a F, a I'arc constant (considérer (s,t) — c"((1-t)s+t)), c"=®'(1)).
Donc p,” est bijective.
En utilisant alors les propriétés:
a) L, (XF xg)=ArclL (X, xo)L (F X2, ™) L
b) im(p,")cL (M,mq)°
) LML (X,xo)CL(L (X,%9)) notations (5.45)

et en utilisant 1a proposition 5.4.5 on construit une récurrence sur n d'ou on

(n)
(M,mo)-L(L, (Mmg), 1, @)

n+l

déduit que pn' est un isomorphisme pour tout n.O

Posons alors:
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L (Mmg) — TL(Fxg) & =3elp,, ") (55.2)
An n+1 n noon Pned

avec les notations 5.3.1 . En remplagant, dans la suite d'homotopie du couple
(X,F), 8 par A et 1 ,,(X,F,Xo) par T, (M,mp) N construit 1a suite d'homotopie du

fibré difféologique P

in Fn‘ pn' An-—!
=T (F,Xo)— T (X, X0)—> T4, (M,mg )T, _, (F X0)—...

ing,” Py 8, iNgg~ Py~
...—>TII(F,>(0)—->11‘(X,XO)—>11,(M,mo)—»Tlo(F,Xo)»ﬂo(x,xo)—»ﬂo(ﬂ,mo)—»o

5.5.4 Proposition :
La suite d'homotopie des fibrés difféologiques est exacte.

0 11 suffit de vérifier, en vertu de 5.3.2, 'éxactitude de la suite :
ingy Po

o (F X )T (X, X )Tl (M,m)—-0
a)im(in Fo”).—.ker(po’) revient a dire que si m est dans la composante

»

(55.3)

connexe de

m, et si p(x)=m il existe y€F dans 1a composante connexe de x, ce qui est une

conséquence immédiate de 1a 1a micro-trivialité.
b) Im(p,™)= T,(M,m,) découle de 1a surjectivité de p.0

Donnons encore quelques propriétés élémentaires:

5.5.5 Corollaire :
a) Si F est contractile: nn(X,xo)=nn(M,m0) vnelN.
b) Si F est un rétracte de déformation de X: 1 (M,m,)=0 VneN.

¢) Si P=(X,M,p) est un fibré difféologique principal de groupe structural
G, on peut remplacer F par G, pointé en @, et i* par X,", ou

X, : @ +>3,(x,) a€G. La suite d" homotopie de P s'écrit alors:
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inGn. pn‘ A\-i
...-»nh(G,116)—>ﬂn(X,x0)—>nn(M,mo)—>nh_1(G,ﬂe)-»...-»no(M,mo)»ﬂe
L'application de 5.5.5 montre en particulier que le tore irrationnel T, de
pente « a 1a méme homotopie que T2, c'est a dire 1,(T,)=ZeZ, 1 (T )=0n32. Le
n, avait été calculé directement [Annexe 3].
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Nous avons découvert
I'étrange empreinte d'un pas
sur le rivage de linconnu.
pour expliquer son origine
nous avons bati théories sur

théories ...
A.S Eddington

§6-REVETEMENTS DIFFEOLOGIQUES!

tune partie des résultats présentés dans ce chapitre a eté obtenue en

collaboration avec P. Donato [prétirage en cours de rédaction]
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La définition des fibrés difféologiques et celle d'espaces difféologiques dis-
crets, conduisent naturellement a définir les revétements d'espaces difféo-
logiques connexes comme des fibrés difféologiques a fibre type diffeéologique-
ment discrete. Cette définition est naturellement une extension des
revétements de variétés puisque tout espace difféologique discret est une
variété discréte.

Nous montrons, dans ce paragraphe, que les propriétés essentielles des
revétements des variétés passent trés bien aux espaces difféologiques. En

particulier:

a) tout espace difféologique posséde un revétement universel simplement
connexe, unique a isomorphisme preés.
b) Les revétements d'un espace difféologique sont classés par les sous-

groupes de son groupe fondamental.

Ceci généralise a tous les espaces difféologiques un résuitat établi pour les

espaces homogeénes de groupes difféologiques [6]

Nous démontrons en fin de chapitre que toute action différentiable d'un groupe
difféologique connexe G sur un espace difféologique connexe X se reiéve par une
action différentiable du revétement universel ' de G sur le revétement
universel B de X, ce théoréme généralise une situation connue en géométrie
différentielle ordinaire. A partir de ce théoréme, nous donnons une méthode de
construction du revétement universel de 1a base d'un fibré difféologique
principal (de groupe structural connexe) a partir du revétement universel de
son espace total, cette construction est aussi 1a généralisation d'un théoréme
relatif aux espaces difféologiques homogénes [6].

Comme nous pouvons le constater encore: “¢a ressemble a la géométrie
différentielle, ¢a a 1a couleur de la géométrie différentielle parce que c'est la
géométrie différentielle”. |
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6.1 revétements et action du n,

Rappellons qu'un espace difféologique est dit discret si ses seules plaques
sont les applications localement constantes.

6.1.1 Definition:
Nous appellerons revétement d'un espace difféologique connexe X toute
fibré difféologique P=(Y,X,p) a fibre type discrete. Y sera appelé espace
de revétement ou, lorsqu‘aucune confusion ne sera possible, revétement.
Nous dirons encore que P est un revétement connese si son espace de
revétement est connexe.
Si la fibre type du revétement est constituée de N points nous dirons que
P est un revétement a N feuillets.
Si le revétement est un fibré difféologique principal nous dirons que
c'est un revétement Galoisien.

P=(Y,X,p) et P'=(Y'X,p) étant deux revétements de X, nous appellerons
morphisme de revétement tout X~morphisme ¢ de P a P' (83.2). Est définie ainsi
la catégorie

Rev X
des revétements de X.

A titre d'exemples citons le revétement R — R/Q, Q est difféologiquement
discret. OubienR - T _, T ~R/ZeoxZ. Ces deux revétements sont Galoisiens.
De fagon générale tout quotient d'une variété par un groupe difféologiquement
discret est un revétement Galoisien (3.9.3).

6.1.2 Proposition :
Etant donnés un revétement P=(Y,X,p) de fibre type F=p"(x0), Xo€X et
@eD(R"X), une plaque globale telle que ¢(0)=x,. Il existe une
trivialisation ¥ de I'image réciproque PQ de P par ¢ telle que Wl{o]x‘;:ﬂp
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de plus st yo est un point de F i1 existe un relevé unique ¢* de g dans Y tel

que ¢*(0)=yj.
O Nous avons déja rencontré la premiére propriété dans la démonstration des
propositions (5.5.1) (5.5.4). Considérons une trivialisation W de ce type:

V (Ry)R™F W(ry)=(r,y(r)Xy)) yeDR"T) y(reDIff(F,Yy,) $(0)=1

ou T est I'espace total du fibré principal assacié a P (3.4.1).
L'application ¢* : r > y(r)yq) , Yo€F, est un relevé de ¢ dans Y vérifiant
¢*(0)=y,. Soit E un autre relevé de ¢ dans Y vérifiant £(O)=y,. L'image, par g
de 1a sectionr & E(r) df P s'écrit r— (r,6(r)) ot 0eD(R"F) et vérifie a(0)=yo,
or F est discret et donc o(r)=cst=0(0)=y,, d'ol E(r)=¢(rXye)=¢™(r).0

En particulier, en ce qui concerne les arcs dans X, 1a proprieté reste vraie en
imposant au relevé d'un arc f de passer par yo pour t=1. Nous noterons dans ce
cas:

v feArc(X) relgo(f)=f" = pof*=f f*(1)=y, (6.1.2)

Considérons alors 1'isomorphisme p,” L, (Y,Fyo) = 1,(X,Xp) (5.5.1). Son
inverse [pl']" est justement l'application qui, a 1a classe d'homotopie d'un
lacet f dans X au point x,, associe la classe d'homotopie du relevé f* de f au

point yo:

pi
L(X,;..;D) - ' L(.T'JF)HG)
rel, '
#
e p1 .
(%% ) TLEYF ,!;D)
pt -1

1
(diag.6.1)



Patrick Iglesias-Zemmour


Patrick Iglesias-Zemmour
(r,\xi(r))

Patrick Iglesias-Zemmour
   


§6-5

Le composé Ao=aoo[p1‘]" (5.5.2) associe alors 3 la classe d'homotopie du
Jacet f V'origine de son relevé f* passant par yo, en identifiant Ty(F.Yo) avec
1'espace pointé (F,yo):

Oy - T,(X,%0) = (F.Yo)
[f] ~ or(reluo(f)) (6.1.3)
ou [f] désigne 1a classe d’homotopie de fEL(X,xo). Nous poserons alors:
V Tem,(X,Xg) V YoeF  Yo(T)= Tplyg)=4(T) (6.1.4)

Grace a la définition de la juxtaposition des lacets (43.1), V'application
(T,yo) — Li(yo) est une action de 1,(X,Xo) sur F=p"(xo). La suite d'homotopie du
fibré P=(Y,X,p), s'écrit alors en remplacant yq par y, Xo par X, &, par y, T,(F.y)
par (F,y) et en remarquant que T, (F,y)=0 pour n32:

»

P
0-T (YY) (XX)=>0 n22
(6.1.5)

L . L J

Py Yy M
011, Y,y )T, (X, X)=>(F,y )T (Y, y))—+0

on déduit alors de 6.1(6:

6.1.6 Proposition :
a) p,” est un fsomorphisme pour tout n»2. p,” est un homomorphisme
injectif.
b) L'image par p,' de 1,(Y,y) est le stabilisateur de y pour l'action de
m,(X,x) . Pour que Y soit connexe il faut et il suffit que m,(X,x) agisse
transitivement sur F.
c) Si Y est connexe et pl' surjectif (donc bijectif) p est un
difféomorphisme. Si X est simplement connexe tout revétement de X est
trivial.
d) Pour que Y soit connexe et simplement connexe il faut et il suffit que
1, (X,x) agisse librement et transitivement sur F, P est alors un fibré

difféologique principal de groupe structural ,(X,x).
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O a) est une conséquence immédiate de 1a suite exacte.

b) ker(y)=im(p,”) grace a I'exactitude de la suite du fibré P, or ker(y) est par
dérinition le stabilisateur de y pour l'action de m,(X,X). Y est connexe si
T,(Y.y)=0 ce qui est alors equivalent, grace a 6.1.5, a im(y)=F, or im(y) est
T'orbite de y par 1,(X,x).

c) Si p,” est surjectif alors ker(y)=1,(X,x) et donc im(y)=0, si de plus Y est
connexe on déduit (F,y)=[y], 1a fibre type est réduite a un point, p est une
subduction injective c'est donc un difféomorphisme. Si d'autre part X est
simplement connexe alors (F,Y):no(Y,y) et 7,(Y,y)=0 ce qui implique que la
restriction de p a chaque composante connexe est un difféomorphisme et donc
que P est trivial.

d) m,(X,x) agit librement et transitivement si et seulement st ker(y)=1_ et
im(y)=F, d'o on déduit 1, (Y,y)=0, 1,(Y,y)=0 (et réciproquement).0

6.2 Théoréme de monodromlie.

6.2.1 Proposition :
Etant donnés un revétement P=(Y,X,p), un espace difféologique connexe M
et feD(MX), soient f, et f, deux relevés de f dans Y. S'ils coincident en un
point ils coincident partout.
O Soit m,eM tel que f,(my)=f,(m,)=y,. Soit meM, puisque M est connexe il existe
un arc ¢ joignant m, & m et donc h=fe@ est un arc joignant f(mg) a f(m). Les arcs
f,op et o sont deux relevés de h coincidant en 0, ils coincident alors partout
(6.1.1).D'ouon déduit f, (m)=f,(m).0

6.2.2 Proposition (théoréme de monadromie) :
Etant donnés un revétement P=(Y,X,p), un espace difféologique connexe M
et reD(M,X). Si M est simplement connexe {1 existe un relevé f* de f dans
Y. f* est unique si on impose f*(my)=y,.
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O Soit P, I'image réciproque de P par f. P, est un fibré difféologique a fibre
discrete, c'est donc un revétement. puisque M est simplement connexe P, est
trivial (6.1.6). 11 suffit alors de prendre une sectfon de P, et de 1a transporter
dans Y. Le reste est immédiat (cf. 6.1.2).0

6.3 Revétement universel.

Soit X un espace difféologique connexe et X,€X. Soit TI=(WX,1) le fibré
principal associé du groupoide fondamental x™ de X (4.4.4) au point x,. Cest un
fibré difféologique principal de groupe structural Tll(X,XO):llxo ,

Par définition # est 'espace des classes de [0,1}-homotopie des arcs dans X
dorigine X, L'action de n,(x,xo) sur § s'écrit paturellement:

v (T.,E,)ET!,(X,XO)XH IgE)=TE  (6.3.1)

Puisque ,(X,x,) agit librement et transitivemeng sur chaque fibre on déduit de

6.1.7 d) que TT est un revétement connexe et simplement connexe:

6.3.2 Proposition :
Tout espace difféologique connexe X possede un revétement connexe et
simplement connexe, unique a équivalence prés. Cest un revétement
Galoisien de groupe structural W(X). I1 sera appelé revétement
universel de X.
Tout autre revétement est un quotient du revétement universel par un
sous-groupe du groupe T,(X). Les classes d'équivalence de revétements
sont en bijection avec les classes de conjugaisons des SOUS-groupes de
1,(X). Les classes d'équivalence de revétements Galoisiens sont en
bijection avec les classes de conjugaisons des sous-groupes invariants
de ,(X).
O Soit TI=(#,X,1) le fibré principal de groupe structural T,(X,x,), associé au
groupolde fondamental X" de X en un paint de base gquelconque x,€X (4.4.4).
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Puisque T,(X,x,) agit librement et transitivement sur les fibres H est
simplement connexe (6.1.7 d).
Soit P=(Y.X,p) un revétement de X, de fibre type Fo=p~'(x,) et P=(Y, Hp,)
I'image réciproque de P par T. Puisque K est siriplement connexe, en vertu de
6.1.7c),P, est trivial. Soit alors ¥ une trivialisation vérifiant \Illm owFolano:

V (E,y)elxF,  W(E,y)=(E,¥(EXY)) q:(ﬁ)eDiff(Fo,Y,w)
I[li‘

“’fFo ¥ >Y

Yo

\
.
PN p
\
\
H

)] W
n

(diag. 6.2)

¥ est un relevé de T dans le fibré principal associé a la fibration p (3.8.5).
Soit E 1a classe d'homotopie d'un arc f dans X d'origine X, Le relevé f* de f dans
H dorigine 1, est défini par:
vseR f*(s)=classe([t — f(st)])
I'arc ‘
\"'g cte (I (OXY)  yEF,
est le relevé de f dans Y dorigine y€F, On a noté classe(f) la classe de
{0, 1)}-homotopie de l'arc f.
Nous pouvons alors écrire:
VEeH VyeF,  E=classe(f) = v(&)(y)=relg(f)(l)=f'g( )
On déduit alors la propriété caractéristique de :
VT (Xx,) Y ECH V[yeY \yTEXy)=y(ENT YD)
on a, en particulier:
WY=L, (y)
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Considérons alors deux points (E,y) et (£.y') de HxF,. |Is ont méme image par
Mo si et seulement si y(EXy)=y(E')Xy), Cest a dire, en posant T=E'E.
TEM, (X, X,): ‘

3 tem,(Xxg) TE=E I (y)=y
Puisque 1 oW est surjective, sa factortsation ¢ sur le quotient diffeologique
Hx, ", x0)Fo est une application différentiable bijective, nous noterons @ la
projection de HxF, sur ""x,(x.xO) Fo:

ol
Hxfy > R xrt‘[x,xnl F
N 7
"\\\ /'/‘4'
Hpo qj\\\\ ) // ‘P
\N 4
Y
(diag. 6.3)

Puisque m et p sont des subductions il en est de méme de n, (1.4.8), donc M,o¥
est une subduction; puisque @ est une subduction 11 en est de méme de ¢ (1.2.16),
c'est donc une subduction bijective: c'est un difféomorphisme.

Soit P*=(Hx, X o,Fo,X,p‘) le fibré associé a Tl par l'action de m,(X,x,) sur F,
(diag.6.4) :

o
HxF, W xg o
*
pr, p
H , ¥
n
(diag. 6.4)

la commutativité du diagramme 6.5 achéve de prouver que ¢ est une équivalence
de revétements.




§6-10

“ xﬂi[xet) FO rv Y

O /
p* P
.
(diag. 6.5)

Considérons maintenant un point y, deF, et le relevé:
n‘%: £ 9eTAEY,)

de T dans Y. Y est connexe si et seulement si 1,(X,x,) agit transitivement sur F,
(6.1.7b)), auquel cas tout points de Y s'écrit: gow(E,y,) E€H, d'ol on deduit que
n‘go est surjective. D'autre part deux points E, et &' de R auront méme image par
n‘Lm si et seulement si E'=TE et y,=1 Fo(yo) avec TEm, (X,x,). Cest a dire si et
seulement si £ et £' appartiennent 4 1a méme orbite du stabilisateur Sqo dans
1,(X,x,) de y, qui n'est autre d'ailleurs que le groupe fondamental de Y au point
Yo Plongé dans T,(X,x,) par p, - Donc n’go se factorise en une application
différentiable bijective 1 sur le quotient difféologique de i par 3.

H - %H/SL_,U
AN /
™,
L,
Y \
>
(diag. 6.6)

Mais n'go est une subduction car 7 en est une et p"on‘go=n donc 7} est une sub-

duction c’est donc un difféomorphisme. On vérifie immédiatement que c'est une
équivalence de revétement.

Le reste est purement algébrique et se déduit de fagon classique. O
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6.3.3 Proposition
Si X et Y sont des espaces difféologiques connexes difféomorphes leurs
revétements universels sont isomorphes.
O La démonstration est immédiate .0

6.3.4 Proposition :
Le reviétement universel d'un produit difféologique est le produit
difféologique des revétements universels.
O 11 suffit de constater que le produit d'espaces simplement connexe est encore
simplement connexe et que 1a fibre type du produit des revétements universels

est encore dicréte.0

On peut vérifier, que si X est une variété son revétement universel construit
dans ce paragraphe est une variété et coincide avec son revétement universel
au sens des variétés, les espaces difféologiques discrets possédant une
stucture canonique de variété de dimension zéro, Remarquons encore que tout
espace topologique muni de sa topo-difféologie [6] posséde un revétement
universel difféologique, la projection sur la base pouvant ne pas étre un

homéomorphisme local pour 1a D-topologie.
6.4 Revétement et actions de groupes.

La construction que nous avons décrite au paragraphe précédent s'applique en
particulier aux groupes difféologiques:

Soit G un groupe difféologique connexe, 1, son identité et P=(I,6,p) son
revétement universel, identifié au fibré principal associé a son groupoide
fondamental en l'identité (4.4.4). [ est natureliement muni d'une loi de groupe
induite par 1a muitipication, point par point, des arcs dans G d‘oﬁgine 1, , groupe
de courant que nous noterons Arc(G,l;). Par définition méme de la difféologie
d'espace de courant Arc(G,l;) muni de sa loi de groupe naturelle est un groupe
difféologique. 11 s'ensuit que I, quotieht difféologique de Arc(G,1;) par la
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{0,1)-homotopie, est encore Un groupe difféologique, par compatibilité de la
multiplication dans Arc(G,lig), ,, avec la partition en composantes copnexes. La
projectionp: I — G est un D-morphisme de groupe diffeologique:

V(v y)erxr ply.y)=p(y)ply") (6.4.1)

On retrouve de cette fagon !a construction des revétements universels des
groupes difféologiques [23].

Considérons maintenant un espace difféologique X muni dune action
différentiable de G, G connexe. Nous allons construire une action naturelle du
revétement universel I" de G sur le revétement universel B de X. Nous poserons
n: R—->Xlapro jectibn du revétement universel sur sa base.

Solent y et y' deux points de I, ce sont les classes d'homotopie de deux arcs ¢
et ¢ d'origine 1. Le produit y.y' est ia classe d'homotopie de 1'arc ¢.¢' défini par:

ViR po(D=plgt)  (6.42) |

T(=(KX,n) sera identifié au fibré principal associé au groupoide fondamental

de X au point X €X. L'action de G sur X sera noté p:
peD(GxX,X) ¥ (3,3)e6xG VxeX plaa,x)=pla,p((a,x)) (6.43)

Le revétement universel de GxX est le produit Mx# avec la projection pxm
(6.3.4). L'application po(pxm) se reléve dans ¥ (théoréme de monodromie), le
relevé est unique si on impose sa valeur au point (11,..11,(0). Nous noterons p* le
relevé defini par:

P 0 0=1,  (6.4.4)

p*

S > H
pr !
GxX > %

p

(diag. 6.7)




§6-13

Compte tenu de ces notations:

6.44 Proposition:
p* est une action différentiable de I" sur K, nous dirons quelle reléve p.
En d'autres termes, toyte action différentiable d'un groupe difféologique
connexe G sur un espace difféologique connexe X se reléve en une action
différentiable du revétement universel I' de G sur le revétement
universel R de X. ' |
O Soit (y,E)eMx B. Par définition p*(y,E) est I'extrémité du relevé, d'origine IIXO,
dans X de pe(pxn)ef ou f est un arc d'origine (1,1, ) et d'extrémité (y,E). posons
(a,x)=(p(y),m(x)) et f(t)=(qp(t),y(t)).
p*(y,E) est aussi égal a 'extrémité du relevé d'origine & dans R de T'arc:
X (po) : t = (p(P(P(t)),X) X=TI(E)
11 suffit en effet de décomposer, a homotopie prés, f en 1a juxtaposition de deux
arcs, le premier joignant (Ilr,ll,(o) a (1.k), le second joignant (8.,€) aly,k).
Si (y,¥')erxT, I'arc x'(peg.¢') ol g et ¢ joignent G, a y et v’ s'écrit gncore:
t — p(pog(t),p(pey'(t),x))
Cet arc peut encore se décomposer, a homotopie prés, en la juxtaposition de
deux arcs: le premier joignant x & p(a',x) le second joignant p(a',x) a p(a,p(a’,x))
ou (a,a’)=p(y,y"). On déduit alors la loi d'action de groupe de I" sur H. Le caractere
différentiable de cette action est une conséquence du théoréme de

monodromie.d

Compte tenu des hypothéses et notations précédentes, soit K le noyau de

I'action p*, I" n'agit sur H que par I'intermédiaire de /K que nous noterons G*:
G*=/K K=ker{p*) (6.45)

Soit Q=(X,M,q) un fibré difféologique principal de groupe structural G (G et X
toujours connexes). Notons N=H/I"=H/G* et w la projection de H sur N. Puisque
p* reléve p il existe une projection canonique { de N sur M telle que le
dfagramme 6.8 commute:




W \k’
H/T=N sM=X/G

i

(diag. 6.8)

Compte tenu de ces notations:

6.46 Proposition:

La projection w : B[ est une fibration principale de 'groupe structural

G*. Le triplet Z=(NM,0) réalise le revétement universel deM.
O Soit E€H et yeS, stabilisateur de & dans . y est 1a classe dhomotopie d'un
arc ¢ dans G d'origine 1. p*(v,E)=xy(E) est défini comme V'extrémité du releve
de Tarc x'(@)=[t = @(t) (X)), ol x=w(E). Puisque yu(E)=E on a @(1)(x)=x et
puisque 1'action de G sur X est 1ibre ceci implique que ¢(1)=1, donc ¢ est un lacet
dans G d'origine fl;. Donc, en utilisant I'application x* (555)ona:

Sg=ker(x")
Montrons que ker(x”)=ker(x"™) V (x,x)eXxX :
Puisque X est connexe, i1 existe un arc a bouts stationnaires f joignant x a x.
Soit °=[t — f(s.1(t)], 001 1 est une fonction de lissage du type 4.3.4 1% est un arc
a bouts stationnaires, V'application 1
| ¥ seR  q(S)=[1PA{f(s) (@)IAr®)

est une homotopie joignant le lacet x'*(p) au lacet [fA{x*(9))]af . Donc si x*(g)
est homotope & zéro i1 en est de méme de x*(p) et réciproquement. Donc si
VET ,(6,15): X"(1)=0 < X"“(1)=0. C'est a dire: ker(x")=ker( x").
On déduit donc immédiatement que I'action de G*=I"/K sur H est libre, tous les

stabilisateurs des points E€R, pour I'action p* de I, étant égaux entre eux et
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donc égaux au noyau K de p* La partie purement difféologique de la preuve que
w est une fibration est relativement stantard (difféologiquement pariant).
Considérons maintenant Q=(N,M,w) le revétement universel de M. Soit Xo€X,
M,=q(X,)eM et ny un point de N, identifiéa, (M,m).
L'image réciproque Q, de Q par g, est un revétement de X. N s'identifie donc au
quotient de qutI(Qq) par 'action (a;x,n) ~ (3,(x),n) avec (a;x,n)e6xXxN.
N:Nq/ 6
D'autre part N, est connexe, il suffit our s'en assure d'utiliser les suites
exactes d'homotopie de Q. et Q, qui s'écrivent.
u * i
0> 11, (N, (Xq,0)) T, (X, X > T, (MM )2 T (N, (X, M )0
Xo Py
...—»Tl,(G,llG)-rth‘(X,xo)»ﬂ,(N,mo)—>0

En vertu de 6.3.2, on déduit que N_ est équivalent au quotient de H par tm(rq‘).
Mais im(r  ")=ker( P, )=imx,y") donc:
N,=#/ imixg")

Or, de la définition de G*=I"/ker(x,") et de 1a suite exacte:

0—>n,(G,116)—->l"-—»G—>0
on déduit 1a suite exacte:

0-»1,(6,15)/ker(xq " )>G"—>G—0

Mais 1,(6,1¢)/ker(xy”)=im(xy ") donc: |

O»im(xo'%-»ﬁ‘—’G—»O
d'ol on déduit: N=NQ/G=[II/ im(xy"))/6=H/6".0

L'application de ce théoréme permet de retrouver la construction des revé-
tements des espaces difféologiques homogénes [6]. Dans ce cas: X groupe dif-
féologique,G sous-groupe difféologique de X, le groupe G* est égal a 1a compo-
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sante connexe de 1'image réciproque de G par p, on choisit x, élément neutre de
X
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HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE D'UN GROUPOIDE

fA1.1-Homologie d'un groupoide difféologique K

Nous définirons les espaces de chaines d'un groupoide difféologique K,
comme les groupes abéliens 1ibres de base S :
S(K)=0b K
$,(K)=Mor K (1)
S, (K)=((¥,,.... ¥, e[S (K" 1bCy)=s(¥,, ) }
ol b et s sont les applications but et source de K. Les S (K) sont munis de leur
difféologie naturelle de partie de produit. |
Les opérateurs bord 9, i=0,1,...,n; définis sur S_ a valeurs dans S,y sont donnés
par:
V yeMor K 3,v=b(y) 3,y=s(y)
(2)
(¥ qrnn ¥)= (Yo ¥p)
V(Y. Y )E S(K) CICARRA L SRR AR A R ES P
0, (¥pr ¥ =¥y ¥y
Les n-chaines, é1éments de C (K), seront notées:
P=2 4 A NOu  T5ESn(K) (3)
ou A est un ensemble fini d'indices et n €Z. Les C (K) possédent un difféologie
naturelle qui en font des groupes difféologiques.
L'opérateur bord 3, défini sur Cn(K) a valeurs dans Cn_,(K), est entiérement

donné par son action sur les éléments de 1a base S, (K).
3:C(K)—=»C _,(K)
(4)

VY, Y )ES (KD 30Yy Y= Eimg o= 18,0y,0¥,)

.....
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Nous conviendrons que toute O-chaine a un bord nul. 3 est un D-morphisme de
groupe difféologique abélien libre et vérifie la propriété des opérateurs bords,

c'est adire:
000=0 ()
Les groupes d'homologie de K sont alors définis naturellement par:
H (K)=Z (K)/B, (K) (6)

ou Z,(K) est I'espace des n-cycles (3p=0 peC (K)) et B, (K) I'espace des n-bords
(p=3y yeC__,(K)). H (K) sera appelé n-éme groupe d’homologie de K, muni de
la difféologie quotient de Z (K) par B, (K) c'est un groupe difféologique abélien
(Z,(K) et B (K) étant munis de la difféologie de partie de C (K)).

A1.2-Cohomologie de K

Etant donné un groupe difféologique abélien G. L'espace des cochaines de K a
valeurs dans G, noté C"(K,G), est défini par:
C"(K,6)=D-hom(C, (K),G) (N
Tout homomorphisme de groupe abélien libre est entiérement défini par ses
valeurs sur éléments d'une base, nous pouvons noter:
C'(K,6)~D(S,(K),G) (2)
comme espace de courant C"(K,G) posséde une difféologie canonique. L'opérateur
cobord est défini par dualité:
d: C"K,6)»C™'(K,6)  dod=0
(3)
V ¢peC (K) VfeC"(K,G) df()=f(3gp)
Ceci permet donc de définir les groupes de cohomologie de K a valeur dans G,
naturellement par:
HY(K)=Z"(K)/B"(K) (4)
H K) est appelé le n-éme groupe de cohomologie de K 3 valeurs dans G, de
méme que pour H_(K), H'(K)est un groupe difféologique.
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En identifiant eC"(K,G) avec 1'élément de D(S,(K),6) qui le défini, 'opérateur d
s'écrit:

1eC%(K,6) dr(y)=1(b(y))-T(s(y))

1eC'(K,6) AN(Yg,¥,)=T(v,)-T(¥5.Y )+ T(¥,) (5)

1EC°K,6) (¥ )=1CY ¥+ o DIV Vi Wi Y 1 0, )

A1.3-Interprétation des premiers groupes de cohomologie

La suite de 1'opérateur d s'écrit schématiquement.
0->CaC' 0. (1)
ou on a convenu que B°(K,G)=0‘ On a donc:
H(K,6)=2°K,6) 2)
Un 0-cocycle de K & valeur dans G est une application différentiable f défini
sur Ob K a valeurs dans G vérifiant:
v yeMor K f(b(y))=f(s(y)) (3)
Mor K est muni d'une relation d'équivalence:
V(Xy)EODK X~y <> FyeMorK x=s(y) y=bly) (4)
si on pose alors M, =0b K/~ , M, muni de sa difféologie quotient, on a:
H(K,6)=D(M,,6)  (5)
Endimension 1, ona:
2'(K,6)=D-fonct(K,G)
(6)
B'(K,G)=( €z (K,6) | p(y)=F(b(Y)-F(s(¥)) )
ou D-fonct désigne I'espace des foncteurs différentiables (§2)
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-finnese 2-
MORPHISMES DE FIBRES
2.1 Morphismes d'un fibré a un fibré principal
Soient P=(YM,p) et Tl =(XMm) deux fibrés difféologiques , TI fibré

difféologique principal de groupe structural G.
Soit & unM-morphisme de P 3 TT:

b ¥ > M
\\\\ ) /.f'
P \_\ p Ay
Y rd
y¢

(diag. 1)

Pour tout meM et tout couple (yy)eYm il existe un unique a€G tel que
®(y")=a,°d(y) ou [(a,x) > a,(x)] désigne 1'action de G sur X. On peut donc définir
une application ¢ sur le graphe Gr(R?) de l1a relation d'équivalence Rp attachée
a p et avaleurs dans G par:

V (yy)eorRy)  a=glyy) < Bly)=g,0d(y) (1)

2 Propasition :

L'application ¢ définie par (1) est différentiable et vérifie:

Viy,y)eGr(Ry) V(Y ye6rRy)  oly,y)=oly,y).oly,y")
0 Soit Gr(ﬂ.n) le graphe de 1a relation déquivalence attachée a 1. L'application ¢
se factorise en:

V (y,y)eGr(Ry) (y,y") > (S(y),d(y")) = oly,y)

ou (&(y),&(y)e6r(Ry), or Tapplication [(x,X) ~ a] tel que x'=gox, est
dirférentiable par définition méme des fibrés difféologiques principaux (3.4.1).
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Les deux facteurs sont donc différentiables, g est aussi différentiable. le reste
est une conséquence immédiate de 1a lof d'action de groupe.O

La propriété énnoncée dans (2) signifte que ¢ est un D-foncteur (2.2.2) de
Gr(Ry) dans G. Par annalogie avec (A1.3.5) nous dirons que ¢ est un 1-cocycle de
Gr(R;) dans G. Nous I'appellerons le cocycle caractéristique du M-
morphisme &. Notons que e noyau (2.1.11) de ¢ est donné par:

ker(p)=( (y,y)e6riRp) | dy)=dy)}  (3)

Nous avons donc défini une application de I'espace des morphismes, d'un fibre
sans structure P dans un fibré principal TI, Dans I'espace Z'(Gr(Rp),G). Nous
allons inverser cette application. Définissons la relation d'équivalence associée
a ¢ sur YxG:

Vly, a)eYxG Y(y', @)eYxG (y, a)~(ly',a) <> ply)=ply) a=aplyy) (4
et soitt:
T =(Yx ’G,M,n‘) (S)
le fibré associé a cette relation d'équivalence. Posons d'autre part
I'application définie sur YxG a valeurs dans X par:
V(y,a)eYx6 y(y,a)=2,00(y) (6)
on a alors le diagramme commutatif suivant:

Pry
Y é——¥x0

P p* %

v + ,Ar*
Me——v_xG
T{* P

(diag. 2)

ou y* est la factorisation de y sur Yx 6

11a notation Yx QG est utilisé pour désigner le quotient (YxG)/~ . Quant a n* C'est
évidemment 1a factorisation de 1a projection (y,a) = p(y).
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7 Proposition :
¥ est une M-équivalence de fibré principal ou G agit sur Yx °G par
V(a,y,b)eGxYxG (a,p*(y,b)) > p*(y,ab)
L'image du morphisme & par y* s'écrit:
g lod(y)=p*(y,1,)

O y* est immédiatement bijective et différentiable, montrons que c'est une
subduction.
Soit F une n-plaque de de, posons f=ToF, puisque p est une subduction il existe
localement en tout point un relevé F' dans Y tel que poF'=fl .., cecCi permet

alors de relever F dans Yx G par{r =p*(F'(r),1)).0

Donc tout cocycle weZ'(Gr(Rp) est le cocycle caractéristique d'un fibré
principal de groupe structural G, M-équivalent a TI*, nous noterons alors
1" =Px ’G .

8 Proposition :
Etant donnés un fibré difféologique P=(Y,M,p) et deux cocycles ¢ et ¢’
éléments de Z'(Gr(R)). Les fibrés associés Px,G et Px,6 sont M-
équivalents si et seulement si ¢ et ¢' sont cohomoiogues:
IheD(Y,6)  @ly,y)=hy) " @ly,y)h(y)  Viy,y)e6r(Rp)
O Supposons que g et ¢ soient cohomolgues et soit 7 le difféomorphisme de YxG :
7(y,a)=y,ah(y)) (y,a)e¥xG
notons ~_ et ~ . les relations d'équivalences attachées a ¢ et ¢',on a
(y,a)~(y, @) = Wy.a) ~ Wy, a)
donc 7 se factorise en un difféomorphisme de Yx ¢G suryx @.G , on vérifie
immédiatement que C'est une équivalence.
L'application
(y,a) — (y,p*(y,a))
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définie sur YxG 2 valeurs dans 1'image réciproque de Px G par p, est une M-
équivalence, donc si Px QG et Px ’.G sont M-équivalents ils définnissent une M-
équivalence du fibré trivial YxG sur lui méme, qui s'écrit alors:

(y,a) = (y,gn(a)
on vérifie immédiatemment que g et ¢’ sont liés par 1a formule en question.O0

Cette proposition nous permet d'interpreter H'( Gr(ﬂ.p)):

9 Proposition :
Soient P=(Y,M,p) un fibré difféologique, TT = (X,M,m) un fibré difféologique
principal de groupe structural G et ¢ un morphisme de P aTl La classe
de M-équivalence de TI est entiérement caractériseé par la classe de
cohomologie du cocycle caractéristique de ¢. L'espace H'( 6r(R;),6) est
en bijection avec I'ensemble des classes de M-équivalence des fibrés
difféologiques principaux de groupe structural G (et de base M) sur
lesquels la projection p se factorise en un M-morphisme. C'est encore
'ensemble des classes de M-équivalence des fibrés difféologiques
principaux de groupe structural G tels que I'image réciproque par p soit

triviale.

Remarquons que tous les morphismes de P a Px G s'écrivent: [y—>p*(y,h(y)] ou
heD(Y,G) & cause de la triviaité de ﬂp, Notons encore que si P admet une section
globale s alors H'(Gr(R,,),G):O pour tout G, car s est une section de TT qui est
alors trivial (3.45).

A2.2 Flots libres sur les quotients de variéteés.

Nous appellerons flot libre au dessus d'un espace difféologique M tout R-fibré
principal TT = (X,M,m). Lorsque M est une variété tout flot libre es trivial, ceci
est un résultat classique de la théorie des variétés f ibrés [S).
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| Proposition :
Soit P=(Y,M,p) une subduction tel que Y soit une variété. L'espace

H'(Gr(R,,),R) est en bijection avec I'espace des classes de M-équivalence
de flots libres au dessus de M.

0O Conséquence immédiate de A1.9.0

Donc, dans ce cas H'( 6r{R,),R) ne dépend de p que par I'intermédiaire de M.

Nous noterons alors:
H'( Gr(R)R)=FlotsM)  (2)
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the Torus.
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universal covering, equal to R, and its first homotopy group equal to 72, We
prove that two such torus T, and Ty are diffeomorphic iff o~p modulo
61(2,2), finally we compute Diff(Ta). A significant difference appears
between the quadratic irrational and the other cases.

Résumé: Nous Illustrons 1a technique des “espaces et groupes
difféologiques" de J.-M.Souriau dans le cas du quotient T du tore standard par
le flot irrationnel de pente o. Le calcul du revétement universel et du groupe
fondamental de T,, respectivement R et 22, permet de cClasser
difféologiquement ces tores: T, et Ty sont difféomorphes si et seulement si

x~p modulo G1(2,Z); de plus le calcul de Diff(¥,) fait apparaitre une
différence entre les irrationnels quadratiques et les autres.
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1. INTRODUCTION

Nous considérons le tore standard T2 = R2/Z2 muni de sa structure
différentielle Co°, La projection sur T2 d'une droite y=ox de R2 définit un
sous-groupe & un paramétre de T2 noté [x]. Le groupe quotient est noté

T,=T,2/[x], sa topologie quotient est grossiére. L'étude d'objets singuliers
dont T, est I'exemple le plus connu, a suscité le développement de différentes

techniques, algébriques ou géométriques, citons parmi dautres: les C*-
algébres (3] [7], les Q-variétés 1], les schémas analytiques [2]. Nous voulons
illustrer ici la technique des espaces difféologiques, initialement développée
par J.-MSouriau pour I'étude des groupes de dimension infinie, mais qui
s'applique a tous les quotients (éventuellement singuliers) des groupes de Lie.
T peut étre muni d'une structure de groupe difféologique (nous renvoyons aux
références [8] et [4] pour les détails concernant cette notion). Cette
structure coincide avec la structure canonique de groupe de Lie si o est
rationnel. Ici cette structure est caractérisée par la définition suivante [8]:

TeDL(RN,T,) st et seulement si T est définie sur un ouvert Q de RN 2
valeurs dans T, et vérifie: pour tout x dans Q il existe un voisinage ouvert
V de x et une application Fe C*(V, T2 ) relevant f, f.e. on a dans V Ia
relation: P,oF=f.
P, est I'epimorphisme canonique de T2 sur T, DL(R",T,) est par définition
la famille des applications différentiables d'ouverts de R"a T, (appelées aussi
“n-plaques” de T ). L'ensemble des n-plaques, quand n parcourt N, caractérise

la structure difféologique de T.

Les applications différentiables de T, a valeurs dans un “espace
difféologique” E, sont les applications ¢: T,— E telles que pour toute plaque f
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de T, pof est une plaque de E. En particulier les difféomorphismesde T, a E
sont lesbijections bi-différentiables.

Pour tout groupe difféologique et pour tout espace homogéene (quotient d'un
groupe difféologique par un sous-groupe quelconque) sont définies les notions
de connexité puis de simple connexité. Dans le cas connexe sont aussi définis le
revétement universel et le groupé fondamental qui ne dépendent que de 1a
structure difféologique [4] [8] .

Nous illustrons ces techniques dans le cas précis des enroulements
irrationnels du tore. Le passage au revétement universel de ces quotients
nous permet d'en donner une classification difféologique compléte; nous
pouvons également expliciter le groupe des difféomorphismes de T,. En ce qui
concerne 1a classification, il y a coincidence des résultats avec ceux obtenus
par la théorie des C*-algébres (cf. [3] et [7]); on trouve aussi une
classification similaire faite a partir des schémas de variétés [2].

I1. REVETEMENT ET GROUPE FONDAMENTRL

Nous indiquons briévement 1a construction du revétement universel d'un espace
dirréologique homogene:

Définition: Soit G un groupe difféologique connexe et p:6—G son
revétement universel. Soit H un sous-groupe quelconque de G; on notera

H=p-1(H) et H’ sa composante neutre, on a le diagramme:

G > 6/HY

R

G > GI'.H

&
€
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6/R° est alors le revétement universel de G/H et 6/H° son groupe fondamental.

D'autre part tous les revétements connexes de G/H sont donnés par les
quotients 6/K ol K est un sous-groupe intermédiaire He c K cH.
Dans le cas particulier qui nous occupe, en notant D, 1a droite y=ox et & le
vecteur (0,1),0n a:
6=TF 6=R2 H=[x] H=Dy + (Z+xZ)E
La connexité colncide avec la connexité par arcs différentiables, un caicul
facile montre alors que:
(3) T4=R etque: TI(Ty)=122
Quelques commentaires: le revétement universel difféologique de T, est donc
la projection M, R~R/(Z+xZ); la fibre-type Z+xZ est difréologiquement
discréte, c.a.d. que les seules applications différentiables a valeurs dans la
fibre sont les constantes. Enfin I'action de Tiy( T,) sur R est donnée par:
(n.mXx) = X + n+ oxm. Les autres revétements connexes de T sont du type:
(4  R/(kZ+apZ) ou (k,p)eZ?
Le nombre de feuillets, quand k.p=0 , est égal k.p .

111 CLASSIFICATION DES T,

Sofent T, et Ty deux tores irrationnels, tout difféomorphisme ¢ €DIff(Ty,Tp),
se reléve en un isomorphisme f de leurs revétements universels:

R - R

T, ; > Ty

I'égalité Tyof= el se traduit par : pour tout x réel et (nm)e€ 22, il existe

(p,q) €Z2 tels que:
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f(x + n+am)=f(x)+ p+pq
ou (x,n,m)—>(p,q) est une application de R2xZ2 a Z2 constante en x car
différentiable en x. De plus f induit un isomorphisme de Z+xZ a Z+pZ; 11 existe
donc une matrice de G1(2,Z) telle que:

a C
b d

m
n

Y
q
avec 3, b, ¢, dentiers tels que: ad-bc=¢1.

la difrérentiabiiité de r implique r'(m + xn)=1'(0), et ce pour tous m,n entlers;
on a donc, par densité de Z+xZ dans R, f'(x)=f(0), f est donc affine:

f(x)=Ax + r, Ax0. Appliqué a x=n+am , il vient A= c+fd et x=(ap+b)/(cp+d) ;
et p sont donc équivalent modulo G1(2,Z), dont I'action sur R est donnée par:

a ¢C
b d

(x)= (ax +b)/(cx + d)

Réciproquement, on vérifie que si o~p moadulo G2,Z) alors l'application
f(x)=(c+pd)x + r, avec c et d premiers entre eux, se projette sur un
difféomorphismede Ty aTp. »

Théoréme: Deux tores irrationnels T, et Ty sont difféomorphes si et
seulement si x~f modulo GI(2,Z) .

Remarque: ce théoréme est trivialement vérifié pour des “"tores rationnels”.

1V DIFFEOMORPHISMES DE T,

On a vu au paragraphe précédent que les seuls difféomorphismes dun tore
irrationnel a un autre sont les projections d'applications affines du type
f(x)=(c +pd)x+T, r réel et c,d entiers premiers entre eux. Si V'on impose a f de
se projeter sur un difféomorphisme de T, dans lui-méme il faut de plus qu'il
existe (a,b) € Z2 vérifiant:




ac
b d

€ Stab(x) -
ol Stab(x) est le groupe d'isotropie de o sous l'action de GI(2,Z), cette

condition (6) est 1a traduction de xx=(ap+b)/(cp+d) pour x=p; ces applications

constituent un sous-groupe du groupe affine de R. En caractérisant leurs
projections on détermine tous les difféomorphismes de T, dans lui-méme.

Deux applications affines du type ci-dessus se projettent sur un méme
difféomorphisme si et seulement si

(c,d)=(c",d)

T (r) =T (1)

Définissons sur Stab(o) x T, 12 loi affine:
(8)  (Mp)(M,p)=(MMMp +p)
Mp=T,[(c+axd)x] st Ty (X)=p
o M est une matrice de G1(2,Z) de coefficients (a,b,c,d). C'est une loi de groupe
difféologique pour laquelle:
(9) (M, mo(x))— { mo(x) — nof(c+oxd)x] )
est un isomorphisme différentiable de Stab(o)xT, aDiff(T).
L'action de G1(2,Z) sur un réel se traduit par 1a modification de ses premiers
coefficients dans sa décomposition en fractions continues; ainsi deux réels
sont équivalents modulo GI(2,Z) si et seulement si ils ont méme décomposition
a partir d'un certain rang (qui n'est pas nécessairement le méme pour les
deux). Les irrationnels quadratiques sont les réels dont la suite des
coefficients devient périodique; ainsi enlever ou ajouter des périodes a la suite
laissera le nombre inchangé (cf. [9] pour ces questions). A partir de ces
remarques on peut établir que:
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10 -10 si o est irrationnel non
(10) Stab(x)=Z,= |01 0 -1

Stab(o)=Z,x Z si o estirrationnel quadratique

quadratique

d'ol 1'énoncé:

Théoréme: La composante neutre du groupe DIff(T,) est égal au groupe des
translations de T, Le groupe de ses composantes est égal &:

a) I, si « est irrationnel non quadratique
b) Z, x Z si & est irrationnel quadratique

C'est a notre connaissance la premiére fois qu'une classification des T

distingue les nombres quadratiques. La différence entre les nombres
diophantiens ‘et les nombres de Liouville, qui apparait dans I'étude cohomo-
logique des variétés feuilletées [S), se retrouve également dans la classi-
fication des fibrés R-principaux au-dessus de T, (cf [6))

Les discussions que nous avons eues avec J.Bellissard et J.—H.Souriau nous ont été précleuses; nous les en
remercions. :
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Annexe 4
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Résumé: On montre comment apparait, dans 1a théorie des fibrés
difféologique, 1a question des petits diviseurs, en particulier dans I'étude du tore
irrationnel T,

Abstract: We show how appears, in the theory of diffeological spaces, the
question of small divisors, in particular in the study of the frational torus T.
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. A moins d'étre définis explicitement, les objets dont il est question dans cette note: difféologie, applications
;ﬁ;r[érﬁnt;ables. subduction, induction... doivent étre compris au sens de la catégorie des espaces difféologiques
4]117119).

1- Fibrés difféologiques principaus

La notfon de fibration se généralise aux espaces difféologiques, elle fait appel a
une propriété des applications que nous avons appelée micro trivialité [7]:

1.1 Définition:
Une application différentiable feD(X,M), X et M espaces difféologiques, sera
dite micro triviale si, pour toute plague ¢ de M, I'image réciproque fq (de f
par ¢) de base def(¢) (ouvert de R") est localement triviale.

Rappelons que 1'image réciproque d'une application différentiable f:X — M par
une application différentiable ¢ : Q — Mest définie par:

Xg=((r,x)EQxX | p(r)=f(x))

(1.2)
fo=Pra | X, ou prq est la projection sur

f 5 %

&
Y

Le diagramme précédent est évidemment commutatif, Les applications f,, et ¢¢
désignent, respectivement, les restrictions des projections prqg et pry a X,. Ce
sont des subductions parce que f etp sont des subductions (7]

La propriété de micro trivialité s'exprime en termes purement géométriques en
utilisant 1a notion de groupoide associé 4 une application différentiable (voir
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[7]. Sip: X — Mest une fibration, c'est en particulier une subduction, toutes les
fibres X,=p-1(m), meM, munies de la difféologie de partie, sont difféomorphes
[7] 1eur type difféologique est appelé fibre type.

Sip:X—M est une fibration le triplet P=(X,M,p) sera aussi appellé fibré
(difféologique), X sera 'espace total, M la base et p la projection, du fibré (1a
fibre type F est souvent identifiée avec une fibre Xmozp"(mo), mgé€M).

La définition des fibrés difféologiques principaun est donnée grace a la
proposition suivante:

1.3 Proposition:
Etant donnés: un espace difféologique X, un groupe difféologique G et une
action différentiable de G sur X, notée (a,x) — a,(x) avec (3,x)€GxX. Sf
I'application¥ définie par:
F : XxG — XxX
(x,a) = (X,2,(X))
est une induction alors La projection canonique mt de X sur son quotient
difféologique M=X/G est une fibration difféologique nous dirons alors que
T=(X,M,1) muni de I'action de G est une fibration difféologique principale.
O voir [7] O

1.4 proposition :

a) Si la base dun ribré difféologique principal est une variété, il est
localement D-trivial. Si 1a fibre type est aussi une variété I'espace total
est une variété.
b)L'image réciproque d'un fipré difféologiqué (principal) par une application
différentiable est encore un fibré difféologique (principal).
) S1 G est un groupe difféologique et H un sous groupe de G. La projection
canonique de G sur son quotient G/H est une fibrationdifféologique.

Ovoir (710
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1.5 Définition :
Deux fibrés difféologiques principaux de méme base et de méme groupe
seront équivalents s'il existe un difféomorphisme equivariant de de leurs
espaces totaux se projetant syr 1'identité de 1a base.

2~ Flots libres sur les tores de Den joy-Poincarré

Nous appelons flot libre au dessus d'un espace difféologique M tout fibré
difféologique principal de groupe structural (R,+) de base M [3]

Nous appelons tore irrationnel T, le quotient oblique du tore T2 par 1a droite
de pente irationnelle €R-@. Difféologiquement cet espace s'identifie avec le
quotient du cercle St par 1'action r, de Z:

VNnEZ V zeS! ry(n)z)=ze2ixnx  (21)
S1 est en fait un revétement de T, [4] [S] [7). Notons m, 1a projection canonique
de S1 sur son quotient T,=S1/Z. Et notons Gr(m,) le graphe de la relation
d'équivalence associé a 1.
Gr{ny)=((24,25)€S 1x SY Mg (z4)=1,(25)} (2.2)
Gr(n,) est I'image de SIxZ par ¥ (1.3), il est donc difféomorphe 3 S1xZ puisque ¥
est une Inductfon.

Gr(ng) est en rait 1'espace des fléches du groupolde diffreclogique associé a la
relation d'équivalence définie par la projection n, [7]. Son application caracté-
ristique x=(s,b), ol les applications s et b sont les applications sources et but
du groupoide, est donnée, dans la trivialisation définie par ¥, par:

Y (z,n)eS1xZ x(z,n)=(z,2.e 2irnx) (2.3)

On utilise alors le théoréme suivant, reliant les classes d'équivalence de flots
libres au dessus des quotients de variétés et le premier groupe de cohomologie
de Gr(n,) a valeurs dans R [7}]:
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2.4 Proposition : '
Soit P=(X,M,p) une subduction telle que X soit une variété. Le premier groupe
de cohomologie: H1(Gr(p),R), du graphe* de 1a projection p & vaieurs dans R,
est en bijection avec 'espace des classes de M-équivalence de flots libres
au dessus de M:
H1(Gr{p),R)=Flots(M)

Dans le cas précis du tore T, parce que T, est une fibration difféologique
principale (F est une trivialisation du graphe de m,) les cocycles et les cobords
sont donnés, par: ‘ ‘

21(Gr(M,),R)=(1€D(S 1xZ,R) | V(r,n,mESIxZxT 1(Z,n+m)=1(2,n)+1(Z.e21"x,m)}
(2.9)
B1(Gr{n,),R)=(feD(S1xZ,R) | 3 geD(Si,R) Y(r,n)eSixZ f(z,n)=g(z.e2ixnn)-g(2)]

3- Flots libres sur T, et petits diviseurs

L'équation de cocycle se raméne a:
f(Z,M=2y0,. n1 [ (ze217K%) >0
f(Z,-N=-2 o, .ng [T (22100} n> O (3.1)
f(z,0)=0
ou f* est une application différentiable quelcongue, f et f* sont reliées par:
f*eD(SL,R)  2)=f(z,1) (3.2)
La relation de cohomologie entre f,€Z1(Gr{ny),R) et f,€Z1(Gr(ny),R) se traduit
sur f* et f,* par:
o =fy"+gor,(1)-g geD(SL,R) (3.3)

* Nous appelons graphe d'une application différentiable, aussi bien son graphe au sens ususl du terme, que le
graphe de la relation d’équivalence qu'alle engendre sur son espece de définition.
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En notant L, I'action de D(S1,R) sur lui méme définie grace a 1a formule (3.3),
0U f,*=Lq(f47), le groupe HL(Gr(m,),R) s'identifie avec le quotient de D(S1,R) par
Iaction Ly :

HY(Gr(n,),R)=D(SL,R)/Ly, (3.4

L'intégrale $f* est un invariant naturel de cette action, en associant a f* le

couple ( $f*,f*-4f*), le calcul de HH(Gr(n4),R) se rameéne & I'étude de I'équation:
6f*=ger(1)-g (g,6f")eD(SL,RI2  $6f*=0 (3.5)

Sous cette forme cette équation a été étudié par de nombreux auteurs, en
particulier par V.Arnold [1][2], J. Moser [8], MRHermann [6]. Pour une large
classe de nombres, en particulier ceux vérifiant la condition diophantienne
suivante:

3¢50, 3k>0: Jx-(m/n)l > k/n2+¢  ¥(m,n)eZ2 (3.6)
I'équation (3.5) en g a toujours une solution unique si 1a difféologie que l'on
considére est au moins 1a difféologie C3[6] ** .Ce résultat peut alors s'interpréter
en termes de difféologie:

3.6~ Proposition:
Si o est un nombre diophantien (condition 3.6) 1'espace des flots libres, au
dessus de T,, identifié au groupe de cohomologie H1(Gr(m),R), est égal a R.
La projection de Z1(Gr(T,),R) sur R est donné par:
Vi*e ZUGr(ny),R)~D(SL,R)  f*— §f*
Chaque flot libre au dessus de T, est équivalent au fibré P,=(T2,Ty,py,),
avec W= 4f* muni de 'action 6, de R :
V(t,24,2)€Rx T2 0,(t)z4,25)=(e2in0tz, e2inwat 7))

W=0 caractérise le fibré trivial.

Remarquons toutefols que ce théoréme est vrai si et seulement si T'équation
(3.5) posséde, pour tout f, une solution (nécessairement unique) en g. Dans ce cas,

** La difféologie d'un espace X est CX si si elle a été définie a partir de la difféologie Ck des espaces numériques
R".
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comme nous pouvons le constater, modulo ia vitesse d'enroulement, il n'existe
qu'un flot libre au dessus de T, c'est le tore T2 muni de I'enroulement irration-
nel. 11 est possibie que cette situation soit 1a cause de la stabilité des "tores non-
résonnants” lors de petites perturbations des systémes mécaniques compléte-
ment intégrables (théoréme Kolmogorov-Arnold-Moser).

Conclusion :

L'axiomatique des espaces difféologiques a été proposée initialement pour I'étude
des espaces de dimension infinie [9] [4]. 11 s'avére qu'elle est aussi pertinente

dans I'étude des quotients singuliers (voir aussi [S]).
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-finnexe 5-

ESPACE DES CONNEHIONS D'UN FIBRE PRINCIPAL

Certaines propositions ne sont pas gémontrées ici, ce sont des démonstrations difféologiques de type standard.
Elles trouveront leurs places dans une publication ultérieure consacrée exclusivement & la théorie
difféologiques des connexions.

Appliquant les propriétés usuelles des fibrés (suite exacte d'homotopfe,
section=trivialisation), & I'espace de dimension infinie des connexions d'yn f ibre
principal ordinaire, I.M. Singer montre 1'inexistence d'un choix continu de jauge
globale (au sens d'une topologie C*) [20].

Grace a une formulation difféologique des connexions sur les fibrés principaux
(qui est évidemment une extension de 1a définition en dimenston finie), I'espace
des connexions est canoniquement muni d'une difféologie. Nous montrons alors
que la projection canonique de cet espace des connexions sur son quotient par
l'action naturelle du groupe des transformations de jauge conservant un point
est une fibration principale.

On peut donc appliquer nos résultats concernant la suite exacte d'homotopie
et les critéres de non trivialité, établissant ainsi certains des résultats princi-
paux de .M. Singer. Notons qu'il n'intervient nulle part 1a nécessité d'introduire
une métrique Riemanienne

AS.1-Difféclogie de I'espace des connexions d'une variété fibrée principale.

Considérons un fibré principal P=(X,M,p) de groupe structural G, avec G groupe
de Lie, X et Mvariétés.

Soft [x—H,] une connexion sur P, de forme w [14]. A tout arc ¢ dans M et tout
point X€X(), NOUS Savons associer le relevé horizontal (relativement a w) ¢’ de
¢ dans X d'origine x. Nous noterons: |

rely(c,x)=c’ (1)

rel,(c,x) est entiérement défini par:
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rel, (C,X)=C’ <> peC'=C C'(0)=x wldc/dth_o)=0 VteR (2)
et vérifie:
rel(c.ax(x))=arel,(c,X) Vaeo
(2)
YmeM YxeX, rely(In,x)=1,
ol 1.et 1, désignent respectivement les arcs constants en m et x et
(3,x)2x(x), (a,x)€GxX, désigne I'action de G sur X.

Nous noterons alors, respectivement, X* et M" les espaces des arcs
différentiables dans X et M munis de leur difféologie d'espaces fonctionnels
(1.3.6) et p* 1a projection de X* sur M* définie par:

¥ ceX* p*(Cl=pec (3)

4 Proposition:
P*=(X*,M*,p*) est un fibré difféologique principal de groupe structural G*,
ou G* agit sur X* par:
VyeG® VeeX®  y.c=[trx(E)(c(t))]

el
=
il

M* 5 M
ar

(diagramme 1)

Déffinissons 1'application or de M* sur M par:
or:M—->M (5)
C - c(0)
et considérons I'image réciproque Py.=(Xor,M",Pon) de P par or (diagramme 1):
(C,X)EX o <> CEM* et X€X (o) (6)
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L'application or est évidemment différentiable (c'est méme une subduction).
Compte tenu de ces notations:

7 Proposition:
L'applicationrel, : Xo—»X* est différentiable pour toute connexfon w sur P.

O Indiquons seulement que la démonstration est basée sur le théoréme de
différentiabilité des solutions d'équations différentielles ordinaires par rapport
aux paramétres. O

En remarquant que M* est le quotient de X, par I'action induite de G on déduit
grace a (2) que rel, se projette sur une application différentiable que nous
noterons y, définie sur M* 4 valeurs dans le quotient diff éolbgique X*/G:

xor FE] } K*
P n
M* > X* /G
']
(diag. 2)

Notons alors X"=X*/G et p* la projection de X* sur M" définle par
factorisation de p* (diagramme 3).

y* I ¥
\ /
p* /IJ »
N k/
M*
(dfag. 3)

Compte tenu de ces notations:
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8 Proposition:
L'application y définie par le diagramme 2 est une section différentiable de
P*=(X"M*p"). |
O Nous avons vu que g est différentiable. Soft ceM, c=p*(c,x) X€Xcq) :
P(C)=yop o(C,X) => y(C)=Torel(c,x).
Donc p*ey(c)=p~etorel(c,x)=P*orel(c,x). Mais grace a (3) on a P*erel(c,x)=c,
donc p*ey(c)=c.0

Nous venons donc d'associer a toute connexion ( de P une section de
PT=(X"M"p"), C'est a dire une réduction de P*=(X",M*,p") (voir 3.7.2). P” est
alors un fibre difféologique de fibre type:

G"=G*/G~Arc(G,1g)  (9)
I'identificationde G* avec Arc(G,1) est réalisée gréce a la projection:
VYeG yr yy(0>1 (10)
oU nous avons noté,abusivement y.y(0)-1 T'arc [t ~ y(t).y(0)>1] Ceci permet
d'écrire I'action induite de G sur G* :
VeEG® VyeG™ gg(y)=ey.e(0X1 (11)

Nous noterons alors:

Eq(X*,G")={ WeD(X*,G*) | VYEG* VCeX® W(y.C)=y.W(C)Y(0)X1} (12)

L'application ¥ associée (3.6.4) a la section y, définfe par le diagramme 2, est
alors un élément de Eq(X*,G*), plus précisémment W vérifie;

WeEQ(X",6*)  VxeX W(l)=Tg= (13)

La connexion w est entiérement définie par W. Le sous fibré de P* réduit par ¥
est défini par:

X*p=U-1(lg=) (14)

15 Proposition:

X" g=W-1(1z=) est l'espace des chemins horizontaux relativement 3 Ia
connexion w. La forme de connexion w est liée a W par la formule suivante:
veeX*  w(dc(t)/dt)=d{W(c)Xt)})/dt

Réciproquement, soit WeD(X*,G*) tel que:
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VyeG® VeeX® W(y.c)=y.W(c).y(0r1

VX W(1,)=1g"
{3 forme w définie par:
veeX*  wldc(t)/dt)=d{W(c)t))/dt
est une forme de connexion sur P dont les chemins horizontaux constituent
I'ensemble:
X* g=Y~1(15)

A5.2 Connexions sur les fibrés diffeologiques principaus.

A partir des résultats du premier paragraphe nous sommes: naturellement
ammenés a étendre 1a définition des connexions aux fibrés principaux
difféologiques:

| Définition:
Soit P=(X,M,p) un fibré difféologique principal de groupe structural G. Soit
P*:(X',M“,p') son fibré principal des arcs de groupe structural G*=Arc(G).
Nous appellerons connexion sur P toute réduction, contennant les arcs
constants, de P* au sous-groupe GCG* .
Les connexions sur P sont en bijection avec !'espace:

C(P)={ yeD(X*,G*) | Vy€G® VceX* y(y.c)=y.y(c).y(0)>1, VxeX (1,)=1g" )
qui sera muni de sa difféologie d'espace fonctionnel et sera appelé espace
des connenions de P.

Nous noterons :

X"y =¢~1{1g")
dont les éléments seront appelés arcs (chemins) horizontaux (relativement
avy).

Compte tenu de ces notations:
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2 Proposition:
Soit y une connexion sur P=(X,M,p). Soit ceX*, il existe un éiément unique
Y€G” et un chemin horizontal unigue c* dans X tel que:
c=y.c* c*(0)=c(0)
En particulier, & tout chemin c dans M et 3 tout point xe€Xcq) peut étre
associé un chemin ¢’ horizontal dans X d'origine x=c'(0) entiérement défini
par:
peC’'=C C'eX*, C'(0)=x)

Si c=y.c* avec ceX* y€G™ et c*eX®,, v et c* sont explicitement donnés par:
VteR c(D)=g(CXt)=L(c(t)) y=y(c) (3)
Ceci permet de définir ¥:
WX - GTxX*, (4)
c—(ye

Compte tenu de ces notations:

5 Proposition:
L'application W définie par (4) est une trivialisation du fibré diffeologique
principal X*—X" de groupe structural 6~.On a:
X*/G" Koo K®
(00 X, €St défini au paragraphe 1). La projection de X* sur X,.est donnée
par:
Vcex® ¢ m(poc,c(0))
L'espace des connexions de P est difféomorphe 2 I'espace des sections ¢ de
X* au dessus de X, vérifiant:
VaeG V(c,x)eX,. 0(c,ax(x))=a.o(c,x)

Et donc siC(P) est non vide c'est un espace affinel du groupe:

K= £eD(X,..6") | YaeG (c,ax(x))=a.e(c,x).a1)

10n appelle espace affine d'un groupe G tout espace homogene de ce groupe sur

leque] {1 agit librement.
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Ceci est un conséquence de la décomposition de G* en produit semi-direct de &
par G” défini grace a y—(y(0),y.y(0)-1).

5.3 Action du groupe de jouge de P sur C(P)

Nous noterons  le groupe de jauge (3.6.6) du fibré P (notations précédentes),
11 agit naturellement sur X* par: '
| V A€] VeeX®  AxlO)=[tmAlc(t)] (1)
Cette action vérifie:
V AE€] Va6 Agwodye=axeeBys (2)
car pour tout teR Algx(c(t))=ax(A(ct)) V ceX® V aeG ¥V A€). Nous savons Q'a
tout élément A de J est associé une application différentiable X€EQy(X,G) de
telle sorte que:
vxeX  AX)=g(X(x)  (3)
C'est pour cette raison que nous identifierons J avec Eqe(X,6):
J ~ Eqey(X,6)  (4)
L'action de J sur X* s'écrit:
Voe) VeeX®  aye(C)=[trralc(t(c(t))]  (4)
J agit alors sur I'espace des connexions C(P) de P par:
yeC(P) V€] oppp)=lcms[tsalct)pc)t).alc(ON-1]  (5)
Considérons alors un point Xy de X, noeus poserons:
],oz[(XE] [x(xg)=1} (6)
],,o est le stabflisateur dans J du point Xo.
Le stabflfsateur dans’} d'une connexion y de P s'écrit:
Sty(y)= (€] | Veex®, alc(t)=a(c(0) VIR ]} (7)
et donc o est constant sur les nappes horizontales de X, une nappe horizontale
étant définie par:
N nappe horizontale <> V(x,x')éNxN 3ceX*, c(0)=x c(1)=x" (8)
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en fait si 1a base de P est connexe chaque nappe horizontale définit une
réduction de P dont le groupe structural est appelé groupe d'holonomie de y. Les
nappes horizontales constituent une partition de X.

Nous dirons que P est lrrédyctible si et seulement si X ne posséde qu'une
nappe horizontale quelle que soit 1a connexion considérée. On a immédiatement:

7 Proposition:
Si P est un fibré principal irréductible alors:
VyeC(P) Sty(¥)=C(6) , C(G)=centre de 6
Dans tous les cas si 1a base de P est connexe
YyeC(P) Sty o(v):ll
L'action de J, sur C(P) est donc Iibre.

A5.3 Fibré pricipal des connexions.

Soit P=(X,M,p) un fibré principal de groupe structural G, avec:
a) G groupe de Lie
b) X variété connexe (et donc M).
C) Xo€X et my=p(x,y)

1 Proposition:
Soit [r—>y,] une plaque de C(P) et [r— x.] une plaque de X définies toutes
deux sur un ouvert Q de R". Il existe, pour tout ry€Q, un voisinage V de ry
et une plaque [r—c'.] de X* définie sur V telle que:
c(reXmo c'(1)=x yc=1
D Puisque X est connexe on sait que 1a projection [c—(c(0),c(1))] est une
subduction de X* sur X (4.4.4). Donc 1a plaque [r—X,] se reléve localement dans
X* en une plaque [r—c.] vérifiant:
Cl0)=Xy Cpl1)=x
Posons alors:
C'rlt)=[y e Nty (c'p (D)
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Par construction c'. est horizontal relativement a y, pour tout r, il est clair
que c'est une plaque de X*. Posons alors:

3=y (Cp(1))
[r—>a,] est évidemment une plaque de . On a:

c'r(0)=C(0)=Xg  Brx(Xp)=C'(1)
Définnisons alors [r—C",] par:
VteR C'pt)= g-Ix(C' (1)
[r—>C"] est encore une plaque de X® et vérifie :
¥e(C")=l C0)=aIx(Xg)EX o Cp(D)=Xp

C'est ce qu'il fallait gémontrer.0

On déduit alors de cette proposition:

2 Proposition:

Soft P=(X,M,p) un fibre principal de groupe G, avec G groupe de Lie et X
variété connexe. La projection 8(P)—~C(P)/)x, ol ]x est le groupe des
transformations de jauge de P laissant fixe le point Xo, est une fibration
difféologique de groupe structural ]"o'

O 11 faut montrer que 1'application:

F. ],oxc(p) —» C(P)E(P)

(o,4) — (e ¥),¥)
est une induction.
Soit g=[r->(x,,¥,)} une application définie sur un ouvert de R" & valeurs dans
JoxC(P) telle que Fop soit différentiable. C'est a dire:
[Py % ey ¥e)] différentiable
rappelons que:
VeeX® o, epy(¥e) =t () pleXt) o (c(0))-1]
[, pp)¥,)] différentiable signifie alors que:
& (rt,O e ety (e)).ax(c(0))-1

est différentiable.
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Soit alors une plaque [E->(rg, x¢] de X, grace a la proposition 1 11 existe une
plaque [E—>Cy] de X" telle que:
Cg(D=x¢ Cg(0)eXpmy et W,E(Cgh-'n

L'application A : (E,t)—(rg,t,cy) est différentiable et donc ®o) est différentiable.
Or Xo® est donné par:

Pol: (E,t) > Qg,{(c{(t)).w,.z(c,)(t).gx,{(c;(O))-i=Q;,E(c;(t))
car o (%g)=1 = 0 (2x(%0))=1 0U 3rx(Xg)=CA(0) et [r—>2.] est différentiable. Donc
l‘application[&»gg,i(c;( 1] est différentiable c'est ce qu'il fallait démontrer. O

RS5.5-Cas de non trivialité du fibré C(P) -C(P)/);

Comme nous 1'avon vu (AS.2.5) I'espace des connexions d'un fibré principal s'il
n'est pas vide est difféomorphe au groupe
K=( eeD(X,.,G") | YaeG €(c,ayix))=a.c(c,x).a1}
or ce groupe est contractile, il suffit pour s'en assurer de considérer la
rétraction de déformation:
(s,e)>E  avec gg(Cx)t)=elc,xNst) V'S,e)ERxK (C,x)eXy tER (1)

2 Proposition:
Soit P=(X,M,p) un fibré principal, de groupe structural G, vérifiant (AS5.4.2).

S1 G est connexe et st J, n'est pas homojopiquement trivial 1a fibration
I3(P)—43(P)/],,o n'est pas triviale.
O Puisque C(P) est contractile, si on suppose que C(P) -+(3(P)/"|,‘o est triviale, on
a
T (C(P)/ I JoMa(J )=0
ce qui est contradictoire avec I'hypothése.O

Ce théoréme s'applique en particulier aux cas envisagés dans l'article de .M.
Singer [20] oU oU on a M=S3 ou 54, G=SU(N), N»2. Et T'on obtient les mémes
résultats sur 1a non-trivialité du fibré C(P) -C(P)/Jy .
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S [ Phweewe [
I Un fibré difféologique non trivial sur un espace contractile

Comme nous l'avons vu tout au long de ce travail, un grand nombre de
Iconstructions de 1a géométrie différentielle ordinaire se généralisent, modul
une extension adéquate des définitions, aux espaces difféologiques. En ce q
concerne les relatirs entre les fibrés difféologiques et T'homotopie nous

Idevons noter une df tencm\ayor e fibré, au sens de 1

catégorie des variétés, au dessus d'un eSpace contractile est trivial, il exis
des fibrés digfenlogi nt trb a tstn difféologique
contractiles. mg on \Me le,;"%a"p ﬁe la remarqu
Iévidente ue tout sous-fibré fibr@trivial est trivg oussexhibons un fib
au dessuhrsg Qtf:ilthlaltn S slaSbré est n

rivial,

I afiber bundle |

Soit € munt de I'action sulvante de Z:

I oU xeR-Q. i(snotjon:dﬁmzbé t& suotient a:/z.l

(2)

Py :C— /Z
On sait ql !oltlibr@élnﬁ stml (0¥ C, est défini

I par un cocycle.du graphe ge la projection p, de € sur €/Z (voir Annexe 2 §2).

calcul élémenjnft l&mocyg q gtmo
F(2,2)=1(z,n) 51220 et 2=ne(?) et F(0,0)=110,0/=0 (3)

Choisissons alors le cocycle défini par 1a fonction sutvante:

I f(z,z)=llzi2n avec z'=n¢(z) (4) I
le fibré principal associé a cette fonction est le quotient difféalogique X de Cx

par l'action de Z suivante:

V(z,0)eCxR VYn€Z ne.pl(z,t)=(e2imaz tefizli2n) (S)
L B B B B e
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Patrick Iglesias-Zemmour
It may be right but the proof that X is a fiber bundle is incompete.
I'll confirm or infirm soon.

Patrick Iglesias-Zemmour
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la projection canonique de X=CxR/Z sur €, est donnée par factorisation de
2,t) = p(2).
On peut alors constater que 1a restriction du fibré ainsi construit, a I'ilmage
par p, du cercle unité S1, est égale & Ia fibration canonique du tore T2 au dessus
e T, (voir annexes 3 et 4). Puisque cette derniére fibration est non triviale il

n est de méme de 1a fibration X — C,.
D'autre part I'espace C, est contractile, la contraction de € définie par
Z,\) = \.2, 0U (2,\)eCxR, passe au quotient C, et définit une contraction de C,.



Patrick Iglesias-Zemmour
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HOMOTOPIE ET SPHEROIDES. k-CONNERITE

A?7.1- Cuboides sphéroides et homotopie

I existe au moins deux autres fagons de décrire I'homotopie, équivalentes a
celle que nous avons proposée. Elles font appel aux notions de cuboides et

sphéropides.

Soit X un espace difféologique. Soit In le n-cube plongé dans R", 1=[0,1]), on
notera Fr(In) sa "frontiére” définie par:
Fr(In={ reR"|3j€(1,..,n) ri=00u1} (1)

2- Définition
On appellera n-cuboide de X au point x toute n-plaque globale ¢ de X telle
que:
o Fr(In))=x
On notera Cub,(X,x) I'espace des n-cuboides muni de sa difféologie d'espace
fonctionnel. On dira que le cuboide est stationnaire au bord si il existe un

voisinage V de R"-int(I") sur lequel ¢ est constant.
int(In) désigne I'intérieur du cube In.

3 - Définition
On appelera stationnarisation des n-cuboides I'opération qui associe a
tout n-cuboides ¢ de x au point x, 1e cuboide 1,* (¢) definf part :
L (@Xry,..,rs) = @i(ry),.., 1(r))

11 est 1a fonction de lissage définie end.3.4.
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4 - Proposition :

la stationnarisation est différentiable. Les espaces des n-cuboides et des
n-cuboides a bord stationnaires sont homotopiquement équivalents.
O Ceci est une simple adaptation de 4.3.5.0

S - Proposition :
L'application définie sur L, (X,x) par :
g —>@ =[(ry, .., ry) = @lrydry) .ry)]
est a valeurs dans Cub, (X,x). C'est un difféomorphisme.

OEneffet:
Supposons que 1a premiére propriété énnoncé soit vrai pour n, soit ¢ un éiément
de L oyq (XX = LILX,%°, ,™) ona:
@(Fo,L1,ns M) = Plrdry) ..ry)

pour tout i = 1, .., n on a, par hypothese :

Vro Vr=0oul elrg,..,r) =X
soit alors r, = O ou 1, @(ry) = llx(") puisque ¢ est un lacet au point 11,(("), or
ﬂx(")zl(r 1, - » Ty) = X] donc @(Fr(In)) = x. 11 est immédiat de vérifier ensuite que
cette propriété est vrai pour n = 1. Le reste est une application directe de
(1.3.7)0

La juxtaposition des lacets de L,_4(X,x) au point 1,0 se traduit immédiate-
ment sur les cuboides par :

Vo Ly(x,x) Ve Ly(x,n)  @A¥ = @AY
O(2ry,..,ry) Ty < 1/2 (6)

oAy =[(ry,..r,) = ]
$(2rqq, ., ) 2 1/2
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On déduitde Set 6:

7 - Proposition :
“n(X,X) ~s T[o (CUDn(XJX))

Soit S" 1a sphére de dimension n et N le pdle nord N= (0,...,0,1)€S".

8 - Définition :
On appellera n-sphéroide de x au point, x € X toute application différent -
jable de S" dans X appliquant le pdle nord sur x. On notera Sph,(X,n)

T'espace de ces n-sphéroides muni de 1a diff¢ologie d'espace fonctionnel.

9 - Proposition :
Les espaces Cub 4(x,x) et Sph,(x,n) sont homotopiquement équivalents.

OEn effet :

nous démontrerons cette proposition par étape :

i) L'espace Cub,(x,n) est homotopiquement équivalent au sous espace de ses
éléments stationnnaires sur le complémentaire de tout cube K concentrique a I,
contenu dans I est d'intérieur non vide. Ceci s'obtient en utilisant 3 et 4 et 1a
démonstration de 4.3.5. Nous noterons Cub K(X,n) I'espace que nous venons de

décrire.

||'I

K

L]

ﬂ._!n

i1) L'espace Sph ,(X,n) est homotopiquement équivalent au sous espace Sph B(X,n)

de ses éléments stationnaires sur toute boule B différente de 5" centrée en N.
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Soit Fg : (ry,.,ry) = X 1a carte stéréographique de S" attaché au pole sud S,

im(Fg) = s"-S, Fg(0) = N. Soit h une fonction de lissage, nulle sur J-co , €] et
égale 8 1 sur [ v, + oo [ V>E>0. Soit PESPhL(X,n) et Ps=goFy , P;ED(RN, X) et
applique O sur x.
Posons pour tout reR"

9N = 9 0irdr)
L'application [r — h(lirl)] est différentiable, @ est égale a pg(0) =N sur la
boule centrée en O de rayon € dont nous noterons B 1'image par Fg. L'application
X — ¢@g o Fg~1 défini sur Sn-S égale a x sur B, coincide avec ¢ sur un voisinage de
S, elle se prolonge au point S par ¢(S) en un sphéroide stationnaire sur B, nous
noterons pri (pseF4~1) son prolongement. L'application:

t— [¢—pri(gstoFg?)]
9 tr) =g (1= h (i) r+ (L)L)

est une équivalence homotopique entre Sph,(X,x) et Sph B(X,x). 11 suffit de
vérifier que pour tout t I'application [@st — pri(gts o Fs—1)] est dif férentiable et
que si ¢ est stationnaire sur B, pour tout t, pri (gtg e Fs_l) est stationnaire sur
B.

ii1) Du caractére différentiable de 1'application [@g — pri(ggeF5~1)] on déduit que
Sph B (X,x) est difféomorphe a I'espace Q . (X,x) des applications différentiables
définies sur Rn a valeurs dans X égales a x sur le complémentaire de 1a boule de
rayon1/¢2 entrée en 0.

iv) Les espaces CubX(x,n) et Q.(x,n) sont homotopiquement équivalents.
Choisissons K sufisamment petit pour étre contenu dans une boule B°
entiérement contenue dans In et centrée en 0. Soit B une boule entiérement
contenue dans K et centrée en 0 : BlcKcB°clIr Soit [t — Hy un arc
différentiable dans Diff (int(In), Rn) tel que H, applique B° sur B, 1a boule de
rayon € centrée en zéro et Hy applique B! sur B, :




\\l

VA

o
>(f // /
Sy /
A

s

7
/

SQit PECUbK(X,X), Hya(@)=goH,~1€Q ¢ (x,n), Hys est évidemment différentiable.
Soit y€Q, (X,x) Hy*(y) = yoHy est défini sur In et vaut x pour tout r
appartenant au complémentaire de K°, on peut donc prolonger yoH; par X sur
Rr-In en un élément de Cub.K(X,x); parceque K est fixé, l'application
yoH4 — pri(yoH,) est différentiable.

On a donc

H*, : CubK (x,n) Q€ (x,n)
pri o Hys : Q¢ (x,n) = CubK(X,x)
ces deux applications sont homotopiquement inverses 1'une de l'autre :
Hy"oprioH 4*=(H~1oH,)" et prioHy“oHy " =prle(HoH-1)*,  I'équivalence

homotapique s'obtient alors en considérant H(0)e H(t)-1 et H(t)-1oH,.
Ainsi la proposition est démontrée. O
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1 0Corroliaire :

(X, X)~Tl, (Sphy, (X,X))

A7-2 Notion de k-connewité

La k-connexité ainsi que certaines propriétés qui lui sont associées s'étendent
naturellement aux espaces difféologiques :

+ Définition :
Un espace difféologique X sera dit k-connexe si les espaces D(sY,X) qsk
sont connexes.

La O-connexité coincide avec la connexité quand on identifie D(S°,x) avec XxX.

2- Proposition :

Soit feD(S%,X), les propositions suivantes sont équivalentes :

a) f est homotope a I'application constante

b) f est prolongeable a R’

c) f est [N} -homotope a I'application constante.
OEneffet :
Nous démontreronsa = b = c = a.
Soit ¢ une homotopie entre 1'application constante 1,,:E—»xXo et f:

e0)(E) =%,  @(1)(E) =f(E)
définissons sur R™'- (0) 1'application f:
Vr=tE ,(t, E)€l0, + 0o [xS" )= ¢ (1) (E)

ou 1 est définie en 4.3.4. Puisque f est constante sur un voisinage de zéro elle
peut étre prolongée en zéro par f(0)=x, f est évidemment différentiable et

q+1

prolonge f sur R" . Elle est stationnaire au voisinage de chR“*'.

Considérons alors T'application définie sur R x 5, SR par:
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(t(r1, ) = (-, .., (1=, t+ (1= Fpyq )
elle définit une homotopie 1 dans D(S" X) telle que :
;HOXr) = £{r)  (1Xr) = f(N) (L) (N) = T(N)
c'est donc une {N] - homotopie joignant f a B¢py)
L'implication ¢ = aest évidente.0

On a alors :

3- Corrollaire :
X est k-connexe si et seulement si M(X) = 0 Vgg k.

La 1 -connexité coincide avec 1a simple connexité.

A partir de b) on peut montrer, utilisant le théoréme de Stokes et 1a définition
des formes différentielles sur les espaces difféologiques [22], que si un espace
X est k-connexe l'intégrale de toute gq-forme w sur les cycles @eD(S%,x):
].,w=lSq 9*(W) q <k, est nulle. Ce qui peut se déduire aussi de I'existence d'un
opérateur chaine-homotopie défini sur les espaces AXX) des q-formes d'un

espace X.
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