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Die beiden Kleeblattschlingen.
Von

M. Denx in Breslau.

Die beiden Kleeblattschlingen.
I

Im Folgenden mochte ich zeigen, daB die Untersuchung der zu deu
verschlungenen Raumkurven (Kwoten) gehbrenden Gruppen wuns in den
Stand setzt, .grandlegende topologische Probleme einfach und streng zu
behandeln. Zu diesem Zwecke habe ich ein ziemlich spezielles Beispiel
ausgesucht, das doch einerseits allgemeineres Interesse beanspruchen darf,
andererseits so einfach ist, daB man keiner schwierigen oder besonders
auf den Fall zugeschnittenen Methoden bedarf.

Die Kleeblattschlinge (Fig. 1) ist der einfachste Knoten, d.i. die ein-
fachste verschlungene Raumkurve, die sich im Raume nicht stetig in einen

Kreis itiberfithren 148t. Sie ist der einzige

Knoten, der so auf eine Ebene projiziert

werden kann, daB die Projektion nur drei

Doppelpunkte aufweist. Im Raum kann

man nun gwet verschiedene Arien von Klee-
Fig. 1.

blattschlingen unterscheiden, die auseinan-

der durch Spiegelung, etwa an einer Ebene,
entstehen. Beide Arten sind in Fig. 1 dargestellt. Unser Problem besteht
dorvin, den Noachweis su fihren, dof diese beiden Arten von Kleeblatt-
schlingen. im Raume®) voneinander topologisch zu unterscheiden sind, daB
also'die linke Kleeblattschlinge durch keine stetige Raumtransformation
in die rechte fiberfithrbar ist. Nattirlich ist diese Tatsache jedem be-
kannt, der sich mit Knoten etwas eingehender beschiftigt hat und sich
die Raumkurven etwa durch Fiden veramschaulicht hat. Aber diese prak-

*) Und zwer auch im geschlossenen sphiirischen Raume, im Widerspruch zu einer
Bemerkung in der Enzyklopadie.
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tisch vielleicht ausreichende GewiBheit ist sehr weit entfernt von einem
wirklichen Beweise.*) — Die Erscheinung ist jedenfalls sebr beachtens-
wert:**¥) Der Raum mit einer Linkskleeblattschlinge und der Raum mit
einer Rechtskleeblattschlinge sind homSomorph, d.i. in der Weise gleich
zusammensetzbar, daB die beiden Knoten entsprechende Gebilde in den
beiden Riumen sind. Trotzdem sind die beiden in demselben Raume gelegenen
Knoten nicht durch stetige Transformation des Raumes ineinander iber-
fithrbar. Wir haben hier also eine Art fopologische Symmetrie vor uns.
Die im zweidimensionalen Ranme (auf der Kugel) gelegenen topologisch
symmetrischen, nicht ineinander deformier-

baren Gebilde sind lange nicht so sehén, wie
nebenbei bemerkt sei. Fig. 2 stellt zwei solche,
iibrigens ziemlich willkiirlich ausgewihlte Ge-
bilde dar. A
1 Fig. 2.

Ich will nun im Folgenden die Grund-
lagen fiir den Beweis entwickeln. Der Gang
wird wohl noch klarer, wenn man zunichst die stetigen Transformationen
A irgend einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M, in sich betrachtet,
bei der zwei in M, liegende Kurven K, und K, ineinander tibergehen (in
unserem Falle ist die M, ein einfach znsammenhingendes Stiick des gewshn-
lichen Raumes oder auch der ganze dreidimensionale sphirische Raum).

Sollen K, und K, durch A ineinander ibergehen, so miissen. die Grup-
pen™%) gon K, und K, in der Weise isomorph aufeinander bezogen werden
konnen, daB die bei A eingnder entsprechenden Kurven auch bei der iso-
morphen Zuordnung einander entsprechen.

Diese ,,Hauptbedingung® folgt sofort -aus dem Umstande, dal irgend
welche Kurven, die zusammen im Aufenraum von K, ein Elementarfiichen-
stiick begrenzen, bei der stetigen Transformation A der M, in Kurven
tibergehen, die im AuBenraum von K, zusammen ein Elementarflichen-
stiick begrenzen. Sind also a, ---a, Elemente der Gruppe von K, und gilt:

Gy v 0, = 1’ \
so muB fiir die entsprechenden Elemente der Gruppe von K, gelten:
a ---a/ =1,
wobel g, und @, Kurven entaprechen, die durch A ineinander fibergehen.
Also ist die Zuordnung @,—> o eine isomorphe Zuordnmung’ der Gruppe
auf sich selbst. — Umgeben wir innerhalb M, einen Punkt einer Kurve K
mit einem geniigend kleinen Elementarraumstuck E;, so wird K die E;

#) Hierauf weist anch H, Tietze, Monatsh. f. Math. u. Phys. 19, S. 97 hin.
* 7nerst hat wohl Listing auf diese Erscheinung und ihr Gegenstiick, die
wAmphicheiralitit* der Knoten hingewiesen.
##) Biehe Anm. *¥) auf der nichsten -Seite,

26%
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begrenzende Kugelfliiche in zwei Punkten A4 und B schneiden; eine Kurve §,
die anf der Begrenzung von E; 4 und B trennt, wollen wir eine Breifen-
kurve § nennen. Umgeben wir K innerhalb M, mit einem geniigend klei-
nen Ringraum, so wird die begrenzende Ringfliche keinen Punkt mit K
gemeinsam haben. Diese Ringfliche wird bel geeigneter Wahl eine be-
stimmte Breitenkurve § enthalten. g wird diese Ringfliche nicht zerstiickeln.
Eine Kurve auf der Ringfliche, die f einmal schneidet, wollen wir eine
Léngskwrve 2 nennen. Dann ist ein besonderer Teil der Hauptbedingung:

a) Die isomorphe Bezichung der Gruppen von K, und K, aufeinander
muf so gewdhlt werden kionnen, dof eine jede DBreitenkurve 8, von K, in
eine Breitenkurve f, von K, und ebenso eine Lingskurve i, von K, in eine
Liingskurve 2 von K, iibergeht.*)

In der Tat geht durch A ein einen Punkt von K, bzw. K, selbst
umgebender Elementarraum bzw. Ringraum in ein einen Punkf von K,
bzw. K, selbst nmgebenden Elementarraum bzw. Ringraum iiber und K,
wird ebenso wie K; mit dem Elementarraum zwei, mit dem Ringraum
keinen Punkt gemeinsam haben usf.

Diese Bedingung a) gilt fiir alle zweiseitigen und einseitigen Mannig-
faltigkeiten M;. Ist die My zweiseitig, so konnen wir die Bedingung a)
noch weiter verschirfen: Nehmen wir irgend ein Paar g
und 1, die zn einer Kurve K gehéren, und geben g und 2
Durchlaufungssinn, so erhilt dadurch zunichst das § enti-
gprechende, einen Punkt P von K umgebende Elementar-
raumstiick F; und damit die ganze Mannigfaltigkeit M, eine
Indikatrix. Wir kionnen etwa den angenommenen Durch-
laufungssinn von 8 demjenigen Teil der E, begrenzenden
Kugelfiiche zuordnen, der von K zuerst getroffen wird,
wenn man K von P aus in derselben Richtung wie 4 durch-
lauft (s. Fig. 3).

Da nun bei der stetigen Transformation der zweiseitigen M, in sich die
Indikatrix unverindert bleibt, so folgt die Verschirfung der Bedingung a).

a") Die isomorphe Bezichung der Gruppe von K, auf die Gruppe von K,
muf so gewdhlt werden kinnen, daf, wenn dabei ein Paar mit Durchlaufungs-
sinn verschener Kurven B, und i, von K, in ein Paar mit Durchlaufungs-
sinn verschener Kurven By und Ly von K, iibergeht, die durch die Richtungen
von B, und A, bestimmie Indikatriz von M, dieselbe ist, wie die durch die
Richtungen von B, und 1, bestimmie.

In unserem Falle ist die Af; der gewShnliche Raum. Die Gruppe Gu
der Kieeblattschlinge in diesem Raume ist aus fritheren Untersuchungen*¥)

* 8. die Bemerkung am Schluf dieser Arbeif.
*") 8 Math. Ann. 1910 und 1911 sowie die Minsterische Dissertation von Gieseking.
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schon recht bekannt. Wir untersuchen nun im folgenden Abschnitt die iso-
morphe Zuordnung von Gy, auf sich selbst, die Gruppe der Isomorphismen
von Gg. Es wird sich zeigen, daB diese sebr einfach zu besehreiben ist:
AuBler den selbstverstindlichen ,kogredienten® Isomerphismen gibt es
wesentlich nur einen ,kontragredienten® Isomorphismus. Wir beherrschen
so alle Moglichkeiten, die Raumkurven in bezug auf die linke Kleeblatt-
schlinge den Raumkurven in bezug auf die rechte Kleeblattschlinge so zu-
zuordnen, daB durch dieses Zuordnen die aus diesen Kurven bezw. gebil-
deten Gruppen einander isomorph zugeordnet werden. Es ergibt sich dabei,
daB die Bedingung a") wiemals erfillt ist, womit unser Ziel erreicht ist.

Eine weitere Klirung des hier vorliegenden Problems habe ich da-
durch versucht, daB ich im dritten Abschnitt ganz kurz einen ,amphichei-
ralen“ Knoten behandelt habe, d.i. eine solche verschlungene, durch eine
stetige Raumfransformation nicht in einen Kreis zu transformierende
Raumkurve, die durch eine stetige Raumtransformation in ihr Spiegelbild
tibergefithrt werden kann. Der von mir behandelte Knoten ist nach der
Kleeblattschlinge der iliberhaupt einfachste, nimlich der einzige, der bei
geeigneter Projektion nur vier Doppelpunkte anfweist. Wir werden sehen,
daB fiir diesen Knoten, seinem amphicheiralen Charakter entsprechend, die
Gruppe der Isomorphismen nicht mehr so einfach ist, wie bei der Klee-
blattschlinge.

So fithrt unser topologisches Problem von selbst auf die Frage nach
den Isomorphismen einer unendlichen Gruppe, etwa zu dem sehr allge-
meinen Problem: wenn dic Gruppe selbst durch Erzeugende und Relationen
gegeben ist, die Gruppe ihrer Tsomorphismen in derselben Weise darzustellen.
Im Falle der Fundamentalgruppen fiir geschlossene Flichen wird dies Pro-
blem in einer demnichst erscheinenden Arbeit in Angriff genommen.

IL

Die Gruppe Gy der Kleeblatischlinge kann, wie mehrfach auseinander-
gesetzt¥), in folgender Weise definiert werden:
Erzeugende:

. gy Oy, A3y Gy,
Relationen:

oy a." ey = ;0,7 ag = aza,” e, = 1.
Das zugehérige Gruppenbild besteht (s. a.a. 0.) aus Streifen (s. Fig. 4), die zu
je dreien an den Réndern zusammenhiingen. Stellt man (s Math. Ann, 1911)
das Gruppenbild als regulires Netz in einem nichi-euklidischen Raum dar,
dessen Fundamentalgebilde ein Zylinder mit einer zu den Streifenkanten

%) Siehe Anm. *} auf der vorhergehenden Seite.
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bzw. den Erzeugenden @, parallelen Achse ist, so entspricht jedem Element
der Gruppe eine bestimmte Bewegung in dieser Geometrie, die das Grup-
penbild mitsamt der Bezeichnung in sich iiberfilhrt. Der Erzeugenden a,
bzw. dem Element a,” entspricht speziell eine Drehung um die Kante, dureh

den Anfangspunkt am 2?” bzw. MT”, verbunden mit einer Parallelver-

schiebung lings dieser Kante-um ¢ bezw. n¢, wo ¢ die Lénge von g, ist. In
einer Ebene senkrecht zur Achse gilt die gewshnliche hyperbolische Geo-
metrie. Schneiden wir das Gruppenbild mit einer solchen Ebene durch
den Anfangspunkt O, so liefern die Spuren der Streifen einen unendlichen
Streckenkomplex I (s. Fig.5): von jedem Punkt von I gehen drei Strecken
aus, die Winkel von 120° miteinander bilden. [ ist ein Baum, d.1, es
gibt keine geschlossenen Polygone in [. Einem Element von Gy ent-
spricht eine Bewegung von [ in sich. Die Erzeugende a, und ihre Potenzen

oy

P

1‘90 o

Fig. 4. Fig. 5. Fig. 6.

sind die einzigen FElemente, fiir die die entsprechenden Bewegungen von T
den Anfangspunkt O in Ruhe lassen.

1. Bei einem Isomorphismus von Gg, (d.i. einer isomorphen Abbildung
auf sich selbst) geht o> in a2 oder in a3 iber. In der Tat, ein Element,
das mit allen Elementen von Gx vertauschbar ist (ein ausgezeichnetes
Element von Gg), muf wieder in ein solches Element {ibergehen. Nun
sind aber a,* und seine Potenzen die einzigen ausgezeichneten Elemente
von Gy, wie wir gleich zeigen werden; folglich geht die Gruppe {(a}
durch den Isomorphismus wieder in die Gruppe {(a)*} tiber. Die Gruppe
{(a"} 1aBt sich aber durch ein Element nur dann erzeugen, wenn dieses
Element gleich (a,)® oder (a,)~® gewihlt wird. Folglich geht a2 beim
Isomorphismus in @ oder in @,~% iber. Wir missen also nur noch
nachweisen, da8 (a ) die einzigen ausgezeichmeten Fleménte von Gg sind.

Es sel nun § irgend ein ausgezeichnetes Element, dann wird speziell
. S8a,8~'=a,
sein, also eine Drehung wm O hervorrufen. Es moge nun durch die S
entsprechende Bewegung von I' O in P, P in O iibergehen (s. Fig. 6).
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Dann wird durch die Beweoung Sa, der Punkt O in P und P etwa in Q
iibergefiihrt, wo <C OPQ = — und OP = QP ist. Durch die Bewegung

Sa,8-* wird folglich 0 in Q tibergefiihrt, weil der Streckenzug 8, dessen
Projektion auf die Ebene von I OP = 8§’ ist, durch die Drehung a, um P
in einen Streckenzug tibergefithrt wird, dessen: Projektion auf die Ebene von
I auch der Richtung nach QP ist. Also liefert das Element Sa,S-' nur
dann eine Drehung um O, wenn P mit O zusammenfillf. Folglich mu8 -S
eine Drehung um O hervorrufen, also eine Potenz von a, sein. Alle aus-
gezeichneten Elemente von Gr, sind folglich in der Form @ enthalten.
Nun ist aber

g g2
alaa "% =a,.

Also sind weder a,*! noch a* ? ausgezeichnete Elemente, da 4, a, und g,
voneinander verschieden sind. Dagegen ist in der Tat

alaa, %= ay,

alaya,7% = a,

alaza% = ag,
wie aus der Figur abzulesen ist, woraus sofort folgt, daB, wie zu beweisen
war, (o) die einzigen ausgezeichneten Elemente unserer Gruppe sind.

2. Bei einem Isomorphismus von Ggm geht a, vber in Sa,8—* oder
Se18°L
Es moge a, in @, iibergehen, dann muB die dritte Potenz von g,

nach dem Vorherigen entweder a2 oder a,~® sein. Also muB die Be-
wegung, die (@,)* ‘entspricht, I in Ruhe lassen. Also muB &, selbst eine
Drehung von ' um 120° um einen realen Mittelpunkt M der Ebene von I
hervorrufen. Wir beaghten nun, da sich I' aus lauter reguliren Polygon-
ziigen zusammensetzen 1i8t, deren Winkel 120° betragen und deren Ecken bei
geeigneter Wahl der Linge der Seite (oder Linge der Projektion von a, usw.)
auf einem Grenzkreis (d. i. einem das Fundamentalgebilde beriihrenden Kreis)
liegen. Diese Polygonziige wollen wir kurz Fundamentalpolygone nennen.
Durch Drehung um M sollen nun die Fundamentalpolygone ineinander
iibergehen. Lige M nun im Inneren eines Fundamentalpolygons, so miiBte
dieses durch die Drehung wm M in sich iibergehen. Denn M liegt nur
im Immeren eines einzigen Polygons und bei Drehung wm M kamn M
nicht aus dem Inneren des Polygons herauskommen. Aber bei Drehung
um den realen Punkt M um einen von 2z verschiedenen Winkel kann das
Fundamentalpolygon nicht in sich iibergehen. Vielmehr ist das nur még-
lich, wenn der Drehmittelpunkt in den Polygonmittelpunkt fallt, der
jedenfails ideal ist (und bei geeigneter Wahl der Streckenlinge. von f aunf
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das Fundamentalgebilde fillt). Also kann M nicht im Inneren eines
Polygons liegen. Folglich muf M mindestens auf einer Strecke von I
Liegen. Liegt M aber auf einer Strecke, dann geht diese durch Drehung
um 120° wm M in eine von ihr verschiedene Strecke von I iiber, die
mit ihr den Punkt M gemeinsam hat. Also fallt M mit einem Eckpunksé
von [ zusammen. @, ruft folglich eine Drehung um 120° um einen Eckpunkt
M von I' hervor und ist also durch Transformation mit einem geeigneten
Element S ans a, resp. a,~! zu erhalten. In der Tat, wird durch 8 O,
in 0, O in M (s. Fig. 7) tibergefiihrt, so geht durch $-'3,8 O in sich
tiber, also ist 8—1G,S eine Drehung um O also = @,% Es kann aber #
nur gleich 4+ 1 oder — 1 sein, da (@,)° = a,*® oder = a,~* sein soll und

(&'4)3 — (Sa47¢'8-—1)3 — S3a43n8—3 —_— (143”'

ist.
P 3. Geht bei einem Isomorphismus a, in
' a, dber, so geht a, iber in aa 0,
o 8120, 3 Die Gruppe G kann auch allein durch
a, und a, erzeugt werden, denn die anderen
_ o Erzeugenden a, und @, sind die Transfor-

mierten von a, durch @, resp. a,>. Gx wird
durch eine Relation zwischen a, und g, definiert, nimlich durch
a,?a,000, =1,

die man durch Elimination von @, und @; aus den drei urspriinglichen
Relationen erhilt.

Es mige nun bei einem Isomorphismus @, in a,, @, in @, tbergehen.
Dann muB der Relation gemiB

a,a,a, = aS

sein, also eine Drehung um O hervorrufen. Es sei nun (Fig. 8) OPP,
die Projektion des Streckenzuges 7, a, auf die Ebene
von I. Dann ist OPQ, die Projektion des Strecken-
zuges 4,a,a;, Wo

X P,PQ, = 120°

PQ,=PP,=0P
ist. DemgemiB kann nur dann &, 4,8, = a,” sein,
also eine Drehung um O hervorrufen, wenn @, mit O zusammenfillt, also
X OPP, = 120° ist (und zwar muB die Drehung um P von O nach P,
rechislaufig sein, wenn g, eine linksliufige Drehung von 120° hervorruft
und umgekebrt). Wir konstruieren nun mit der Projektion &,” von &
einen unendlichen Streckenkomplex T, der von O angeht, bei dem wieder
an jeder Ecke drei Strecken unter dem Winkel von 120° zusammenstoBen.

ist und

Fig. 8.
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Da die Linge von &, nicht kleiner ist als die Linge von a,” (die Strecken-
linge von I), so wird auch T ein Baum sein. Er enthiilt nur Eckpunkte,
die auch Eckpunkte von [ sind, aber alle Eckpunkite von I nur dann,
wenn die Linge von &, gleich der Linge von a,” ist. Alle Eckpunkte
des Gruppenbildes, die durch a, und @, erhalten werden konnen, projizieren
sich auf die Ecken von I, da aber durch @ und a, die ganze Gruppe
erzeughar ist, so muB g, die Streckenlinge von [ haben, also gleich
a1, a,t! oder a,*! sein. Es ist aber:

a0 a0t 1 (i=1,2,3).

Es ist also @, =a,, a, oder a;, d. i. nach obigen =g, °¢,a,7% Da a,
und a; die Transformierten von a, durch a, resp. a,® sind, so folgt, daB
a, und a; entsprechend @,*aya,~% und a,“a;a,~* zugeordnet werden.

4. Ganz ebenso folgt: Geht a, in a,~* iiber, so geht a, in a0, a,~"
éiber. Denn aus der Relation

a, e a0, =1

folgt durch Umkehrung:

a ettt =1,
durch Transformation

ala, e tala a3 =1,

und wegen der Vertauschbarkeit von @, mit allen Elementen,

ala"ta" a7t =1,
Also gelten dieselben Schliisse fiir a,”* und a@,”! die wir unter 3. fiir
a, und @, gemacht haben. Die Zuordnumg a, — a,~', a,—> a,~" stelli
einen kontragredienten Isomorphismus von G dar. Denn g, ist nicht in a,~?
transformierbar, wie man am einfachsten einsieht, wenn man Gx durch
Hinzufiigung geeigneter Relationen zu einer Abelschen Gruppe macht.
Denn dann geht Gy iiber in die gewshnliche unendlich zyklische Gruppe
{a,*}, in welcher @, nicht in @,~* transformierbar ist, weil daraus ¢,*=1
folgen wiirde.

5. Geht a, in Sa, S8~ iiber, so gibt es einen Isomorphismus (nim-
lich den gewthnlichen kogredienten), durch den @, in Sa,8—! ibergeht,
folglich geht nach 4. bei einem Isomorphismus, bei dem @, in Sg,5-*
ibergebt, a, in ¢,“Sa,S~'a,~¢ iiber, denn durch Einschaltung des Iso-
morphismus:

a,— a, = Sa, S,

@ — @ = B8a,8~*
erhalten wir aus dem gegebenen einen Isomorphismus, bei dem @, in &,
tibergeht, folglich muf dabei @, in ,%@,a,~ % iibergehen. Ebenso geht &,
in Saa,~'a,~*S~* iber, wenn g, in S, 2S-* fibergeht. Da es.-aber
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nach 2. andere Zuordnungen zu @, als die beiden vorstehenden nicht gibt,
so haben wir das Resultat:
Alle Isomorphismen von G sind durch die folgenden Zuordnungen

gegeben.:
a;, — Sa, 8!

resp. (i=1,4).
a,— Sa~'8-1

Wir erhalten daraus fiir a, und a; die Zuordnung:

as — Sa, S, a;-— Sa,S8-1
resp.
ay — Sa,~*8~Y, a; — Sa,~18- 1
Alle kowtragredienten Isomorphismen Fkonnen durch einen geeigneten
kogredienten Isomorphismus auf die Form gebracht werden:

-1 -1 : -1 -1
O —> Q"7 Q> 0377, Q3> Ay 5 Gy —> 0

6. Haben wir nun die beiden Kleeblattschlingen K7, und K7,, so ist
die Gruppe der Raumkurven in bezug auf KI, isomorph bezogen auf die
Gruppe der Raumkurven in bezug auf K, wenn man den erzeugenden
Kurven a, und a, links die entsprechenden Kurven rechts mit umgekehrtem
Umlaufssinn  zuordnet (s. Fig. 9) (indem die letzteren Kurven aus den
Kurven links etwa durch Spiegelung an der Projektionsebene entstehen).
a, ist eine Breitenkurve, a® stellt bei beiden Schlingen eine Lingskurve

Fig. 9a. Fig. 9b.

dar (s. Fig.) (die eine geht aus der anderen etwa durch Spiegelung an
der Projektiomsebene hervor). Man sieht sofort, daf die durch den Um-
- laufssinn von a, und @ bei KV, entstehende Indikatrix die umgekehrte
ist, wie die durch den Umlaufssinn von @, und ¢, bei KI, entstehende
Indikatrix. Also kann diese Zuordnung der Kurven von K1, und K7, nicht
einer stetigen Raumtransformation, bei der die beiden Knoten ineinander
ibergehen, entsprechen. Jede weitere mégliche Zuordnung von ¢, und a,
zu Kurven von KZQ entspricht aber einem Isomorphismus von Gy,. Wir
wissen, da8 alle-Isomorphismen von G'g sich durch Hinzufiigung eines
kogredienten Isomorphismus (Transformation) auf die Identitiit:
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ay —> by,

a,— a,
oder die Zuordnung
-1
Gy —> a7,

-1
Ay — &y

guriickfithren lassen. Der ersten Zuordnung entspricht wie wir eben sahen,
keine Mbglichkeit der stetigen Uberfihrung von K1, in K1, aber auch
nicht der zweiten. Denn a,~! und a,~3 liefern dieselbe Indlkatrlx wie a,
und @’

Um nun unseren Beweis vollig zn Ende zu fithren, haben wir nur
noch nachzuweisen, daB S¢, S-! und Se,28-! als Breiten- resp. Lings-
kurve dieselbe Indikatrix liefern wie @, und ;. Wir konnen aber leicht
noch mehr zeigen, nimlich, daB die Indikatrix sich nicht &ndert, wenn
man die Breitenkurve @, und die Lingskurve @ jede fiir sich beliebig
transformiert (d. i, stetig im AuBenraum von K7 deformiert). In der Tat,
um die Indikatrix zu bestimmen gentigt es, erstens die durch g, und die

mit bestimmtem Umlaufssinn versehene Knotenlinie etwa ﬁ gelbst ent-
stehiende Indikatrix zu betrachten und sodann den Umlaufssinn.von 4,8

-
mit dem angenommenen Umlaufssinn von K/ zu vergleichen. Nun wird
aber erstens durch keine stetige Deformation von @, im AuBenraum von

K1 die zu a, und Kl gehorige Indikatrix veriindert. Zweitens aber kann
man @,° nicht im AuBenraum von KI stetig in eine Lingskurve defor-

mieren, die in bezug auf X! den umgekehrten Umlaufssinn hat. Denn
dieser konnten wir die Form @, %a;'® geben. Hs haben nimlich alle
Lingskurven eventuell nach einer Transformation anf der Kl umgehenden
Ringfliche die Form a,%%a,". Ferner haben alle auf dieser Ringfliche in-

einander transformierbaren Lingskurven in bezug auf X! denselben Um-

lanfssinn und ae,™ hat in bezng auf X! den umgekehrten Umlaufssinn
wie a,~%a,* Soll aber durch Transformation im Auﬁenraum a? in a,%a*
dibergehen, so muf % gleich 12 sein, wie sofort aus den definierenden
Relationen von G folgt, wenn man noch die Vertauschbarkeit aller Ele-
mente hinzufiigt. Aus

folgt

TalT-*=a~3%,*
o =a. e,
weil ja o mit allen Elementen vertauschbar ist. Alse miiBte
ab = a,®
sein, eine Relation, die, wie etwa ein Blick auf das Gruppenbild lehrt,
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gewiB nicht erfiillt ist. — Es liefern also die beiden Kurven, die aus g,
und a,® durch Transformation entstehen, dieselbe Indikatrix, wie a, und
a,% womit unser Beweis erledigt ist.

I

Wie im Anfang gesagt, soll zum Schluf noch ganz kurz ein amphi-
cheiraler Knoten I behandelt werden, d. i. ein solcher Knoten, der in sein
Spiegelbild transformierbar ist. Dieser Knoten ist in der nebenstehenden
Figur dargestellt.*) Die Gruppe ergibt sich nach dem Math. Ann. 1910
entwickelten Verfahren direkt durch Betrachtung der in den vier Uber-
kreuzongspunkten zusammenstoBenden fiinf inneren Parzellen:

Erzeugende: a,, a4, a5, a,, a;.
Relationen: a,¢,7'a, = a, 0, 'a; = aya, 'a,a," 1 = a0, ‘aga, 1 = 1.
Wir betrachten folgende Zuordnung der Erzeugenden der Gruppe G
unseres Knotens zu anderen Elementen:

-1
ag —> @05~ = b,

-1 ___
a, > a a7t =by,

-1 —
Ay —r Gy = 05.

Es ist leicht zu sehen, daB diese Zuordnung ein Isomorphismus ist, indem
in der Tat 1) simtliche definierende Relationen fiir die b, in derselben
Weise gelten, wie fiir die a,, 2) durch die b, die @, ausdriickbar sind, wie
aus den obigen Relationen sofort hervorgeht.

Eine Breitenkurve § und eine Lingskurve 1 fiir L werden darge-
stellt durch die Elemente:

Gy TeSp. G, 05T Gy 00, .
(Fiir 4 erkennt man das am besten, wenn man vom Punkt 4 in der
Pfeilrichtung ausgeht). Durch den Isomorphismus gehen § und 1 iiber in

aya;~" resp. a, G0, a,a, 0,
‘Die erste Kurve stellt wieder eine Breitenkurve, §/, dar, die zusammen
—p
mit den mit Umlanfssinn versehenen Knoten, L, die wmgekehrie Indikatrix

bildet wie B. Die zweite Kurve stellt wieder eine Lingskurve, 1', dar
(wie man am besten sieht, wenn man von B aus in der Pfeilrichtung aus-

gebt). Da 1" in bezug auf "L denselben Umlaufssinn hat wie 4, so ist

* Er wird zur Zeit auf meine Veranlassung von einem Kieler Schiiler behandelt.
Es ist ihm bereits gelungen, das interessante Gruppenbild fiir der Knoten aufzustellen.
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durch den Isomorphismus die Indikatrix (8, 1) in die umgekehrte (8, 1)
tibergefiihrt. Das entspricht der Moglichkeit, daf der Knoten amphicheiral
ist. In der Tat entspricht diesem Isomorphismus von G eine Transformation
von L in sein Spiegelbild. Dies sieht man leicht ein, wenn man sich L
tiber eine Kugelfliche ausgebreitet denkt und die AuBenparzelle in die
Mittelparzelle 5 iiberfithrt. Dann geht L in sein Spiegelbild (etwa in
bezug auf die Kugelfliche) iiber.

Es liegt nahe, weitere Isomorphismen von G aufzusuchen. Man findet
einen zweiten von der Form:

¢ = 0’3-1’
Gy = ?‘2—17
G~ a1-17
¢ =g !
& =a5""

Dieser ist auch kontragredient wie der erste. Verbinden wir diese beiden
Isomorphismen, so erhalten wir, wenn wir einem kogredienten Isomorphis-
mus stets die Identitit zuordnen, eine Gruppe von acht Isomorphismen,
die mit der achtgliedrigen Diedergruppe iibereinstimmt. Ob aus dieser
Grappe durch Transformation alle Isomorphismen erhalten werden kénnen
bedarf einer weiteren Untersuchung.

Diese Isomorphismen haben alle die Ewensoha.ft die Breitenkurven
und Lingskurven wieder in Breiten- resp. Langskurven tiberzafiihren. Die
Untersuchang, ob dies fiir alle Isomorphismen von Knotengruppen der
Fall ist, bildet ein wichtiges Mittel, um das allgemeine Problem der Trans-
formierbarkeit von Knoten ineinander zu bewiltigen.

Fiskelds, den 24. August 1913.



