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Die be iden  Kleebla t t sch l ingen .  

Von 

M. DEn~ in Breslau. 

Die beiden Kleeblat tschliRgen.  

I. 
Im Fotgenden mSchte ich zeigen, dab die Untersuehung der zu den 

verschlungenen Raumkurven (2i~noten) gehSrenden Gruppen uns in den 
Stand setzt, grundlegende ~opologische Probleme einfach und streng zu 
behandeln. Zu diesem Zwecke babe ich ein ziemlich spezielles Beispiel 
ausgesueht, das doch einerseits aUgemeineres Interesse beanspruchen daft, 
andererseits so elnfaeh ist, dai~ man keiner schwierigen oder besonders 
a~_ den Fall zugesctmii~enen Methoden bedarf. 

Die  Klee~.tat~c~'m~ (Fig. 1) is~ der einfachste Kno~en~ d.i.  die ein- 
faehste verschlungene Ral~mkurve~ die sieh im Raume nieht stet~ig in einen 

Kreis fiberftihren l~ t .  Sie ist der einzig e 

~ig. L 

Knoten, der so auf eine Ebene projizier~ 
werden kann, dab die Projek~ion nut drei 
Doppelpunkte aufweist. Im Raum kann 
man nun zwei verschiedene Arte~ yon Klee- 
blattschlingen unterscheiden, die auseinan- 
der dutch Spiegelung~ etwa an ether Ebene, 

ents~ehen. Beide Arten sind in Fig. 1 dargesfmllt. Unser Problem besteh~ 
~ r i n ,  den Nachwds ~ fiihren, daft diese beiden Arten yon Kleeblatt- 
sc~ingen im l~ume*) ~oneinander topoh~gisch zu u~terscheiden sind, daf~ 
also'die linke Kleeblattschlinge durch keine stetige Raumtransformation 
in die rechte iiberfiihrbar isk NaWirlich ist diese Tatsache jedem be- 
kannt, der sich mi~ Knoten etwas eingehender beschi~f~igt hat und sich 
die Raumkurven e~wa dutch F~len veranschaulicht hat. Aber diese prak- 

~) Und zwar auch im geschlossenen sph~risehen Raume, im Widerspruch zu elner 
Bemerkung in der Enzyklop~lie. 
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tisdh vielleicht ausreiehende Gewil~heit ist selLr welt entfernt Yon einem 
wirkliehen Beweise.*) ~ Die Erscheinung" ist jedenfalls Sehr beachtens- 
wert: ~*) Der Raum mit einer L~nkskIeeblattschI~nge uncI der Raum mi~ 
einsr Rechtskleeblattsch]inge sind homSomorlah ~ d.i. in dex Weise gleieh 
zusammensetzbar, dab die beiden Kaoten entsprechende C~ebilde in den 
heiden BKumen sin& Trotzdem sind die beiden in demselben Raume gelegenen 
Knoten nieht clurch stetige Transformation des Raumes ineinander tiber- 
flihrbar. Wit haben hier also eine Art topol~gisehe Symmetrie vor uns. 
Dis im zweidimensionalen Raume (auf der Kugel) getegenen topologisch 
symmetrischsn, nich~ ineinander deformier- 
baren Gehilde sind lange nicht so schSn~, wie 
nebenbei bemerk% sei. Fig. 2 s~ellt zwei solchs, 
iibrigens ziemlich willkiirlieh ausgew~ihlte Ge- 
h fide dar. 

Ich will nun im Folgendsn die Grand- 
lagen fiir den Beweis entwickeln. Der Gang 

lrig. 

wird wohl noch klarer, wenn man zun~chst die stetigen Transformationen 
A irgend einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M s in sich betra~ht~, 
bei der zwei in M 3 liegende Kurven K 1 und J~:~ ineinander iibergehen (in 
unserem Falle is~ die M s ein einfach zusammenh~ngendes Stt2ck des gewSlm- 
lichen Raumes oder auch der ganze dreidimensionale sph~rische Raum). 

Sollen K I und t ~  dutch A ineinander iibergehen, so miissen die G-rup- 
2)en***,) yon K 1 und K s in der Weise isomorph aufeinander bezogen werdea 
kSnr~n, daft die bei A eimander ents]~echenden K~rven auch bei der iso- 
raorphen Zuordnung einander entswechen. 

Diess ,,Hauptbeclh~guncf' fol~o~ sofort aus dem Umst~d% dab irgead 
welche Kurven~ die zusammen im Aul~snraum yon K~ ein Elementarfl~chen- 
s~iick begrenzsn, bei der stetigen Transformation A alex M 3 in Kurven 
iibergehen, die im Aufle~raum yon Kt zusammen ein Etementarfliichen- 
sttiek begrsnzen, Sind also a l . , . a  ~ Elemente der Gruppe ,con K 1 und gilt: 

a l . . . a , =  1 , 
so muff fiir die entsprechenden Elements der Gruppe yon K, gelten: 

a l " . . . a ' = l  , 

wobei a~ trod a 1' Kurven en~sprechen, die durch A ineinan~ler iibergshen. 
Also is~ die Zuordnung a~--~ a~" sine isomorphs Zuordnun'g' der Gruppe 
auf sich selbst. ~ Umgsben wix innerhalb M 3 einen pn~tr~ eine~ :Kurve K 
mit einem gentigend ldsinen Elementarraumstfick E3~ so w;~rd ~J~7 die ~Es 

*) ~derauf weis~ auch H~ Tietze, Monatsh. f. Math. n. Phys.. 19~ S. 97 bin. 
**) Zuerst ha~ wolff Listing auf diese Erseheinu~g und ~ Gegens~ck, ~e~ 

.Amphicheirali~r~t" tier Knoten hingewiesen. 
***) Siehe Anm..**) auf tier n~chs~en Seite. 

26* 
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begrenzende KugelJ~he in zwei Punl~en A und B schneiden; eine Kurve .fl, 
die auf der Begrenzung yon/~s A und ~B trennt, ~olten wit eine/~re/tert- 
k~trve ~ nennen. Umgeben wit K innerhalb M s mit einem genfigend klei- 
nen Ringraum, so wird die begrenzende Ringit~he keinen Punk~ mit ~7 
gemeinsam haben. Diese l~ingfl~he wird bei geeigneter Wahl eine be- 
stimmte Breitenkurve fl enthalten, fl wird diese Rin~odl~he nioht zers~fickeh. 

]gine Kurve auf der Ringff/mhe, die ~ einmul schneider, wollen wit eine 
~.~ingskurve 2, nennen. Dann ist 

a) Die ~omor~he Be~iehung 
muff so gew~ihlt werde~ kSnnen, 

ein bosonderer Toil der Hauptbedingung: 
der Gruppe~ yon K 1 und K~ aufeinander 
daft eine jede Breit~nkurve fli yon K~ in 

eine :Breitenkurve fl~ vo~ K~ und ebenso eine I~ngskuxve )~ vo~ K 1 in eine 
L~ingskurve 2~ yon JK~ iibergeht.*) 

In tier Tat geh~. durch ~ ein oinen Punk~ yon K 1 bzw. K 1 selbst 
umgebender EIementarraum bzw. Ringraum in ein einen Punkt yon K S 
bzw. K S selbst umgobenden Elementarraum bzw. Ringraum fiber und K. z 
wird obenso wie K 1 mit dem Eiementarraum zwei, mit dem Ringraum 
keinen Punkt gemeinsam haben usf. 

Diese Bedingung a) gilt Flir alto zweiseitigen und einsei~igen Mannig- 
fattigkeiten M s. Ist die M s zweiseitig, so kiinnen wit die Bedingung a) 

noch weih3r versehiirfen: Nehmen wir irgend oin Paax fl 
und ~, die zu einer Kurve K geh/iren, und geben ~ und ). 

~ Durohtaufangssinn, so orhi~l~ daduroh zunii~hst das fl ent- 
J spre~honde, einen Punk~ P yon K umgobende Elementar- 

' I p  

~ raums~iiok/~:~ und dami~ die gan~e Mannigfal~igkei~ 21/3 eine 
Indikatrix. Wir kSnnen e~wa den angenommenen Dureh- 
laufungssinn yon fl demjenigen Toil der ~ begrenzendea 
Kugelflliche zuordnen, der yon K zuerst getroffen wird, 

r~g. 3. wenn man K yon P aus in derselben Riohtung wie ~ durch- 

Da nun bei der s~etigen Transformation der $weiseitigen M s in sich die 
Indikatrix unver~nder~ bleibO, so folg~ die Versch~ffung dor Bedingung a). 

~) Die isomor~he Beziehung der Crrulape vo~ t ~  auf die Gru2~e vo~ K~ 
muff so gewtihlt werden "~nnen, daft, wenn dabei ein Paar mit 1)urcldaufungs- 
sign versehener Kurve~ fll und ~ yon K i in ei~ _Paar mit Duxchtaufu~gs- 
s~nn versehener Kuxven fl~ wad & yon K~ iibergeht, die dutch die l~ichtu~gea 
vo~ ~6~ und Q bestimmte Indikatrix vo~ M~ diesdbe ist, wie die dutch die 
Riehtungen vo~ [~ und Z z bestimmte. 

In unserem Falle ist die M a der gewShnliche Raum. Die Gruppe Gx~ 
der Kleebtattsehlinge in diesem Raume ist aus fr~heren Untersuehungen**) 

~) S. die Bemerkung am Schlu$ dieser Axbeit. 
**) S. Maf~ Ann. 1910 und 1911 sowie die Miinstexisehe Disserf~tion yon Crieseking. 
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schon recJa~ bekann~ Wir un~ersuchen nun ]In folgenden Ahschnlt~ die iso- 
morphe Zuordnung yon Gia auf sich selbs~, die Grup2v der Isomm~/$/smen 
yon G~.  Es wird sieh zeigen, dab diese sehr einfach zu besehreiben is~: 
&ulCer den setbs~verst~ndliohen ,kogredienten" Isomorphismen gib~ es 
wesenilich nur einen ,kontragredienten" IsQmorphismus. Wir beherrschen 
so alle MSglichkeiten, die Raumkurven in bezug auf die linke KleeblaYe 
schlinge den Raumkurven in bezug auf die rechte Kleeblat~s~ki~ge so mar 
zuordnen, dal~ dlirch dieses Zuordnen die aus diesen Kurven bezw. gebil- 
deten Gruppen einauder isomorph zugeordnet werden. Es ergib% sich dabei, 
dab die l~edingung a') niemals erfiillt ist, womit~ unser Ziel erreich% is~. 

Eine weitere Kliixung des bier vorliegenden Problems babe ich da- 
dutch versucht, dal~ ich im dritten Abschnit~ ganz karz einen ,zamphichei- 
ralen" Knoten behandelt habe, d. i. eine solehe versehlungene, dureh eine 
stetige Raum~ransformation nicht in einen Kreis zu ~ransformierende 
Raumkurve, die durch eine ste~ige Raumtransformation in ihr Spiegelbild 
iibergefiibr~ werden kann. Der yon mix behandel~e Kno~en is~ naeh tier 
Kleeblattschlinge der iiberhaup~ einfachste, niimlieh der einzlge, der b~i 
geeigneter Projektion nur vier Doppetpunk~e aufweist. Wir werden sehen, 
daI~ ~'tir diesen Knoten, seinem amphicheiralen Charak~r en~srrechenel, die 
Gruppe der Isomorphismen nicht mehr so einfach is~, wie bei der Klee- 
blattschtinge. 

So fiihr~ unser topologisches Problem yon selbs~ auf die Frage nach 
den Isomorphismen einer unendlichen Gruppe, etwa zu dem sehr allge- 
meinen Problem: wenn die Grutope selbst dutch Erzeugende und PMationen 
gegeben ist, die Grul~e ihrer Isom~rlohismen in derse[ben Weise darau~teNe~. 
Im Falle der Fundamentalgruppe~ ftir geschlossene F!Kchen wird dies Pro- 
blem in einer demnKchst erscheinenden t rbe i t  in Angriff genommen. 

II. 

Die Gruppe G~ der Kleeblatt~chlinge kann, wie mehrfach auseinander- 
gesetzt*), in folgender Weise defmiert werden: 

Erzeugende: 
al, a~, as, a~, 

Relationen: 
ala~-la~ -~ a~a~-la~ = a~a~-lal ----- 1. 

Das zugehSrige Gruppenbild bestehi~ (s. a. a. 0.) aus S~reifen (s. Fig. 4), dis zu 
je dreien an den R~ndern zusammenh'~ngen. Stell~ man (s, MafJa. A... t911) 
das Gruppenbild als regal~res Ne~z in einem nichf~euklidisehen Raum dar, 
dessen Fundamentalgebilde ein Zylinder mit einer zu den S!a~ifeakant~en 

*) Siehe Anm. *~) auf de~ varJaergehencIen Se~. 
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bzw. den Erzeugenden a~ paralle!en Achse ist~ so entsprieht jedem Element 
der Gruppe eine bestimmte Bewegung in dieser Geometde~ die das Grup- 
penbild mibamt der Bezeiehnung in sieh tiberffihr~. D ~  Erzeugenden a 4 
bzw. dem Element a~ entspricht speziell eine Drehung um die Kanb, dureh 

2~ 2n~ den Anfangspunkt um ~-  bzw. -~-~ verbunden mit einer Parallelver- 

sehiebung llngs dieser Kante-um c bezw. nc, wo c die Liinge yon a~ ist. In 
einer Ebene senkrecht zur Achse gilt die gewShnliehe hyperbolisehe Geo- 
me~rie. Schneiden wir das Gruppenbild mit einer solchen Ebene dureh 
den Anfangspun~ O, so liefern die Spuren der Streifen einen unendlichen 
S~reekenkomplex F (s. Fig. 5): yon jedem Punkt yon F gehen drei S~reeken 
aus, die Winkel yon 1200 miteinander bilden. [" ist ein Baum, d. i., es 
~ b t  keine geschlossenen Polygone in F. Einem Element yon G~ enb 
spricht eine Bewegung yon F in sich. Die Erzeugende a~ und ihre t)otenzen 

ir~ % 

~ .  ~ -~. ~. ~ .  ~. 

sind die einzigen .Elemente, fiir die die entsprechenden .Bewegu~gen yon F 
deu Anfangsl~unkt 0 in Buhe lassen. 

1. Bei einem Isomorlohismus yon Gx~ (d. i. einer isomorphen ibbi ldung 
auf sieh selbst) geht a~ a in a~ a oder in ai -a tiber. In der Tat, ein Element, 
das mit allen Elementen yon G~ vertauschbar ist (ein ausgezeichnet~ 
Element yon G~), mut~ wieder in ein solches Element fibergehen. Nun 
sind abet a~ 3 mid seine Potenzen die einzigen ausgezeichne~en Elemente 
yon Gx% wie wir gleich zeigen werden; folglieh geh~ die Gruppe {(a~a) ~ } 
(lurch den Isomorphismus wieder in die Gruppe {(aiS) ~ } fiber. Die Gruppe 
{ (a~S) ~} ~t~t sieh aber dutch d n  Element nur dana erzeugen, wenn dieses 
Element gleieh (a~ s oder (ai) - s  gewihlt wit& Folglieh gehl at ~ beim 
Isomorphismus in a~ 3 oder in a~ - s  fiber. Wir mfissen also nut noeh 
naehweisen, dab (a~S) ~ die einzigen a~sgezeichneten ElemAnte vo~ GKL sin& 

Es sei nun S Lrgend ein ausgezeiehnetes Element, dann wird spezielt 

B a i S -  i ~ a~ 

seth, also eine Drehung am O hervorrufen. Es mSge nun dutch die S 
enk~prechende Bewegung yon r O in P ,  P in 0 fibergehen (s. Fig. 6). 
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])ann wird dutch die Bewegung Sa 4 der Punk~ 0 in P und ~ ~ w a  in Q 
2 ~  

iibergeir~hr~ wo <)C O P  Q ~ y und 0 P  ~ Q P  ist~ Durch d~e Bewegung 

~a~S -1 wird folghch 0 in Q iibergeffihr~ weil der S~reckenzug S~ dessen 
Proje]~ion auf die Ebene yon F O P  ~ S'  ist, dutch die Drshung a~ um P 
in einen S~reekenxag fibergsfiihr~ ~ird, desssn, Projek-~ion auf die ]~bens yon 
F auch der Rich~ung nach Q P  is~. Also liefsr~ das Elemen~ Sa~S -1 nut 
dann eine Drahung um 0~ wenn P mit 0 zusammenf~llk Folglich mug S 
sine Drehung um 0 hervorrufen~ also eine Po~enz yon a 4 ssim Alle aus- 
gezeishneten Elsmen~e yon G~ sind folgIich in der Form a~ en~halten. 
Nun ist aber 

a 4 ala~ -1 = a~, 

a~a~a4 -~ = a~. 

Also sind wedex a~ ~:~ noch a ~  ~ ausgszeichnete Element ,  da a~  a~ und a a 
voneinander verschiedsn sin& Dagegen is~ in der Tat 

a~Sa~a~ - ~ = a~ , 

a~aa,~a~ -~  = a~, 

a~a~a,  -~  = a~, 

wie aus der Figur abzulesen is~, woraus sofor~ folgt, da$, wis zu bewsisen 
war, (a~) ~ die einzigsn ~usgszeichne~en Elements unsersr Gruppe sin& 

2. ~ e i  einem Isomor~hismus yon ~ geht a~ iiber in  S a a S  -~ oder 

Sa~t-~ S -~. 
Es mSge a~ in ~ iibergehen, dann mu$ die drit~e Po~enz yon a~ 

nach dem Vorherigen entweder a~ ~ oder a~ -~ sein. Also mug die Be- 
wegung~ die (~)s :entspricht, l" in Ruhe lassen. Also mug ~ selbs~ eine 
Drehung yon I" um 1200 um einen realen Mit~slpunk~ M der Ebens yon I" 
hervorrufen. Wir bea~hten nun, da$ ~sich F aus lauter reguliiren Polygon- 
ziigen zusammensetzen liiSt, deren Winke11200 betragen mad deren Ecken bei 
geeigneter Wahl der L~nge der SeiCe (oder L~inge der Projektion yon a~ usw.) 
auf einem Grenzkreis (d. i. einem das Fundamenf~lgebilde beriihrenden K_reis) 
liegen. Diese Polygonziige wollen wit kurz Fundamenta lpo l~one  nennen. 
Dursh Drehung um M sollen nun die Fundamentalpolygone in einauder 
fibergehen. L~ge M nun ira Innsren eines Fundamentalpolygons, so mfiSf~ 
dieses dursh die Drehung um :M in sieh iibergshen. Dsnn M Iiegt nut 
im Inneren eines einzigen Polygons und bei Drehung um M kaun M 
nieht aus dem lnneren des Polygons hsrauskommem Abet bei Drehung 
um den realen Pnnk~ M u m  einen yon 2~ vsrschiedenen Winkel l~nn das 
Fundamentalpolygon nieht in sieh ~bergehen- Vielrashr ist r nut  m~g- 
tieh, ~ wsnn dsr Drehm~i/~elpankr in den Pdygonmi~ltmntr~f~itl~, .dar 
jedenfalls ideal is~ (und bei geeignef~r Wahl der Sh~cke~l~nge,~von [ a u f  
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alas Fundamentalgebilde fKllt). Also kann M nieht im Inneren eines 
Polygons liegen. Folglieh runs M mindestens auf e/net Strecke yon F 
liegen. Liege M abet auf e/net S~reeke, dann geht diese dureh Drehung 
um 120~ um M in eine yon ihr versehiedene Strecke yon f" fiber, die 
mit ihr den Punkt M gemeinsam hai. Also fKtlt M mi~ einem Eckpunkl 
yon 1" zusammen. ~ ruf~ folglieh eine Drehung um 1200 um einen Eckp,nkr 
M yon F hervor und ist also dutch Transformation mi~ einem geeignebn 
Element S a u s  a~ resp. a~ -1 zu erhalten. In der Tat, wird durch S O1 
in O, 0 in M (s. Fig. 7) iibergeffihrt, so geht dureh S - I ~ S  0 in sieh 
tiber, also is~ S - I ~ S  eine Drehung um O also = a~. Es knnn abet 
nut  gleieh + 1 oder - -  1 sein, da (~)~ = a~ + a oder = a~- ~ sein sell und 

(@~ = ( S ~ , ' ~ -  0 ~ = ~ % ~ S - ~  = a , ~  
ist. 

oe 
Fig, 7. 

3. Geht bei einem Isomor~hismus a~ in 

a~ iiber, so geht a a iiber in a~:a~a~ -~. 

Die Grappe Gx~ kann aueh allein dureh 
a i und a~ erzeugt werden, denn die anderen 
Erzeugenden a~ und aa sind die Transfor- 
mierten yon a i dtrreh a~ resp. a~ ~. Gx~ wird 

dureh eine Relation zwischen a~ und a 1 defmierl, nilmlich dutch 

die man durch Elimination yon a~ und aa aus den drei urspriinglichen 
Relationen erhiilt~ 

Es mSge nun bei einem lsomorphismus a~ in a~, a 1 in al iibergehen. 
Dann mug der Relation gem~l~ 

ala~a 1 = a, ~ 
sein, also eine Drehung um 0 hervorrufen. Es sei nun (Fig. 8) O-PB 1 

die Projektion des Streckenzuges a lax auf die Ebene 
P~ 

yon I'. Dann ist O~Q1 die Projekf~on des Sta'ecken- 
zuges ~ a ~ l ,  we 

Q , ~  9:  ~o12q~ = i2o ~ 
ist trod 

o i~ = P P I  ~- o P  

ria. s. isf. Demgemil~ kann nut dann al a~ ~ = a~ ~ sein, 
also eine Drehung am O hervorrufen, wenn Q1 mit 0 zusammenf~ill~, also 

OB.P1 = 120 o ist  (mad zwar mug die Drehung um P yon O naeh PI 
rechtal~nfig sein, wenn a~ eine linksliiufige Drehung yon 1200 hervorruf~ 
mad umgekehrr Wir konstruiexea nun mi~ der Projektion a~' yon ax 

einea uncndlichen Streekenkomplex F, tier yon O augeht, bei dem wieder 
im jedez Eeke drei Sfrecken untex dem Winkel yon 120~ zu~mmensbgem 
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Da die Liinge yon al" nich~ kleine~ ist als die LKnge yon al" (die Stxeckeu- 

liinge yon F), so wird auch r ein Baum sein. Er  enfJa~lt nut Ecl~punld~e, 
die auch Eekpunk~e yon F sind, abet alle Eckpunk~ yon i" nnr dann, 
wenn die L~nge yon al" gleieh der Lii~ge yon a 1' ist. Alle Eclzpunk~ee 
des Gruppenbildes, die dutch a~ and ~l erhalten werden kSnnen, projizieren 

sich auf die Ecken yon F, da aber dutch al und a~ die ganze ~ruppe 
erzeugbar ist, so mu$ al' die Streckenl~nge yon F haben, also gleich 
al+~, a~• oder a3• sein. Es ist aber: 

a~-Sa~-la~ai -1 ~= 1 ( i =  1,2, 3). 

Es ist also al ~-at ,  as oder aa, d. i. nach obigen = a~ata~ -~. Da 
mad a S die Transformierten yon a 1 durch a~ resp. a~ s sind, so folg~, dab 
a~ und a s entspreehend a~a~a~-5  und a4~a3a4 - "  zugeordnet wexdem 

4. Gaaz ebenso folgt: Geht a~ in a~ -1 iiber, so gem at in a2a t -~a~  -~ 

~ber. Dean aus der Relation 

a~-~ata~at = 1 
folg~ dureh Umkehrung: 

a ~ - l a ~ - ~ a ~ a t - x =  1, 
durch Transformation 

a~aa~--~a~-~a,~at-~a, -~ ~ 1 ,  

und wegen tier Vertauschbaxkei~ yon a~ a mit allen Elementen, 

a~al-~a~-~a~ -~ ~ 1. 

Also gelSen dieselben Sehlfisse ffir aa -~ und at-x die wit mater 3. Ftir 
aa uncl a~ gemach~ haben. D/e Zuardztung at ~ at-~, a~---+ a~ -~ stetlt 
einen kontragredienten Isomorphismus vo~ G ~  dar. Dean at ist nich~ in at-1 
transformierbar, wie man am einfachsten einsieh~, wenn man G~ dutch 
Hinzuffigung geeigneter Relationen z~u einer Abelsehen (~ruppe machO. 
Denn dann geht ~ a  fiber in die gew~ihnliche unendlieh zyldisclte Gruppe 
{ate}, in weleher at nieh~ in at-1 .transformierbar isr weft damns a t ~ = l  

folgen wfirde. 
5. Gehl a~ in Sa~S -~ fiber, so gib~ es einen Isomorphismus ( n ~  

lieh den gew6hnliehen kogredienten), dutch den a t in Sa tS  -~ fibergeht~ 
folglich geht nach 4. bei einem ~omorphismus, bei dem a~ in Sa~q -~ 
fibergeht, at in a ~ S a l S - ~ a ~  -~  fiber, denn dutch Einsehaltung des Iso- 
morphismns: 

a x ---+ ~ = gat  S - ~  

erhaltea wir aus dem gegebenea einen Isomorphismus,,bei dem ~ in ~a 
abergeht~ folglieh mul~ dabei al in a[$1a~ -~  iibergehen. Ebenso geht~ t h 
in Sa~'a~-~a~-~'S -~ fiber, wenn a~ in ~a~--~S -~ libergeJat~ ] ) a  e ~ - , ~  
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nach 2. a~dere Zuordmmgen zu .a~ als die beiden vorstehenden nicht gibt, 
so haben wit das Resul~at: 

Alle Isomorphismen yon Gx~ ~ind dutch die folgenden Zuardnunge~ 
gegeben : 

a~ --~ Sa~S -~ 
resp. t (i = 1, 4). 

a~ --* Sa~-IS  - i  

Wir erhalten daraus ffir a~ und a~ die Zuordatmg: 

a~. ~ Sa~S  -1, a s --~ Sa3S - i  
resp. 

a~ --* S a~- l S -  ~ a 3 --+ S a~- l S -1. 

Alle kon~ragredienten, Isomorphismen kgnnen dutch ei~en geeigneten 
kogredienten Isomorphismus au f  die Form gebracht werden: 

a~ - -~  al - ~, ae - - .  a~- ~ a~ - -~  ao. -1 ,  a~ ---> a~ -1 .  

6. ttaben wir nun die beiden K]eebla~tschlingen K l  z and K I ~  so is~ 
die Gruppe der Raumkurven in bezug auf Kl~ isomorph bezogen auf die 
Gruppe der Raumkurven in bezug au~ ~le,  wenn man den erzeugenden 
Kurven a 1 und a~ links die entsprechenden Kurven rechts mit umgekehrtem 
Umlaufssinn zuordnet (s. Fig. 9) (indem die le~zteren Kurven aus den 
Kurven links etwa durch Spiegelung an der Projektionsebene entstehen). 
a i ist eine Brei~enkurve, a~ s stellt bei beiden Schlingen eine LEngskurve 

Figo 9 a~ ~ig.  9b. 

) 
dar (s. Fig.) (die eiae geht aus der anderen etwa (lurch Spiegelung an 
der Projektionsebene hervor). Man sieht sofor~, dab die dutch den Um- 
laufssinn yon a~ und a~ 3 bei Kl~ entstehende Indikatrix die umgekehrte 
is~, wie die (lurch den Umlaufssinn yon a~ und at s bei Kl  e en~stehende 
Indikah4x." M~o kann diese Zuordnung der Kurven yon K l  1 uncI K/e nich~ 
einer stetigen Raumh~asformation, bei dex die beiden Knoten ineinander 
iibergehen~ entsprechen. Jede weitere mSgliche Zuor4nung yon a i and a~ 

Kurven yon K1 e en~sprich~ aber einem Iso~orphismus yon Gx~. Wit  
:wissen~ dab alle~ Isomorphismea yon Gza sich dutch Hinzufiigang elves 
kogredienhm Isomorphismus (Transformation) auf die Iden t i~ :  
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al ---+ al~ 

a& - -*  a~ 
oder die Zuordaung 

a 1 - ~  a~- I  
6 4 --)* a~-1 

zurficlffiihren lassen. Der ers~en Zuordaung entsprich~ wie wir eben sahen~ 
keine MSgliehkei~ der s~e~igen ~beffiihrung yon in Kl  e aber auch 
nich~ der zweiten. D e n n a l  -1 mad a~ -~ l iefem dieselbe Indikatrix wie a 1 
und a~ 3. 

Um nun unseren Beweis vSllig zu Ende zu fiihren, haben wir nut 
noeh nachzuweisen, da$ Sa~S -~ und Saa3S -~ als Brei~en- resp. L~ings- 
kurve dieselbe Indikatrix hefern wie a~ und a~ 3. Wir kiinnen abet leich~ 
noch mehr zeigen, niizalich, d ~  die Indikatrix sieh nieh~ ~ndert, wenn 
man die Breif~nkurve a~ und die Liingskurve a~ a jede ffir sieh behebig 
~ransformiert (d. i., s~etig im AnSenraum yon AT/ deformiert). In der Tat, 
um die Indika~rix zu bestimmen genti~ es, ers~ens die dureh a~ un4 die 

mit besiimmiem Umlaufsslnn_ versehene Knotenlinie etwa K1 selbs$ ent- 
s~ehende Indika~rix zu betraehten und sod~nn den Umlaufssinn. yon tt~ 

mit dem angenommenen Umlaufssinn yon Kl  zu verglelchen. Nun wircl 
abet erstens dutch kelne stetige Deformation yon a z fin Augenraum yon 

K7 die zu a~ und K1 geh6rige Indikatrix veriinderr Zweifens aber kann 
man a~ nicht im AuBenraum yon .K1 stekig in elne L~ngskva~e defor- 

mieren, die in bezug auf K l  den umgekehrten Umlaufssina hak Denn 
dieser kSnnten wir die Form a~-~al ~ geben. Es haben nSmlich alle 
L~ngskurven even~uell nach einer Transformation aaf der K l  umgehenden 
Ringtt~ehe die Form a~+~a~ ~. Ferner haben alle auf dieser Ringfl~che in- 

einander transformierb~en L~n~karven in bezug auf K l  denselben Um- 

taufssinn und a~a~ ~ hat in be~ag auf K l  den umgekehr~en Umlaufssinn 
wie a~-~a~ '~. Soll abet dutch Transformation im AuBenraum a~ ~ in a[~a~ ~ 
iibergehen, so mu$ n gleich 12 sein., wie sofor~ aus den definierenden 
Relationen yon Gm folgt, wenn man noch die Vertauschbaxkeit aller Ele- 
mente hinzufiig~. Aus 

.folgr 

well  ja aa a mi~ allen Elemen~en verf~uschbar is~. Also m f i ~ e  

a,~ = a~ = 

Bein~ eine Relaf~n~ die~ wie e~wa ein Blick auf das Gruppenbild letn~ 



gewil~ nicht erffillt ist. - -  Es liefern also die beiden Kurven, die aus c h 
und a~ a durch Transformation entstehen, dieselbe Indikatrix~ wie a 1 und 
a4 s, womit unser Beweis erledig~ ist. 

HI. 

Wie im Anfang gesagt, so]/ zum Schlul~ noch ganz kurz ein amphi- 
cheiraler Knoten L behandel~ werden, d. i. ein solcher Knoten, der in sein 
Spiegelbfld transformierbar ist. Dieser KnoWn is~ in der nebenstehenden 
Figur dargestellt*) Die Gruppe ergibt sich nach dem Math. Ann. 1910 
en~wickelten Verfahren direkt dutch Betrachtung der in den vier ~Tber- 
kreuzungsl0unkten zusammenstoi~enden fiinf inneren Parzellen: 

Erzeugende: a l ,  a s s  a3,  aa,  a 5. 

Relationen: a s a l - l a i  ~ a i a ~ - l a ~  = a l a ~ - l a ~ a ~ .  - 1  ~ a ~ a ~ - i a s a a  - 1  = 1 .  

Wit betrachten folgende Zuordnung der Erzeugenden der Gruppe GL 
unseres Knotens zu anderen Elementen: 

a2 ~ as a s -1  ~ b2, 

a s ~ a4a5 -~ = b~, 
aa ~ a la~  - 1  = b~, 

Es ist leicht zu sehen, dab diese Zuordnung ein Isomorphismus is~, indem 
in der Tat 1) s~mtliche definierende Relat~onen ffir die b~ in derselben 
Weise gelten, wie flit die al, 2) dutch die b~ die a~ ausdrfickbar sind~ wie 
aus den obigen Relationen sofort hervorgeht. 

Eine Breitenkurve fl und eine L~ngskurve 1 ffir L werden darge- 
stellt dureh die Elemente: 

a i resp. a ~ a ~ - l a ~ a l a ~ - l a ~ .  

(Fiir i erkenm man das am besten~ wenn man vom Punkt A in der 
Pfeitrichtung ausgeht). Dutch den Isomorphismus gehen fl und 1 fiber in 

a~as  - i resp. a l  a 2 ~ -  ~ a~a~a~ - i. 

'Die ers~e Kurve st~ltt wieder eine Breitenkurve, ft, dar~ die zusammen 

mi~ den mi~ Umlaufssinn versahenen Knoten~ L~ die ur~ gekehr t e  Indikatrix 
bildet wie ~. Die zweite Kurve stellt wieder eine L:s i'~ dar 
(wie man am besten sieht, wenn man yon B aus in der Pfeilrichtung aus- 

geht). Da l '  in bezug auf L denselben Umlaufssinn hat wie l ,  so is~ 

*) Er wi~d zur Zei~ auf racine Ver~m~ssung yon einem Kiele~ Schfilez behaudelt. 
i~ i !~  bere~ gelungen, d~s interessan~e Gru_ppenbild ffir den Knoten aufzustellen. 
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durch den Isomorphismus die Indika~rix (fl, ~) in die umgekehr~ (fl~ ~') 
iibergeffihr~. Das en~sprioh~ der MSglichkeit, dab der KnoWn amphicheiral 
ist. In der Ta~ e n ~ r i ~  d ~ e ~  I ~ m o r p h ~ m ~  yon G~ eine T r a n s f o r ~  

vo~ L i~ sein Spiege~ild. ])ies sieht man leieht ein, wenn man sich Z 
iiber eine Kugelfl~che ausgebrei~et denk~ und die AuBenparzeUe in die 
MittelparzeUe 5 fibeffiihr~. ])ann geh~ L in sein Spiegelbild (e~wa in 
bezug auf die Kugelfl~che) fiber. 

Es lie~o~ nahe~ weit~re Isomorphismen yon G~ aufzusuchen. Man finder 
einen zweiten yon der Form: 

c 1 = a3 -1, 

e3 ~ 6 1 - 1  

c~ ~ a~ - I, 

c 5 = a 5  -~. 

Dieser ist aueh lron~ragredien~ wie der erste. Verbinden wir diese beiden 
Isomorphismen, so erhalten wir, wenn wir einem kogredienten Isomorphis- 
mus stets die Identi~t  zuordnen~ eine Gruppe yon acht Isomorphismen~ 
die mit der aehtgliedrigen Diedergruppe iibereins~immt. Ob aus dieser 
Gruppe durch Transformation aUe Isomorphismen erhalten w erden kSnnen 
bedarf einer weiteren Untersuehung. 

Diese Isomorphismen haben alle die Eigenschaf~ die Breiteuk~arven 
and L~ngskurven wieder in Brei~en- resp. Liingskurven iiberzaffihren. Die 
Untersuehung, ob dies ~iir alle Isomorphismen yon Knotengruppen der 
Fall ist, bilde~ ein wiehtiges Mitlel~ um das aUgemeine Problem der Trans- 
formierbarkei~ yon Knoten ineinander zu bew~iltigen. 

Fiskeli is~ den 24. August 1913. 


