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KAPITEL 1

Euklidische und andere Geometrien

In der Vorlesung werden wir die folgenden Themen behandeln.

(1)

Euklidische und andere Geometrien. Hier lernen wir die Grund-
lagen der klassischen Geometrie kennen. Die Euklidische Geometrie ist
fiir uns wichtig, da wir uns lange Zeit mit Objekten wie Kurven und
Flichen im R? oder R3 beschéftigen wollen. Die sphirische Geometrie
gibt eine sehr grobe Naherung fiir die Geometrie auf unserer Erde.
Manche Siitze der sphiirischen Geometrie haben gewisse Ahnlichkeit
zur Euklidischen Geometrie, manche sind vollig anders. Schliellich ler-
nen wir auch hyperbolische Geometrie als sogenannte nicht-euklidische
Geometrie kennen. Spétestens hier stoflen unsere elementaren Metho-
den an ihre Grenzen. Im Zusammenhang mit Riemannscher Geometrie
werden wir noch etwas mehr iiber sphérische und hyperbolische Geo-
metrie lernen.

Kurven. Wir lernen die Lénge, die Kriimmung und andere Eigen-
schaften von Kurven im euklidischen Raum kennen. Zum einen lernen
wir interessante Sétze wie den Vierscheitelsatz kennen, zum anderen
werden wir spéter Kurven auf gekriimmten Flédchen studieren.
Eingebettete Flidchen. Wir betrachten die ,,duflere Geometrie“ von
gekriimmten Flichen im R3. Beispielsweise lernen wir die Fundamen-
talformen einer Fliache und verschiedene Kriimmungsbegriffe kennen.
Wir diskutieren spezielle Typen von Flichen wie etwa Rotations-
flachen, abwickelbare Fliachen, Minimalflichen.

Innere Geometrie der Flichen. Wir untersuchen gekriimmte Fl&-
chen aus der Sicht zweidimensionaler Wesen, die sich nur auf diesen
Fléchen bewegen. Manche (aber nicht alle) Grofilen der dufleren Geo-
metrie lassen sich in der inneren Geometrie wiedererkennen. Unsere
Flachen miissen nicht mehr eingebettet sein, was uns zum Beispiel
ermoglicht, die hyperbolische Geometrie weiterzuentwickeln.

1.1. Axiome der Euklidischen Ebene

Wir versuchen, Eigenschaften der Euklidischen Geometrie festzuhalten, mit

denen wir bereits einige Sétze beweisen kénnen. Da wir diesen Ansatz nicht all-
zusehr vertiefen wollen, verfahren wir eher informell. Unsere Geometrien sind
dabei rein kombinatorische Objekte; wir versuchen hier nicht, Lingen oder Win-
kel zu messen oder zu vergleichen. Literatur: [B].
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2 1. EUKLIDISCHE UND ANDERE GEOMETRIEN

Wir betrachten Mengen P von Punkten und G von Geraden. Wenn ein
Punkt p € P auf einer Geraden L € G liegt, schreiben wir p € L, und be-
trachten fortan Tripel (P, G, €). Mit dem Symbol ,,€* ist hier jedoch nicht das
Enthaltensein in einer Menge gemeint. Wenn ein Punkt p auf zwei Geraden L,
M € G liegt, schreiben wir auch p € L N M.

Wir fordern die folgenden Inzidenzaxiome.

I1. Durch je zwei Punkte geht eine Gerade.

12. Durch je zwei verschiedene Punkte geht hochstens eine Gerade.
13. Jede Gerade enthélt mindestens zwei verschiedene Punkte.

I4. Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Die Axiome I1 und 12 besagen, dass durch je zwei verschiedene Punkte genau
eine Gerade geht; wir nennen diese L(p,q). Das Axiom I4 sagt, dass unsere
Geometrie mindestens zweidimensional ist.

UBUNG. Seien P die Punkte und G die Geraden in der Euklidischen Ebene.
Beweisen Sie, dass die Axiome I1-14 gelten.

UBUNG. Seien jetzt P die Geraden und G die Punkte der Euklidischen Ebe-
ne, und es gelte L € p in dieser Geometrie genau dann, wenn der (euklidische)
Punkt p € G auf der Geraden L € P liegt. Welche der Axiome [1-14 gelten
jetzt?

Als néchstes wollen wir eine ,,Zwischen-Relation® einfithren, mit der wir die
Anordnung verschiedener Punkte auf einer Geraden angeben. Wir schreiben [p,
q,r] fiir die Aussage, dass ¢ zwischen p und r liegt, und betrachten jetzt Qua-
drupel (P,G,¢€,][, , ]). Die Menge aller Punkte ¢ zwischen p und r nennen wir
die Strecke pr zwischen p und 7.

Wir fordern die folgenden Anordnungsaziome.

Al. Falls g zwischen p und r liegt, sind p, ¢ und r paarweise verschiedene
Punkte auf einer Geraden.

A2. Falls ¢ zwischen p und r liegt, liegt ¢ auch zwischen r und p.

A3. Zu je zwei verschiedenen Punkten p, ¢ gibt es einen Punkt r, so dass ¢
zwischen p und r liegt.

A4. Von drei Punkten liegt hochstens einer zwischen den beiden anderen.

A5. Seien p, q, r drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, und sei L
eine Gerade, die keinen dieser Punkte enthélt. Falls L die Strecke pqg
schneidet, dann schneidet L auch genau eine der beiden Strecken pr,

qr.

Die Axiome Al, A2, A4 sagen, dass die Zwischenrelation tatséchlich etwas iiber
die Anordnung von Punkten auf einer Gerade aussagt. Axiom A3 sagt, dass
sich jede Strecke iiber jeden ihrer Endpunkte hinaus verlingern ldsst. Unter
Axiom Ab stellen wir uns vor, dass unsere Geometrie héchstens zweidimensional
ist, mit I4 zusammen also genau zweidimensional.
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UBUNG. Uberlegen Sie sich, dass diese Axiome in der Euklidischen Ebene
gelten.

Wir haben nicht gefordert, dass fiir drei paarweise verschiedene Punkte auf
einer Geraden einer zwischen den beiden anderen liegt, aber auch das lésst
sich beweisen. Wir haben auch nicht gefordert, dass zwischen zwei Punkten ein
weiterer Punkt liegt, aber man kann das beweisen.

1.1. SATZ. Zwischen je zwei verschiedenen Punkten liegt ein weiterer.

BEWEIS. Siehe [B]. O

1.2. DEFINITION. Sei L eine Gerade und p ein Punkt auf L. Seien g, r zwei
weitere Punkte auf L, dann liegen g und r auf der gleichen Seite von p (auf L),
wenn p nicht zwischen ¢ und r liegt.

Sei L eine Gerade, und seien p, ¢ Punkte, die nicht auf L liegen. Dann
liegen p und q auf derselben Seite von L, wenn L die Strecke pq nicht schneidet.

Man kann jetzt zeigen, dass beide Relationen Aquivalenzrelationen mit ge-
nau zwei Aquivalenzklassen sind.

1.3. DEFINITION. Ein Winkel ist eine Aquivalenzklasse von Tripeln von
Punkten p, ¢, 7, die nicht auf einer Gerade liegen, wobei die Winkel <(p, ¢, )
und <(p,¢',r’) gleich sind, falls ¢ = ¢ und entweder p’ € L(q,p) auf der
gleichen Seite von ¢ wie p und 7’ € L(q,r) auf der gleichen Seite von ¢ wie r
liegen, oder p’ € L(q,r) auf der gleichen Seite von ¢ wie r und ' € L(q,p) auf
der gleichen Seite von g wie p liegen.

Als n#chstes wollen wir Kongruenzrelationen = auf Strecken pg und auf
Winkeln <((p, ¢, ) einfiihren, und betrachten jetzt also Quintupel (P, G, €, [, , |,

=).

Wir fordern die folgenden Kongruenzaxiome.

K1. Sei pqg eine Strecke, L eine Gerade und r, s zwei verschiedene Punkte
auf L. Dann gibt es einen Punkt ¢t € L auf derselben Seite von r wie s,
so dass pg = rt.

K2. Sind 75 und tu beide zu pg kongruent, so ist auch 7s zu tu kongruent.

K3. Es liege ¢ zwischen p und r und ¢’ zwischen p’ und /. Wenn pq zu p'q/
und g7 und ¢r’ kongruent sind, dann ist auch pr zu p/r’ kongruent.

K4. Die Kongruenz von Winkeln ist eine Aquivalenzrelation.

K5. Seien p, ¢, r Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, und seien p’, ¢/,
s’ ebenfalls Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, dann existiert
genau ein zu <{(p, q,r) kongruenter Winkel <(p', ¢, '), so dass r’ auf
derselben Seite von L(p',q") wie s’ liegt.

K6. Seien p, ¢, r und p’, ¢/, v’ zwei Tripel von Punkten, die jeweils nicht
auf einer Geraden liegen, und es gelte

g =pq pr=plr! und <(q,p,r) =<0\ 7)),
dann gilt auch <t(p,q,r) = <(p', ¢, 1").
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Die Axiome K2 und K4 besagen, dass beide Kongruenzrelationen Aquivalenz-
relationen sind. Die Axiome K1 und K5 sagen, dass wir Strecken und Winkel
»abtragen“ konnen. Axiom K3 besagt, dass wir Strecken addieren diirfen. Axi-
om K6 stellt eine Verbindung zwischen Kongruenz von Winkeln und Kongruenz
von Seiten her. Es ist der erste Schritt zur Eindeutigkeit der Dreieckskonstruk-
tion ,,Seite Winkel Seite®.

UBuNG. Uberlegen Sie sich, dass diese Axiome in der Euklidischen Ebene
gelten.

1.4. SATZ. In Axiom K6 gilt auflerdem

<(q,r,p) = <(qd, 7, p) und gr=q'r .

In diesem Fall sagen wir, dass die Dreiecke aus den Punkten p, ¢, r und p/,
¢, " kongruent sind, und schreiben

Apgr = Ap'd'r .

BewEIsskizZE. Winkel: klar. Fehlende Seite: Konstruiere Punkt s €

L(q',7") auf der selben Seite von ¢ wie r mit gF = ¢’s’. Dann folgt aus K6
und K5 das s’ = r’. O

1.5. SATZ. FEs liege q zwischen p und v auf einer Geraden L, und s liege
nicht auf L. Genauso liege q' zwischen p’ und r' auf L', und s’ liege nicht auf L.
Dann folgt <(r,q,s) = <(r',¢,s") aus <(p,q,s) = <(p', ¢, ).

BEwEIS. O.B.d.A. gelte

g =pq, g =q'r’ und Gs=q's
dann folgt pF = p/r’ aus Axiom K3. Wende jetzt Satz dreimal an und zeige
der Reihe nach
/I ! )

Apgs = Ap'q's’ Aprs = Ap'r's und Agrs = A¢'r's .
Insbesondere gilt dann auch <(r, ¢, s) = <(r', ¢, ¢). O

Wir kénnen jetzt beweisen, dass es zu jeder Geraden L durch jeden
Punkt p ¢ L mindestens eine Parallel gibt. Die folgende Definition geschieht
unter Annahme des Axioms A5, d.h., sie gilt nur in der Ebene, also nur in einer
zweidimensionalen Geometrie.

1.6. DEFINITION. Zwei Geraden in der Ebene, die sich nicht schneiden,
heiflen parallel.

1.7. SATZ. Sei L eine Gerade und p ¢ L ein Punkt. Dann existiert eine
Parallel zu p durch L.
BEwels. Wiahle ¢, r € L. Konstruiere jetzt einen Punkt s, der auf der

anderen Seite von L(p, q) als r liegt, so dass

Up,q,7) = <Uq,p,s) -
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Wir beweisen durch Widerspruch, dass L und L' = L(p, s) parallel sind.

Sei etwa t ein Schnittpunkt. Wir diirfen annehmen, dass t auf der gleichen
Seite von L(p, q) wie r liegt, andernfalls vertauschen wir die Rollen von p und ¢
sowie von r und s. Betrachte das Dreieck Apgt. Konstruiere einen Punkt v auf L’
auf derselben Seite von p wie s mit pu = ¢t. Nach Satz gilt Apgt = Agpu.
Aus Satz und Axiom K5 folgt jetzt, dass v € L. Somit haben L und L’
mehr als einen Schnittpunkt, also gilt L = L', also p € L entgegen unserer
Annahme. ]

Wir werden bald sehen, dass sich die Eindeutigkeit der Parallelen nicht
beweisen lasst. Wir brauchen daher ein weiteres Inzidenz-Axiom

P. Zu jeder Gerade L und jedem Punkt p ¢ L existiert hochstens eine
Parallele zu L’ durch p.

Wir koénnen jetzt beweisen, dass die Winkelsumme im Dreieck genau
(bzw. 180°) betrégt. Da wir aber keine Winkel messen kénnen, miissen wir das
etwas umstindlicher formulieren.

1.8. SaTZ. Seien p, q, v drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.
Seien s, t zwei Punkte. Konstruiert man u, v, w, so dass

qpqr = <tsu , qgpr = <usv und {prqg = <wsw

so dass v auf der anderen Seite von L(s,u) als t und w auf der anderen Seite
von L(s,v) als u liegt. Dann liegt s zwischen t und w.

BEwEILs. Wir fithren den Beweis fiir s = p vor. Mit etwas zusétzlichem
Aufwand folgt die allgemeine Version. Konstruiere dazu Parallen zu L(p,r)
durch ¢ wie im Beweis von Satz Aus Axiom P folgt, dass beide Paralleln
gleich sind, und es ergibt sich die Behauptung. O

Mit Hilfe dieser Axiome kénnen wir jetzt endlich zeigen, das unsere Geo-
metrie zu einem angeordneten Korper K der Charakteristik 0 gehort, und iiber
diesem Korper genauso aussieht wie die Euklidische Geometrie {iber R?, die wir
aus der Schule kennen. Mit Hilfe zweier weiterer Axiome stellen wir sicher, dass
unser Kérper genau R ist. Wir schreiben (P, G, €,[,,],=,=) fiir unsere Geome-

trien, dabei taucht das Symbol ,=*“ zweimal auf, ndmlich fiir Kongruenz von
Strecken und von Winkeln.

1.9. DEFINITION. Eine Geometrie (P',G’, €’,[,,],=',=') heiit Erweiterung
einer anderen Geometrie (P,G,€,[,,],=,=), wenn P’ D P, ¢’ O G, und wenn
die Einschrinkungen von €', [,,]’, =" auf Objekte von (P, G, €,[,,], =, =) mit €,
[,,] und = tibereinstimmen.

Wir koénnen jetzt die zwei Vollstédndigkeitsaxiome einfiihren.
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V1. Archimedisches Axziom. Seien p, ¢, r drei paarweise verschiedene Punk-
te auf einer Geraden L, so dass p nicht zwischen ¢ und r liegt. Kon-
struiert man Punkte q1 = ¢, ¢qo, ... auf L mit ¢, ¢+1 = pg und g;
zwischen p und g;41 fiir alle ¢ > 1, dann erhélt man nach endlich
vielen Schritten einen Punkt g, so dass r zwischen p und g liegt.

V2. Volistindigkeitsaxiom Die Geometrie (P, G, €, [, ,], =, =) hat keine ech-
te Erweiterung, die den Axiomen [1-14, A1-A5, K1-K6 und V1 geniigt.

Waihrend Axiom V1 besagt, dass es keine ,,unendlich® kleinen oder groflen Zah-
len in K gibt, sagt Axiom V2 unter anderem, dass K vollsténdig ist. Aber das
wollen wir hier nicht vertiefen.

1.2. Das Kartesische Modell der Euklidischen Geometrie

Waéihrend der axiomatische Zugang hilfreich ist, um die der Geometrie zu-
grunde liegenden Konzepte zu entdecken und zu verstehen, ist er in der Praxis
oft sehr mithsam. Beispielsweise miissen wir einige Axiome weglassen und ande-
re hinzunehmen, um dreidimensionale Geometrie zu beschreiben. Wir kénnen
daher nicht einfach Argumente angeben, die in vielen Dimensionen gleicherma-
Ben funktionieren.

Wir geben jetzt ein Modell der n-dimensionalen Euklidischen Geometrie
an, mit dem wir fortan rechnen wollen, und das wir auch schon aus der Schule
kennen.

Sei dazu
P=R",
G={Lp.q) |p.geP.p#q}
mit L(p,q):{(l—s)p—l—sq|5€R}.
Als ,,€“ wihlen wir die mengentheoretische Enthaltenseinsrelation.

Die Zwischenbeziehung lisst sich am einfachsten definieren iiber

pg={r|reP,prqd}l={0—-sp+s¢|0<s<1}.

Um Kongruenz zu definieren, betrachten wir die Fuklidische Bewegungs-
gruppe. Sei
O(n)={AeM,R)|A'A=E,}
die Gruppe der orthogonalen Matrizen, dann definiere
E(n) = O(n) x R" = (O(n) x R", 0, (E,0))
mit (A,v) o (B,w) = (AB,v + Aw) .
Sie wirkt auf P durch
(4,0)(p) = Ap+ v ;
dies ist eine Gruppenoperation, da

(Ev 0)(p) =p und ((A7U) o (B,w))(p) = (A7U) ((B,w)(p))
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fir alle (A,v), (B,w) € E(n) und alle p € P. Auflerdem werden Geraden in
Geraden tiiberfiithrt und die Zwischenbeziehung bleibt erhalten, da

(1= 5)((A0) () +s((4,0)(0) = (1 = 5)(Ap +v) + s(Ag + )
= (A,v)((l —s)p+ Sq) .
1.10. DEFINITION. Zwei Strecken pg und p/q’ heiflen kongruent, wenn es ein
Element g € E(n) gibt mit g(p) = p’ und g(q) = ¢'.
Zwei Winkel <((p,q,r) und <(p/, ¢, ') heilen kongruent, wenn es ein Ele-
ment g € E(n) gibt mit <(p’,¢',7") = <(g(p), 9(q), 9(r)).

Das erste Vollstandigkeitsaxiom folgt unmittelbar aus dem Archimedischen
Axiom fiir die reellen Zahlen. Das zweite Vollstdndigkeitsaxiom ist etwas schwie-
riger zu beweisen.

1.11. SATZ. Fiir die Euklidische Ebene R? gelten die Aziome I1-1}, A1-AS5,
KI1-K6, P, V1 und V2.

Beweis. Ubung, siehe [B]. O

Mit Hilfe eines Skalarproduktes kénnen wir jetzt Langen und Winkel sogar
messen. Sei also (-, -) fortan das Standard-Skalarprodukt auf R™ mit

n
(v,w) = Zviwi .
i=1

v = V/{v,0) .
Mit arccos bezeichnen wir den Zweig arccos: [—1, 1] — [0, 7] der Arcuscosinus-

Function. Insbesondere werden wir Winkel also stets in Bogenmafl messen. Zur
Erinnerung:

Wir schreiben

o T
= 150
1.12. DEFINITION. (1) Seien p, ¢ € R™, dann hat die Strecke pg die
Liénge
g =lg—p| -

(2) Seien p, g, 7 € R™ Punkte mit p # ¢ # r, dann hat der Winkel <(p, q, )

den Betrag

(p—g,r—q)

|<t(p, q,7)| = arccos ~———
pa| 7|

Diese Definitionen sind sogar etwas allgemeiner als notig: Wir kdnnen etwa
auch [pp| = 0 und |<(p, ¢, p)| = 0 definieren.

1.13. SATzZ. (1) Zwei Strecken im R™ sind genau dann kongruent,
wenn sie gleich lang sind.
(2) Zwei Winkel im R™ sind genau dann kongruent, wenn sie den gleichen
Betrag haben.
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BEWEIS. Sei g = (A,v) € E(n). Zunéchst iiberlegen wir uns fiir Punkte p,
q, r, s € R" dass
(9(p) = 9(q), 9(r) —g(s)) = (Ap+v— Ag —v,Ar + v — As —v)
= (Alp—q), A(r — 5)) = (A"A(p —q),r —5) = (p—q,7 — 5)
gilt. Hieraus folgen die Richtungen ,,=“ in und .

Zu reicht es zu zeigen dass pq fiir alle p, ¢ € R™ mit p # g kongruent ist
zur Strecke

Or mit r=|pg - e,
wobei ey, ..., e, die Standardbasis des R™ bezeichne. Denn es gilt ja
07| = |[pg| - e1| = [pal .

und Kongruenz ist als Aquivalenzrelation ja transitiv. Dazu erginzen wir
zunéchst

_q-p
V1= ——
Iz
zu einer Orthonormalbasis vy, ..., v, des R™. Sei A die Matrix mit den Spal-
ten vy, ..., vy, dann folgt A € O(n). Betrachte jetzt ¢ = (A,p) € E(n), dann

folgt
_ _ — == 4P _
g(0)=p und  g(r)=A-|pq|-e1+p=|pql- P +p=q.

Betrachte zu nur den Fall n > 2, der Fall n = 1 ist trivial. Seien p,
¢, 7 € R™ drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, vgl. Definition [T.3]
Betrachte die Punkte

s=|pq|-e1 und t = [gqr| - (cos|<(p,q,7)| - e1 + sin|<(p, q,7)| - e2) .

Wie oben reicht es, eine Isometrie g € E(n) mit g(0) = ¢, g(s) = p und g(t) = ¢
zu konstruieren. Setze dazu

Ulzpiiq und V2 = (7“—(])—<7“—q,U1>'U1 R
|Pq| [(r —q) = (r —q,v1) - v1]
dann folgt |v1| = |v2] = 1 und (v1,v2) = 0, und wir kénnen vy, ve zu einer
Orthonormalbasis (v1,. .., v,) fortsetzen. Dann liegt r — ¢ in der von v; und vy

aufgespannten Ebene, und es gilt
|m‘ COS|<[(p, QaT)| = <T—Q7U1> und |W| sin|<1(p,q,r)\ = <T_Q7v2> .

Sei wieder A € O(n) die Matrix mit den Spalten vy, ..., vy, und sei g = (A,q) €
E(n). Dann folgt wie oben g(0) = ¢, g(s) = p und

g(t) = |gr| - (cos |<t(p, q,7)| - v1 + sin|<(p, q,7)| - v2) + ¢
= ((r—qu) o1+ (r—qug)-va) +q=r. O
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Wir beenden diesen Abschnitt, indem wir uns an die wichtigsten Win-
kelsdtze im Dreieck erinnern. Seien p, ¢, » € R? drei Punkte, die nicht auf
einer Geraden liegen, dann setze

a:’W|7 b:|ZTT‘, C:’m|
und o =|<(g,p,7)| , B =l<(p.q,7)| , v = |<(p,rq)| -

1.14. SaTZ. In der Fuklidischen Geometrie gelten die folgenden Win-
kelsdtze.

(1) Cosinussatz: ¢ = a? + b*> — 2ab cos~,
b

sina  sing  siny’

(3) Winkelsumme: a+ 3 + v = 7.

(2) Sinussatz:

BEWEIS. Der Cosinussatz folgt leicht aus Definition (). Fiir den Si-
nussatz nehmen wir an, dass

) = o)

Dann hat r die y-Koordinate a sin 3 = b sina. Schlie§lich haben wir in
Satz [I.8| hergeleitet. O

1.15. BEMERKUNG. Die oben angegebenen Winkelsétze reichen aus, um die
klassischen Dreiecks-Konstruktionsaufgaben rechnerisch zu l6sen.

SSS Gegeben sind die Seiten a, b, ¢, so dass alle drei Dreiecksungleichungen
gelten. Mit Hilfe von und lassen sich die drei Winkel berechnen.
SSW Gegeben sind die Seiten a, b mit ¢ > b und der Winkel ae. Wegen § < «
liefert eine eindeutige Losung fiir den Winkel g < 5. Aus
erhalten wir v, und aus schliefflich die Seite c.
SWS Gegeben sind die Seiten a, b und der Winkel 7. Aus (|1f) erhalten wir
die Seite ¢, und aus und die restlichen Winkel.
SWW Gegeben die Seite a und zwei Winkel. Den dritten Winkel liefert ,
und die fehlenden Seiten.

1.16. SATZ (Dreiecksungleichung). Seien p, q, r € R™ paarweise verschie-
den, dann gilt
lpr| < [pal + [qr]

und Gleichheit gilt genau dann, wenn q zwischen p und r liegt. O

1.3. Sphirische und Projektive Geometrie

Wir betrachten jetzt die sphérische ,,Geometrie“. Obwohl sie nur einen klei-
nen Teil der Axiome aus Abschnitt I[T.T] erfiillt, gelten in ihr dhnliche Sétze wie
fiir die Euklidische Ebene in Abschnitt 1[I.2]
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Betrachte
P:S":{:EE]R”H ‘ |z =1},
G ={L(p,v) |p,v eS", plovin R”'H}
mit L(p,v) =

Die ,,Geraden® sind also genau die Grofikreise der Sphére. Fiir ,,€“ wihlen wir
wieder die mengentheoretische Enthaltenseinsrelation.

1.17. PROPOSITION. Durch zwei Punkte p, ¢ € S™ mit p # +q geht genau

eine Gerade in( ) ‘
sin(p — s sin s
L(p,q)—{ i p+ q seR},

sin ¢ sin ¢
wobei p = arccos(p, q¢) = <(p,0,q), gemessen in R"H1,

BEWEIS. GroBkreise sind gerade die Durchschnitte von zweidimensionalen
Unterrdumen mit S™. Aus ||p|]| = |l¢|| = 1 und p # +q folgt, dass die Vek-
toren p, ¢ € R"*! linear unabhingig sind. Also liegen p, ¢ in genau einem
zweidimensionalen Unterraum in R**!, also auf genau einem Grofikreis.

Ergéinze p durch
q—(pa)p _ cosy
= —— p : q
lg — (p, @)p|| sing ©  sing
zu einer Orthonormalbasis der von p, ¢ aufgespannten Ebene. Dann haben die
Punkte von L(p,v) die Gestalt

v =

cos $sin ¢ — sin s cos ¢ sin s

coss-p—+sins-v = - P -
sin sin

:sin(w—s) +sinsq. 0

sin ¢ sin ¢

Die Zwischenbeziehung wollen wir wieder {iber den Begriff der Strecke defi-
nieren, dieses sei der ,kiirzere* Abschnitt des Grofikreises durch p und ¢, falls
dieser eindeutig ist.

1.18. DEFINITION. Seien p, ¢ € S™ mit p # +¢, dann definiere die Strecke

o sin(p — s sin s
pq:{ (. )p q’0<5<¢}
sin ¢ sin ¢
wobei ¢ = arccos(p, ¢), ansonsten sei pg = (. Es gelte [p,q,r] genau dann,

wenn q € pr gilt.

Seien p, ¢, r drei Punkte auf einem Grofikreis L mit ¢ # p # r, dann sagen
wir, dass ¢, r auf der gleichen Seite von p auf L liegen, wenn entweder g = r
oder g € pr oder r € pq gilt.

Die beiden ,,Seiten* von L sind also die beiden offenen Halbkreise in L \
{p, —p}. Damit kénnen wir wieder Winkel <((p, ¢,r) auf S™ wie in Definition
definieren als Winkel zwischen zwei Halbkreisen, die in ¢ beginnen und p bzw. r
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enthalten. Dazu diirfen p, g, r nicht auf einem Grofikreis liegen, woraus insbe-
sondere p # +q usw. folgt.

Um Kongruenz zu definieren, betrachten wir die Gruppe O(n + 1), die
ja 8™ C R™! auf sich selbst abbildet.

1.19. DEFINITION. (1) Zwei Strecken pg und p/q’ heiBen kongruent,
wenn es ein Element g € O(n + 1) gibt mit g(p) = p’ und g(q) = ¢'.
(2) Es mogen p, g, r und p’, ¢, 1’ jeweils nicht auf einem Grofikreis liegen.
Dann heien die Winkel <(p, ¢,r) und <(p/, ¢, ') kongruent, wenn es
ein Element g € O(n + 1) mit <(p', ¢',7") = <(9(p), 9(q), 9(r)) gibt.

Wie in der Euklidischen Geometrie konnen wir auch in der sphérischen Geo-
metrie Lingen von Strecken und Betréige von Winkeln messen. Dabei wundert
es nicht, dass die Lingen von Strecken selbst wieder durch Winkel im R™*!
angegeben werden.

1.20. DEFINITION. (1) Seien p # +q € S™, dann hat die Strecke pq die
Linge
[pg| = |<(p,0,q)| = arccos(p, q) .
(2) Seien p, g, r € S™ Punkte, die nicht auf einem Grofkreis liegen, dann
hat der Winkel <((p, ¢, ) den Betrag

cos [pr| — cos [pg| cos g7

|<(p, q,7)| = arccos —
sin |pq| sin |qT|

Die obigen Formeln sind etwas allgemeiner giiltig und liefern beispielsweise
ppl =0,  |p,—pl=m und  |<a(p,q )| {07},
falls die Punkte p, ¢, r auf einem Groflkreis liegen mit +p # ¢ # +r. Der
Erdaquator ist ca. 40 000 km lang. Hieraus ergibt sich ndherungsweise
7

Im=—v—r—.
20000000

Wir wollen die Formel fiir den Winkel erldutern. Der Winkel <(p, ¢, ) ist
der Winkel der Unterrdume durch p und ¢ und durch ¢ und r zueinander. Dazu
bestimmen wir Vektoren senkrecht zu ¢ auf beiden Unterriumen, und bilden
den Winkel zwischen ihnen im R™*!. Das ergibt

p—(P.q9)q r—{q,7)q
|<(p, q,7)| = <I< 0,
lp— @@l " [lp— (g, )4l
o <p,7“> - <p7 Q><q7r> o Cos ‘W‘ — COS |m‘ COS |q7‘
= arccos ——————~"""_L — arccos L .
sin |pq| sin |g7| sin |pq| sin |g7|
1.21. SATZ. (1) Zwei Strecken auf S™ sind genau dann kongruent,

wenn sie gleich lang sind.
(2) Zwei Winkel auf S™ sind genau dann kongruent, wenn sie den gleichen
Betrag haben.

BewErs. Ubung. Die Beweisidee ist die gleiche wie bei Satz m ([l
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Bevor wir Winkelsitze auf S? formulieren und beweisen, wollen wir ein
niitzliches Konzept einfiihren.

1.22. DEFINITION. Seien p, ¢, r € S? Punkte, die nicht auf einem Grofkreis
liegen. Dann seien p/, ¢’ und 7’ € S? definiert durch

Plg,r, dLp,r, " Llp,g
und (p,p') >0, (q,¢') >0, (r,r"y > 0.
Dann heifit Ap'q'r’ das zu Apqr duale (polare) sphirische Dreieck.

1.23. PROPOSITION. Sei Ap'¢'r’ das zu Apgr duale sphérische Dreieck.
Dann ist auch Apqr das zu Ap'q'r’ duale sphérische Dreieck, und es gilt

‘q(plvqlvr/)}:ﬂ-_u)iﬂ ’ ’W’ :ﬂ-_‘q(pa(brﬂ )
‘<I(q/,p/,7'/)} =T — |q7‘ ) ‘W‘ =T — ‘<(qap77a)‘ )
‘4(])/,7',,(],)} =T = |ZTq‘ und |ZT(]/’ =T = ‘{(p, T Q)| :

Somit liefert uns jeder Winkelsatz fiir Ap’¢’r’ automatisch einen neuen Win-
kelsatz fiir Apqr, in dem die Rollen von Seiten und Winkeln vertauscht sind,
den dualen Winkelsatz.

BEwEIS. Die Bedingungen in Definition [1.22| sind symmetrisch in den Eck-
punkten von Apgr und Ap'q'r’, daraus folgt die erste Behauptung. Fiir die
zweite sei 0.B.d.A. ¢ = e3. Wenn wir ¢ durch v bzw. w zu einer Orthonormal-
basis der Ebenen durch 0, ¢ und p bzw. r ergéinzen, liegen v, w, p’ und ' in
der zu q senkrechten Ebene R? x {0} C R3 und nach Definition gilt p’ 1 w
und 7' L v. Hieraus folgt ‘W} = 7 — |<(p, q,7)|, die anderen Behauptungen
folgen ebenso, wobei wir p” = p etc. ausnutzen konnen. O

Seien p, ¢, r € S? drei Punkte, die nicht auf einem Grofikreis liegen, dann
setze

a=lqr|, b=Iprl,  c¢=]|pq|
und o = |<I(q7p77’)’ ) B: |<[(paQar)| s Y= ’<z(p7T7Q)| .
1.24. SATZ. In der sphdrischen Geometrie gelten die folgenden Winkelsdtze.

(1) Seitencosinussatz: cosc = cosa cosb + sina sinb cos~,

. sin a sinb sin ¢
(2) Sinussatz: — = — =—,

sinaw  sinf siny

(3) Winkelcosinussatz: cosy = —cos a cos f + sin« sin 5 cosc.

BEWEIS. Der Seitencosinussatz folgt unmittelbar aus Definition @.
Dualisieren liefert den Winkelcosinussatz:

/ /
cosy = cos(m —¢') = —cosc
/! / . ! / /
= —cosa cosb —sina sind cosy

= —cosa cos B+ sina sin 8 cosc .
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Um den Sinussatz zu beweisen, gehen wir wie im Beweis von Satz vor
und nehmen an, dass

1 cosc cosb
p=1(0], qg= |sinc und r= |sinbcosa | . (1.1)
0 0 sin b sin «

Sei g die Drehung um den Winkel —c um die z-Achse, dann folgt

cos ¢ 1 cosa
g(p) = | —sinc | , g(¢)=10 und g(r) = | —sina cos 3
0 0 sina sin 3

Zuriickdrehen liefert

cosa cosc+ sina sinc cos 3
r= | cosasinc—sina cosccosf | . (1.2)
sina sin 3
Koeffizientenvergleich liefert in der ersten Komponente den Seitencosinussatz

und in der letzten Komponente den Sinussatz. In der zweiten Komponente
erhilt man den sogenannten Sinuscosinussatz. ([l

1.25. FOLGERUNG. Fiir p, q, 7 € S? mit +p # +q # +r # +p gilt

lpr| < pal + [gr] ,
und Gleichheit gilt genau dann, wenn [p,q,r].

BEWEIS. Das folgt aus dem Seitencosinussatz [@. O

1.26. BEMERKUNG. Die oben angegebenen Winkelséitze reichen nicht ganz,
um die klassischen Dreiecks-Konstruktionsaufgaben der sphérischen Trigono-
metrie rechnerisch zu losen.

SSS Gegeben sind die Seiten a, b, ¢ > 0 mit a + b + ¢ < 2w, so dass alle
Dreiecksungleichungen gelten. Mit Hilfe von lassen sich die drei
Winkel berechnen.

SSW Gegeben sind die Seiten a, b € (0,7) und der Winkel o € (0, 7). Der
Sinussatz liefert maximal zwei Losungen fiir den Winkel 5. Weiter:
Ubung. Insgesamt gibt es keine, genau eine, genau zwei oder unendlich
viele Losungen.

SWS Gegeben sind die Seiten a, b € (0, 7) und der Winkel v € (0, 7). Aus
erhalten wir die Seite ¢ und die restlichen Winkel.

SWW Gegeben die Seite a und die Winkel «, 5 mit o < . Dann berechnet
man die Seite b mit (maximal zwei Losungen) und fihrt fort wie
im Fall SSW.
WSW Gegeben die Seite ¢ und die Winkel «, . Bestimme -, ¢ und b mit
dem Winkelcosinussatz (3)).
WWW Gegeben sind die Winkel «, 8, v mit a4+ 8+ > 7, so dass die dualen
Dreiecksungleichungen gelten (Ubung). Aus erhalten wir die drei
Seitenldngen.

Beachte, dass die letzten drei Aufgaben zu den ersten drei dual sind.
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1.27. BEMERKUNG. Die drei Winkelsétze in Satz[I.24]entsprechen genau den
drei Winkelséitzen in Satz In (1)) und (2) multiplizieren wir die Seitenléngen
mit ¢ und lassen ¢ gegen 0 gehen. Seien ay, 8¢, v die zugehorigen Winkel. Im
Grenzfall t — 0 sollte unser Dreieck wie ein sehr kleines Euklidisches Dreieck
aussehen. Die Taylorentwicklung liefert jetzt fiir den Seitencosinussatz

1 1 1
-5 2+ 0(t%) = (1 -5 t2a2) <1 -5 t2b2> +ab cosy; + O(t) .

Die Koeffizienten von t und ¢! stimmen iiberein. Vergleich der Koeffizienten
von t? liefert die Existenz des Grenzwertes

lim Yt =70,
t—0
wobei g nach dem Euklidischen Cosinussatz der Winkel im Euklidischen Drei-

eck mit den Seiten a, b, c ist. Fazit: ,Sehr kleine sphérische Dreiecke verhalten
sich fast wie Euklidische Dreiecke.’

Fiir den Sinussatz sina sin § = sin bsin « erhalten wir analog
a sin By + O(t%) = b sinay + O(t?) ,
was zu der obigen Beobachtung passt.

Schlieflich vergleichen wir den Winkelcosinussatz mit dem Satz iiber die
Winkelsumme im Euklidischen:
cosy = cos(m —a — ff) = —cos(a+ ff) = —cosacos f +sinasin§ .

Da der Sinus positiv und cosc < 1, folgern wir dass cos~y im sphérischen Fall
kleiner ist als im Euklidischen. Mit anderen Worten ist die Winkelsumme im
Sphérischen Dreieck grofler als .

Den folgenden Satz konnen wir erst beweisen, wenn wir den Flédchenin-
halt |Apgr| definieren und berechnen kénnen. Eine heuristische ,,Herleitung®
konnen wir in den Ubungen aber vornehmen.

1.28. SATZ. Im sphdrischen Dreieck gilt
a+B+y—m=|Apgr| .

BEWEIS. Siehe Folgerung In den Ubungen geben wir eine heuristische
Herleitung dieser Formel. O

1.29. BEMERKUNG. Wir fithren nur kurz den projektiven Raum ein. Be-
trachte dazu

P=RP"=S"/£1={[p]|pe S}  mit [p] = {p,—»p},
G={L/+1|L Gerade in 5"} mit  L/+1={[p]|pel}.
Wieder sei ,,€“ die mengentheoretische Enthaltenseinsrelation. Dann schneiden
sich je zwei verschiedene Geraden in RP? in genau einem Punkt. Insbesondere
gelten die Axiome I1-14 und P. Genauer gesagt, gelten die Axiome der projekti-

ven Ebene, wie auch in jeder anderen projektiven Ebene {iber einem beliebigen
Korper (z.B. F» oder C).
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Die Zwischenrelation [,,] ldsst sich definieren, macht aber weitaus mehr
Probleme als auf S™, und es gelten auf keinen Fall alle Axiome A1-Ab5. Hat
man eine gute Definition von Winkeln, so definiert man Kongruenz wie auf S,
dabei nutzt man aus, dass O(n + 1) Punktepaare (p, —p) wieder auf solche
Punktepaare abbildet.

Fiir p, ¢ € S™ definieren wir
|[pllg]| = min(|pgl, [(=p)al) -
Seien p, ¢, € S™ paarweise verschieden mit |pq|, |¢r| < 7, dann definieren wir

<([p], lg]; ['DI = [<(ps g, )] -

Es gibt jedoch Probleme mit Dreieckssiitzen auf RP?. Wihrend kleine Dreiecke
wie auf S? aussehen, kann es groBere Dreiecke geben, die nicht von Dreiecken
auf der Sphére kommen. Fiir solche Dreiecke gelten die Winkelsétze nicht mehr.

1.4. Hyperbolische Geometrie
Fiir die hyperbolische Geometrie geben wir zwei Modelle an. Zunéchst

sei {(,)) das Lorentz-Skalarprodukt auf R™*! mit

n

(0r0) =3 vwr — vmprwnps,  undsei|[oflF = (v, 0}
i=1
Man schreibt auch kurz R™! = (R™F! (). Wir wollen [|[v||| = +/|/|v]||?
selbst nur definieren, wenn |||v]||* > 0. Beachte, dass |||- ||| keine Norm ist.

Dann definieren wir

P—B" = {peR™ | pll2 = 1 und poys >0}
g:{Eﬁ]HI"‘]E’Ebemein]R”+1 durch 0 mit EﬂH";«E@}.

Wieder sei ,,€“ die mengentheoretische Enthaltenseinsrelation.

1.30. PROPOSITION. (1) Fir alle p, ¢ € H" gilt {(p,q) < —1 mit
Gleichheit falls p = q.
(2) Fir alle p, g € H" gilt |||q — p|||* > 0 mit Gleichheit falls p = q.
(3) Sei p € H" und q € R™! mit |||q|||* = —1, dann gilt ¢ € H" genau
dann, wenn ((p,q) < 0.
(4) Seip € H", dann definiert (,)) auf p* = {v € R*™1 | {p,v) =0} ein
(positiv definites) Skalarprodukt.

Beweis. Fiir p € H” gilt

pn+1=\/p%+---+p%+1 (1.3)
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Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir die Euklidischen Vektoren

D1 q1

v=1| "1, w =
Pn qn
1 1

folgt

\/<p%+---+p,%+1><q%+---+q%+1) >pigi+ 4 pagn + 1,
und das liefert (1), da

(1.4)

(<p,q>>=p1q1+---+pnqn—\/(p%+~'+p%+1)(CJ%+-"+Q%+1)§—1.

Gleichheit impliziert Gleichheit in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ((1.4)).
Dann sind v, w linear abhingig, und es folgt p1 = q1, ..., Pn = Gn, da V41 =

W1 = 1. Aus (1.3) folgt dann auch pp+1 = gni1-
Wir erhalten (2), da

g —pll1> = llpllI + gl = 2 (p, @) = =2 —2(p,q) > 0.

Gleichheit impliziert p = ¢ wegen (1).

Zu (3) sei |||q]||* = —1, dann folgt |gn41] > 1, denn sonst wiire |||g||* >
—1. Somit gilt entweder ¢ € H" oder —g € H", und wegen (1) reicht es, das

Vorzeichen von ((p, g)) zu bestimmen.

Behauptung (4) folgt aus dem Trigheitssatz von Sylvester. Hétte ndm-
lich ((,))|,~ einen Kern oder Signatur (r,s) mit s > 1, so hitte ((,) selbst

auch einen Kern bzw. Signatur (r,s + 1) mit s > 1.

O

1.31. BEMERKUNG. Wir erinnern uns an die Hyperbelfunktionen cosh,

sinh: R — R mit

s —s S _ S
cosh s = i und sinh s = e-°
2 2
AuBlerdem betrachten wir
sinh cosh
tanh = 'R -1.1 d th = .
an cosh = (=L e ©0 sinh

Es gelten die einfachen Formeln
cosh(—s) = cosh s und sinh(—s) = —sinh(s)
und die Additionstheoreme

cosh(s + t) = cosh scosht + sinh ssinh ¢
und sinh(s + t) = cosh ssinh ¢ 4 sinh s cosh ¢ .

Es gilt ein ,,hyperbolischer Satz des Pythagoras®

cosh? s — sinh? s = cosh(s —s) =1,

insbesondere parametrisiert (Sinht) einen Ast der Hyperbel 3% = 22 + 1.

cosht
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Der Sinus Hyperbolicus ist streng monoton steigend und surjektiv, al-
so invertierbar, die Umkehrfunktion heiffit arsinh: R — R. Der Cosinus Hy-
perbolicus ist auf der positiven reellen Achse invertierbar mit Umkehrfunkti-
on arcosh: [1,00) — [0,00). Die Namen ,area cosinus hyperbolicus* und , area
sinus hyperbolicus“ der Umkehrfunktionen kommen daher, dass der Parame-
ter s der Hyperbelfunktionen die (doppelte) Fliche eines ,,Hyperbelsektors®
angibt.

1.32. SATZ. Durch zwei Punkte p, g € H™ mit p # q geht genau eine hyper-
bolische Gerade
s € R} ,

BEWEIS. Zunéichst folgt aus Proposition [1.30] (1) und Bemerkung [1.31
dass | > 0 wohldefiniert ist.

sinh(l — s) sinh s
L= . .
{ sinh { Pt sinhl ‘

wobei | = ar cosh(— (p, q)))-

Sei jetzt E die von p, ¢ € R™! aufgespannte Ebene. Nach gilt

1l + (e, a) wllI* = llalll* + (p, g)* > 0

und  [llg+ (p a) pll| = Veosh?l — 1 = sinh( ,

und wir konnen
o at{pahp _ q—coshi-p
llg + {p, a) pll| sinh/

definieren. Es folgt |||v]||* = 1 und

~Apoa) + (poa) Ipll)?
ol = e a2

somit bilden p, v eine normierte Basis von E beziiglich der Einschrinkung
von ((,)) auf E.

Sei L = ENH", und sei r € L. Wir schreiben
r=ap+ bv mit a=—{(r,p) >0 und b= ((r,v)
und schliefen
—1 = [||r[|[[* = a® [llpll|* +2ab {p, v} +b* |||v]|[[* = 0* —a®.

Setze s = arsinh b = arsinh ((r, v)). Aus a > 0 und a® = b? + 1 folgt a = cosh s.
Somit hat jeder Punkt auf L die Gestalt

r=coshs-p+sinhs-v,

und umgekehrt erfiillt jeder Punkt dieser Gestalt |||7|||* = —1 wegen Bemer-
kung und ((r,p)) = —cosh s < 0, und liegt somit auf H" wegen Propositi-

on [L.30] (3).
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Schliellich ersetzen wir v durch die Definition und erhalten
(sinhlcosh s — coshlsinhs) - p+sinhs - ¢
sinh [
sinh(l — s) - p+sinhs - ¢
sinh ’

0

1.33. DEFINITION. Seien p, ¢ € H", dann definiere die Strecke zwischen p
und ¢ durch

g
B

sinh(l — s) sinh s
{ sinh .p+sinhl.q SE(OJ)}

mit [ = ar cosh(— ((p, ¢))). Wir definieren die Zwischenbeziehung so, dass [p, ¢, 7]
genau dann, wenn q € pr.

Wir werden die Inzidenz- und Anordnungsaxiome spéter im Kleinschen
Ballmodell beweisen. Als néchstes kénnen wir auch Winkel genauso wie in Ab-
schnitt 1, Definition definieren. Um Kongruenz zu erkldren, erinnern wir
uns an die Gruppen

O(n,1) = { A€ GL(n+ 1,R) | {Av, Aw)) = ((v,w)) fiir alle v, w € R}

() ())

O+(n, 1) = {A S O(’I’L, 1) ‘ an+1,n+1 > O} .

Zur Erklirung: eine Matrix A liegt in O(n,1) genau dann, wenn ihre Spal-

= {A S Mn—i—l(R)

ten Aep, ...Ae,y1 eine normierte Basis von R™! bilden, d.h., wenn sie
beziiglich ((,)) paarweise senkrecht aufeinander stehen mit
2 2
ail A1n
- = : -1
an+1,1 Gn+1,n
2
a1,n+1
und : =-1.
An4+1,n+1

Somit liegt eine Matrix A € O(n, 1) genau dann in O (n, 1), wenn Ae,, 11 € H".

Es folgt, dass A dann H" auf H" abbildet, denn sei ¢ € H* und A € O" (n, 1),

dann gilt
(Ag, Aent1)) = (4, ent1)) = —qnt+1 <0,
——
€Hn

also Ag € H" nach Proposition (3). Daran kann man auch sehen, dass
die Lorentzgruppe O"(n,1) C O(n,1) tatsichlich eine Untergruppe ist, denn
fir A, B € Ot (n,1) folgt (AB)en+1 = A(Bep+1) aus dem obigen, da Be, 11 €
H". Also ist die Lorentzgruppe O (n,1) die Untergruppe derjenigen Elemente
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von O(n,1), die die obere Halbschale H" des zweischaligen Hyperboloids als
Menge auf sich selbst abbildet.

1.34. DEFINITION. Zwei Strecken pg und p/q’ in H" heilen kongruent, wenn
/

es ein Element g € O (n, 1) gibt mit g(p) = p’ und g(q) = ¢'.

Es moégen p, ¢, r und p’, ¢/, v’ jeweils nicht auf einer hyperbolischen Geraden
liegen. Dann heiflen die Winkel <((p, ¢, ) und <(p’, ¢, ') kongruent, wenn es ein
Element g € O*(n, 1) mit <(p',¢',r") = <(9(p), g(q), 9(r)) gibt.

Wir benutzen das Lorentz-Produkt ((, )), um Lingen und Winkel zu messen.

1.35. DEFINITION. (1) Seien p, ¢ € H", Dann hat die Strecke pg die
Lénge
|Pq| = ar cosh(— (p, q))) -
(2) Seien p, g, 7 € R™ Punkte mit p # ¢ # r, dann hat der Winkel <(p, ¢, )
den Betrag

cosh |pg| cosh |gF| — cosh [pF|

|<t(p, q,7)| = arccos sinh [pg| sinh |g7|

Wir erkliren wieder die Formel fiir den Winkel. Zunéchst ergénze ¢ zu
normierten Basen der Ebenen durch ¢ und p bzw. r durch die Vektoren

ptlepla _p—coshlpgl-¢ ., _r-coshlgrl-g o

llp + (a. p) qlll sinh |pq| sinh [g7]
Wegen Proposition[1.30] (4) definiert ((,)) auf der von v, w aufgespannten Ebene
eine euklidische Geometrie, und wir koénnen den ,,Winkel“ zwischen unseren
Ebenen in dieser Ebene messen. Das liefert
p—cosh|pg| - g r — cosh[gF| - ¢
sinh[pg] =  sinh|gq7| >>

|<t(p, ¢, 7)| = arccos (v, w)) = arccos <<

cosh |pg| cosh [gF| — cosh [pr|

= arceos sinh |pg| sinh |g7|

insbesondere liegt das Argument des Arcuscosinus in [—1,1].

1.36. SATZ. (1) Zwei Strecken in H" sind genau dann kongruent, wenn
sie gleich lang sind.
(2) Zwei Winkel in H" sind genau dann kongruent, wenn sie den gleichen
Betrag haben.

BEWEIS. Analog zu Satz O

Wir kommen zu den Winkelsétzen im hyperbolischen Dreieck. Seien p, ¢,
r € H? drei Punkte, die nicht auf einer hyperbolischen Geraden liegen, dann
setze wie immer
a=lqr|, b=Iprl,  c=|pq|
und  a=|[dgpr), B=ldpen)|, y=I[<p,r9)l .
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Wenn wir versuchen, wie in Abschnitt ein duales (bzw. polares) Dreieck
zu konstruieren, dann erhalten wir Vektoren p/, ¢/, #' mit |||p/[||* = |||¢||]* =
[|[||* = 1, d.h., das duale Dreieck liegt nicht in H2. Das bedeutet, dass wir
den Winkelcosinussatz ,,zu Fufl* beweisen miissen.

1.37. SATZ. In der hyperbolischen Geometrie gelten die folgenden Win-
kelsdtze.

(1) Seitencosinussatz: cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos 7,
sinha  sinhb  sinhc

(2) Sinussatz: = — =
sin o sin 8 sin 7y
(3) Winkelcosinussatz: cosy = — cos a cos 3 + sin asin 3 cosh c.

BEWEIS. Der Seitencosinussatz folgt unmittelbar aus Definition [1.35] (2).
Wir beweisen den Sinussatz wie im Beweis von (Ubung).

Wir fithren den Winkelcosinussatz rein algebraisch auf die anderen Sétze
zuriick.

sin asin 5 cosh ¢

@) sinhasinhbcoshe . o sinh a sinh b cosh ¢
= -sin“y =

- (1 = cos?
sinh? ¢ sinh? ¢ ( 7)
sinh a sinh b cosh ¢ (sinh? asinh? b — (cosh a cosh b — cosh c)?)

sinh? @ sinh? bsinh? ¢
cosh ¢((cosh® @ — 1)(cosh? b — 1) — (cosha cosh b — cosh ¢)?)
sinh a sinh bsinh? ¢
cosh ¢ (1 — cosh? a — cosh? b + 2 cosh a cosh b cosh ¢ — cosh? ¢)
sinh a sinh bsinh? ¢
(cosh @ cosh b — cosh ¢) sinh? ¢

sinh a sinh bsinh? ¢
(cosh bcosh ¢ — cosh a)(cosh a cosh ¢ — cosh b)

sinh a sinh bsinh? ¢
cosy +cosacosf. [
1.38. FOLGERUNG. Seien p, q, r € H" paarweise verschieden, dann gilt
lpr| < |pql + [qr]
und Gleichheit gilt genau dann, wenn [p,q,r] gilt.

BEWEIS. Folgt aus dem hyperbolischen Seitencosinussatz. ([

1.39. BEMERKUNG. Die oben angegebenen Winkelséitze reichen nicht ganz,
um die klassischen Dreiecks-Konstruktionsaufgaben der hyperbolischen Trigo-
nometrie rechnerisch zu losen.

SSS Gegeben sind die Seiten a, b, ¢, so dass alle Dreiecksungleichungen
gelten. Mit Hilfe von (1) lassen sich die drei Winkel berechnen.
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SSW Gegeben sind die Seiten a, b mit a > b und der Winkel ae. Wegen 8 < «
liefert (2) eine eindeutige Losung fiir den Winkel 3. Weiter: Ubung.
SWS Gegeben sind die Seiten a, b und der Winkel . Aus (1) erhalten wir
die Seite ¢, und aus (2) und (3) die restlichen Winkel.
SWW Gegeben die Seite a und die Winkel «, 8. Dann berechnet man die
Seite b mit (2) und féhrt fort wie im Fall SSW.
WSW Gegeben die Seite ¢ und die Winkel «, 8. Bestimme v mit dem Win-
kelcosinussatz und fahre fort mit dem Sinussatz.
WWW Gegeben sind die Winkel «, 8, ¥ mit a+ 8+ v < 7. Aus (3) erhalten
wir die drei Seitenléangen.

Hier sind die Fille SSW und SWW nicht mehr dual zueinander. Insbesondere
hat der Fall SWW immer genau eine Losung.

1.40. FOLGERUNG. In der hyperbolischen Ebene gelten die Kongruenzaxio-
me K1-K6.

BeEweEIisskizze. Da wir Kongruenz iiber die Wirkung der Lorenzgrup-
pe O"(n,1) definiert haben, ist Kongruenz eine Aquivalenzrelation, und es fol-
gen K2 und K4. Genauso kénnen wir O (n, 1) benutzen, um eine vorgegebene
Strecke oder einen vorgegebenen Winkel an einen bestimmten Platz zu drehen,
und erhalten die Axiome K1 und K5 {iber das Abtragen von Strecken und Win-
keln. Axiom K3 iiber die Addition von Strecken ergibt sich leicht aus Satz
und Folgerung [T.38] Zu guter Letzt ergibt dich das Axiom K6 unmittelbar aus
unser Konstruktionsvorschrift fiir die Dreiecksaufgabe SWS. g

1.41. BEMERKUNG. Die drei Winkelséitze in Satz entsprechen genau
den drei Winkelsdtzen in den Sétzen und Sei dazu ein hyperbolisches
Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln «, 3, v gegeben. In (1) und (2)
multiplizieren wir wieder die Seitenlingen mit ¢ und lassen ¢ gegen 0 gehen.
Seien ay, B, ¢ die zugehorigen Winkel. Im Grenzfall ¢ — 0 sollte unser Dreieck
wie ein sehr kleines Euklidisches Dreieck aussehen. Die Taylorentwicklung liefert
jetzt fiir den Seitencosinussatz

1 1 1
L+ 2+ O(t?) = <1 +3 t2a2> (1 +3 t2b2> —ab cosy, + O() .
Die Koeffizienten von t und t! stimmen iiberein. Vergleich der Koeffizienten
von t? liefert die Existenz des Grenzwertes
li =
tg% Vi Y0
wobei vy nach dem Euklidischen Cosinussatz der Winkel im Euklidischen Drei-

eck mit den Seiten a, b, ¢ ist. Fazit: ,,Sehr kleine hyperbolische Dreiecke ver-
halten sich fast wie Euklidische Dreiecke.*

Fiir Sinussatz und Winkelcosinussatz verfahren wir wie in Bemerkung [1.26]

Alternativ dazu kénnen wir in obiger Rechnung imaginéire Werte von t
einsetzen und ausnutzen, dass

cosh it = cost und sinh it = 7sint



22 1. EUKLIDISCHE UND ANDERE GEOMETRIEN

gilt. Auf diese Weise werden aus den hyperbolischen Winkelsétzen sphérische
Winkelsdtze — aber das ist nur eine Analogie ohne exakte geometrische Be-
griindung. In der Physik nennt man dieses Vorgehen ,, Wick-Rotation“.

Den folgenden Satz konnen wir erst beweisen, wenn wir den Flédchenin-
halt |Apgr| definieren und berechnen kénnen.

1.42. SATZ. Im hyperbolischen Dreieck gilt
™—a—f—v=|Apgr| .

BEWEIS. Siehe Folgerung [4.16 g

Also ist die Winkelsumme im Dreieck nur in der Euklidischen Geometrie
genau 7. In der sphérischen Geometrie ist sie grofler, in der hyperbolischen
kleiner, und zwar jeweils um den Fldcheninhalt des betreffenden Dreiecks.

Wir wollen jetzt die Inzidenz- und Anordnungsaxiome nachpriifen und
uns vergewissern, dass das Parallelenaxiom in der hyperbolischen Geometrie
tatsdchlich verletzt ist. Am einfachsten sieht man das mit Hilfe des Kleinschen
Ballmodells. Zu jedem Punkt p € H® C R™"! betrachten wir die Euklidische
Gerade durch den Nullpunkt und p. Diese trifft die affine Hyperebene R™ x {1}

in einem Punkt
/

D
p . ;) Di
= mit p;, =
Pn+1 vl Pn+1
1
fiir i = 1, ..., n. Aus ||[p]||* = —1 folgt insbesondere Py > pi+ -+ P2,

also 1 > p2 +...p2.

Wir ordnen dem Punkt p € H* C R™"! also den Punkt p’ = ¥(p) € B?(0) C
R™ zu. Sei umgekehrt ¢’ € B}(0), dann trifft die Gerade durch den Nullpunkt

und den Punkt (ql/) im R"*! das Hyperboloid H" genau im Punkt

1 /
—1¢,/ q
vt (1).
VI=ldI? \1
Wir identifizieren auf diese Weise die Punktmengen P = H" und P’ = B}(0).

Nach Konstruktion sind die hyperbolischen Geraden in H" genau die nicht-
leeren Schnittmengen von Ebenen durch den Nullpunkt im R"*! mit H". Je-
de solche Ebene schneidet die Hyperebene R™ x {1} in einer affinen Geraden,
die B7'(0) x {1} trifft. Umgekehrt liefert jede solche affine Gerade in R™ x {1}
wieder eine hyperbolische Gerade in H™. Also identifizieren wir die Geraden-
menge G mit der Menge

¢'={GnNB}(0) | G affine Gerade mit G N B(0) #0 } .

1A%

Als Inzidenzrelation ,,€
tenseinsrelation.

erhalten wir wieder die mengentheoretische Enthal-



1.4. HYPERBOLISCHE GEOMETRIE 23

Genauso iibertragen wir die Zwischenrelation, die Kongruenzrelation und
die Léngen- und Winkelmessung von H" auf B} (0). Die Formeln, die wir er-
halten, sind weniger elementar zu verstehen als fiir H?; siche dazu die Aktion
der Lorenzgruppe OT(n,1) auf B} (0) und die Formel fiir den hyperbolischen
Abstand im Kleinschen Ballmodell. Insbesondere sind Strecken und Winkel im
Kleinschen Modell eben nicht genau dann kongruent, wenn sie in der Euklidi-
schen Ebene kongruent sind, und die hyperbolische Lange und der hyperboli-
sche Winkel im Kleinschen Ballmodell sind nicht identisch mit der Euklidischen
Lénge und dem Euklidischen Winkel.

Die Zwischenrelation ist hingegen fiir B}'(0) einfacher als fiir H": sie ist die
Einschrénkung der Euklidischen Zwischenrelation auf B} (0). Seien etwa p, g,
r € H", und seien p/, ¢/, v’ € B}(0) die Bildpunkte unter ¥, dann gilt

w'.qd,r — [p,q,7] — '.qd 7" .
in B} (0) in H" in R”

Das iiberlegt man sich mit Hilfe der Definition [I.33]

1.43. BEMERKUNG. Wir konnen die hyperbolischen Geraden im Klein-
Modell B}(0) also mit Euklidischen Strecken 7y C R™ mit z # y € S™°!
identifizieren. Aus Sicht der hyperbolischen Geometrie bezeichnet man S"~!
als den ,Rand im Unendlichen® 0, B(0), und die Punkte x, y € S"~ ! als die
,Endpunkte im Unendlichen“ der hyperbolischen Geraden 7y C B7'(0). Die-
se Begriffe lassen sich unabhéingig vom gewéahlten Modell der hyperbolischen
Geometrie definieren — im Kleinschen Ballmodell erhalten sie eine anschau-
liche Bedeutung. Zu je zwei verschiedenen Punkten z, y € S"~! gibt es also
genau eine hyperbolische Gerade mit Endpunkten x, y im Unendlichen. Man
sagt, der hyperbolische Raum sei ein ,,Sichtbarkeitsraum®, da man von jedem
Punkt z € S"! = 9,,B7(0) den gesamten restlichen Rand S"~!\ {x} entlang
von hyperbolischen Geraden ,sehen® kann.

Im Gegensatz dazu verbindet eine Euklidische Gerade durch p € R™ mit
Richtung v € S*~! immer die Punkte v und —v € 8"~ ! = 9, ,R"*. Von v € S~ !
,sicht* man also nur den Punkt —v € S"~!, und es gibt unendlich viele Eukli-
dische Geraden von v nach —wv. Also ist der Euklidische Raum kein Sichtbar-
keitsraum. Da die Sphire kompakt ist, ist 9, S™ = (), wir haben also gar keinen
Rand im Unendlichen.

1.44. SATZ. In der hyperbolischen Geometrie gelten die Axiome 11-1j, A1-
A5 und V1, V2.

BewEISs. Im Kleinschen Ballmodell Bf(0) C R? sind hyperbolische Geraden
zugleich Strecken in der umgebenden Euklidischen Ebene. Wir kénnen 11 - 13
daher auf die Euklidische Geometrie zuriickfithren, und drei Punkte wie in 14
lassen sich ebenfalls finden.

Die Axiome Al, A2 und A4 folgen ebenfalls, da sie fiir die Euklidische
Geometrie gelten. Fiir A3 nutzen wir aus, dass B?(0) offen ist, und fiir A5,
dass B#(0) konvex ist, denn mit p, ¢, r liegen auch die Strecken pg, pr, qr
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in B?(0). Also haben wir jetzt alle Inzidenz- und Anordnungsaxiome auf den
Euklidischen Fall zuriickgefiihrt.

Wir kénnen V1 und V2 wie im Euklidischen beweisen, siehe Satz [I.11]
und [B]. Dabei nutzen wir aus, dass wir das Parallelenaxiom fiir V2 nicht be-
nutzt haben. m

Allgemeiner kann man zeigen, dass jede offene, konvexe, nicht leere Teil-
menge U der Euklidischen Ebene die Axiome I1-14 und A1-A5 erfiillt. In den
meisten Fallen kann aber keine Kongruenzrelationen fiir Strecken und Winkel
in U so definieren, dass auch K1-K6 gelten.

1.45. BEMERKUNG. Wir sehen jetzt, dass die hyperbolische Ebene das Par-
allelenaxiom verletzt. Sei ndmlich 7y € G’ eine hyperbolische Gerade mit x #
y € S, und sei p € B?(0)\77y. Dann liegen zwischen der Geraden durch p und =
und der Geraden durch p und y noch unendlich viele weitere hyperbolische Ge-
raden durch p, die die Gerade Ty nicht treffen. Schnittpunkte der zugehorigen
affinen Geraden im R? auBlerhalb B?(0) sind ja in der hyperbolischen Ebene
selbst nicht zu sehen.

Wir haben also eine Geometrie gefunden, die zwar die Axiome 11 - 14, Al
- A5, K1 - K6 und V1, V2 erfiillt, aber nicht das Parallelenaxiom. Wenn wir
davon ausgehen, dass die Euklidische Geometrie widerspruchsfrei ist (das liasst
sich nicht beweisen), bedeutet das, dass man das Parallelenaxiom nicht aus
den anderen Axiomen ableiten kann. Mit der Konstruktion der hyperbolischen
Geometrie hat man im 19. Jahrhundert endlich diese aus der Antike stammende
Frage geklirt.

1.46. BEMERKUNG. Fiir das Verstandnis der Newtonschen Mechanik reicht
es, die Euklidische Geometrie des R™ zu kennen. Sowohl Gegenwart als auch
Zukunft zur Zeit t bilden einen euklidischen R3.

In der speziellen Relativitdtstheorie gibt es zwar keine , Gegenwart® fiir
einen Beobachter an einem festen Ort zu fester Zeit, wohl aber eine Zukunft.
Die Menge aller Punkte, die man bei gleichférmiger Bewegung in der Zeit 1
erreichen kann, liegen genau auf dem Hyperboloid H?; Punkte, die man durch
ungleichférmige Bewegung in dieser Zeit erreichen kann, liegen ,dariiber®. Ei-
ne physikalisch sinnvolle Metrik auf dem Raum H3 sollte invariant unter der
Lorenz-Gruppe O™ (n,1) sein, und man kann dann zeigen, dass sie (bis auf
Reskalierung) die hyperbolische Metrik sein muss. Analog hierzu tritt der hy-
perbolische Raum auch bei der Behandlung der relativistischen Wellengleichung
auf, diese wiederum spielt eine Rolle in der relativistischen Qunatenmechanik
und Quantenfeldtheorie.



KAPITEL 2

Kurven

Wir beginnen jetzt mit der Theorie der Kurven, dem ersten differential-
geometrischen Kapitel der Vorlesung. Als erstes behandeln wir die Lénge von
Kurven in metrischen Rdumen und die allgemeine Theorie von Kurven im R”.
In spédteren Abschnitten konzentrieren wir uns dann auf Kurven in der Ebene
und im dreidimensionalen Raum.

2.1. Die Bogenlinge

Im letzten Kapitel haben wir Langen von ,Strecken“ in der Euklidischen,
sphérischen und hyperbolischen Geometrie definiert. Im folgenden Abschnitt
zeigen wir, wie man von einem Abstandsbegriff wie der Streckenlinge zur
Léngenmessung von Kurven kommt.

Wir erinnern uns: ein metrischer Raum ist ein Paar (M, d) aus einer Men-
ge M und einer Metrik d: M x M — [0, co] mit folgenden Eigenschaften:

MI1. Positivitit: Fir z, y € M gilt d(x,y) = 0 genau dann, wenn x = y.
M2. Symmetrie: Fiir alle x, y € M gilt d(y, z) = d(z,y).
M3. Dreiecksungleichung: Fiir alle x, y, z € M gilt d(x, z) < d(x,y)+d(y, z).

Man sagt, die Punkte x, y € M haben den Abstand d(z,y).

In der Euklidischen, sphérischen und hyperbolischen Geometrie setzen wir
jeweils d(p,q) = |pg| wie in den Definitionen [1.12} [1.20] und [1.35 Die Sym-
metrie M2 ist in allen Fallen klar. Die Positivitdt M1 folgt in der sphérischen
Geometrie aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und in der hyperbolischen aus
Proposition . Die Dreiecksungleichung M3 haben wir in Satz und

den Folgerungen hergeleitet.

Zur Erinnerung: ein Intervall ist eine zusammenhéngende Teilmenge von R.
Typische Intervalle sind

(a,b), [a,b], (a,b], (—o00,b), J[a,00) etc.,
mit a, b reell. Wir schreiben R fiir R N {—00, 00}.

2.1. DEFINITION. Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine parametrisierte
Kurve in M ist eine stetige Abbildung v: I — M von einem Intervall I nach M;
schreibe v € CO(I, M).

25
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Um die Definition der Lénge einer Kurve zu verstehen, stellen wir uns fol-
gendes vor. Wir wollen von Freiburg nach Tiibingen fahren. Auf der Landkarte
konnen wir leicht die Luftlinien-Entfernung ablesen, sie betrédgt ungefihr 110
km. Wenn wir mit dem Auto fahren, folgen wir einer Kurve . Um die Weg-
strecke, die wir tatséchlich durchfahren, ungefdhr anzunédhern, merken wir uns
einige Punkte auf dem Weg, vermessen die Luftlinienentfernung von jedem die-
ser Punkte zum néchsten, und addieren diese Strecken. Sei etwa I C R das
Zeitintervall von der Abfahrt bis zur Ankunft und tg < --- < t§ € I, dann
erhalten wir als Ndherung

N

Z d(y(ti-1), () -

i=1
Hierbei kénnen tg und t¢,, Start- und Endzeit sein, miissen aber nicht. Nehmen
wir weitere Punkte hinzu, so wird die Ndherung hoffentlich genauer. Auf jeden
Fall wird sie nicht kiirzer, denn seien t; < --- < t/y, € I mit {to,...,tn} C
{ty, ...,y }, dann folgt

N N’
D d(y(tic1), () <Y d(y(E; ., 1))
i—1 j=1

aus der Dreiecksungleichung, und da am Anfang und am Ende zusétzliche
Strecken hinzukommen, falls t{, < to bzw. %y, > tx. Es erscheint also sinnvoll,
als Lange von v das Supremum all dieser Naherungen anzusetzen. In unserem
Beispiel erhalten wir knapp 170 km fiir die iibliche Strecke iiber B31 und A81.

2.2. DEFINITION. Sei (M, d) ein metrischer Raum, () # I C R ein Intervall
und v: I — M eine parametrisierte Kurve. Dann heifit

N
L(y) := sup{ Zd(v(ti,l),y(ti)) NeNundty<---<ty€ I}
i=1

€ [0,00] = [0,00) U {oo}

die Bogenlinge von ~y. Falls T = (), setzen wir L(y) = 0. Wenn L(y) < oo, so
heiflt v rektifizierbar.

Wir haben I = () extra behandelt, um zu verhindern, dass wir —oo als
Supremum iiber die leere Menge erhalten.

Wir sammeln einige elementare Figenschaften dieser Definition. Dazu erin-
nern wir uns auch an den Umkehrsatz fiir stetige Funktionen zwischen Inter-
vallen. Seien I, J C R Intervalle. Eine stetige Funktion ¢: J — I besitzt genau
dann eine stetige Umkehrfunktion ¢ =1': I — J, wenn ¢ auf ganz J streng
monoton steigt oder streng monoton féllt. In diesem Fall heifit p: J — [ ein
Homdomorphismus.

2.3. PROPOSITION. Seivy: I — M eine parametrisierte Kurve.
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(1) Es seien sg < --- < s, € I beliebig, dann gilt

L(’Y) = L(’y,]ﬁ(—oo,so]) + Z L(’Y|[si_1,si]) + L(’Y‘Iﬁ[sn,oo)) .
i=1

(2) Es seien a < b € R Zahlen mit (a,b) C I C [a,b], dann gilt
L(v) =sup{ L(yljsy) |a <s<t<b}.

(3) Es sei ¢: J — I ein Homdomorphismus, dann ist vo ¢: J — M
ebenfalls eine parametrisierte Kurve, und es gilt

L(vyoyp)=L(v) .

BEWEIS. Der Einfachheit halber fithren wir folgende Notation ein. Sei A C I
eine endliche Teilmenge, dann existiert N = #A € Nund ¢t; < --- <t, € I, so
dass A = {t1,...,tn}. Wir schreiben

N
Uyla) = Zd('Y(ti—l)7'Y(ti)) :
i=2

Geméf unserer Voriiberlegung gilt also
AcBcCl = ({(v]a) <L(VlB) - )

Um (1) zu beweisen, iiberlegen wir uns zunéchst, dass wir nur endliche Teil-
mengen A C I mit {sg,...,$,} C A zu betrachten haben, denn es gilt

L(v) = sup{ £(v]a) | A C I mit #4 < 0 }
>sup{€(fyA) ! {s0y...,sn} CACI mit #A<oo}
= sup{ €(7|AU{50,4..,sn}) | ACT mit #A< OO}
> sup{ £(y]a) | A C I mit # < 00 } = L(7)

Die erste Ungleichung ,,>* kommt daher, dass wir {iber weniger erlaubte A das
Supremum bilden, die zweite Ungleichung ergibt sich aus (x).

Wir folgern (1), denn jetzt gilt
L(v) :sup{é(’y]A) ‘ {s0,.-.,8n} CACIT mit #A < oo}
= sup{ £(7] an(—oo,50)) + (Y ars0,51]) + €V anfsn,00))
! {s0,.-.,8,} CACI mit #A<oo}
= sup{ 4(7|B,) | s0o € By C I N (—00, s] mit #By < oo }
+ sup{ £(7|5,) | 50,51 € B1 C [s0,51] mit #B; < o0 }
+ -+ sup{ £(¥|B,s1) | Sn € Bng1 C 1N [sn,00] mit #Bpi1 < 00}
= L(¥|1n(=o0,s0]) + LV [s0,1]) T+ + L(V] 10 [s,00)) -
Zu (2) iiberlegen wir zunéchst, dass
L(v) = sup{ £(v|a) | A C (a,b) mit #A4 < oo}
= sup{ L([s,9) ‘ a<s<t<b}.
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Falls I = (a,b) gilt, erhalten wir sogar Gleichheit. Sei etwa I = [a,b), dann
existiert zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit

d(y(a),v(s)) < e fiir alle se(a,a+d6)NI

Geméf unserer Voriiberlegung gilt also

L(v) = sup{ £(7|ayua) | A C (a,b) mit #A < oo }
= sup{ﬁ(’y]{w}uA) | s € (a,a+6),AC (a,b) mit #4 C oo}
< e+ sup{ {(v|{syua) | s € (a,a+8), A C (a,b) mit #4 < oo}
Ss—l—sup{L('ﬂ(S,t)) ‘ a<s<t<b}.
Behauptung (2) folgt, da das fiir alle £ > 0 gilt.

In der Begriindung von (3) nutzen wir aus, dass der Homdomorphis-
mus ¢: J — I streng monoton steigt oder fillt. Im ersten Fall folgt fiir A =
{to,...,tn} C Jmit tg < --- < tp, dass ¢(ty) < --- < ¢(tn), also gilt

l(yowpla)= Zd o(ti-1)), (i) = L(v]pa)) -

Falls ¢ streng monoton fillt, gilt ¢(t,) < -+ < ¢(tp), und die Behauptung folgt
ebenfalls. Wir erhalten (3), da

L(yop) = sup{@(’y\w(A)) ! AC Jmit #A < oo}
=sup{/(7|p) | B C I mit #B < oo }
=L(7) . O

Wir kommen zu unserer Voriiberlegung zuriick. Anstatt die Entfernung zwi-
schen Freiburg und Tiibingen als Luftlinienentfernung anzugeben, wire es sinn-
voller, die Linge des kiirzesten (befahrbaren) Weges von Freiburg nach Tiibin-
gen als Entfernung zu benutzen (oder sogar die tatséchliche Fahrzeit in Stun-
den). Wenn es keine Einbahnstralen gibe, kénnten wir mit dieser Idee eine
neue Metrik auf der Erdkugel definieren.

2.4. DEFINITION. Es sei (M,d) ein metrischer Raum. Wir definieren die
Wegemetrik oder auch innere Metrik dweg: M x M — [0, 00] durch

dweg(p, q) = inf{ L(7) | @ < b € R,~: [a,b] = M Kurve mit
Ya) =p,y(b)=q}.

Falls dyweg = d gilt, heifit (M, d) ein innerer metrischer Raum oder auch Ldngen-
raum. Eine Kurve v: I — M heifit kirzeste, wenn dweg(v(a),v(b)) = L(7l[a,p))
fir alle a < b € I gilt. Eine Kurve v: I — M heifit Geoddtische, wenn es zu
jedem inneren Punkt t € I Zahlen a <t < b ein I gibt, so dass 7\[“] kiirzeste
Kurve von v(a) nach ~(b) ist.
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Falls es keinen Weg von p nach ¢ in M gibt, ist dweg(p, ¢) = 00 als Infimum
iiber die leere Menge. Das passiert etwa im Fall M = Q™ mit d(p,q) = ||p — q/l,
wann immer p # q.

Wir kommen zu einigen elementaren Eigenschaften dieser Begriffe.

2.5. LEMMA. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und dweg: M x M — [0, o0]
seine innere Metrik. Dann gilt

(1) Fir alle p, g € M gilt dweg(p,q) > d(p, ).
(2) Die innere Metrik dweg ist eine Metrik.
(3) Der Raum (M, dweg) ist ein innerer metrischer Raum.

BEWEIS. Beweis: Ubung. O

2.6. BEMERKUNG. Falls L(7y) = dweg(v(a),v(b)) fiir eine Kurve v: [a,b] —
M gilt, ist M bereits Kiirzeste. Denn falls nicht, so gibe es r < s € [a,]
mit L(Y|ps) = dweg(7(r),7(s)). Dann existierte eine Kurve d: [r,s] — M
mit §(r) = y(r) und §(s) = ~(s), aber L(0) < L(Vljs)- Dabei haben wir
Proposition benutzt, um § auch auf dem Intervall [r, s] zu definieren.
Wir betrachten jetzt die Kurve 7;: [a,b] — M mit

_)y(t) fallste[a,b]\ (r,s), und
o= {5(t) falls t € [r, s] .

Aus Proposition ergibt sich der Widerspruch

L(m) = L(v) = L(vlp,s) + L(6) < L(7) = dweg(v(a), 7(b)) < L(m) -
Also ist v bereits Kiirzeste.

Falls es einen Weg v: [a,b] — M von p = «y(a) nach ¢ = v(b) mit L(y) =
d(p, q) gibt, dann gilt Gleichheit in Lemma (1), denn

d(p,q) < dweg(p;q) < L(v) = d(p,q) -

2.7. BEISPIEL. Als Beispiel betrachten wir in der Euklidischen Geometrie
die Gerade 7: [0,1] — R™ mit
V() =1 —t)p+tq.
Fiir beliebige Zahlen 0 < tg < t1 < -+ < t, < 1 folgt aus Satz durch
Induktion iiber n, dass

n

> d(y(ticr), v(t:)) = d(v(t0), Y(tn-1)) + d(Y(tn-1), ¥ (tn))

=1
= d(v(to),v(tn)) ,

somit ¢(y|4) < d(p,q) fiir alle endlichen Teilmengen A C [0,1], also L(y) =
d(p, q). Hieraus folgt

(1) Der metrische Raum (R", d) mit d(p, g) = |pq| ist ein innerer metrischer
Raum.
(2) Jede Gerade ist eine kiirzeste Geoditische.
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2.8. BEISPIEL. Genauso kann man zeigen, dass die sphérische Metrik auf S™
und die hyperbolische Metrik auf H" innere Metriken sind. Hyperbolische Ge-
raden sind kiirzeste Geodétische, Groflkreise jedoch nur Geodétische.

Bisher haben wir uns ganz in der Kategorie der metrischen Rdume aufge-
halten und noch keine richtige Differentialgeometrie betrieben. Wenn wir aber
die Lange einer Kurve «v: I — R" effizient bestimmen mochten, ist die Definiti-
on zu umstindlich. Wir fithren also den Begriff der stiickweise differenzier-
baren Kurven ein und geben eine analytische Formel fiir ihre Ldnge an.

2.9. DEFINITION. Es seien a < b € R und (a,b) C I C [a, b] ein reelles Inter-
vall. Eine stetig differenzierbar (C*-, glatt) parametrisierte Kurve im R™ ist eine
parametrisierte Kurve v: I — R™ mit v, € C*((a,b), R™) (bzw. C*((a,b), R™)
bzw. C*((a,b),R")).

Eine stiickweise stetig differenzierbar (C*-, glatte) parametrisierte Kurve
im R™ ist eine parametrisierte Kurve v € C%(I, R™) zusammen mit Zahlen sq <
oo < sp in 1, 80 dass Y|(—oo,so)n1s Viso,s]s -+ -5 V|in[sn,00) JeWeils differenzierbar
(C*-, glatt) parametrisiert sind.

Wir schreiben 5(t) = CC% fiir die Ableitung von < nach dem ,Zeitparame-
ter* t.

2.10. SATZ. Seia < b € R, (a,b) C I C [a,b] ein reelles Intervall und y: T —
R" eine stickweise C'-parametrisierte Kurve. Dann gilt

b
Liy) = / K@l dt € [0,00]

Beachte: da 4(t) unter Umstdnden an endlich vielen Stellen in I nicht
definiert ist, ist das obige Integral uneigentlich. Insbesondere ist oo als Wert
moglich.

BEWEIS. Als erstes nehmen wir an, dass 7 auf ganz [a, b] C R definiert und
stetig ist. Dann ist 4; gleichméBig stetig fiir alle j € {1,...,n}. Zu jedem € > 0
existiert also 6 > 0, so dass |¥;(s) —;(t)| < ¢ fiir alle s, ¢ € [a, b] mit |s—t] < 4.
Sei jetzt A C [a,b] eine endliche Teilmenge mit |L(y) — ¢(v|a)] < e. Nach
unserer Voriiberlegung diirfen wir weitere Punkte zu A hinzunehmen; dadurch
wird |L(7y) — £(7y|a)| nicht grofer. Es gelte also A = {to,...,ty} mit a = tp <
t1<---<ty=bund t; —t;_1 <(5fﬁ1“’i=1,...,N.

Fiir ein festes i € {1,..., N} wiahle Zwischenstellen 7; € (t;—1,t;) fir j =
1,...,n, so dass

(ti = ti—1)i(m5) = v;(t) — v (ti-1) -
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Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und unserer Wahl von § folgt fiir alle t €
[ti,ti—1], dass
. 7 (ti) — 95 (ti-1)
(’Yj(t) E— €
1 i—1

= 135(t) = 45(r)| < ne

v(ti) — y(ti-1) |
t; —ti—1

-

1) -

da |t — 7j| < ¢ fiir alle j. Integrieren liefert

t.
' A . ")/ tz —_— t?, 1
[ ona = n) <ol < [ s - =0 g
ti1 ti—1 1—1
t; N ]
S/ ")/(t)—M‘dt<n€~(ti—ti_1).
ti—1 by —ti—1

Aufsummieren iiber i ergibt schlieflich

b
/ 1) dt — £(71.0)

/ At — e - 7(t¢1)ll’<n€(b—a)

ti—1

N
Zusammen mit unserer ersten Annahme an A folgt

b
[ wlar- Lm] <c(n(b—a)+1).

Fiir ¢ — 0 folgt unsere Behauptung.

Im néchsten Schritt nehmen wir an, dass (a,b) C I C [a,b], und
dass ¥|(ap) € C'((a,b);R™). Aus Proposition folgt

L(~v) = sup{L Va1 } a<ad <V < b}

- sup{ / " ol at

da wir ein uneigentliches Integral mit nicht-negativem Integranden betrachten.

a<a<b’<b} /m )| dt € [0,00]

Im letzten Schritt seien sg < -+ < s,,, € I Zwischenstellen wie in Definiti-

on 2.9 n Aus Proposition [2.3] n . folgt
L(’}/) = L(V’Iﬁ(foo,so]) + L(V’[so,sl]) + -+ L(V’Iﬂ [$m ,00 ))

S0 s1 b
= [T Isnde+ [l / Ol = [ e

nach Definition des uneigentlichen Integrals mit Unstetigkeitsstellen im Inneren.
O
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2.11. BEMERKUNG. Analog dazu gilt in der sphérischen Geometrie fiir Kur-
ven v: I — S™ mit I wie oben, so dass v: I — R™*! von der Klasse C¥ mit k > 1
ist, dass

b
L(y) = / 15 dt

hier ist || - || die Euklidische Norm auf R™. In der hyperbolischen Geometrie gilt
fiir v: I — H™ ¢ R""! von der Klasse C¥, dass

b
L) = [ @il at.

Wenn man eine Kurve wie in Proposition umparametrisiert, dndert
sich nichts daran, welche Punkte durchlaufen werden oder wie oft das geschieht,
wohl aber an der Geschwindigkeit. Die Lange der Kurve bleibt dabei aber gleich.
In der Praxis ist es oft niitzlich, Kurven so zu parametrisieren, dass man rele-
vante geometrische Information leicht ablesen kann. Die Bogenldngenparame-
trisierung ist ein Beispiel dafiir.

2.12. DEFINITION. Sei v: I — R" eine (stiickweise) (C*-, glatt) parametri-
sierte Kurve. Eine Parametertransformation fiir v ist ein Homéomorphismus
(bzw. (stiickweiser) C¥- bzw. (stiickweiser) C>-Diffeomorphismus) ¢: J — I,
wobei J C R ein Intervall ist. Die Kurve o ¢: J — R™ heifit eine (C*-, glatte)
Umparametrisierung von .

Eine ((stickweise) C*-, glatte) Kurve ist eine Aquivalenzklasse ((stiickwei-
se) CF- bzw. glatt) parametrisierter Kurven bis auf Umparametrisierung. Die
einzelnen Elemente einer solchen Aquivalenzklasse heiffien (stetige, (stiickwei-
se) Ck- bzw. glatte) Parametrisierungen der Kurve. Eine (stetige, (stiickweise)
C*-, glatte) gerichtete Kurve ist eine Aquivalenzklasse ((stiickweise) C*- bzw.
glatt) parametrisierter Kurven bis auf Umparametrisierung mit streng monoton
steigenden Parametertransformationen.

Die Spur einer Kurve ist die Menge ihrer Bildpunkte.

Die Unterscheidung zwischen Kurven und Parametrisierungen wirkt etwas
kiinstlich, und der Unterschied zwischen einer Kurve und ihrer Spur ist auf
den ersten Blick auch unklar. Das Ziel der Kurventheorie ist es, parameterun-
abhingige Groflen zu finden, die die Geometrie der Kurve beschreiben.

2.13. BrisPIEL. Um den Unterschied zwischen einer Kurve und der Menge
ihrer Bildpunkte zu verstehen, betrachte fiir £ € N die Kurven mit Parametri-
sierungen

vk: [0,27] = C =R? mit Y (t) = e*t
All diese Kurven haben fiir k& # 0 die gleiche Spur, nimlich S' ¢ C = R2. Aber
die Kurven haben unterschiedliche Lange, ndmlich

27 27 )
L(’Yk):/o 1) dt:/o )z’kze’kt‘ dt = 21k .

2.14. BEMERKUNG. Zur Erlduterung:
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(1) Die Relation ,,ist Umparametrisierung von* ist offensichtlich eine Aqui-
valenzrelation:
y=nveoid, T=mop = m=mop ',
(e=mopundy=roy) = y=y0(poy).

(2) Die parametrisierten Kurven 71, v2: (—1,1) — R? mit

71 (t) = (tv 0) und 72 (t) = (t3’0)

beschreiben zwar die gleiche stetige Kurve, aber verschiedene C!-
Kurven, da die Parametertransformation ¢(t) = t® zwar stetig inver-
tierbar, aber nicht Cl-invertierbar ist.

(3) Sei v: I — R™ eine C*-parametrisierte Kurve, und sei ¢: J — I eine
CF-Umparametrisierung. Dann gilt

(yo) () = (Fop)(t) - &(t) -

Insbesondere verschwindet (7 o ¢)'(t) genau dann, wenn (p(t)) = 0.

Wir wollen ab sofort Zusiitze wie C¥ oder glatt weglassen, wenn klar ist, in
welcher Differenzierbarkeitsordnung wir arbeiten.

2.15. DEFINITION. Eine C*-Kurve im R™ mit k& > 1 heit reguldr, wenn fiir
eine Parametrisierung v: I — R” der Geschwindigkeitsvektor 5(t) fir kein t € I
verschwindet.

Eine parametrisierte Kurve ~v: I — R” heiflt nach Bogenlinge parametri-
siert, wenn L(7|jqp) = b — a fiir allea <b € I.

Aufgrund von Bemerkung ist es fiir die Definition von ,regular
egal, welche Parametrisierung der Kurve betrachtet wird.

2.16. BEMERKUNG. Betrachte die Kurve v: R — R? mit

(e%,o) fiir t <0,
vt =4 (0,0)  firt=0,
<0,6_%> firt >0.

Man {iberpriift leicht, dass v glatt, aber nicht regulér ist, da 4(0) = 0.

2.17. PROPOSITION. (1) Eine CF-parametrisierte Kurve v: I — R"
mit k > 1 ist genau dann nach Bogenlinge parametrisiert, wenn fiir
alle t € I gilt, dass ||7(t)|| = 1.
(2) Jede regulire Kurve im R™ besitzt eine Parametrisierung nach Bo-
genlinge;
(3) diese ist eindeutig bestimmt bis auf Parametertransformationen der
Gestalt p(t) = c+t mit c € R.
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BEWEIS. Behauptung folgt aus Satz und dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Sei etwa ||y(¢)|| = 1 fur alle t € I, dann
folgt

L(ljas) /|w ) dt=b—a.

Sei umgekehrt v nach Bogenlénge parametrisiert, dann folgt fiir a < ¢ € I, dass

FOI =5 [ Ol ds= ¢ -a=1.

Sei jetzt v: I — R™ eine Parametrisierung einer reguliren C*-Kurve. Um
eine CF-Parametrisierung nach Bogenlinge zu erhalten, wihle eine Stammfunk-
tion der Funktion ¢ — [|¥(¢)||. Die Funktionen 4 und ||%|| sind von der Klas-
se CF~1; letzteres, da 0 nicht angenommen wird. Also ist 1) von Klasse C*. Sei J
das Bild von 9. Nach Voraussetzung gilt

d(t) = 4B >0,
also ist 1 eine C*-invertierbare Funktion.

Sei ¢: J — I die Umkehrfunktion, dann ist ¢ eine CF-Parameter-
transformation. Aus Bemerkung folgt

[0 @) @Il = [N g )] = vlels) - 7o =1
=P(p(s) >0

nach der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen. Nach ist v o ¢ also nach
Bogenlénge parametrisiert; es folgt .

Zu nehmen wir an, dass v und v o ¢ nach Bogenldnge parametrisiert
sind. Aus Bemerkung [2.14] (3) folgt

6o @l = @ - 1960
Je nachdem, ob ¢ streng monoton steigt oder fillt, gilt
. [lree) ]
p(t) = =1,
17 (et ))H
woraus sofort folgt. O

2.18. BEISPIEL. Ein Punkt auf dem Rand eines Kreises vom Radius 1, der
auf der 2-Achse abrollt, beschreibt eine Zykloide v: R — R?, etwa

t—sint
(t) = (1 — cost) )

Wir wollen 7|9 2,) nach Bogenlinge parametrisieren. Es gilt

w0- ().

Aus den Additionstheoremen fiir ¢t = % + % folgt

t t t
I7(t)]] = V2 —2cost = \/2—200822+2sin22 = 2|sin§‘ #0
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fiir t ¢ 2nZ. Auf (0,2n) ist sin § > 0, und wir erhalten

! t
Y(t) = L(’Y|[O t]) = / 2sin ~dr = 4(1 — oS ) )
: 0 2 2
Die Umkehrfunktion davon ist ¢: (0,8) — (0,27) mit

o(s) = 2arccos(1 - Z) ,

wobei wir den Bogenléngenparameter — wie in vielen Biichern iiblich — mit s
bezeichnen. Es gilt

G
cos 5= = 1
1
singp(;) =1/1 — cos? @(25) =V s(8 — s)
2
cos p(s) = cos® QD(;) — sin? SO(;) =1—-s+ %
1
sin p(s) = 2COS(p(23)SiH(p<28) = §(4 —35)-v/s(8—3),
also erhalten wir die Bogenlidngenparametrisierung der Zykloide
1
2arccos(1 - Z) - §(4 —5)-/s(8—5s)
V(p(s)) = 1
§8(8 —5)

2.2. Regulire Kurven im R"

Unsere Uberlegungen zur Bogenlinge lassen sich zum Teil auf Kurven in
beliebigen metrischen Réumen tibertragen, etwa auf Kurven in 5™ oder H". Es
folgen einige konkrete Uberlegungen zu Kurven im R".

Zur Erinnerung: eine m-dimensionale C*- Untermannigfaltigkeit des R™ ist
eine Teilmenge M C R"”, so dass zu jedem p € M eine Umgebung U C R"
von p, eine Umgebung V' C R” von 0 und ein C*-Diffeomorphismus ®: U — V
mit

PMNU)=R"x{0}) NV
existiert. Diese Abbildungen ® heiflen auch Untermannigfaltigkeitskarten um p.
Der folgende Satz besagt, dass regulidre Kurven und eindimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten zumindest lokal dasselbe sind.

2.19. SATZ. (1) Sei y: I — R™ Parametrisierung einer requliren C-
Kurve, und sei t C I ein Punkt im Inneren von I. Dann existiert ein
offenes Teilintervall J C I mitt € J, so dass die Spur von v|; eine
eindimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™ ist.

(2) Sei M eine eindimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R", dann
existiert zu jedem p € M eine Umgebung U C R™ von p, so dass MNU
Spur einer C*-requliren Kurve ist.
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BEWEIS. Seien v: I — R™ und ¢ € I wie in (1) gegeben. Schreibe

Y1(t)
=1 : | #0,

Yn(t)
dann folgt 4;(¢) # 0 fiir ein i € {1,...,n}, da y regulér ist. Ohne Einschrinkung
sei ¢ = 1. Da 4 stetig ist, folgt 41 # 0 auf einem ganzen Teilintervall J > t.
Somit ist y1: J — K = 71(J) invertierbar. Setze U = V = K x R"~! und
betrachte die Abbildung ®: U — V mit

I

o T _72(7f1(951))

ol | =
T _
" Tn — ’Yn(/}/l 1(1;1))
Dann ist ® ein C*-Diffeomorphismus. Behauptung (1) folgt, da
y(J) =2 HEK NR x {0}) .
Sei umgekehrt M C R™ eine eindimensionale C*-Untermannigfaltigkeit.
Zu p € M wihle eine Untermannigfaltigkeitskarte ®: U — V um p. Nach Ver-

kleinern von U und V existiert ein Intervall 7 mit 0 € I, so dass VNR x {0} =
I x {0} C R™. Die gesuchte C*-regulire Kurve ist die Abbildung v: I — R™ mit

t

0
yty=o .| . O

Fiir die n#chste Konstruktion bendtigen wir das Gram-Schmidtsche Or-

thogonalisierungsverfahren. Zur Erinnerung: sei (v1,...,v,) eine Basis des R”,
dann konstruieren wir induktiv Vektoren eq, ..., e, durch
v; — (viyer)er — - — (Vi ei—1)ei—1
€; = .
|vi = (vi,er)er — - — (v, ei1)ei1]|

Dieses Verfahren hat die folgenden Eigenschaften.

(1) Die Vektoren (eq,...,e,) bilden eine Orthonormalbasis.

(2) Firallei =1, ..., n hingt e; glatt (C*) von den Vektoren (vq, ..., v;)
ab (solange diese linear unabhingig sind, was auf einer offenen und
dichten Teilmenge des (R")/ gilt).

(3) Fir allei =1, ..., n gilt span{ey,...,e;} =span{vy,...,v;}.

(4) Fir allei =1, ..., n gilt (e;,v;) > 0.

Umgekehrt wird (eq, ..., e,) durch (I)), und bereits festgelegt. Wir nen-
nen (eq,...,e,) die Gram-Schmidt-Basis zu (v1, ..., vyn).



2.2. REGULARE KURVEN IM RY 37

Aus (3) und (4] folgt, dass die Basiswechselmatrizen A = (aji), B = (bji) €
M;(R) mit

% i
€L = E (77X und Vi = E bjkej
k=1 k=1

jeweils obere Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonaleintréigen sind.

Sei (w1, ..., w,) eine Basis mit
wt
w; = y
wy'
dann heiit (ws,...,wy) positiv orientiert, wenn det((w?)m) > 0. Sei (v1,...,

vp—1) ein Tupel linear unabhingiger Vektoren, dann konstruieren wir ey, ...,
en—1 induktiv wie oben. Anschlieend gibt es nur noch genau einen Vektor ey,
so dass (ey,...,e,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis bilden. Sei E; die
Matrix aus den Koordinaten der Vektoren ey, ..., e,_1 ohne die i-te Zeile, dann
hat e, als i-te Koordinate die Zahl (—1)"~* det E;. Im R? sieht das so aus:

_ (7T _ (7Y
=) = == ()
und im R? berechnen wir es mit dem Kreuzprodukt:

€3 =¢€1 Xea.

Wir nennen (e, ...,e,) die positiv orientierte Gram-Schmidt-Basis zu den
Vektoren (v1,...,v,-1). Dieses Verfahren hat folgende Eigenschaften:

(1) Die Vektoren (ey,...,e,) bilden eine positiv orientierte Orthonormal-
basis.

(2) Es gilt oben fiir 4 = 1, ..., n — 1; der Vektor e, hingt glatt
von (v1,...,v,—1) ab (solange diese linear unabhingig sind, siehe
oben).

(3) Es gilt (3) oben firi=1,...,n—1.

(4) Es gilt oben firi=1,...,n— 1.

Und wieder ist (eq,...,ey,) durch , und eindeutig festgelegt.

Wir schreiben v*) = dig,gt).

2.20. DEFINITION. Eine Frenet-Kurve im R™ ist eine gerichtete C*-Kurve
mit k > n, die eine Parametrisierung v: I — R” besitzt, so dass v (t),
, =1 (t) fiir alle t € I ein linear unabhingiges Tupel von Vekto-

ren bilden. Sei (ei(t),...,en(t)) die positiv orientierte Gram-Schmidt-Basis
zu (YO (t), ...,y D(t)), dann heiBt e;: I — R™ der i-te Frenet- Vektor zu .
Man nennt (eq,...,e,) das begleitende oder Frenet-n-Bein zu vy (oder auch die

begleitende oder Frenet-Basis).

2.21. BEMERKUNG. (1) Eine Kurve in der Ebene R? ist genau dann
eine Frenet-Kurve, wenn sie von der Klasse C? und regulir ist.
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(2) Fiir eine feste CF-Parametrisierung ~y sind die Ableitungen (%) jeweils
von der Klass CF~%. Es folgt, dass e; ebenfalls von der Klasse C*~7 ist
fir+ =1, ..., n — 1. Der Vektor e, héngt glatt von e;, ..., e,—1 ab
und ist daher von der Klasse CF—"+1 genau wie e,_1.

(3) Die Eigenschaft, dass (v()(¢),...,4™ 1 (t)) linear unabhingig sind,
héngt nicht von der (gerichteten) Parametrisierung ab. Sei ¢ eine mo-

noton steigende Parametertransformation, und sei (é1,...,é,): I —
R™ das Frenet-n-Bein von v o ¢, dann gilt sogar é; = e; o @ fiir ¢ = 1,
sy M

Dazu zeigen wir induktiv, dass es Funktionen f;;: I — R fiir j <1
gibt, so dass

vow()—Zf (Y o o)) + () (YD 0 p)(2) .
Firi=1ist das klar, fiir grofere ¢ gilt induktiv

(o)1) = % (vo ) (1)

1—2
=7 <Z fir1, i) YD 0 ) () + () (Y o <p)(t))

1—2

= 3" (fm1g(8) (B9 0 @) (1) + fim1(8) () (BT 0 ) (1))

]:

F ) G5 o)) + 60 (10 0 )0

und das ist von der gewiinschten Form. Hieraus folgt insbesondere die
lineare Unabhéngigkeit der ersten (n — 1) Ableitungen.
Es ist jetzt leicht zu sehen, dass

spanf{er (¢(t)),. .., ei(p(t)} = span{y P (o(t)), ..., 7D (o(t))}

=span{(y0)V(t),...,(vo )V ()}
firi=1,..., n—1. Da ¢(t) > 0 fur alle ¢, gilt fiir diese i auch

(eilp(); (y o)1) = @(1) (eile(1), 7 (2(t))) > 0.
Also folgt e; = e; o wie behauptet, da beide Basen die obigen Eigen-
schaften , und erfiillen.

2.22. SATZ (Frenet). Sei v: I — R"™ eine (gerichtete) Bogenlingen-
parametrisierung einer Ck—Frenet—Kurve, dann existieren Funktionen ki, ...,
Kn—2: I — (0,00) und kp—1: I — R, so dass das begleitende Frenet-n-Bein die
Frenet-Differentialgleichungen

—_

€1 = Kiez,
éi:"fiei—l—l_"ﬁi—lei—l fiirz':2, ...,n—l, und
€n = — Rp—1€n—1

erfillt. Dabei ist k; von der Klasse CF—~1.
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BEWEIS. Nach Konstruktion ist e; von der Klasse C*~ fiir i < n, und e,
von der Klasse CF~"*1. Wegen k > n sind insbesondere alle e; mindestens von
der Klasse C'. Da das Frenet n-Bein eine Orthonormalbasis ist, gilt

n
éi = Z<€Z, €j> €j
j=1

firallei=1, ..., n.

Sei jetzt 1 <17 < n — 2, dann ist e; nach Konstruktion eine Linearkombina-
tion

ei(t) = 3 au(t) 79 (1)
j=1

mit a; >0 fiir i =1, ..., n — 1. Ableiten liefert

()

éi(t) =) (@) 79 (1) +az(t) 4V (1)) (2.1)
j=1

es folgt
ez(t) € Span{7(1)7 s 77(i+1)} = Span{el (t)v s 7ei+1(t)} )
und diese Aussage gilt analog auch fiir é,_1 und é,. Also gilt

(:i(t),ej(t)) =0  fiirj>i+2. (2.2)

AuBerdem wissen wir, dass der Koeffizient a;; von ~+(+1) in wegen
FEigenschaft der orientierten Gram-Schmidt-Basis positiv ist, fiir i+1 < n—1
folgt also

Iii(t) = <éi(t),€i+1(t)> >0.
Fiir ¢ = n—1 gilt das nicht mehr, da ja ey, ..., e,—1 den Vektor e, unabhéngig
von 7™ bestimmen. Fiir alle i € {1,...,n — 1} ist aber x; € C*~*1(I).

Da (e;(t),ej(t)) = 0;; unabhéngig von t, folgt mit (2.2) noch

) 1d
(€i,€i) = > q (ei,e;) =0,
. d )
<€ia€i71> = a <6i,6i71> - <€ia€i71> = —KRj-1,
d
<éi,€j> = % <€i,€j> — <€i,éj> =0 fiir allej § 11— 2. O
2.23. DEFINITION. Die Funktionen k1, ..., k,_1 heiflen die Frenet-Kriim-

mungen von -, falls v nach Bogenlidnge parametrisiert ist. Fiir gerichtete Um-
parametrisierungen 4 = 7y o ¢ setzen wir K; = K; 0 .

2.24. BEMERKUNG. Die Frenet-Kriimmungen sind geometrische Invarian-
ten, dass heift, sie sind unabhéngig von der Parametrisierung der (gerichteten)
Kurve. Da wir gerichtete Bogenldngenparametrisierungen zur Definition be-
nutzt haben, reicht es, Parametertransformationen der Form ¢ +— ¢+t fiir ¢ € R
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zu betrachten. Sei also v nach Bogenlénge parametrisiert, und sei ¥(t) = y(c+t),
dann sieht man leicht, dass fiir die zugehorigen Frenet-Kriimmungen

R(t) = k(c+1)

gilt. Wir sehen bald, dass die Frenet-Kriimmungen in einem gewissen Sinn
ein vollstéindiges Invariantensystem fiir Frenet-Kurven bilden, d.h., dass sie die
Frenet-Kurven bereits bis auf Isometrie festlegen.

2.25. BEISPIEL. (1) Ein Kreis vom Radius r in der Ebene R? = C wird
gegeben durch ¢ — re®. Im zweidimensionalen Fall gibt es nur eine
Frenet-Kriimmung. Um sie zu berechnen, betrachten wir die Bogen-
langenparametrisierung

it
y(t)=rer .

Wir berechnen also

é1(t) = — er =k1(t)ex(t)
éa(t) = —; ¥ = —ri(t)er(t)

die (Frenet-) Kriimmung ist demnach x = k1 (t) = 2 fiir alle ¢ — je
grofler der Kreis, desto kleiner seine Kritmmung,.
(2) Eine Schraubenlinie im R? mit Radius ~ und Steigung a wird gegeben
durch
T COSt
t— | rsint
rt tan o

Die Berechnung der Frenet-Basis und der Frenet-Kriimmungen ki
und k9 ist eine Ubung.

2.26. SATz (Hauptsatz der Kurventheorie). Sei k > n, seien Funktionen k1,

oy b T — (0,00) und kn_1: I — R mit k; € CF771(I), eine orientierte

Orthonormalbasis (e1,...,e,) von R™, p € R™ und ty € I gegeben, dann exi-

stiert genau eine C*-Frenet-Kurve mit Bogenlingenparametrisierung y: I — R"

und y(tg) = p, deren Frenet-Kriimmungen gerade K1, ..., kn—1 und deren
Frenet-n-Bein an der Stelle ty genau (eq,...,ey) ist.

BEWEIS. Zur Existenz von ~ benutzen wir, dass die Frenet-Differential-
gleichungen ein lineares Differentialgleichungssystem in n? Versnderlichen mit
CF—"_Koeffizienten bilden. Nach dem Satz von Picard-Lindelsf existiert genau
eine CF—"+.Losung (e1,...,en): [ — R mit den gegebenen Anfangswerten.
Durch Induktion iiber j folgern wir aus den Frenet-Gleichungen, dass e; €
CF=rHi(I,R™) fiir i <n — j.
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Als néchstes iiberlegen wir uns, dass

d . )
7 eireg) = (éiej) +{ei €5) = 0,
so dass (e1(t),...,en(t)) fiir alle t € I eine Orthonormalbasis ist, und aus Ste-

tigkeitsgriinden auch positiv orientiert.

Wir konstruieren jetzt die Kurve

~(t) :—p+/t e1(s)ds,

0

so dass 4(t) = ey(t) fiir alle t € I. Insbesondere ist v € C¥(I,R™) nach Bo-
genldnge parametrisiert. Aus den Frenet-Gleichungen folgt induktiv, dass

@ = egi_l) € span{ei,...,e;} und (D e;) >0

Y
fir i =1, ..., n— 1. Somit ist (e1(t),...,en(t)) das begleitende n-Bein von 7,
und Ky, ..., kp—1 sind (wie gefordert) die Frenet-Kriimmungen von 7.

Nun zur Eindeutigkeit. Seien 71, v9: I — R™ zwei Bogenldngenparametri-
sierungen von Frenet-Kurven mit den vorgegeben Frenet-Kriimmungen und An-
fangswerten fiir v und das Frenet-n-Bein an der Stelle tg. Da die beiden Frenet-
n-Beine dieselben Differentialgleichungen erfiillen, stimmen sie auf ganz I iibe-
rein. Aus v1(to) = 72(to) folgt, dass dann auch die Parametrisierungen und
damit insbesondere die zugehorigen Frenet-Kurven iibereinstimmen. ([l

2.27. FOLGERUNG. Seien v, 7: I — R™ zwei nach Bogenlinge parametri-
siterte Frenet-Kurven, deren Frenet-Krimmungen tbereinstimmen. Dann exi-
stiert eine orientierungserhaltende Euklidische Isometrie g € E(n), so dassy =

gory.

BEWEIS. Seien (e1,...,e,) und (é1,...,e,): I — R™ die Frenet-n-Beine
der zwei Kurven. Sei ¢ € I, dann gibt es eine orthogonale Matrix A € SO(n),
so dass €;(t) = A-e;(t) fir i =1, ..., n. Setze v = J(t) — A -~(t) und g =
(A,v) € SO(n) x R™, dann haben g o~ und 7 bei t den gleichen Wert und das
gleiche Frenet-n-Bein. Aus Satz folgt 4 = g o . O

2.28. BEMERKUNG. In der Konstruktion von v im Beweis von Satz [2.20]
wurde nicht benutzt, dass k1, ..., Ky_2 positiv sind. In der Tat l&sst sich v fiir
beliebige hinreichend oft differenzierbare Vorgaben von k1, ..., kp—1: I — R
eindeutig konstruieren. Die x; sind nun aber keine geometrischen Invarianten
mehr. Sei etwa k; = 0 auf einem Teilintervall J C [ fiir eine Kurve v, wobei i <
n — 2. Dann l&asst sich der Vektor e; 1 in Satz auf dem Inneren von J nicht
mehr eindeutig bestimmen. Als Resultat hingen die Vektoren e;12, ..., e, und
die hoheren Kriimmungen &; fiir j > ¢ auf dem Inneren von J nicht mehr nur
von +, sondern auch von der Wahl von e;1|; ab.
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2.3. Ebene Kurven

Wir betrachten in diesem Kapitel Kurven in der Ebene R?, die wir nach Be-
darf gern mit den komplexen Zahlen identifizieren wollen. Nach Bemerkung[2.21]
ist ein regulire C2-Kurve in der Ebene bereits eine Frenet-Kurve, und nach Fol-
gerung [2.27] ist eine solche Kurve durch Angabe ihrer Kriimmung x = k1 in
Abhéngigkeit von einem Bogenldngenparameter bereits bis auf orientierungser-
haltende Isometrie eindeutig bestimmt. Wir wollen also die Kriimmung einer
ebenen Kurve besser verstehen, und dazu fiihren wir die Begriffe ,,Schmieg-
kreis“, ,,Brennpunkt“ und ,,Evolute® ein.

2.29. PROPOSITION. Sei v: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte
requlire C?-Kurve mit Frenet-n-Bein e1, eg: I — R? und Kriimmung x: I — R,
und sei sg € 1.

(1) Die Tangente
T = {’y(So)—i—t"y(So) | t e ]R}

bertihrt ~ bei sg von erster Ordnung, und von zweiter Ordnung genau
dann, wenn k(sg) = 0.

(2) Falls k(sp) # 0, so existiert genau ein Kreis, der « bei sy von zwei-
ter Ordnung beriihrt, dieser hat Mittelpunkt v(so) + ea(sg) und

- 1
Radius Telso)l

r(s0)

BEWEIS. Zu (1) betrachte den (gerichteten) Abstand von ~(s) zu T, dieser
wird gegeben durch

d(s) = d(7(s),T) = (y(s) = v(s0), e2(s0)) ,
er verschwindet insbesondere fiir s = sy. Die Kurve « berithrt 7' von erster

Ordnung genau dann, wenn d(sg) = d(s0) = 0, und von zweiter Ordnung genau
dann, wenn auflerdem d(sg) = 0. Wir berechnen

d(s) = (e1(s),ea(s0))  und  d(s) = (k(s)ea(s),ea(s0)) -
Wir haben also eine Beriithrung erster Ordnung mit der Tangente fiir jede Kurve,

und eine Beriihrung zweiter Ordnung genau dann, wenn x(sgp) = 0.

Zu (2) sei ein Kreis K mit Mittelpunkt p und Radius r gegeben, dann wird
der (gerichtete) Abstand von v(s) zu diesem Kreis gegeben durch

d(s) = d(1(s),p) =7
Es gilt d(sg) = 0 genau dann, wenn d(v(so),p) = r. Wir berechnen die ersten
zwel Ableitungen

dls) = VB —pa) - = 0l Zn)
d(s) = lex(s)[I* + {e1(s),7(s) = p)  {er(s),7(s) — p)?
d(s) +7r (d(S) T 7")3

d(s)+r (d(s) +r)3

_ L=r(s) (eas),p=7(s))  (ea(s):v(s) —p)*
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Somit erhalten wir eine Beriihrung erster Ordnung bei sp, wenn p = ~y(sg)
rea(so) gilt. Dann verschwindet der letzte Term im Ausdruck fiir d(sg), und
wir erhalten eine Beriihrung zweiter Ordnung genau dann, wenn p = (sg) +
1 _ 1

mBQ(SO) und r = m ]

2.30. DEFINITION. Sei v: I — R? eine Bogenlingenparametrisierung einer
reguliren C2-Kurve mit x(sg) # 0, dann heiBt der in Proposition konstru-
ierte Kreis der Schmiegkreis an -y in sg, sein Mittelpunkt heifit der Brennpunkt.
Wenn k # 0 auf ganz [ gilt, heifit die Kurve der Brennpunkte die Fvolute von -y.

Beachte: die Brennpunkte einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel sind nicht
die Brennpunkte im iiblichen Sinn. Die physikalisch richtige Anschauung zum
obigen Begriff ist folgende: Wenn die Kurve in senkrechter Richtung Energie
abstrahlt, dann wird diese entlang der Brennpunkte gebiindelt.

2.31. BEMERKUNG. Da das Frenet-2-Bein und die Kriimmung geometrische
Invarianten gerichteter Kurven sind, sind Schmiegkreis, Brennpunkt und Evolu-
te ebenfalls geometrische Invarianten gerichteter Kurven. Man kann sich leicht
davon iiberzeugen, dass diese Invarianten (im Gegensatz zu Kriimmung und
Frenet-Zweibein) nicht von der Richtung (Orientierung) der Kurve abhéngen.
Man beachte, dass die Evolute einer reguliren CF-Kurve im allgemeinen
zwar CF~2, aber nicht regulir sein wird, beispielsweise ist die Evolute eines
Kreises eine konstante Kurve.

2.32. BEISPIEL. Die Schleppkurve oder Traktriz v kommt dadurch zustande,
dass man einen schweren Gegenstand an einem Seil der Linge 1 zieht, wobei
man selbst entlang der z-Achse in Richtung oo lduft. Man beginnt bei s = 0 im
Punkt v(0) = ((1)) Wenn man v nach Bogenlédnge parametrisiert, erhélt man
also

1+ = (5) -

Seien z, y die Koordinaten von ~, dann folgt insbesondere y(s) = —y(s), al-
so y(s) = e, Aus ||§|| = 1 folgt 2% + 5 = 1, also

x(s):/osi*(t)dt:/osmdt.

Substitution ¢ = —logsina mit a € (5, 7) und a(t) = 7 — arcsine™* liefert
o(s) Ccos o
x(s):/ \/l—sin2a<— - >da
Fd sin «
2

a(s) 2 a(s) 1
_/ C(?S ada_/ < . —sina> da
g S11 & g Sl ¢«

a(s)

= logtanT + cos(a(s)) =—5— log(l —V1- 6*23) — V1 —e 2 ,
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denn es gilt

9 cos ) gin &) i
log tan @ = log 2 2 —log sin a(s)
2 2 cos? (28) 1+ cos a(s)
=—s—log(l—V1—e2),
d a 1cos? cos?2 +sin®2 1 1
—logtan — = - —2 2 2 — = _
do 2 2 sin § cos? 5 2singcos§  sina

Als Kurve in « ldsst sich die Traktrix glatt auf (0,7) fortsetzen, ist jedoch

bei a = 7 nicht regulér.

Wir berechnen jetzt die Evolute von . Zunéchst erhalten wir

(s} = <m> _ <—cosa(s)> |

e —sina(s)
)= (1 5em) = (Cesan)
ér(s) = (ﬂe—_i) _ \/%eg(s) ~ tana(s) ea(s) .

Die Evolute ist also die Kurve 3: (0,00) — R? mit

B(s) = <logtan ols) +cosa(5)> R ( sin a(s) > _ <logta1n oz(;))

sin a(s)  tan a(s) \—cosa(s) sin a(s)

Fiir den nachsten Schritt benutze

1 cos? ¢ +sin?2¢ 1 1
= 2 2 — 3 (tana + ) = cosh(logtan a> .

sin o 2cos § sin g 2 tang 2

Wir substituieren also ¢t = log tan @ und erhalten die Umparametrisierung

B(t) = B(2arctan ea(s)) = <co§h t> .

Diese Kurve heif3t Kettenlinie, da sie die Form einer hingenden Kette be-
schreibt. Sowohl die Traktrix als auch die Kettenlinie erzeugen interessante
Rotationsflichen, wie wir spéter sehen werden.

2.33. BEMERKUNG. Sei 8: I — R™ nach Bogenldnge parametrisiert. Ein
Punkt auf einer Tangente, die entlang S abrollt, beschreibt ein Kurve

7(s) = B(s) = (s = s0) B(s) ,
die Evolvente an vy mit Startpunkt so. Die Evolvente ist eng mit der Evolute
verwandt (Ubung):

(1) jede Kurve ist eine Evolvente ihrer Evolute (sofern wohldefiniert);
(2) jede Kurve ist Evolute ihrer Evolventen (sofern wohldefiniert);

Man beachte, dass die Evolute und die Evolventen einer nach Bogenldnge para-
metrisierten Kurve im allgemeinen nicht nach Bogenldnge parametrisiert sind.
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Wir wollen jetzt geschlossene Kurven betrachten.

2.34. DEFINITION. Eine CF-parametrisierte Kurve 7: [a,b] — R™ heifit C*-
geschlossen, wenn (a) = v(b) und v9)(a) = vU)(b) fiir alle 1 < j < k. Die
Kurve v heiBt einfach CF-geschlossen, wenn sie geschlossen ist und ~(t) # y(t')
fiir alle ¢, t' € [a,b) mit ¢ # ¢'.

Eine Kurve heifit (einfach) geschlossen, wenn sie eine (einfach) geschlos-
sene Parametrisierung besitzt. Die Ldnge einer geschlossenen parametrisierten
Kurve v mit Periode T"ist L(7) := L(7|(41))-

Eine parametrisierte Kurve v: R — R™ heifit periodisch, wenn es T > 0
mit y(¢t +T') = (¢) fiir alle ¢ € R gibt; in diesem Fall heiit 7" eine Periode der
Parametrisierung .

2.35. BEMERKUNG. Wenn v: R — R” periodisch mit Periode T ist, sind
auch 27, 3T usw. Perioden von . Wenn v periodisch und nicht konstant ist,
existiert immer eine minimale Periode; das kann man beispielsweise mit dem
Euklidischen Algorithmus beweisen.

Wenn T eine Periode von 7 ist, dann ist die Einschrinkung 7|4 q+7) eine Ck-

geschlossene Kurve. Umgekehrt lisst sich jede CF-geschlossene Kurve 7: [a, b] —
R™ zu einer periodischen Kurve 4 mit Periode T' = b — a fortsetzen, wobei

3(t) = y(t — kT) falls t € [a+ kT,a + (k+ 1)T] .
FEine geschlossene Kurve ist einfach geschlossen, wenn sie keine Selbstschnitte

besitzt. In diesem Fall ist b — a die minimale Periode von . Umgekehrt kann
aber eine periodische Kurve auch Selbstschnitte haben.

2.36. DEFINITION. Sei 7: [a,b] — R? eine C2-geschlossene Bogenlingenpa-
rametrisierung einer gerichteten Kurve, dann heif3t
1 b

:% ;

Ny k(s)ds .

die Umlaufszahl der Kurve.

2.37. BEMERKUNG. Die Umlaufzahl ist eine geometrische Invariante, denn
sei (t) = y(c + t) eine gerichtete Umparametrisierung nach Bogenlénge, dann
folgt

1 b b+c

I 1
ny =5 R(s)ds:%/ K<C+S)d8:27r/+ k(s)ds =mn. .

Sei g € E(2) eine orientierungserhaltende Isometrie, dann ist x auch die
Kriimmung der Kurve g o ~, siehe Folgerung [2.27] also hat g o y die gleiche
Umlaufzahl wie ~.

Wenn wir die Richtung umkehren oder g € E(2) orientierungsumkehrend
wihlen, dndert die Kriimmung ihr Vorzeichen (Ubung), und damit auch die
Umlaufzahl.

2.38. SAaTz (Hopfscher Umlaufsatz). Fiir jede C?-geschlossene regulire Kur-
ve vy gilt ny, € Z. Falls vy einfach geschlossen ist, gilt n, = £1.
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BEWEIS. Wir identifizieren wieder R? = C. Die Kurve 7: [a,b] — R sei nach
Bogenlinge parametrisiert. Dann existiert eine reelle Zahl ag, so dass j(a) =
e’ Sei e1, eo: R — S' das Frenet-Zweibein von . Setze

a(s) = ag +/S K(t)dt ,

dann gilt 4(s) = e’ fiir alle s € [a, b], denn

450 rl)enls) —idls)erls) | nls) —nle)

ds eia(s) eia(s) eioz(s) 2 :
Eine solche Funktion « heifit auch Winkel zur Abbildung e;: [a,b] — S!, da
sie den gerichteten Winkel zwischen der z-Achse und e; angibt. Insbesondere

folgt a(b) = a(a) + 2mn, mit n., € Z.

Sei jetzt v einfach geschlossen, dann ergéinzen wir v zu einer periodischen
Kurve 7: R — R? mit Periode T = L(y) = b — a wie in Bemerkung [2.35
Da [0,T] kompakt ist, nimmt der Imaginérteil von ~ fiir ¢ € [0, 7] sein Mini-
mum an, insbesondere gilt 4(c) = +1 € C. Fiir eine geeignete Umparametrisie-
rung 7(s) = y(c#£s) erreichen wir, dass das fiir s = 0 passiert, und dass 7(0) = 1.
Eine solche Parametertransformation éndert nach Bemerkung [2.37]im schlimm-
sten Fall das Vorzeichen von n,.

Setze
Q:={(s,t) eR*|0<s<t<T}

und definiere e: Q — S ¢ C durch

% fir s <t und (s,t) # (0,7),
e(s,t) = < A(s) fiir s = ¢, und
—5(0)=-1 firs=0,t="T,
dann ist e auf ganz (2 stetig, und im Innern sogar zweimal stetig differenzierbar.
Die obige Definition ist jedoch nur méglich, wenn 4 einfach geschlossen ist, also
keine Selbstschnitte hat. Analog zur obigen Definition der Winkelfunktion «
withlen wir «(0,0) = 0 (da 4(0) = 1) und setzen

L1 0e(0,y) 1 Oe(x,t)
a(s,t)—/o ie(0,y) Oy dy+/0 ie(x,t) Oz du

Wie oben folgt e(s,t) = /() denn

d e(s,t) 1 de(s,t) . da(s,t)\

% eia(st) — gia(st) ( Os o Ze(s’t) Os =0,
und entsprechend fiir die Ableitung nach ¢. Insbesondere ist a(s) = a(s, s) ein
Winkel fiir e wie oben.

Nach Wahl der Parametrisierung gilt Ime(0,¢) > 0 und Ime(s,T") < 0 fiir
alle s, t € [0,T]. Es folgt a(0,t) € [0,7], a(0,T) = 7 und «a(s,T) € [, 27| fi
alle s, t € [0,T], daher gilt a(T',T) = 2w. Wir schlieflen also, dass

1 (T 1 ay(s) 1

ny = 5o L 7(s) ds d‘s:%(a(T,T)fa(0,0)):l.

=
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Fiir die urspriingliche Kurve gilt also n, = £1. O
2.39. BEISPIEL. Betrachte die folgenden drei Kurven:

(1) eine Ellipse,
(2) eine liegende Acht,
(3) eine Kurve, die zweimal 0 umlauft.

Die erste Kurve hat Umlaufzahl 1, die zweite 0, die dritte 2, und die letzten
beiden sind nicht einfach geschlossen.

Wir lernen jetzt konvexe Kurven kennen. Jede einfach geschlossene Kurve
berandet ein Gebiet im R?. Das folgt aus dem Jordanschen Kurvensatz der
algebraischen Topologie, den wir hier aber nicht beweisen wollen.

2.40. DEFINITION. Eine einfach C'-geschlossene gerichtete Kurve heifit kon-
vexr (konkav), wenn fiir eine Bogenlingenparametrisierung +: [a,b] — R? mit
Frenet-Zweibein (e, e2) und alle s, ¢ € [a, b] gilt, dass

(v(s) = y(t),e2(t)) >0 (bzw. <0).

Mit anderen Worten verlduft eine konvexe oder konkave Kurve immer im
abgeschlossenen Halbraum auf der einen Seite jeder ihrer Tangenten. Man kann
zeigen, dass eine konvexe Kurve v: [a,b] — R? das Gebiet

Q={peR? | (p—(s),e2(s)) > 0 fiir alle s € [a,b] }
= [ {PeR?| (p—(s),ea(s)) >0}

s€la,b]

umléuft. Als Durchschnitt konvexer Halbraume ist 2 selbst ebenfalls konvex. Ist
umgekehrt eine einfach geschlossene C'-Kurve v Rand eines konvexen Gebiets,
so ist v ebenfalls konvex oder konkav, je nachdem, ob n, = 1 oder n, = —1. Das
wollen wir hier nicht beweisen. Stattdessen stellen wir eine Beziehung zwischen
Konvexitiat und dem Vorzeichen der Kriimmung her — &hnlich zur Beziehung
zwischen Konvexitidt und dem Vorzeichen der zweiten Ableitung aus der Ana-
lysis.

2.41. SATZ. FEine einfach C?-geschlossene, ebene Kurve ist genau dann kon-
vex (konkav), wenn ihre Krimmung tberall nicht-negativ (nicht-positiv) ist.

BEWwEIS. Wir betrachten den Fall einer konvexen Kurve; fiir konkave Kur-
ven verliuft der Beweis analog. Es sei v: [a, b] — R? eine Bogenlingenparame-
trisierung der gegebenen Kurve, die wir bei Bedarf periodisch auf R fortsetzen
mit Periode T'= L(vy) = b — a.

Zu ,—*“ iiberlegen wir uns, dass fiir festes ¢ die Funktion d: [a,b] — R mit
d(s) = (y(s) = (1), e2(t))
bei s = ¢ ein Minimum hat. Mit der Berechnung von d(s) im Beweis von Pro-

position folgt
d2

w(t) = 5| (3(5) =) e20)) 2 0.

s=t
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Wir beweisen ,,<—=*“ indirekt. Es gelte also x > 0, aber 7 sei nicht kon-
vex. Dann existiert ein ¢ € [a, b], so dass die obige Funktion d negative Werte
annimmt. Auf der anderen Seite nimmt sie wegen x > 0 auch positive Werte
an. Denn wir finden ein s > ¢, so dass d(s) # 0 und (ea(r), e2(t)) > 0 fir al-
le r € [t, s| wegen der Stetigkeit von ez, und da ez auf jedem Intervall konstant
ist, auf dem d identisch verschwindet. Wegen d(t) = d(t) = 0 liefert zweimaliges
Anwenden des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, dass

d(s)=d(s1) - (s—t)=d(s2) - (s1—t)-(s—t) >0

mit t < so<sy3<s,das—t>0,s1—t>0,d(s)#0 und

d(s2) = (Y(s2), e2(t)) = K(s2) (ea(s2),e2(t)) > 0.

Wir kénnen also ¢/, t” so wihlen, dass d bei ¢ das Minimum und bei ¢” das
Maximum annimmt. Es folgt

(3(t),e2(t)) = d(t') = 0= d(t") = (3(t"), ex(t)) -

Also gilt 4(t) = £%(t') = £9(¢). An mindestens zwei dieser drei Stellen ¢, ¢/, ¢t
hat also v das gleiche Frenet-Zweibein, nennen wir sie v, w mit a <v < w < b.
Es gilt

(7(v) = y(w), e2(v)) = £(d(v) — d(w)) #0.

Sei jetzt a: R — R eine Winkelfunktion fiir e; = 4 wie im Beweis des
Hopfschen Umlaufsatzes [2.38] Dann steigt o monoton, da

a(s) =k(s) >0.

Es folgt a(v) < a(w) < a(v+T). Wire a(v) = a(w), so wire alj,,,) als
monotone Funktion konstant. Es folgte 4(t) = e1(v) fiir alle t € [v, w], also

(0) = 1w, ea(o)) = [ (0. ea))dt = [ (er(v)seate)de =0,

v

im Widerspruch zum obigen. Also gilt a(v) < a(w), und aus dem gleichen
Grund auch a(w) < a(v+1T).

Da 4(v) = 4(w), folgt a(w) = a(v) 4+ 27k und a(v+T') = a(w) + 27l mit k,
I € N\ {0}, also 27ny = a(v+T') — a(v) > 47w im Widerspruch zum Hopfschen
Umlaufsatz, wonach n, = £1. Also folgt die Konvexitit von +. 0

Wir wollen jetzt die isoperimetrische Ungleichung im R? formulieren und
beweisen.

2.42. DEFINITION. Sei Q € R? ein beschriinktes Gebiet, und seien z, y die
Standardkoordinaten des R?, dann definieren wir die Fliche von Q als

mmzémw.
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2.43. PROPOSITION. Sei Q) € R? ein Gebiet, das von einer einfach geschlos-
senen gerichteten requldren Kurve mit Umlaufzahl 1 berandet wird, und sei

o= (28)

eine Parametrisierung dieser Kurve mit Periode T', dann gilt

T T T
A@) = [Cawia=— [ aouoa=; [ @00 -0 uw)a.

Wir fithren die Proposition auf den Satz von Stokes zuriick. Ein anderer
Beweis findet sich zum Beispiel im Buch [C] oder im Analysis II-Skript unter
Beispiel 6.111.

BEWEIS. Wir verwenden den Satz von Stokes. Betrachte dazu die Differen-
tialform o = x dy, dann gilt da = dx dy, also

A(Q):/Qda:/ma.

Um die rechte Seite zu berechnen, benétigen wir eine Orientierung (Richtung)
von 7, so dass Voranstellen der #ufleren Normale eine positive Basis des R?
liefert. In diesem Fall zeigt der zweite Frenet-Vektor e; ins Innere von 2, und
das entspricht gerade der Orientierung mit Umlaufzahl 1.

Nun ergibt sich das Integral als

.éga:iAT“CW”)“=iATw@nxwdp

Die zweite Integraldarstellung ergibt sich daraus durch partielle Integration, die
dritte durch Mittelung aus den ersten beiden. O

2.44. BEISPIEL. Es sei v(t) = r e eine Parametrisierung eines Kreises vom
Radius r mit Periode T = 27, und Q = r D? sei das umschlossene Gebiet. Wir
erhalten

27 27
o) = [l de= [ rde=2nr,
0 0

27 27 2 1 24
A(Q):/O a:(t)y(t)dt:/o r%os%dt:/o 7«2“%%:7”2,

Insbesondere gilt also

A®) = - ()

Wir werden bald sehen, dass diese Gleichung nur fiir Kreise richtig ist.

2.45. SATZ (Isoperimetrische Ungleichung). Sei Q € R? ein Gebiet, das von
einer einfach geschlossenen requliren C'-Kurve v berandet wird, dann gilt

A®) < - L)

und Gleichheit gilt genau dann, wenn =y einen Kreis beschreibt.
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BEWEIS. Es sei wieder v: R — R? nach Bogenléinge parametrisiert mit Ny =
1, Periode L = L(v) und

Setze 4 = maxser 2(s) = x(s4), x— = minger z(s) = z(s_) und g = %

Nach einer Verschiebung in z-Richtung gelte g = 0, und nach Umparame-
trisierung sei s = 0 und 0 < s_ < L. Setze r = x4 —xg = 29 — v—. Wir
parametrisieren den Kreis um 0 mit Radius r durch

a(t):@g;) mit () = 2(t)

r2 —x(t)?  firte|0,s_], und
und  y(t)
—\/r?2 —x(t)? firtels_, L]
Wir beobachten:
(1) die Parametrisierung « ist stetig und von der Klasse C!, eventuell mit
Ausnahme der Stellen, wo « die z-Achse trifft;

(2) die Kurve a kann vor- und zuriicklaufen;
(3) dennoch gilt

L
w12 = A(rD?) = — /O B0 gt) dt |

da die mehrfach durchlaufenen Teile der Kurve nichts zum Integral
beitragen.

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung finden wir

A(Q) + 72 = /j(x(tm(w i(1)g <>)dt /L<($(§§)a(_@’£’ii>)>dt
LG o)l

Nun ist das geometrische Mittel zweier positiver Zahlen hochstens so grofl wie
das arithmetische, und Gleichheit gilt nur bei Gleichheit der Zahlen. Es folgt

AQ) +mr? < L(y)r
2 - 2 7
woraus sich durch Quadrieren die isoperimetrische Ungleichung ergibt.

=Lr.

AQ)mr? <

Im Falle der Gleichheit folgt A(2) = w72, und daher L(~) = 27 r. AuBerdem
gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir alle ¢, und es folgt

() = 1GEl (5) =~ (7))

nach Konstruktion, insbesondere z(t) = r y(t). Wir rotieren die gesamte Situa-

tion um § und wiederholen unsere Uberlegungen. Da nach wie vor Gleichheit
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in der isoperimetrischen Ungleichung gilt, erhalten wir (nach einer weiteren

Verschiebung) analog y(t) = —r &(f) mit r = %;’) wie oben. Insbesondere folgt
YOI = () +y(1)? = r* (&) +5(1)?) =12,
und v beschreibt einen Kreis. ([l

2.4. Kurven im R3

Eine regulire Kurve v: I — R? ist genau dann eine Frenet-Kurve, wenn
sie von der Klasse C? ist und die Kriimmung k1 nirgends verschwindet, d.h.,
wenn ~ stets von + linear unabhéngig ist.

2.46. DEFINITION. Sei v: I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte
reguliire C2-Kurve, dann heifit x = ||¥]| : I — (0, 00) die Kriimmung von .

Sei v: I — R? eine Frenet-Kurve, dann heiit 7 = xg: I — R die Windung
(Torsion) von +.

2.47. BEMERKUNG. Man beachte, dass die Kriimmung nun stets positiv
gemessen wird. Sei etwa v: I — R? C R?, und sei ke die Kriimmung von + als
Kurve im R”, dann gilt

KRR3 = ’KJ]R2| .

Falls ~ eine nach Bogenlénge parametrisierte Frenet-Kurve mit begleiten-
dem Dreibein (ej,eg,e3) ist, gilt 4 = é1 = K1 - ez, also stimmen k und K
fiir Frenet-Kurven iiberein. Der folgenden Satz gilt aber bereits fiir regulére
C%-Kurven.

2.48. Satz (Fenchel). Sein > 3, und sei v: [a,b] — R™ eine geschlossene,
nach Bogenlinge parametrisierte C*-Kurve der Periode T, dann gilt

b
/ k(s)ds > 2m ,

und Gleichheit gilt genau dann, wenn v in einem zweidimensionalen Unterraum
verlduft und dort konvex ist.

BeweEls. Wir behandeln hier zunédchst den Fall von Raumkurven, also n =
3. Der folgende Beweis lésst sich mit geringen Modifikationen auf den allgemei-
nen Fall iibertragen.

Da ~ nach Bogenlinge parametrisiert ist, gilt [|¥]] = 1, und wir erhalten
eine geschlossene Kurve +: [a,b] — S? C R3. Es folgt

/w |ds—/ n(s) ds

Zu zeigen ist also, dass L(¥) > 27, und dass Gleichheit nur gilt, wenn -y in einer
Ebene verlduft und konvex ist. Man beachte aber, dass 4 im allgemeinen nicht
reguldr und schon gar nicht nach Bogenldnge parametrisiert ist.



52 2. KURVEN

Als niichstes sei v € S? ein Einheitsvektor, dann folgt

b
/ (v,4(5)) ds = (v, )2 = 0.

Folglich schneidet 4 den GroBkreis v N S2. Falls 4 ganz in einer Hemisphiire
verlduft, falls also (v,7) das Vorzeichen nicht wechselt, verldauft 4 bereits ganz
auf diesem Groflkreis. In diesem Fall liegt das Bild von ~ in dem affinen Unter-
raum v(0) + v+ C R3.

Wir bezeichnen den spérischen Abstand aus Definition [1.20| mit d, also
d(p, q) = arccos(p, q) fiir alle p, ¢ € S2 .
Es folgt
d(7(5), () < L(l1s)

fiir alle s < ¢, und Gleichheit gilt nur, wenn  einen Grofikreisbogen der Lénge <
m parametrisiert (Ubung).

Betrachte jetzt zwei Punkte p = 4(a) und ¢ = 4(t) mit a < t < b, so dass

: . ..
L(¥lia) = L) = 5 L(3) -
Falls p = —q gilt, folgt

L(%) = L(Hlja.g) + L(Hlie) > 2d(p, q) = 2 .
Falls Gleichheit gilt, besteht 4 aus zwei Groffkreisbogen. Diese miissen einander
gegeniiberliegen, weil es ansonsten einen Vektor v € S2 mit (v,4) > 0, aber nicht
iiberall (v,4) = 0 giibe. Also verlduft 4 in einer Ebene E C R3, und somit v in
der affinen Ebene 7(0) + E C R3. Da sich 4 auf dem Grofkreis F N S? nicht
vor und zuriick bewegen kann, hat s keinen Vorzeichenwechsel. Man kann sogar
zeigen, dass 7 einfach geschlossen ist, also ist v nach Satz konvex.

Es gelte also p # —q. In diesem Fall setze
_ pHgq
vV = )
Ip + 4
dann liegen p und ¢ auf der gleichen Seite des Grofikreises K = v+ N S? und
sind gleich weit von ihm entfernt. Das ,Spiegelbild“ von ¢ an K ist dann

der Punkt —p. Nach obiger Beobachtung trifft 4 den Grofkreis K in einem
Punkt r = 4(u), und es folgt

d(p,?”) + d(Qa T) = d(p,?") + d(—p,?“) =T.

Wir nehmen an, dass 0 < u < t, der andere Fall geht entsprechend, und schlie-
Ben

S LG = LGlow) + LGlg) = dor) +dlgr) =7 (23)

Nun zur Gleichheitsdiskussion (Beachte Fehler in [K]). Da fiir jeden Punkt
auf K die Ungleichung gilt, sieht man leicht, dass 4 ganz in einer He-
misphére von K verlaufen muss, wenn %L("y) = 7 gilt, aber im Widerpsruch
zu obiger Beobachtung liegen die Punkte p, ¢ nicht auf K, im Fall p # —q kann

also keine Gleichheit auftreten.
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Nun zu n > 4. Der obige Beweis ldsst sich auf diesen Fall iibertragen, dabei
wird aus dem Groflkreis K allerdings eine (n — 2)-dimensionale ,, Hypersphére®.
Bei der Gleichheitsdiskussion muss man jetzt allerdings alle Hypersphéren mit
den dazugehorigen Hemisphéren zu Hilfe nehmen, die einen der beiden Grof-
kreisbogen enthalten, um zu sehen, dass  in einer Ebene verlauft. O

2.49. BEMERKUNG. Wenn die Kurve 7 einen echten Knoten im R? be-
schreibt, d.h., wenn man v zusammen mit dem umgebenden Raum nicht in
einen Kreis deformieren kann, gilt sogar

T
/ k(s)ds > 4 .
0
Ein Beweis dazu findet sich im Buch [B].






KAPITEL 3

Die duflere Geometrie der Fliachen

In diesem Kapitel betrachten wir Flachenstiicke im Raum, also zweidimen-
sionale Objekte in einem umgebenden R3. Alle geometrischen Gréfien in die-
sem Kapitel werden mit Hilfe des umgebenden Raumes definieren, daher die
Bezeichnung ,,duflere Geometrie“. Im Gegensatz dazu betrachten wir im letz-
ten Kapitel Flidchen als selbstdndige zweidimensionale Objekte, und zeigen, wie
sich manche der geometrischen Konzepte, die wir in diesem Kapitel entwickeln,
einzig aus dem Begriff einer ,,Metrik“ auf der Fldche selbst ableiten lassen.

3.1. Parametrisierte Flichenstiicke

Wir haben uns in Abschnitt an Untermannigfaltigkeiten erinnert und
in Satz [2.19) gesehen, dass regulire Kurven im R" lokal gerade eindimensionale
Untermannigfaltigkeiten des R™ sind. Wir wollen spéter Fliachen als zweidimen-
sionale Untermannigfaltigkeiten des R? auffassen. Fiir den Anfang ist es jedoch
einfacher, sich Flichen wie Kurven als Bilder von Parametrisierungen vorzu-
stellen. Das gibt uns auflerdem die Moglichkeit, Flachen mit Selbstschnitten zu
definieren.

Zur Motivation erinnern wir uns an den Begriff einer Untermannigfaltigkeit.

3.1. DEFINITION. Sei k € Ny U {o0}, m < n € Ny. Eine m-dimensionale
(Ck-) Untermannigfaltigkeit des R™ ist eine Teilmenge M C R", so dass zu
jedem p € M eine Umgebung U® C R™ von p, eine offene Menge V® C R™ und
ein glatter (bzw. C¥)-Diffeomorphismus ®: U® — V'® mit

MNU® =2 H(R™ x {0})

existiert. Die Abbildung ® heifit auch Untermannigfaltigkeitskarte von M um p,
und ihre Einschrénkung

©=®|gony: UP=UNM = VEN(R™ x {0}) =V?¥
heifit Karte von M um p.

Es hilft, sich diese Definitionen mit Bildern oder kommutativen Diagram-
men zu veranschaulichen, also

M D Ur=0U2nM c U® c R
% l‘b
R™ > Ve=V*NnR™x{0}) ¢ V® c R".

55
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3.2. BEISPIEL. (1) Offene Teilmengen des R™ sind n-dimensionale Un-
termannigfaltigkeiten des R™.
(2) Affine m-dimensionale Unterrdume wie zum Beispiel R™ x {0} sind
m-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™.
(3) Sei U C R? offen und f: U — R eine Funktion, dann ist der Graph

f(;;,y) @) =

genau dann eine C*-Untermannigfaltigkeit, wenn f von der Klasse C*

ist (Ubung).
{x { T3 = \/x%—i-a:%}

(4) Der Kegel
ist keine C'-Untermannigfaltigkeit, da die Funktion (z,y) — /2% + 23
bei 0 nicht differenzierbar ist.

Flichen im R? lassen sich oft als Urbilder regulérer Werte von differenzier-
baren Funktionen darstellen.

3.3. SATZ (vom reguldren Wert). Sei U C R? offen, h: U — R eine C*-
Funktion mit k > 1, und sei a € R regulidrer Wert von h, d.h., es gilt dh(x) # 0
fiir alle x € h=Y(a), dann ist h='(a) eine C*-Fliche im R3.

BEWEIS. Das ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Umkehrsatz aus
der Analysis. Sei nimlich p € M = h~'(a) C U, dann ist eine Komponente
von dh(p) ungleich 0, 0.B.d.A. die dritte. Wir erweitern h zu einer Funkti-
on H: U — R? durch

I
H(a:) = T2
h(z) —a
Dann existiert eine Umgebung W C U von p, so dass H: W — H(W) ein C*-
Diffeomorphismus wird. Da H(x) € R? x 0 genau dann, wenn h(z) = a, ist H
eine Untermannigfaltigkeitskarte. g

Wir erinnern uns an den Begriff einer Immersion: sei U C R™ offen,
dann heifit eine Abbildung f: U — R"™ Immersion, wenn das Differenti-
al df, € Hom(R™, R") = M, ,,(R) fiir alle p € U injektiv ist. Beispielsweise
ist eine parametrisierte Kurve genau dann eine Immersion, wenn sie regulér ist.

3.4. DEFINITION. Sei M C R"™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Sei W C R™ offen, dann heifit eine Immersion f: W — M eine Parametrisie-
rung von M.

Allgemeiner sei W C R™ offen und f € C¥(W;R") eine Immersion, dann
nennen wir im f eine immersierte m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit
des R". Ein parametrisiertes C*-Flichenstiick im Raum ist eine immersierte
zweidimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R3.
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3.5. BEMERKUNG. (1) Sei ¢: U¥ — V¥ eine Untermannigfaltigkeits-

(2)

karte von M, dann ist die Umkehrabbildung f = ¢~!: V¥ — U¥ eine
Parametrisierung von M.

Sei jetzt umgekehrt W € R™ offen und f: W — R™ eine C*-Immersion
mit k > 1. Sei yg € W. Nach dem Basisergéinzungssatz finden sich n—m
Basisvektoren €;,,,,, ..., €j, mit 1 < g, 11 <+ < jp < n, so dass

(dfyo(e1), - dfyo(€m)s €jpnrss- - -2 €jy)
eine Basis des R™ bilden. Wir erweitern f zu einer Abbildung F': W x
R"™™ — R" mit

F(yi,--syn) = fWi, - Um) + Yms1€jony + - + Yntjy, -

An der Stelle yg ist die Ableitung dF{,, ¢y invertierbar. Nach dem Satz
iiber die lokale Umkehrbarkeit existiert eine Umgebung U von f(yo) =
F(y0,0) und eine Abbildung ®: U — V C W x R* ™, die zu F|y
invers ist. Also ist ® eine Untermannigfaltigkeitskarte zum Bild
von flynmmx{o})- Somit parametrisiert jede Immersion lokal eine Un-
termannigfaltigkeit.

Sei ¥: UY — V¥ Untermannigfaltigkeitskarte einer Untermannigfal-
tigkeit M, und sei f: W — U¥ = UY N M eine Parametrisierung. Wir
konstruieren eine Untermannigfaltigkeitskarte ®: U® — V'® mit

o=l =f LU =U"M W

wie in (2)). Dann ist Wo®~!: V¥ — W(U?) ein Diffeomorphismus, also
auch

V=1vof: W —=pU?) CcUY.
Sei g = ¢! die Parametrisierung zu 1, dann folgt f = g o 9, somit
ist ¥ eine Umparametrisierung analog zur Definition fiir Kurven.
Fiir die Karten gilt analog ¢|ye = ¥ o .

v cC

s el

ve U, yu,

Genauso existiert zu zwei Parametrisierungen f, g eine solche Umpa-
rametrisierung, falls f und g (gegebenenfalls nach Einschriankung auf
kleine offene Teilmengen ihrer Definitionsbereiche) die gleiche Unter-
mannigfaltigkeit parametrisieren.

Im allgemeinen ist eine parametrisierte Untermannigfaltigkeit keine
Untermannigfaltigkeit. Als Beispiel betrachte die Immersion v: R —

R2 mit
2cost
() = (sin2t> )

Sie beschreibt eine liegende Acht und hat Periode 27. Sowohl § als

auch —5 werden auf den Nullpunkt abgebildet, aber mit linear un-

abhingigen Geschwindigkeitsvektoren "y(:l:%). Daher kann im~ kei-
ne eindimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R? sein.
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Aber nach haben sowohl 7 als auch —5 Umgebungen, deren Bilder
unter v Untermannigfaltigkeiten sind.

Wir interessieren uns ab sofort nur noch fiir parametrisierte Fldchenstiicke
: 3
im R”.

3.6. BEISPIEL. (1) In Abschnitt haben wir uns bereits eingehend
mit der Geometrie der Sphére auseinandergesetzt. Da
S2=hn7Y1),  wobei  h(z)=|z|?

glatt ist und 1 als reguliren Wert besitzt, ist S? eine Fliche.
Wir kénnen S?\ {e3, —e3} durch ,,Kugelkoordinaten® wie folgt pa-

rametrisieren:
cOS ¢ coS Y
fiRx (—g, g) mit f (i) = | siny cosvy
sin vy

Diese Parametrisierung ist in ¢ periodisch mit minimaler Periode 27.
Die Einschrankung f ‘(—W,pi)X(—gé) parametrisiert S? injektiv bis auf
Nord- und Siidpol £eg und einen Meridian.

(2) Seien 0 < r < R gegeben, dann betrachten wir die Funktion

heR3\ ({(0,0)} xR) 5 R mit  h(z) = (\/x% +ad— 3)2 + a2

und definieren den Rotationstorus mit Radien r, R durch
T,%R = h’l(r2) .

Also besteht TT% r genau aus denjenigen Punkten, die Abstand r zum
Kreis mit Radius R in der z-y-Ebene haben.

Ein Rotationstorus ensteht auch dadurch, dass ein Kreis mit Ra-
dius 7 um den Punkt (R,0) in der z-z-Ebene um die z-Achse rotiert.
Das liefert eine Parametrisierung f: R? — R? mit

(R+r cost) cosp
f (¢> = | (R+ 7 cos?) sing
¥ r siny
Diese Parametrisierung ist in ¢ und v periodisch mit minimaler Peri-
ode 2. Also ist TZR = f([~m,7]?), und fl(==x)2 parametrisiert TTQ’R
injektiv bis auf die Vereinigung zweier Kreise.

3.2. Tangentialvektoren und Erste Fundamentalform

In diesem Abschnitt wollen wir Lingen, Winkel und Fldcheninhalte auf
Flachen definieren. Dazu bendtigen wir den Begriff des Tangentialvektors und
die erste Fundamentalform.

Ein Tangentialvektor an eine Fliche M im R3 in einem Punkt p € M
ist ein Vektor im R?, der im Punkt p salopp gesagt eine Richtung entlang M
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beschreibt. Fiir das Differential einer differenzierbaren Abbildung F': R™ — R™
an der Stelle p € R* schreiben wir

dF, € Hom(R",R™) = M, »,(R) .

3.7. DEFINITION. Sei M C R™ eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltig-
keit mit & > 1, sei p € M, und sei ®: U® — V?® eine Untermannigfaltigkeits-
karte von M um p. Der Tangentialraum T,M an M im Punkt p ist definiert
als

T,M = (d®,) "' (R™ x {0}) = { v € R" | d®,(v) € R™ x {0} } .
Elemente von T, M heiflen Tangentialvektoren an M im Punkt p.
Sei v € T, M und ® wie oben, dann heift
v¥ = d®,(v) € R™
die Darstellung von v in der Karte ¢ = ®|yeqy;-

Das Tangentialbiindel an M ist definiert als

T™ = | T,M={(p,v) |[pe MiveT,M } .
peEM
3.8. BEISPIEL. Wir betrachten als einfachsten und zugleich sehr wichtigen
Spezialfall M = R™ als Untermannigfaltigkeit des R™. Als Karte wihlen wir die
Identitét. Fiir alle p € M folgt wegen did,, = id, dass
T,R"={veR" ‘ didy(v) e R" } =R".

3.9. BEMERKUNG. (1) Da d®,, ein linearer Isomorphismus ist, ist der
Tangentialraum T,M = (d®,) 1(R™ x {0}) ein m-dimensionaler Un-
tervektorraum des R™. Wir werden T, M jedoch oft als affinen Unter-
raum durch p zeichnen. AuBerdem ist die Abbildung dy, mit v — v¥
offensichtlich ein linearer Isomorphismus.

(2) Sei U eine weitere Untermannigfaltigkeitskarte von M um p, dann
existiert ein Diffeomorphismus
O=vod L oU*NUY) - v U*NUY),
der p(U? NUY) diffeomorph auf ¢»(U¥ N UY) abbildet. Also gilt
(dP,) " (R™ x {0}) = (d(© 0 @),) " (R™ x {0})
= ((dP,) " o (dOg(p)) ") (R™ x {0})
= (d¥,) " (R™ x {0})
und die Wahl der Untermannigfaltigkeitskarte in Definition [3.7] spielt
keine Rolle.

(3) Da Untermannigfaltigkeitskarten Diffeomorphismen sind, kénnen wir
Vektoren auch durch Parametrisierungen darstellen: es gilt

I,M = d(@_l)@(p) (R™ x {0}) = d(gp_l)@(p) (R™) = dfgo(p) (R™) CR™,
wobei wir f = ¢! setzen wie in Bemerkung . Dabei gilt offenbar
v = df¢(p) (UW) .
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Wir kénnen durch diese Formel also auch Tangentialvektoren an para-
metrisierte Flichenstiicke definieren, denn nach Bemerkung ist
jede Parametrisierung lokal von diesem Typ. Die speziellen Vektoren

of | . (1 of | . (0
mdfgC(O) und a@mdf””(1) € TywM

Oy

heiflen die Koordinatenvektoren von f am Punkt f(z).

(4) Wir kénnen Tangentialvektoren als Richtungsableitungen auffassen.
Sei dazu v € T,M C R™ und h: R"” — R differenzierbar, dann setzen
definieren wir

v(h) = dhy(v) = Oyh(p)
als Richtungsableitung von h in Richtung v € T, M an der Stelle p €
M . Die Notation ist so zu verstehen, dass wir fiir einen Vektor in 7, M
automatisch an der Stelle p ableiten.
Aus der Kettenregel folgt, dass wir nur h|y; zu kennen brauchen,
denn fiir eine Parametrisierung f = ¢! gilt

v(h) = dhy(v) = d(ho qu)@(p)( d®,(v) ) = d(ho f)ue) (v?) |
€R™ x{0}

und A o f héngt nur von h|ys ab.

M > Ue MR

saﬂf
Ve
Die Richtungsableitung erfiillt eine Produktregel

d(hk)p(v) = dhp(v) - k(p) + h(p) - dkp(v) -

(5) Wir erhalten Tangentialvektoren auch als Geschwindigkeitsvektoren
von Kurven, die auf M verlaufen. Sei etwa v: I — M C R” eine
Kurve und ®: U® — V® eine Untermannigfaltigkeitskarte mit ¢ € I
und p = y(t) € U¥ = U® N M. Nach Einschriinken von v gelte im~y C
U%, und wir setzen

’y‘P:gpo’y:I—>V‘p.
Aus der Kettenregel folgt

az, (1) = W20 —se(0) e m x o)

also ¥(t) € T,M.

Um Léngen, Winkel und Flicheninhalte zu messen, werden wir jetzt auf
jedem Tangentialraum eine Metrik einfithren. Alle geometrischen Groflen, die
nur in Termen der Metrik definiert werden konnen, heiflen ,, Gréf8en der inneren
Geometrie.“ Wir werden uns im néchsten Kapitel ndher mit ihnen auseinan-
dersetzen.
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3.10. DEFINITION. Sei M C R™ eine C*-Untermannigfaltigkeit mit k& >

1, und sei p € M. Die erste Fundamentalform g, ist die Einschrinkung des
euklidischen Standard-Skalarproduktes des R™ auf T, M C R". Sei f: V — M
eine Parametrisierung und = € V mit f(z) = p, dann heif3t

9t = (F"9)e = gp(dfa (), dfa(+)) = (dfu(-), dfu( )
die Darstellung von g beziiglich der Parametrisierung f. Ist f = ¢! fiir eine
Karte ¢, dann schreiben wir auch gf anstelle von ggJZ .

Seien v, w € T, M, dann heifit

[oll, = /gp(v,v)
die Linge von v, und falls v, w # 0, heifit
gp(v, w)
[oll, [lwll,
der Winkel zwischen v und w. Fiir v, w € R™ schreiben wir
lolll = lo]Z = ldfz ()1,
und (v, w) = <@ (v, w) = <p(dfs(v), dfe(w)) .

<p(v, w) = arccos

In der Literatur wird auch manchmal I fiir die erste Fundamentalform ge-
schrieben. Da wir sowohl mit Karten als auch mit Parametrisierungen arbeiten
werden, haben wir hier je zwei Bezeichnungen (z.B. ggJ: und g7) eingefiihrt. Be-
achte, dass g, fiir x € R™ das Euklidische Standard-Skalarprodukt bezeichnet,
wahrend gg oben definiert wurde; im allgemeinen stimmen also die Euklidischen

GroBen auf R? nicht mit den von f induzierten iiberein:
d#g, 1A e )#Fwt).
Falls doch <t} (-, ) = <tu(-, - ) gilt, heift f winkeltreu oder winkelerhaltend.

3.11. BEMERKUNG. (1) Sei M C R™ Untermannigfaltigkeit mit Para-
metrisierung f: V — U und f(x) = p. In Matrixschreibweise gilt dann

gt (v, w) = (dfa(v), dfs (w)) = v" dfy, - dfyw
fiir alle v, w € R™, insbesondere folgt

of | of

f— art ar.. = I
Wenn f eine C*-Abbildung ist, sind % € C*1(V;R"), und wir erhal-
ten eine C*~1-Abbildung ¢/ von V¥ in den Vektorraum der symmetri-
schen m x m-Matrizen.

(2) Seien 1, w2 zwei Karten von M um p, und seien f1, fo die zugehorigen

Parametrisierungen mit p = f1(x) = f2(y) und sei ¥ eine Umparame-
trisierung mit f; = fo o 4. Aus folgt leicht, dass

t
gt = dfill, ) il ) = (dfely d0)” dfoly 0y = dV%, gl dV, -
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(3) Sei v: [a,b] — M eine parametrisierte Kurve auf einer Untermannig-
faltigkeit. Falls es eine Parametrisierung f und eine parametrisierte
Kurve v/: (a,b) — R™ mit v = f o~/ gibt, gilt

b b
L) = [ Wit de= [ 137 @1yt

3.12. BrISPIEL. Es mogen p, ¢, 7 € S? C R3 nicht auf einem Grofkreis
liegen, und es seien a, b, ¢ die Seitenléingen und «, 3, v die Winkel im sphérischen
Dreieck qur:. Die Seiten g7, pr werden laut Proposition [L.17]— und zwar nach
Bogenlinge (Ubung) — parametrisiert durch

sint sin(a — t) sint sin(b —t)

o(t) = q-+ r und P(t) =

" " = - D "
sina sina sinb sin b

Aus den Ubungen wissen wir, dass a = L(p) = arccos{q,r) und b = L(1)) =
arccos(p, ).

Um den Winkel ~ bei r zu berechnen, betrachten wir die Einheitsvektoren

1 cosa . 1 cosb

4,0(0) - sin a - sin a " und d)(O) - Sinbp

T.52 .

sinb "
Aus (q,7) = cosa, (p,r) = cosb, (p,q) = cosc und [|p|* = [|g]|* = [|Ir|* = 1
folgt

COS C — COS a cos b

v = <,((0),4(0)) = arccos(p(0), 1(0)) = arccos

genau wie in Definition und im Seitencosinussatz (D). Somit sind
unsere Uberlegungen aus Abschnitt mit den hiesigen vertréglich.

sin a sin b

Wir kommen nun wieder zuriick zu Fléchen. Falls wir das Lebesgue-Integral
kennen, kéonnen wir damit arbeiten; falls nicht, benutzen wir ersatzweise fol-
gende Konstruktion. Um eine nichtnegative Funktion iiber R? zu integrieren,
schreiben wir

/ h(zxy,z2) dxy dzy :/ / h(zy,x9) dxy dxy .
R2 —00 J—00

: R—[0,00]

Dabei kénnen wir auf der rechten Seite das uneigentliche Riemann- oder Regel-
Integral in jeder Komponente benutzen. Sollte ein kompaktes Intervall unend-
lich viele Punkte z1 enthalten, an denen das innere Integral nicht definiert ist,
so kénnen wir auch das Gesamtintegral nicht definieren. Im folgenden soll eine
Funktion h ,integrierbar® heifien, wenn sie sich als Differenz h™ — h™ nichtne-
gativer Funktionen mit endlichem Integral schreiben lésst.

Sei jetzt V' C R? eine Teilmenge, dann definiere eine Funktion 1y durch

1y(x) =
viz) 0 sonst.

{1 falls x € V, und
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Wir nennen eine Funktion iiber V integrierbar, falls das Integral

/ f(:L’l,JIQ) da:1 dxg :/ (1V ‘f)(flfl,(lfg) da:l dxz
\% R2

existiert. Falls wir das Lebesgue-Integral kennen, so sehen wir, dass der obige
Ausdruck mit dem Lebesgue-Integral {ibereinstimmt, sofern er definiert ist.

3.13. DEFINITION. Sei M C R3 eine Fliche, sei f: V — M eine injektive
Parametrisierung, und sei h: M — R eine Funktion. Falls ho f: V¥ — R
integrierbar ist, definieren wir das (Flichen-) Integral von h iiber im f als

/imfhdA:/V(hof)dAf:/Vh(f(x))Md:pld@.

Dabei heift dAf = \/det(gg{)dwl dxo das Flichenelement der Parametrisie-
rung f.

Wir definieren den Fldcheninhalt einer Teilmenge U C im f als

A(U):/dA:/ dAS .
U 1)

Analog wiirden wir auch Integrale iiber hoherdimensionale Untermannigfal-
tigkeiten und deren Volumeninhalte definieren. Fiir das Beispiel R? x {0} C R3
mit idg2 als Karte erhalten wir das gewOhnliche zweidimensionale Integral

zuriick. Im allgemeinen beschreibt der Faktor \/det(gu{ ) gerade das Volumen

eines Parallelogrammes mit den Seiten dfx((l)) und dfx((l)); dieser Faktor ist
notig, um die Volumenverzerrung der Parametrisierung f auszugleichen.

3.14. BEMERKUNG. Viele klassische Integralséitze lassen sich unmittelbar
auf das obige Flichenintegral iibertragen. Beispielsweise ist das Integral offenbar
R-linear und monoton im Integranden h. Zur Berechnung des Integrals iiber V¥
diirfen wir den Satz von Fubini verwenden, und es gilt der Satz von Lebesque
iiber dominierte Konvergenz etc.

Im n#chsten Schritt wollen wir das Integral {iber ganz M definieren. Da-
zu ist zunéchst zu zeigen, dass die obige Definition nicht von der Wahl der
Karte abhéngt. Dazu benutzen wir die Integral-Transformationsformel aus der
Analysis.

3.15. PROPOSITION. Seien @1, @2 zwei Karten von M und h: M — R eine
Funktion mit h|yp\(einuezy = 0, dann gilt

hdA = hdA .
U1 Uv2

BEWEIS. Nach Verkleinern gelte 0.B.d.A. U¥* = U¥2; dieses Verkleinern
dandert nach Voraussetzung nichts am Flédchenintegral. Dann ist der Karten-
wechsel g0t V¥ — V¥2 ein Diffeomorphismus. Nach Bemerkung m (2)

gilt fiir z = ¢1(p), y = p2(p), dass
det(gf") = det(d(p2 0 07 1)) det(gJ?) .
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Aus der Integraltransformationsformel folgt jetzt

| paa= [ mogymdetlaf) dys e
2 2

= [ (o) (2o )@) det(dlieo o))

f2
\/ At g0y ) F01 422

:/m(hogol—l)(x)\/det(ggjl)dxldxg:/ hdA . O

U¥1

3.16. DEFINITION. Sei M C R? eine Fliche. Eine Funktion h: M — R
heifit integrierbar, wenn es Karten ¢1, ..., ¢ von M und Funktionen hq, ...,
hi auf M mit h = h; + - -+ + hy, gibt, so dass fiir alle ¢ die Funktion h; aufler-
halb U%¢ verschwindet und h; o f; integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir
das (Flichen-) Integral von h iiber M als

k
hdA = / hidA .
Jra=2

Falls die konstante Funktion 1 auf M integrierbar ist, definieren wir den
Flicheninhalt

AM) = /M dA

ansonsten setzen wir A(M) = oc.

3.17. BEMERKUNG. (1) Man kann zeigen, dass jede Fliche durch

hochstens drei (nicht unbedingt zusammenhéngende) Karten ¢, v, p
iiberdeckt werden kann. Dann zerlegt man beispielsweise

h = hlye + hlge\ye + blye\weuve) »

um die Integration durchzufiihren.

Falls M \ U¥ als eine endliche Vereinigung von Punkten und diffe-
renzierbaren Kurven geschrieben werden kann, verschwinden die Inte-
grale iiber die letzten beiden Funktionen, und wir erhalten

/ hdA = hdA .
M Uv

Ein Beispiel dafiir sind Kugelkoordinaten auf der Sphére; hier be-
steht S2\ U¥ genau aus Nord- und Siidpol und einem Meridian.

Mit anderen Worten reicht uns zum Integrieren eine injektive Para-

metrisierung, die alle Punkte von M bis auf eine endliche Vereinigung
von Punkten und differenzierbaren Kurven trifft. Wir kénnen also auch
iiber parametrisierte Flachenstiicke integrieren.
Wir zeigen, dass das Integral nicht von der Wahl der Karten und von
der obigen Zerlegung abhingt. Zunéichst kénnen wir die zwei endli-
chen Mengen von Karten vereinigen und brauchen nur verschiedene
Zerlegungen zu einer festen Auswahl von Karten zu betrachten.
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Sei also h = hy + - -+ + hy eine solche Zerlegung. Nach Propositi-
on [3.15] diirfen wir dhnlich wie in (1) vorgehen:

/ hdd = Z/U% UV’lumuU*’l‘fl)hdA
= ZZ/ h; dA

i 1] 1/ (UPiNU#I)\(UPLU--UU¥i-1)

—Z hjdA,

dabei haben wir ausgenutzt, dass wir das Integral von h; iiber (U% N
U¥%)\ (U#rU---uU%~1) sowohl mit Hilfe der Karte ¢; als auch mit ¢,
ausrechnen koénnen. Es folgt die Unabhéngigkeit von der Zerlegung.
(3) Mit etwas Miihe kann man in obiger Definition abzihlbare Summen
zulassen, aber dazu miissen wir wieder h; als Differenz h; = hj —h;
positiver Funktionen schreiben, und verlangen, dass beide Summen

;/U%hzd und ;U%hld

einzeln konvergieren.

3.18. BEISPIEL. Wir betrachten den Mantel M eines Kegels der Hohe h iiber
einem Kreis vom Radius r, allerdings ohne Kegelspitze; siche Beispiel .
Eine Parametrisierung dieser Fléche ist

T cost
f:(0,1) xR —=R3 mit f(s,t) =s [ rsint
h

Wir schrinken f ein auf V' = (0,1) x (0,27), dann ist das Bild U C M der
Kegelmantel bis auf eine Strecke.

Es gilt
r cost —rssint
df(spy = | rsint  rscost |,
h 0

2 2
o (" +h 0
Ity = dffs,t) df s,y = < 0 r252> )

dAS = \/det(g{si)) dsdt =rs/r2+ h2dsdt .

Nach Bemerkung (1) folgt

A(M):/Md,A:/UdA:/VdAf

2 1
=/ /Tsmdsdt:wr\/m,
o Jo
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3.3. Normalenfelder und Kriimmungen

Wir definieren jetzt Normalenfelder an Flichen. Indem wir die zweiten Ab-
leitungen einer Parametrisierung betrachten, erhalten wir einen Begriff fiir die
L,2Krimmung“ der Fliche im umgebenden Raum. Diese Kriimmung ist eine
,GroBe der duBeren Geometrie, da sie von der Einbettung der Fliche in den R3
abhingt. Wir werden spéter sehen, dass gewisse Kriimmungsgroflen aber auch
aus der inneren Geometrie der Flédche berechnet werden kénnen.

3.19. DEFINITION. Sei M C R" eine m-dimensionale differenzierbare Un-
termannigfaltigkeit. Das orthogonale Komplement

NyM = {v e R?| (v,w) = 0 fiir alle w € T,M}

zu T, M in R™ heifit Normalraum zu M am Punkt p, und das Normalenbiindel
ist definiert als

NM =) N,M={(pv)|pe MveN,M}.
peEM
Elemente von N, M heiflen Normalenvektoren im Punkt p.

Es sei M C R? eine Fliche, dann ist Ty C R3 fiir alle p € M ein zwei-
dimensionaler Unterraum. Also ist das orthogonale Komplement N,M stets
eindimensional. Insbesondere gibt es fiir jeden Punkt p € M nur zwei Vekto-
ren v € N,M der Lénge ||v|| = 1.

3.20. DEFINITION. Sei M C R” eine m-dimensionale differenzierbare Unter-
mannigfaltigkeit. Ein C*- Vektorfeld lings M ist eine Abbildung X : M — R", so
dass X o f € C*(V,R™) fiir alle Parametrisierungen f: V — M von M. Ein Vek-
torfeld X langs M heilt tangential an M, wenn X, € T,M, und Normalenfeld,
wenn X, € N,M fiir alle p € M. Ein Vektor- (Normalen-) feld von konstanter
euklidischer Norm 1 heifit Finheitsvektorfeld (bzw. Einheitsnormalenfeld).

Sei f: V — U C M eine Parametrisierung, dann ist ein Vektorfeld lings f
eine Abbildung X: V — R3. Ein Vektorfeld X lings f heiBt tangential (bzw.
normal), wenn X (v) € Ty M (bzw. X (x) € Ny, M) fiir alle z € V.

Wir erinnern uns an das Kreuzprodukt auf dem R®. Es ist definiert durch

X1 1 €T2Y3 — T3Y2
o | X Y2 ) = | T3Y1 — 21Y3
€T3 Y3 T1Y2 — T2Y1

und wird eindeutig charakterisiert durch die Eigenschaft

(2% y,2) = {2,y x 2) = det(aly]2)
fiir alle z, y, 2 € R3, wobei (z|y|z) hier fiir die Matrix mit den Spalten x, y
und z steht.

Wir erinnern uns auch an den Begriff einer Orientierung auf einem 7-
dimensionalen reellen Vektorraum X. Zwei Basen von X heiflen gleich orien-
tiert, wenn die Basiswechselmatrix positive Determinante hat. Eine Orientie-
rung von X ist eine Teilmenge o C X" der Menge aller Basen von X, so dass
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von je zwei verschieden orientierten Basen von X genau eine in o liegt. Dann
tragt jeder endlich-dimensionale reelle Vektorraum genau zwei Orientierungen.

3.21. BEMERKUNG. Die Wahl einer Orientierung und die Wahl eines Ein-
heitsnormalenvektors hingen miteinander zusammen.

(1) Jeder Normalenvektor v € N, M legt eine Orientierung
o={(v1,v2) € (T, M)? | det(vi]va|v) >0}

auf T, M so fest, dass eine Basis (v1,v2) von T,M genau dann positiv
orientiert ist, wenn die Basis (v1, v2, ) des R? positiv orientiert ist. Den
zwei Einheitsnormalenvektoren v € N,M mit ||v|| = 1 entsprechen
genau die zwei moglichen Orientierungen von T, M.

(2) Sei umgekehrt eine Orientierung auf T, M gegeben, und sei eine positiv
orientierte Basis (v, v2) von T, M, dann erhalten wir den zugehérigen
Einheitsnormalenvektor aus als

V1 X Vg

v=——""-—¢&NM
lor v~

denn es gilt
det(vi|va|v) = (v1 X vo,v) = [ X V2] > 0.

(3) Sei f: V. — M eine Parametrisierung, dann sind die Koordinatenfelder

of 1 of 0
P df. (0) und o df. <1>

tangentiale Vektorfelder ldngs f, die fiir alle z € V' linear unabhéngig
im R3 sind, da f eine Immersion ist. Folglich ist

of o
vl =Gty R?
H@xl B.Z’QH

ein Einheitsnormalenfeld lings f; beachte, dass || - || hier die Euklidi-
sche Norm des R? bezeichnet. Wenn f eine C*-Parametrisierung ist,
dann ist das Einheitsnormalenfeld v/ also von der Klasse C*~1.

(4) Sei '/ ein weiteres Einheitsnormalenfeld lings f, dann existiert eine
stetige Funktion e: U — {1, —1} mit v'/ = ¢ - v/, insbesondere ist ¢
lokal konstant. Wenn U zusammenhéngend ist, gibt es also nur zwei
Einheitsnormalenfelder v und —v7 lings f.

Wir benutzen die obige Bemerkung, um eine einfache Definition des Ori-
entierungsbegriffs fiir Flichen zu geben. In der inneren Geometrie wiirden wir
statt dessen fiir jeden Punkt p eine Orientierung von 7,M so festlegen, dass
diese Orientierungen fiir nah benachbarte Punkte ,,zusammenpassen®.

Wir fassen alle Einheitsvektoren als Elemente der S? auf, dann wird aus
einem Einheitsnormalenfeld v eine Abbildung v: M — S? C R3.
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3.22. DEFINITION. Eine orientierte Fliche (M, v) ist ein Fiche M C R? mit
einem Einheitsnormalenfeld v: M — R3. Die Abbildung v: M — S? heifit auch
die Gaufl-Abbildung der orientierten Fliache. Eine Parametrisierung einer orien-
tierten Fliche (M, v) heift positiv orientiert, wenn vf = v o f. Eine Fliche M
heifit orientierbar, wenn ein solches Einheitsnormalenfeld existiert.

Leider ist nicht jede Fléche orientierbar; das Mébiusband ist ein Gegenbei-
spiel (Ubung).

Wir betrachten das Einheitsnormalenfeld v als Abbildung v: M — R3. Nach
Bemerkung diirfen wir v komponentenweise nach Vektoren v € T,M
ableiten und erhalten v(v) € R3. Aus der Produktregel fiir die gewohnliche
Richtungsableitung im R3 folgt

3
1
(0@, v(p) = D dvily(v) - vilp) = 5 > d0A)p(v) = (v.v) = 0.
i=1 J =1
Also gilt v(v) € T,M. Wir erhalten demnach eine Abbildung dv,,: T,M — T,M
mit dvy,(v) = v(v).

3.23. DEFINITION. Sei (M, v) eine orientierte C2-Fliche. Dann heifit die Ab-
bildung S, = —dv, € EndT,M der Form-Operator oder Weingarten-Operator
von (M, v) im Punkt p. Die Bilinearform h,, = g,(S,(-), ) auf T, M heifit zweite
Fundamentalform von (M, v) im Punkt p.

3.24. BEISPIEL. Es folgen zwei sehr einfache Beispiele.

(1) Wir betrachten die Ebene E = R? x {0} C R3. Da das Normalen-
feld v = e3 € R3 konstant ist, folgt dv, = 0 fiir alle p € E, und somit
gilt

S=h=0.

(2) Wir betrachten die Sphire S? C R3, dann gilt 7,5% = {v € R3? |
(p,v) = 0} fiir alle p. Wir wihlen das nach innen weisende Einheits-
normalenfeld, also v, = —p. Damit erhalten wir
Sp = —dvp = —d(—id), = id7,nr und hp =gp(Sp(+), ) =0p -

3.25. BEMERKUNG. Sei f: V — M eine orientierte Parametrisierung
von M, dann wird das Einheitsnormalenfeld von M durch vf = vo f: M — R?
wie in Bemerkung und Definition dargestellt. Nach der Kettenregel
gilt

Sf(z) (dfx(v)) = _de(z)(dfx(v)) = _dV:{(U) €eR? )
also konnen wir den Weingarten-Operator darstellen durch
S = (dfs) " 0 Sy o dfe € Ma(R)
mit
S1(v) = —(dfa) " (d (v) -

Die zweite Fundamentalform stellen wir beziiglich f dar durch
hi = hyy(dfa(-), dfo(-))
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mit

hi(v,w) = —(dvf (v), dfe(w)) = —gf ((dfa) " (dr] (v)),w) .
Da v/ € CFY(U;R?) falls f € C*(U;R3) folgt ST, h/ € C*¥=2(U; M2(R)). Man
beachte: obwohl Weingarten-Operator und zweite Fundamentalform {iber die
erste Fundamentalform, also die Einschrinkung des Standardskalarprodukts

im R3 miteinander zusammenhingen, werden sie beziiglich einer Parametrisie-
rung f durch unterschiedliche Matrizen dargestellt.

Die zweite Ableitung einer Funktion auf dem R™ im Punkt x ist nach dem
Satz von Schwarz eine symmetrische Bilinearform, die Hesse-Form hess, f =
d2f = f"(x). Beziiglich einer Basis wird sie durch eine symmetrische n x n-
Matrix, die Hesse-Matriz dargestellt. Die zweite Ableitung einer R™-wertigen
Funktion ist also ein symmetrische Bilinearform auf R™ mit Werten im R™
(bilde Ableitungen komponentenweise).

3.26. PROPOSITION. Sei (M,v) eine orientierte C*-Fliche im R® mit k > 2,
und sei f: V — M eine orientierte Parametrisierung von M, dann gilt

hi(v,w) = (d(df. (v)),(w),v]), k= <<8Zzg$j’ug>>i,j '

Insbesondere ist die zweite Fundamentalform hy, symmetrisch, und der Wein-
garten-Operator Sy, ist selbstadjungiert beziiglich der ersten Fundamentalform gy,
fur alle p e M.

BEWEIS. Seien v, w € R? Vektoren und z € V. Die Richtungsablei-
tung dfy(v) € R3 steht fiir alle y € V senkrecht auf I/Z]j . Wir leiten nach y
in Richtung von w ab und erhalten

0 = d(df. (v),v)a(w) = (d(df. (v))a(w), V1) + (dfz(v), () (w))
= (d(df . (v))z(w), v]) — g (v, SL(w)) = (d(df . (v))z(w), v]) — AL (w,v) .

Also ist die zweite Fundamentalform h/ der Normalanteil der zweiten Ableitung
von f.

Da zweite Ableitungen von C2-Funktionen stets symmetrisch sind, ist hf
eine symmetrische Bilinearform fiir alle f. Da h/ die Darstellung von h in der
Parametrisierung ist, ist dann auch h symmetrisch, und entsprechend ist S
selbstadjungiert, da

9p(Sp(v), w) = hp(v,w) = hp(w,v) = gp(v, Sp(w)) . T
Aus der linearen Algebra wissen wir, dass selbstadjungierte Abbildungen

stets diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten sind. Fiir alle p € M existieren
also Zahlen r1(p) < k2(p) und Vektoren vy, va € T,M \ {0} mit

Sp(v1) = k1(p) 1 und  Sp(v2) = ka(p) v .
Falls k1 # ko, folgt v1 L vs.
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3.27. DEFINITION. Sei (M,v) eine orientierte C*-Fliche mit & > 2, und
sei S, ihr Weingarten-Operator im Punkt p € M. Die Eigenwerte 1 (p) < ka(p)
von ), heiflen die Hauptkrimmungen von M im Punkt p, und die zugehdrigen
Eigenrdume heiflen Hauptkrimmungsrichtungen von M im Punkt p.

Man nennt H(p) = M = 1 tr(S,) € R die mittlere Kriimmung
und K(p) = ki(p) - k2(p) = det(S,) € R die GauBkriimmung von M im
Punkt p. Wir nennen H(p) v, den mittleren Krimmungsvektor und das Vek-
torfeld Hv: M — R3 das mittlere Kriimmungsfeld.

Sei f eine Parametrisierung, dann werden die obigen Grofien beziiglich f
dargestellt durch

/ﬁ{:mof, mgzngof, Hf =Hof und Kf=Kof.

Die Hauptkriimmungen und die mittlere Kriimmung sind typische Gréfien
der #uBeren Geometrie von M C R3. Wir sehen spéter, dass die Gaulkriimmung
aus der ersten Fundamentalform und ihren Ableitungen entlang der Fldche
gewonnen werden kann; sie ist somit eine Gréfle der inneren Geometrie.

3.28. BEMERKUNG. (1) Nach dem Satz iiber die Hauptachsentransfor-
mation stehen die Hauptkriimmungsrichtungen aufeinander senkrecht,
falls k1 # Ka.

(2) Alle Kriimmungsgrofien hédngen auf den ersten Blick von der Wahl eines
Einheitsnormalenfeldes v ab. Falls M nicht orientierbar ist, kénnen
wir v immer noch auf kleinen offenen Mengen definieren, beispielsweise
auf einzelnen Kartengebieten, um zumindest lokal iiber die Kriimmung
von M sprechen zu koénnen.

(3) Aus der mittleren Kriimmung und der GauB-Kriimmung erhalten wir
die Hauptkriimmungen zuriick als Nullstellen der quadratischen Glei-
chung

0= (X —r1(p) - (X —ra(p)) = X* =2 H(p) + K(p) .
Da diese Gleichungen immer reelle Losungen besitzt, folgt insbesodere
H?(p) > K(p) -
3.29. BreisPiEL. Wir betrachten die Beispiele aus |3.24]
(1) Fiir die Ebene E =R?x {0} CR3gilt S=h=kK; =hy=H =K =0.

(2) Auf der Sphire gilt S, = idg, g2, also r1(p) = k2(p) = Hp = K, = 1.
AuBerdem ist jede Richtung in 7},9? eine Hauptkriimmungsrichtung.

Wir wollen die ,Kriimmung® einer Fliche M C R? zur Kriimmung von
Raumkurven v auf dieser Fléche a la Satz in Verbindung bringen.

Dazu ersetzen wir das begleitende Dreibein aus Definition durch ein
an Kurve und Fliache angepasstes Dreibein. Sei etwa « nach Bogenlédnge para-
metrisiert, dann bilden

€1 (t) = ’)/(t) und 62(t> = Vy) X ’)/(t) S T’y(t)M
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eine positiv orientierte Orthonormalbasis von T, ;) M. Denn sei e3(t) = v,
dann ist wie in Bemerkung die Orthonormalbasis (e1(t), ea(t), e3(t))
von R3 positiv orientiert, da

(e3(t), ex(t), e2(t)) = (e3(t), ex(t), es(t) x ex(t))
positiv orientiert ist. Also folgt e3(t) = e1(t) x ea(t), und (e1(t), e2(t)) ist positiv

orientierte Orthonormalbasis von T’ ;) M.

3.30. SATZ (Satz von Meusnier). Sei (M,v) eine orientierte Ck-Fliche, und
seiy: I — M eine nach Bogenlinge parametrisierte C*-Kurve auf M, wobei k >
2. Dann ezistiert eine C¥=2-Funktion k: I — R, so dass

V() = K vy X () + Py (7(8), () vyqey -

Insbesondere hingt die Normalkomponente von (t) nur von 4(t) und h ab.

BEWwEIS. Wir stellen 4 in der obigen Orthonormalbasis (eq, ez, e3) des R3
dar. Da « nach Bogenldnge parametrisiert ist, folgt
d
S8, e1(t)) = = — (3(1),5(1)) = 0.
Gi(t),ex(0)) = 5 = G0, 3(0)
Der tangentiale Anteil von 4 hat dann die Gestalt
((1), e2(t)) ex(t) =: K(t) ea(t) = K(t) vyey x ¥(t) -

Es bleibt der normale Anteil zu berechnen. Wir gehen vor wie im Beweis
von Proposition und erhalten

0= % (Y(8), vy(ay) = (V(E), vyay) — (3(E), Sy ((2)))

somit folgt

(1(8), va) = (3(B), Sy (V1)) = hoyy (7(2), (D)) -
g

3.31. DEFINITION. Die obige Funktion x heifit die geoddtische Kriimmung
der Kurve v in M.

3.32. BEMERKUNG. Die geodétische Kriimmung spielt fiir Kurven auf
Fldachen die gleiche Rolle wie die ,,gewthnliche Kriimmung“ fiir ebene Kur-
ven in Abschnitt Beispielsweise kann man zeigen, dass es zu vorgebenem
Startpunkt und -vektor und vorgegebener Kriimmungsfunktion lokal genau und
global hochstens eine Kurve geben kann (genau eine, falls sichergestellt ist, dass
die Kurve nicht ,aus der Flidche hinauslauft*). Allerdings stimmt der Hopfsche
Umlaufsatz nicht mehr; an seine Stelle tritt spéter der (lokale) Satz von Gauf-
Bonnet, bei dem die GauB-Kriimmung der Flédche zusétzlich eine Rolle spielen
wird.

Man erhélt die (Frenet-) Kriimmung der Raumkurve v aus Satz wie

folgt zurtick:
KFrenet = ”’YH =V K2 + h(777)2 .
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Wir wollen die zweite Fundamentalform dazu benutzen, die lokale Geome-
trie der Fliche besser zu verstehen. Insbesondere werden wir sehen, dass jede
Flache als Graph iiber ihrer Tangentialebene geschrieben werden kann.

3.33. SATZ. Sei (M,v) eine orientierbare C'-Fliche mit | > 2, sei p € M,
und sei (vi,v2) eine Orthonormalbasis von T,M. Dann existiert eine Umge-
bung V. .C R? wvon 0 und eine C'=2-Funktion k: V — R, so dass die Abbil-
dung f: V — R3 mit

fx)=p+aiv1 + 202 + k(x) 1

eine Parametrisierung von M ist. Fir diese Parametrisierung gilt
10
fo=p d=(5 9) . @wh-o.

Ok f 92k
= d  hleie))=—-| .
8952- 0 07 u 0(6 e]) &’El al‘j 0

Wie in Bemerkung [3.28) (2) gesagt, gilt dieser Satz auch fiir nicht-
orientierbare Fliachen nach Wahl eines lokalen Einheitsnormalenfeldes.

BEWEIS. Nach einer Verschiebung diirfen wir annehmen, dass p = 0 € R3.
Nach einer Drehung des R? diirfen wir annehmen, dass (v, v2, 1) = (e1, €2, €3)
die Standardbasis des R? ist. Sei nun v: V! — M C R? eine beliebige Parame-
trisierung von M mit ¢(z) = p = 0. Wir betrachten die Abbildung

¢1 ! 2
= V=R

“<w
Da v eine Immersion ist und T, M = im(dv,) = R? x {0}, ist da, invertierbar.
Nach dem Umbkehrsatz existiert also eine Umkehrabbildung a=': V — V" C V.
Wir erhalten die gesuchte Parametrisierung f: V. — M Cc R3 als f = oa™l.

Aus foa =1 folgt
Y1()
Pr(z) _ -
f <¢2(x)> - 7/}2(

~— —

Y3 (x
Mit k = f3 gilt also
I
f@)=1| 22 | =p+z1v1+ 2202+ k(7)1 .
k(x)

Aus f(0) = p folgt £(0) = 0, und aus T, M = im(df,) = span(vi, v), folgt dko =
0.

Wir iiberpriifen unsere Behauptungen zur ersten Fundamentalform und ih-
rer ersten Ableitung an der Stelle p. Es gilt

10
i == (g ) -
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Seien jetzt i, j, k € {1,2}, dann folgt

0 af 9
nieiene) = g (G o)

(P10 (on) S
B 6931 8xk 0 8xj 0 8:62 0 6.%']' a$k 0

= 782]6 ‘V’U' + v-ian ‘I/ =0
- \Oz; Oz lo P77 Y Ox; Oz lo V)

Als letztes berechnen wir die zweite Fundamentalform. Nach gilt

0% f 0’k
Tlo 0.} — —
hO(e“e]) B <a$l 356]' O’Vp> 8952 8x]~ '

O

Wir benutzen diesen Satz, um uns die Bedeutung der Hauptkriimmungen
besser vorzustellen. In den Ubungen sehen wir, dass die GauSkriimmung und das
Verschwinden der mittleren Kriimmung nicht von der Orientierung der Flédche
abhéngen.

3.34. DEFINITION. Sei M eine C*-Fliche mit k& > 2. Ein Punkt p € M heifit
elliptisch, hyperbolisch, parabolisch oder Flachpunkt, wenn K, > 0, K, < 0
oder K, = 0 und H # 0 bzw. H = 0. Eine Fléche mit H, = 0 fiir alle p € M
heilt Minimalfidche.

3.35. BEMERKUNG. Wir geben einige Bemerkungen und Beispiele zu den
Fillen K, > 0, K, < 0 und K, = 0. Wir wenden dazu Satz an, und
nehmen an, dass v1, vo Hauptkriitmmungsrichtungen, also Eigenvektoren zu k1,
ko von S, sind.

(1) Sei p elliptischer Punkt. Wir behaupten, dass in einer kleinen Umge-
bung U von p die Fliache M die affine Tangentialebene p + T,M C R3
nur im Punkt p beriihrt und ansonsten nicht trifft.

Wegen K > 0 gilt entweder 0 < k1 < ko oder k1 < Ko < 0. Wir
nehmen ersteres an, dann ist h/ positiv definit. Aus Satz folgt,
dass ggf. nach Verkleinerung von V' die Funktion & auf V'\ {0} positiv
ist, und es folgt die Behauptung.

(2) Sei p jetzt hyperbolischer Punkt. Wir behaupten, dass in jeder kleinen
Umgebung U von p die Fliche M beide Seiten der affinen Tangential-
ebene trifft.

Aus K < 0 folgt ndmlich k; < 0 < kg, so dass die Kurve t — f(tey)
nahe ¢ = 0 auf der anderen Seite von p + T,M als t — f(te2).

Man kann sogar zeigen, dass M die affine Tangentialebene in zwei
Kurven schneidet, die sich in p schneiden.

(3) Sei p parabolisch, etwa 0 = k1 < k2, dann liegt die Kurve t — f(tes)
ganz auf einer Seite von p + T, M, wihrend t — f(te;) die affine Tan-
gentialebene von mindestens zweiter Ordnung beriihrt; dariiberhinaus
lassen sich keine Aussagen machen.
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(4) An einem Flachpunkt schlieBlich lassen sich keine Aussagen machen,
aufler dass ganz M die affine Tangentialebene von zweiter oder hoherer
Ordnung beriihrt.

Ein Beispiel ist der , Affensattel“, gegeben als Graph der Funk-
tion k(z,y) = 2® — 3zy% Es gilt k(z,y) = 0 falls # = 0 oder
falls z = +/3 Y.

Schliellich wollen wir noch auf den Begriff Minimalfléiche eingehen. Dazu sei
zunéchst M orientierbar vorgegeben mit Einheitsnormalenfeld v. Sei f: V — M
eine (lokale) Parametrisierung, und sei £: M — R eine vorgegebene C2-Funktion
mit kompaktem Trager in im f, das heiflt, die Teilmenge

supp(£)M \ £~({0}) C im f
ist kompakt. Insbesondere sind ¢ und d¢ beschrénkt.

Fiir 7 € R nahe 0 betrachten wir f,: V — U,R? mit
fr(x) = f(@) +re(f(2) v/ ().

Fiir |r| klein genug ist f, wieder eine Immersion, parametrisiert also lokal eine

Fliche, vergleiche dazu Ubung 3 von Blatt 9. Man kann zeigen, dass fiir ein
hinreichend kleines € > 0 alle Parametrisierungen f’: V — R3 mit

[f(z) = f(@)|| <e  wnd  |dfs —df;|| <e

Fléchen liefern, die sich (ggf. nach Verkleinern von V') auch durch eine Para-
metrisierung f,, vom obigen Typ darstellen lassen.

3.36. LEMMA. Es seien M, f, £ und f, wie oben definiert, dann gilt

d .
%’()A(lmﬁu) - —/U2£-HdA.

Insbesondere lisst sich der Flacheninhalt von M durch eine kleine Deforma-
tion in Richtung von Hv verkleinern, falls H,, # 0 fiir ein p € U und somit H # 0
auf einer hinreichend kleinen Umgebung von p in U gilt. Wenn ein Fliachenstiick
— etwa bei vorgegebenem Rand — den Flécheninhalt minimiert, dann muss im
Innern der Fléche also H = 0 gelten. Nicht alle Flachen mit H = 0 minimieren
tatsichlich den Flicheninhalt (Ubung). Minimalfliichen sind also nur kritische
Punkte des Flacheninhalts, nicht notwendig lokale Minima.

BEWEIS. Wir setzen £/ = ¢o f und definieren eine Abbildung F': VxR — R3
durch

F(z,r) = fr(z) = f(2) +rt/ (z) v/ ().
Wir berechnen zunéchst

<§%%h@mmuqﬁ=<£§;
— (e v (0) = £0) Sy ). 1)
= 0 () hi(eire))

(e
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es folgt
g‘ gl = —2£f(:n) N
orlo”® ¥

Als n#chstes berechnen wir die Ableitung einer 2 x 2-Determinante. Es gilt

a DN\ . . a v\ [(d b
(det(c d)) =ad—-bc—cb+da=1tr o e a
a b a v a b\ !
—oe( ) (0 2) () )

also kurz (det A)' = det A tr(A’ A~1). Diese Formel gilt iibrigens fiir invertier-
bare quadratische Matrizen beliebiger Grofe.

Aus dem obigen folgt sofort

D) aet(ofr) = det(f) tr(~26/ ) ] (6]) )
= 207 (z) det(g)) tr(Sf) = —4¢/ (z) det(g)) H' (z) .

Da das Flichenelement A/ in r stetig differenzierbar ist und die beschrinkt ist,
da ¢ kompakten Triger in V hat, diirfen wir Differentiation und Integration
vertauschen, und erhalten

4 A(imfr)—/Vaarlo\/det(dfrg-dfr\w)dxldxg

drlo
. / 407 (x) det(g)) H/ ()
v 2 \/det(df, L - dfy )

_ / 207 (2) - HY (2) /AL - df, o) s davs
1%

dl’l d.%'g

:/%HdA. O
U

3.4. Der Levi-Civita-Zusammenhang

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst einen ,, Zusammenhang* definieren,
d.h., eine Konstruktion fiir die Ableitung von tangentialen Vektorfeldern nach
tangentialen Vektorfeldern. Die naive Ableitung im R? liefert leider keine Tan-
gentialvektoren, so dass wir nachtriglich wieder auf T M projizieren miissen. In
Karten erhalten wir einen erstaunlich komplizierten Ausdruck fiir diese Ablei-
tung, der aber nur noch von der ersten Fundamentalform und ihren Ableitungen
abhéngt, also ein Objekt der ,,inneren Geometrie“ darstellt. Leider kommutie-
ren unter diesem Zusammenhang die Richtungsableitungen nicht mehr, statt
dessen erhalten wir als Fehlerterm die Gauflsche Kriimmung, die somit eben-
falls eine Grofle der inneren Geometrie darstellt. Schliefllich untersuchen wir
noch die Ableitung der zweiten Fundamentalform und erhalten den Satz von
Codazzi-Mainardi.
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Zur Erinnerung: Ein CF-Vektorfeld X auf R™ ist eine Abbildung X €
CF(R™; R™). Es seien
n
Xp:ZXi(p)ei und Yp:ZYj(p)ej )
i=1

Wir kénnen X nach Y ableiten, dafiir schreiben wir

0X;
al’j

e; € R™ .

dX,(Yp) = Yp(X) = ) Y;(p) .

3,7=1

Die Richtungsableitungen bilden dann wieder die Komponenten eines Vektor-
feld Y(X) auf R™.

3.37. DEFINITION. Seien X, Y Vektorfelder im R", dann heifit das Vektor-
feld [X, Y] mit
(X, Y]y = Xp(Y) = Yp(X)
die Lie-Klammer von X und Y.

3.38. BEMERKUNG. Wir wissen aus der Analysis, dass Richtungsableitungen
(nach konstanten Vektorfeldern) kommutieren. Fiir Vektorfelder X, Y: R —

R3 und h: R?® — R gilt jedoch
oh 0 oh
V. 20 vi(p) | [ x. 22
p( ]8xj) ](p)awj‘p( I@ag))

X, (¥ () = Vy(X (1) = 3 (Xxp) i

ij=1
d oY;| Oh 0%h
= X; Ll —| +X;(p)Y;
Z:( 0 52|, 5], + X v g
0X;| Oh 0%h
— Y;(p) Da; Ip 0zl Y;(p) Xi(p) oz, 8:1%)

= dhy (X,(Y) — V(X)) = [X, Y], ().

Somit kommutieren zwar Richtungsableitungen nach nicht-konstanten Vektor-
feldern nicht mehr, allerdings nur bis auf die erste Ableitung nach ihrer Lie-
Klammer.

Sei jetzt M C R? eine Fliche, und seien X, Y: M — R? tangentiale Vek-
torfelder wie in Definition Das Differential dX,(Y},) = Y,(X) aus Bemer-
kung liefert wiederum ein Vektorfeld Y(X): M — R3 lings M, das
aber nicht mehr tangential sein muss. Man vergleiche dies damit, dass die Rich-
tungsableitung des Geschwindigkeitsvektors einer parametrisierten Kurve im
allgemeinen nicht tangential an die Kurve ist, es sei denn, die erste Frenet-
Kriimmung der Kurve verschwindet.

Es sei (v1,v2) eine Orthonormalbasis von T, M und v € N, M ein Einheits-
normalenvektor. Dann ist fiir alle w € R? offensichtlich der Vektor

w— (w,v)v = (w,v1) v1 + (W, v2) v2 € TyM

unabhingig von v, v9 und v.
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3.39. DEFINITION. Sei M C R? eine Fliche, sei p € M, sei v, € N,M ein
Einheitsnormalenvektor im Punkt p, und sei v € R?, dann heifit
v =v—(v,v)v € T,M
der tangentiale Anteil von v im Punkt p.

Seien X, Y: M — R3 zwei tangentiale Vektorfelder lings M, dann heifit
das Vektorfeld Vy X (sprich ,nabla Y X*) mit

(VyX)(p) = dX,p(Y,) " = Y,(X)"

die kovariante Ableitung von X nach Y, und die Ableitungsvorschrift V, die
zwel tangentialen Vektorfeldern lings M ein weiteres zuordnet, heifit der Lewi-
Civita- Zusammenhang von M.

3.40. BEMERKUNG. Im Satz [B.30] von Meusnier ist uns der Levi-Civita-
Zusammenhang implizit bereits begegnet. Sei ndmlich v: I — M nach Bogen-
léinge parametrisiert, dann setzen wir das Vektorfeld 4 lings v zu einem Vek-
torfeld lings M fort (das geht, denn in einer Karte von M ist v lokal eine
eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R? nach Satz . Wir folgern,
dass

KoUuXy =4 =V .
Insbesondere verschwindet die geodétische Kriimmung x(s) von « genau dann,

wenn V) = 0. Kurven, bei denen das auf dem gesamten Definitionsbereich
gilt, nennt man geoddtische Linien oder kurz Geoddtische.

Diese kovariante Ableitung hat zahlreiche wichtige Eigenschaften, die wir
nun zusammenfassen wollen.

3.41. PROPOSITION. Es sei V der Levi-Civita-Zusammenhang auf einer C*-
Fliche M C R® mitk > 2, es seien X, Y, Z: M — R3 tangentiale Vektorfelder,
und es seien f € CO(M), g € CL(M).

(1) Die Ableitung Vy X ist CO(M)-linear in Y, das heift
VivigzX = fVy X +gVzX.
(2) Die Ableitung Vy X ist R-linear in X, das heifst fir r, s € R gilt
Vy(rX +sZ)=rVyX +sVyZ.

(3) Die Ableitung Vy X ist derivativ in X, das heifit, es gilt die Leibniz-
Regel
Vy(fX)=Y(f) - X+ [ -VxY.

Die FEigenschaften (1)-(3) fasst man gern zusammen, indem man sagt: ,V ist
etn Zusammenhang. “

(4) Sei v lokales Einheitsnormalenfeld, dann gilt
Y(X)=VyX +h(X,Y) v.
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(5) Der Levi-Civita-Zusammenhang ist torsionsfrei, das heifit, es gilt
VxY -VyX =[X,Y].

Insbesondere ist die Lie-Klammer tangentialer Vektorfelder lings M
wohldefiniert und tangential an M.

(6) Der Levi-Civita-Zusammenhang ist metrisch oder auch Riemannsch,
das heif§it, es gilt eine weitere Leibniz-Regel

X(9(Y,2)) =g(VxY,2)+g(Y,VxZ) .

Der Beweis ist nicht schwer, hilft aber hoffentlich, zumindest die Aussa-
gen (3)-(6) besser zu verstehen. In (1) wiirde man auf den ersten Blick C*~!-
Linearitéit erwarten, da das die natiirliche Differenzierbarkeitsordnung eines
Vektorfeldes auf einer C*-Fliche ist. Da der Raum der CO-Funktionen aber den
Raum der C*~!'-Funktionen umfasst, ist C*-Linearitét die stirkere Aussage.

BEwWEIS. Wir leiten Vektorfelder wieder komponentenweise mit Hilfe von

Bemerkung ab.

Die Aussagen und folgen unmittelbar aus der Linearitdt der Diffe-
rentials, und zu beachte, dass

Vy (fX)p = Y,(fX)T = (Y,(f) Xp + f(0) Yp(X))
=Y, () Xp + f(p) (V¥ X), .

Sei nun v ein Einheitsnormalenfeld, dann gilt dhnlich wie im Beweis von

Proposition dass
0=Y,(X,v) = (Yp(X),vp) — (Xp, Sp(¥p))
also

Yp(X) = Y;D(X)T + (Y (X), vp) vp = Vy, X + 1 (X, Y ) 1

Fiir den néchsten Schritt setzen wir X und Y auf eine kleine Umgebung U
von p im R3 fort. Sei etwa ®: U — R3 eine Untermannigfaltigkeitskarte, und ¢ €
U nahe p, dann definieren wir ¢’ € M durch

®1(q)
D(q) = ‘1)20(Q)

und setzen X (q) = X(¢').

Wir folgern aus , der Symmetrie der zweiten Fundamentalform, und
Definition denn es gilt

VxY - VyX =XY)" -Y(X)T =X(Y)-Y(X)=[X,Y].
Aus der Konstruktion von V folgt @, denn da Y und Z tangentiale Vek-

torfelder sind, gilt
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somit nach der klassischen Produktregel aus der Analysis, komponentenweise
angewandt,

X(Y,Z) = (X(Y), Z) + (Y, X(Z)) = (VxY.2) + {¥,VxZ) . O

Wir wollen jetzt den Levi-Civita-Zusammenhang mit Hilfe einer Parame-
trisierung f beschreiben. Dazu nehmen wir an, dass f = ¢~ ! fiir eine Kar—
te o: U — V von M. Wir benutzen die Koordmatenvektorfelder 371‘1 und

0
aus Bemerkung- ., um auf U Basisfelder 8—@1 und 903 mit

o of
Opilp Oz (o(p) € T, M

zu definieren. Fiir die Richtungsableitungen einer Funktion h nach diesen Fel-

dern schreiben wir dann
0 oh
dph = ,
a‘Pl 8901'

das heifit, wir betrachten h gewissermaflen als Funktion der Koordinaten 1, @9
von M C R3. Da %\p beziiglich der Karte ¢ durch den Standardbasisvektor e;
dargestellt wird, gilt

812

o . holf)
a%(h)_ dx;

3.42. DEFINITION. Die Koeffizienten I'f;: U — R in
0 =\ 0
\% Y (p)=—
a ‘p ; ](p) i Ip
fir 4, j € {1,2} heiBen Christoffel-Symbole erster Art beziiglich f, und die
Koeffizienten .
Lijr(p) = <V o >‘

g, 0% O,
fiir 4, j, k € {1,2} heiBen Christoffel-Symbole zweiter Art beziiglich f.
Nach Bemerkung gilt

<8 i >_<8f >_(f)4.
0¢i | f(2) s | f(a) Ox;la” Oy la) — I

Wir schreiben in Zukunft kurz ¢;;(z) = (gg)ij und ¢¥(z) = ((gg{) ) - fiir die
dazu inverse Matrix. AuBerdem schreiben wir g7 (p) und g (p) fiir g;;(0(p))

bzw. g (o(p)).

3.43. BEMERKUNG. Wir sammeln ein paar wichtige Eigenschaften der
Christoffel-Symbole.

(1) Die Christoffel-Symbole erster Art und zweiter Art héngen zusammen
durch die Gleichungen

2
Lijr = ngl und I‘fj = ng;l Liji -
=1
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(2) Es seien X und Y zwei beliebige tangentiale Vektorfelder an M, dann
existieren Funktionen X{, X3, V¥, Y;7: U — R, so dass

2
)
Xlp=) X{-— und YyU_ZY‘P
=1 b Op; = &Pj

da die Koordinatenfelder 8— und % an jedem Punkt p € im f eine
Basis von T, M bilden. Wir folgern aus Proposition [3.41} m . , dass

VxY = ZX“°V3 <Yfai >

i,j=1 0p;
2 ) o4
i ~;1Xf (5o @ZF“ 55)
2
5t (G - 27T) oy
1kzl Z1 8(pk

Wir wollen uns {iberlegen, dass die Lie-Klammer der Koordinatenvektorfel-
der verschwindet. Zunichst einmal wird

0 of

Opi Oz lo(p) o (e:)

in der Karte ¢ dargestellt durch den Einheitsvektor e;. Komponentenweises
Ableiten wie in Bemerkung |3.9 E liefert also

0 0 of 0% f
i p(‘%) <630J ’ f) <p(p)( ) = d<8l’]) o(p )(ez) Ow; 0z le(p)
Somit ergibt sich aus dem Satz von Schwarz, dass
{3 3} _ 9 |- O°f ~0.
Opi’ Op; |, Ox;dxjlep)  Ox; 0x;le(p)

Wir konnen jetzt die Christoffel-Symbole beziiglich f allein mit Hilfe der
ersten Fundamentalform und ihrer ersten Ableitung bestimmen.

3.44. PROPOSITION. Sei f: V — M C R? eine Parametrisierung einer
Fliche, und seien i, j, k € {1,2}, dann gelten fiir die Christoffelsymbole fol-
gende Beziehungen:

(1) Symmetrie:

(2) Metrizitét:
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(3) Koszul-Formeln:

F.k:} <6g}0k agﬁf _(9g;§->
Y2\ e o5 Oy
2 @ ©
N <59ﬂ . 994 092’3’) ‘

k
und Ty =35 >
=1

Opi  Opj Oy

BEWEIS. Symmetrie folgt aus Proposition (5), denn

2
0 0 0 o 0
M5 =Ti) g =Vo5--Vag—= [’] -
,;( 5~ 1) ol 95, 00; 9p; 0pi [ 0pi” Dp;
Genauso folgern wir die Metrizitét, diesmal aber aus @, denn es gilt

LA
dpr  Opr \Opi’ Op;

o 0 0 0
=(V.os ,>+ <,V ) > = Dkij + Dgji -
< agr 0%i 0p; 0%i’ agr O T
Um die Koszul-Formel zu erhalten, addieren wir drei Versionen von
und wenden dann an.
1 <89jk Ogir. 892’]’) _
2\ 0p;  Op; Oy

Lijk + Digj . Ujit + Tjki Trij + Dijia
2 2 2
_ Tige + Tjik
2
Daraus folgt die erste Gleichung in . Die zweite ergibt sich daraus aus Be-
]

merkung .

=Lk -

dg7 /
Jk — J
dp; °© f - Oz °

K3

Die

® 9a*
Da ai% in der Karte ¢ durch e; dargestellt wird, gilt gf“
Funktionen I';;, o f und F,’fj o f: V — R werden also gegeben durch

f f f
1 (095  Ogy 993
Fijk ° f o 5 < 8.%'2 * al'j B 8$k
2 (395-01 895 - 8933-) .

1
k _ L ki

Wir ziehen daraus zwei einfache Schlussfolgerungen.

3.45. FOLGERUNG. (1) Der Levi-Civita-Zusammenhang ist eine Grifle
der inneren Geometrie, d.h., er hingt nur von der ersten Fundamental-
form ab, aber nicht von der Lage der Fliche im umgebenden Raum R3.

(2) Fir die Parametrisierung f von M um p = f(0) aus Satz

gilt TF;(p) = Tiji(p) = 0.



82 3. DIE AUSSERE GEOMETRIE DER FLACHEN

BEWEIS. Aussage ist wegen Proposition offensichtlich. Aussa-
ge folgt, da fiir die genannte Parametrisierung ja

895
Ipg

_ o9
p 5'1‘k

=0. (]
0

3.5. Die Sitze von Gaull und Codazzi-Mainardi

Man kénnte jetzt vermuten, dass eine noch geschicktere Wahl der Parame-
trisierung f = ¢ ': V = U C M uns Fi-“j = 0 auf ganz U liefert. In diesem Fall
entspréche also der Levi-Civita-Zusammenhang nichts anderem als der gew6hn-
lichen Richtungsableitung auf V. Wir werden bald sehen, dass das nicht gehen
kann. Dazu wollen wir unsere Betrachtungen zur zweiten Ableitung am An-
fang dieses Abschnitts auf Flichen iibertragen. Wir werden dabei nicht nur
sehen, dass zweite Ableitungen nach Vektorfeldern nicht immer symmetrisch
sein miissen, sondern auch, dass bei der zweiten kovarianten Ableitung von

Vektorfeldern nicht einmal Bemerkung gilt.

3.46. DEFINITION. Sei M C R3 eine Fliche mit Levi-Civita-Zusammen-
hang V, sei k eine Funktion auf M, und seien X, Y, Z Vektorfelder auf M. Die
Hesse-Form von k ist definiert durch

PR(X,Y)=X(Y (k) — (VxY)(k) .
Die zweite kovariante Ableitung von Z nach X und Y ist definiert durch
ViyZ =Vx(VyZ) = Vy,wZ.
Der Riemannsche Krimmungstensor ist definiert durch
RxyZ =V%yZ-VyxZ.

3.47. BEMERKUNG. Wir betrachten diese Konstruktionen im Euklidischen
Raum R" fiir die ,,gewthnliche* Richtungsableitung von Vektorfeldern vom An-
fang dieses Abschnitts. Seien also Vektorfelder X, Y im R" mit

n n
X:ZXi-ei und Y:ZYj-ej
i=1 j=1

gegeben, wobei die X;, Y; wieder glatte Funktionen seien, und sei p € R". Dann
folgt aus der Produktregel, dass

Efp(X,Y) = X(Y(K)), — (X(Y)) (k)
o)

d ok oY, ok
-y (xi ) (¥ )0~ X0 G0 <p>>

1,j=1

n 2
= XY g (o).

i,5,k=1
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Also ist die Hesseform an der Stelle p das gleiche wie die zweite Ableitung nach
zwel konstanten Vektorfeldern

ZXi(p) -e; und Z Y;(p) - e .
i=1 j=1

Insbesondere gehen die Ableitungen von Y nicht ein.

Analoges gilt dann auch fiir die zweite kovariante Ableitung von Vektor-
feldern, da wir Vektorfelder im R™ ja komponentenweise genauso ableiten wie
Funktionen. Wir kénnen nun entweder Bemerkung oder die obige Formel
benutzen, um zu zeigen, dass im R" stets RxyZ = 0 gilt, unabhéngig von X,
Y, Z. Auf Flachen wird das anders sein, wie wir bald sehen werden.

3.48. PROPOSITION. Sei M C R3 eine C'-Fliche mit 1 > 3, und sei V der
Levi- Civita-Zusammenhang. Dann gilt:

(1) Die Hesseform ist symmetrisch und C*-bilinear.

(2) Die zweite kovariante Ableitung V? ist C!-linear in den ersten beiden
Argumenten.

(3) Der Riemannsche Kriimmungstensor R ist C?-linear in allen Argu-
menten und fir je vier tangentiale Vektorfelder X, Y, Z, W gilt

RX,yZ + Ry,XZ =0 und <RX7yZ, W) + <Z, RX7yW> =0.

BEWEIS. Zun#chst zu Aussage iiber die Hesse-Form. Die C!- (ja sogar
C°-) Linearitéit der Hesse-Form d?k im ersten Argument sollte klar sein, denn
fiir differenzierbare Funktionen f, k und Vektorfelder X, Y gilt ja

(fX)(Y(K) = (VxY)(k) = g(X(Y (k) — (VxY)(K)) .

Daraus folgt C'-Linearitit im zweiten Argument, sobald wir Symmetrie ge-
zeigt haben. Aber Symmetrie folgt aus Bemerkung [3.38 iiber die Lie-Klammer
und aus der Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs, siehe Propositi-

on , denn
dPk(X,Y) - d?k(Y,X) = X (Y (k) - Y (X (k) = (VxY — VyX)(k)
= [X,Y](k) - [X,Y](k) =0.

Die C'-Linearitit von V2 im ersten Argument folgt unmittelbar aus der
C-Linearitit von V im ersten Argument, siehe Proposition . Additi-
vitét in der zweiten Gleichung ist klar, und fiir die Homogenitéit benutzen wir

Proposition (1)—(B) und erhalten
V§(7hyz - VX(hVYZ) - vX(h) Y+hvxyz
= X(h)VyZ + hVxVyZ — X(h)VyZ — thXyZ
=hVxVyZ —hVy yZ =hViyZ.

Damit ist die C!-Linearitit von R in den ersten zwei Argumenten ebenfalls
bewiesen. Wir zeigen zunéchst die zwei angegebenen Antisymmetrien in . Die
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erste folgt unmittelbar aus Definition Fiir die zweite benutzen wir, dass der
Levi-Civita-Zusammenhang nach Proposmonm @ metrisch ist und erhalten
(RxyZ, W) =(VxVyZ W) —(VyVxZ W) = (Vx| Z, W)
=X(VyZ W) —(VyZ,VxW) -Y(VxZ, W)+ (VxZ,VyW)
— [X,Y)(Z, W) + (Z, Vi V)
=X(Y(Z,W)) = X(Z,VyW) — (VyZ,VxW)
— Y(X(Z, W>) +Y(Z,VxW)+(VxZ,VyW)
- [X,YKZ, W) = (Z,Viyx W)
=(Z,VyVxW) —(Z,VxVyW) — (Z,V[KX}W)
=(Z,RyxW)=—(Z,RxyW) .

Fiir das dritte Argument ist Additivitdt wieder klar, und die obige Antisym-
metrie liefert C2-Homogenitit, denn es gilt

(Rxy(kZ),W) = —(kZ,RxyW) = —k(Z,RxyW) = k(RxyZ,W)
fir alle Vektorfelder W, folglich auch Rxy (kZ) =k RxyZ. O
3.49. FOLGERUNG. Die Ausdriicke d*k(X,Y) oder RxyZ an einer Stel-

le p € M hingen nur von den Vektoren X(p), Y(p) und Z(p) ab, nicht von
deren Fortsetzungen als Vektorfelder auf M.

BEWEIS. Zum Beweis gehen wir vor wie in Bemerkung Dazu wéhlen
wir eine lokale Parametrisierung f = ¢~ !: V — U C M und stellen unsere
Vektorfelder beziiglich der Koordinatenfelder dar durch

0 0 0 0 0 0

x=xr2 1x¥ y =ve-L Lyy A 2=z 4z¢
Top 200, I RRCE P T o0y

Wir erhalten

2
PEXY) =Y XW%%( 0 ‘9)
’ 7 J ) .

i dp;” Op;j
2 0
und nyZ— Z XLPYWZ@RO a
i k=1 i’ Op; 89016
und das hiingt an der Stelle p nur noch von den Funktionswerten X (p), Y. (p)

und Z{ (p) ab. Diese wiederum sind die Koordinaten von X (p), Y (p) und Z (p)

in der Basis (%, %) von T, M.

Somit erhalten wir jetzt multlineare Abbildungen
d2k: T,M x T,M - R, (V2.2),: T,M x T,M — T,M |
und R. . -|p: TyM x TyM x TyM — T,M .
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3.50. BEMERKUNG. Wir kénnen den Riemannschen Kriimmungstensor dhn-
lich wie den Zusammenhang V durch Funktionen Rﬁ ik bzw. Rijr: U — R mit 4,
J, k, 1 € {1,2} darstellen durch

2

0 0 0 0
R o = Rﬁ —  bzw. Ri‘kl:<R o o ,> .
Der acp] i ; % 9y ! i Doy Ok Opi

Wie im Beweis der Folgerung erhidlt man fiir beliebige Vektorfelder die
Formel

2
RxyZ= Y X{YZZ{R)
i5.k,l=1

0
ijk o, a(pl

(1) Dann gilt wieder

ml
Ukl Z Rz]kgml und zjk - Z Rz]kmg<p

(2) Wegen der Antisymmetrien des Kriimmungstensors in Propositi-
on gilt Rijiy = 0 falls ¢ = j oder k = [, und fiir die ver-
bleibenden vier Ausdriicke folgt

Ri221 = —R1212 = —R2121 = Ro112 -

Somit wird der Riemannsche Kriimmungstensor einer Fléche voll-
sténdig bestimmt durch die Funktion Rj01: U — R.

(3) Da die Lie-Klammern der Vektorfelder 8%%_ verschwinden, folgt aus der
Definition des Kriimmungstensors

0 0
R, 2 =V ,Vy 2 VvV,
Z / k&m 371. atp] ol BLp] 9p; 0Pk

2
0 0
m 9 ) _y m 9
m21< 3%( 7 890771) 88%‘< * 890’"))

2 Fl 2 9
I —k _NCTRTL |
— ( 8901 + Z Soj mzl ik ]m> ) :

m=1

Also lassen sich die obigen Koeffizienten berechnen als

l
o Ol 0Ty
TET 00 0y

2

+Z(;?m —Tprk)

m=1

Ahnlich wie bei den Christoffel-Symbolen erhalten wir die etwas ein-
fachere Formel

(Fl'k o f) oI, o f)
[ _ zk l
Rijpof= éxi R + § (T% LRl,) o f .

Mit Hilfe dieser Formel lésst sich der Krummungstensor in einzelnen
Beispielen berechnen (Ubung).
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Um die Definition des Kriimmungstensors R zu rechtfertigen, wollen wir nun
zeigen, dass R nicht immer verschwindet. Insbesondere gilt der Satz von Schwarz
nicht fiir die zweite kovariante Ableitung von Vektorfeldern. Auflerdem wollen
wir zeigen, dass R tatséchlich etwas mit der Kriimmung von M zu tun hat. Am
einfachsten erreichen wir das, indem wir R durch wohlbekannte Groéflen der
duBeren Geometrie ausdriicken. So erhalten wir nicht nur das Theorema Egre-
gium (wortlich ,herausragender Lehrsatz“) von GauB, sondern zusétzlich auch
die Codazzi-Mainardi-Gleichung. Zun#chst miissen wir aber noch die Ableitung
von h definieren.

3.51. DEFINITION. Sei B eine CF-Bilinearform auf einer Fliche M, und
seien X, Y, Z Vektorfelder auf M. Dann definieren wir die kovariante Ablei-
tung Vx B von B durch

(VxB)(Y,Z) = X(B(Y, Z)) — B(VxY,Z) — B(Y,VxZ) .

3.52. BEMERKUNG. (1) Wir zeigen wieder zunéchst einmal, dass VB
in allen drei Argumenten C*-linear ist. Fiir das erste Argument ist das
klar, fiir die beiden anderen folgt es, da zum Beispiel

(VxB)(Y,hZ)=h(VxB)(Y,Z)+ X(h)B(Y,Z) — B(Y,X(h) Z) .

Wie in Folgerung [3.49 hiingt (Vx B)(Y, Z)|, nur von X (p), Y (p), Z(p)
ab. Wenn wir fiir Bilinearformen auf dem R™ analog eine Ableitung
einfithren, dann sorgen die zusétzlichen Terme dafiir, dass nur die Ko-
effizienten von B, aber nicht die Argumente abgeleitet werden.

(2) Dass der Levi-Civita-Zusammenhang gemifi Proposition @ me-
trisch ist, ldsst sich nun auch ausdriicken durch die einfache Gleichung

Vg=0,

d.h., V ist parallel beziiglich des Levi-Civita-Zusammenhangs.

(3) Mit anderen Worten misst VB, ob B eine einfache Produktregel wie
in @ erfiillt ist. Noch anders ausgedriickt gilt nun die allgemeinere
Produktregel

X(B(Y,2)) = (VxB)(Y, Z) + B(VxY, Z) + B(Y,VxZ) .
3.53. SATZ (Ableitungsgleichungen). Sei M C R? eine C3-Fliche mit Levi-

Civita-Zusammenhang V, Krimmungstensor R, zweiter Fundamentalform h,
Weingarten-Operator S und Gauflkrimmung K, und seien X, Y, Z Vektorfel-
der auf M. Dann gelten die folgenden Gleichungen.
(1) Theorema Egregium oder Gau$-Gleichung.
RyyZ = h(Y,2) S(X) — (X, Z)S(Y) = K - (Y, ) X — (X, Z)¥) .
(2) Codazzi-Mainardi-Gleichung.
(Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X, Z) .

Aus der Codazzi-Mainardi-Gleichung und der Symmetrie von h folgt leicht,
dass die Trilinearform VA in allen Argumenten symmetrisch ist.
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BEWEIS. Sei v ein lokales Einheitsnormalenfeld. Wir benutzen Propositi-
on und erhalten folgende Rechnung:

X(Y(2)=X(VyZ+nh(Y,2Z)v)
=VxVyZ+MX,VyZ)v+ X(h(Y,2))v—h(Y,Z)S(X).

Der letzte Term ergibt sich aus der Definition des Weingarten-Operators S.
Analog berechnen wir Y (X(Z)). Aulerdem haben wir wegen der Torsionsfrei-
heit des Levi-Civita-Zusammenhangs noch

(X, Y](Z) =Vixy)Z +h(X,Y],Z)v
=Vixy)Z+h(VxY,Z)v - h(VyX,Z)v.

Aus Bemerkung folgt, dass
X(Y(2)) - Y(X(2)) - [X,Y](2) = 0. )
Wir berechnen zunichst den tangentialen Anteil und erhalten die erste Glei-
chung in :
-
0= (X(Y(2)) -Y(X(2) - [X,Y](2))
=VxVyZ - WY, Z)S(X) - VyVxZ+ X, Z)S(Y) - Vixy)Z
=ViyZ - VixZ+h(X,2)S(Y)—-hY,Z)S(X)
=RxyZ— (MY, 2)S(X) - h(X,Z)S(Y)) .
Um hieraus die eigentliche Gauf3-Gleichung, ndmlich die zweite Gleichung
in , zu erhalten, tiberlegen wir uns zunéchst, dass die beiden Ausdriicke
<RX,YZ)W> und K- ((K Z><X7W> - <X7 Z><Y’W>)

beide antisymmetrisch in X und Y sowie in Z und W sind. Wie in Bemer-
kung reicht es daher aus, eine Basis (ei,ez) von T,M zu wihlen
und beide Ausdriicke fir X = W = e; und Y = Z = ey zu vergleichen.
Wir wihlen der Einfachheit halber eine Orthonormalbasis e, ex von T, M aus
Hauptkriimmungsrichtungen, d.h., es gelte (e;, e;) = d;; und S(e;) = k; e;. Jetzt
folgt sofort unsere Behauptung, denn

<R€1’8262, €1> = h(eg, 62) <S€1, €1> — h(el, 62) <S€2, €1> = K2 ' KR1 — 0-0
=K=K-(1-1-0-0) =K - ({e2, e2)(e1, e1) — {e1,e2)(e2, €1)) .

Nun sammeln wir die Normalanteile in (*) und erhalten
0= (X(Y(2)) - Y(X(2)) - [X.Y)(Z).v)
=h(X,VyZ)+ X(h(Y,2)) = h(Y,VxZ) =Y (MX, Z))
—h(VxY,Z)+ h(VyX,Z)
— (Vxh)(Y, Z) = (Vyh)(X. 2),
aber das ist gerade die Codazzi-Mainardi-Gleichung . g

Das , herausragende“ am Theorema Egregium lésst sich am besten wie folgt
ausdriicken.
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3.54. FOLGERUNG. Die Gauf-Krimmung ist eine Grofle der inneren Geo-
metrie.

BEWEIS. Sei p € M. Wihle eine Orthonormalbasis (e, e2) von T, M, dann
folgt
K(p) = <R61,6262ael> :
Nach Proposition und Bemerkung ist die rechte Seite eine
Grofle der inneren Geometrie, sie héingt also in einer Parametrisierung f nur
von g7, aber nicht von f selbst ab. ([l

3.55. BEMERKUNG. Erstaunlich daran ist auch, dass der Ausdruck RxyZ
auf den ersten Blick dritte Ableitungen einer Parametrisierung f von M enthélt,
wahrend die GauB-Kriimmung aus der zweiten Fundamentalform gewonnen
werden kann, die wegen Proposition [3.26| nur zweite Ableitungen von f enthélt.
Um das zu verstehen, iiberlegen wir uns, dass g/ aus ersten Ableitungen von f
definiert wird, dass I‘fj erste Ableitungen von g, also zweite Ableitungen von f
enthilt, und R wiederum Ableitungen davon enthélt. Das , Wunder“ besteht
also darin, dass sich die dritten Ableitungen insgesamt wieder wegheben.

Wir geben ohne Beweis eine lokale Umkehrung des Satzes an, die in et-
wa dem Hauptsatz der Kurventheorie entspricht. Ahnlich wie beim mehrdi-
mensionalen Umkehrsatz aus der Analysis konnen wir eine Fliche nur lokal aus
ihrer ersten und zweiten Fundamentalform zuriickbestimmen. Zur Konstruk-
tion des Levi-Civita-Zusammenhangs in diesem Kontext sieche Proposition
unten.

3.56. SATz (Hauptsatz der lokalen Flichentheorie; Bonnet). Sei U C R?
offen, sei k > 3, sei (gi;) € CF71(U; Ma(R)) diberall symmetrisch und positiv
definit, und sei (hij) € C*=1(U; Ma(R)) tiberall symmetrisch, so dass die Gaufs-
und die Codazzi-Mainardi-Gleichung aus Satz[3.53 fiir V und R gelten. Sei x €
U,p e R undvr, va € R? gegeben, so dass (vi,vj) = gij(x) fiir alled, j = {1,2}.

Dann ezistiert eine Umgebung V. C U won x und eine Parametrisie-
rung f: V — R3 einer Fliche M, deren erste und zweite Fundamentalform
beziiglich f durch g und h dargestellt werden, mit f(x) = p und %(x) = v
fir i = {1,2}. Je zwei solche Parametrisierungen stimmen auf einer kleinen
Umgebung von x tberein. O

Wir erhalten eine #hnliche Eindeutigkeitsaussage wie in Folgerung

3.57. FOLGERUNG. Sei V' C R? offen und zusammenhingend. Zwei Flichen-
parametrisierungen fi, fa: V — R® haben genau dann die gleichen ersten und

zweiten Fundamentalformen, wenn es eine orientierungserhaltende euklidische
Isometrie G € SO(3) x R? mit fo = G o fi gibt. O



KAPITEL 4

Innere Geometrie der Flichen

In diesem Kapitel wollen wir den Zusammenhang von GauB-Kriimmung,
Parallelverschiebung entlang geschlossener Kurven und geodétischer Kriim-
mung verstehen. Hohepunkt des Kapitels ist der globale Satz von Gauf3-Bonnet,
der einen Zusammenhang zwischen topologischer Gestalt und Kriimmungsei-
genschaften herstellt.

4.1. Geodéitische

In diesem Abschnitt wollen wir Flichen M mit einer beliebigen Riemann-
schen Metrik g betrachten, die — im Gegensatz zur ersten Fundamentalform
— nicht von der Lage von M im umgebenden Raum abhéngt. Auf diese Weise
koénnen wir mehr Beispiele von Flachen als zuvor betrachten, unter ihnen auch
den hyperbolischen Raum aus Abschnitt Der Einfachheit halber arbeiten
wir zunéchst nur mit offenen Teilmengen des R?.

4.1. DEFINITION. Es sei U C R? offen. Eine Riemannsche Metrik der Klas-
se C¥ auf U ist eine C¥-Funktion g = (g;;)ij: U — Ma(R), so dass g, fiir
alle z € U symmetrisch und positiv definit ist. Fiir v, w € R? setzen wir

2
gp(v, w) = vt - gp "W = Z viw; g (p) -
i,j=1

Fiir zwei Vektorfelder X, Y: U — R? bezeichnet g(X,Y): U — R die Funkti-
on z — gp(X,,Yy).

Ein Vektorfeld auf U ¢ R? wird wie in Abschnitt durch eine Funk-
tion X: U — R? gegeben. Den Raum aller Vektorfelder bezeichnen wir
mit X¥(U) = C*(U;R?), wobei wir die Differenzierbarkeitsordnung k meist weg-
lassen werden. Wir bezeichnen die Koordinatenfelder mit

a —_—
61:1- -
(o)

in Analogie zur Notation 9o Die Inverse Matrix zu (g;;) bezeichnen wir mit

€;

g =1(9")ij: U— Ma(R) .

Als erstes konstruieren wir den Levi-Civita-Zusammenhang zur Metrik g,
der die Eigenschaften (I)—(3), und (6]) aus Proposition erfiillt.

89
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4.2. PROPOSITION. Es sei g eine Riemannsche Metrik auf U, dann existiert
genau eine Abbildung V: X(U) x X(U) — X(U) mit den FEigenschaften

(1) V ist CO-linear im ersten Argument;

(2) V ist R-linear im zweiten Argument;

(3) Es gilt die Leibnizregel Vx(fY)=X(f)- Y + f-VxY;
(4) V ist torsionsfrei;

(5) V is metrisch, das heifit es gilt Vg = 0.

BEWEIS. Aus den geforderten Eigenschaften folgt die Koszul-Formel aus
Proposition , das heifit, es gilt

) ", 0
\V/ = 5 (p)—
3 ’p al‘J Z zy(p) afL‘k »
k=1
fir alle p € U, mit

1 9gj1 | Ogu _ Ogi;
k- = Kl j i _ 995

K 2 ;g (8.7:2 + 8xj 8.73[
Fiir beliebige Vektorfelder X, Y folgt aus .f. dass

VxY = ZX“”< Zw ) o *

i,k=1

wie in Bemerkung Damit ist die Elndeutlgkelt von V bewiesen.

Um die Existenz zu zeigen, miissen wir nachrechnen, dass das in (*) kon-
struierte V alle Eigenschaften — erfiillt. Diese Rechnungen wollen wir hier
aber nicht durchfiihren. O

Man beachte, dass wir in Proposition die Existenz von V nicht iiber-
priifen mussten, da ja V durch Definition bereits gegeben war.

4.3. DEFINITION. Es sei g eine Riemannsche Metrik auf U C R", dann
heifit der soeben konstruierte Zusammenhang V der Levi- Civita-Zusammenhang
auf (U, g). Fir X, Y, Z € X(U) definieren wir die zweite kovariante Ableitung
und den Riemannschen Krimmungstensor durch

ViyZ=VxVyZ—VyvZ
und  RxyZ=VixyZ-VyxZ=VxVyZ—-VyVxZ—-Vxy|Z
Die Gaufkrimmung von (U, g) ist definiert als
o1 D 002 01

4.4. BEMERKUNG. Fiir V2 und R gelten analog Proposition und
und Folgerung Wie in Bemerkung [3.50] wird R komplett bestimmt durch

0 0
Rijri=g (R >
! 8901’ a% Opr’ Oy
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und wegen der Antisymmetrien aus Proposition reicht, es die Funkti-
on Ri291 zu kennen. Aus der Definition der Gauflkriimmung folgt dhnlich wie
im Beweis der zweiten Gleichung in Satz (1), dass

9(RxyZ,W) =K - (9(Y,2) - g(X, W) — g(X, Z) - g(Y,W)) ,
und daher RxyZ=K-(9(V,Z)- X —g(X,2)-Y).

Wir wollen die Christoffelsymbole und die Riemannsche Kriimmung fiir die
Beispiele (1)-(3) berechnen. Diese Metriken sind konform, das heifit, es
gilt g;; = u” - §;; fiir eine Funktion u: U — R ohne Nullstellen.

4.5. PROPOSITION. Sei g = u? (-, -) eine konforme Metrik auf U C R?,
dann werden der Levi-Civita-Zusammenhang und der Riemannsche Krim-
mungstensor gegeben durch

ou ou ou
Tk — 1 s = s
4 Y (6951 5]k + 81‘j 5Zk axk 2 )

azu aQu ou 2 ou 2
und K =—u (8:1:% * 837%) o ((35[31) " <8x2> > .

BEWEIS. Wir verwenden zunichst die Koszulformel und erhalten

1 ousy  ousy  Oul oy
E U725kl < >4 = - ZJ>
v} .
2 l

ox; Ox; oxy,
ou ou ou
-1
= 0; — 0 — — 05 | .
“ <(9:L’Z ]k+8$j ik 8xk ZJ)
Damit kénnen wir alle acht Christoffelsymbole angeben:
ou
Il =712 12 — Ll — 19"
11 12 21 2 = U 9z’
ou
2, =r =rl,=-1% =u't-—
22 21 12 11=U Oy

Zur Berechnung der GauB-Kriimmung benutzen wir die Formel aus Bemer-

kung und finden
Ku'=K det g = Ri901 = u? R%QQ

ori, ory
= u? ((9;12 — 83:122 + F%QFh + F%QF%Q - Fbr%l - F%ZF%2>

= —u @ —u @ + % ’ + % ’ N
N Ox? Ox?3 0x1 Oxy )
4.6. BEISPIEL. Wir betrachten drei wichtige Beispiele.

(1) Die Euklidische Metrik oder Standardmetrik auf R? wird gegeben

durch
1 0
9p=\o 1)~

Fiir die Euklidische Ebene ist u = 1 in Proposition daher K = 0.
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(2) Betrachte die Umkehrung f = ¢~ ': R? — §2 C R? der stereographi-
sche Projektion aus den Ubungen. Es gilt

1 21’1
f@)= 57— | 2
1 2
Il Ao -1
9 1— a3+ a3 —21‘211‘2 ,
und dfy = ———= —2x129 1427 — 23
(fl]” + 1) 21 275

Die erste Fundamentalform der S? wird nach Bemerkung in
diesen Koordinaten gegeben durch

4 10
fodpdf = ( ) |
%=t e = ey Lo
Wir nennen das die sphdrische Metrik beziiglich der stereographischen
Projektion. Wir erhalten
2

u(r) = ——p .
1 [Ja]]

Nachrechnen ergibt die konstante Gaulkriimmung K = 1.

(3) Wir definieren analog dazu eine ,stereographische Projektion“ vom
hyperbolischen Raum aus Abschnitt auf den Einheitsball in Ebe-
ne R? x {0} mit Zentrum —e3. Dann wird die zugehérige Parametri-
sierung gegeben durch f: B?(0) — H? C R3 mit

1 21,‘1
fa) = —— [ 2n
E= I A+ a?
9 1+ a2 — 23 2x129
und dfy = e 2x129 1- x% + x%
(1 - HxH ) 211 219

Wir betrachten jetzt die vom Lorentz-Skalarprodukt induzierte Rie-
mannsche Metrik. Analog zu (2) erhalten wir

10 0
4 10
g dfy, = ———
o =drr- o1 0| df= < )
00 -1 (1—z*2 \0 1

Wir nennen das die hyperbolische Metrik im Poincaré-Ballmodell. Fiir
den hyperbolischen Raum erhalten wir

2
u(r) = ———.
L - lz)*

Nachrechnen ergibt die konstante GauBkriimmung K = —1.

Wenn wir die Linge von Kurven auf M = R?, §? oder H? wie in Bemer-
kung definieren, dann erhalten wir genau die Bogenlénge der Eukli-
dischen, sphéirischen bzw. hyperbolischen Geometrie wie in Bemerkung [2.11
Man iiberpriift leicht, dass der in Kapitel [1| eingefiihrte Abstand zwischen zwei
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Punkten p, g in der jeweiligen Geometrie nichts anderes ist als die innere Me-
trik aus Definition [2.4] zur jeweiligen Bogenlénge. Wir kénnen also Euklidische,
sphérische und hyperbolische Geometrie auch mit den Methoden dieses Ab-
schnitts beschreiben. Insbesondere kénnen wir in diesem Zusammenhang einen
sinnvollen Flécheninhalt fiir Dreiecke definieren.

Als néchstes konstruieren wir einen Zusammenhang ldngs Abbildungen.
Sei A C R" (meist n = 1, 2) und F: A — U differenzierbar, dann ist ein
Vektorfeld lings F eine Abbildung

V:A—R?.

Dabei fassen wir X (a) als Vektor im Punkt F(a) auf fiir alle a € A. Wir
schreiben X(F) fiir den Raum aller Vektorfelder langs F'. Als Beispiel betrachte
die partiellen Ableitungen
OF
aai
fir allei =1, ..., n. Allgemeiner sei Y ein Vektorfeld auf A, dann ist dF'(Y) €
X(F) mit

€ X(F)

dF(Y)|q = dF,(Y,) € R?.
Fiir jedes X € (U) ist ebenfalls X o F' € X(F) ein Vektorfeld lings F.

Wir wollen jetzt Vektorfelder X lings F': A — U ableiten, und zwar nach
Vektorfeldern V' auf A. Dazu benétigen wir eine Variante V' des Levi-Civita-
Zusammenhangs V auf U.

4.7. PROPOSITION. Es gibt eine eindeutige Ableitungsvorschrift VI : X(A)x
X(F) — X(F) mit folgenden Eigenschaften.

(1) VE ist CO(A)-linear im ersten Argument;
(2) VI ist R-linear im zweiten Argument;
(3) Fiir f € CY(A), X € (A) und V € (F) gilt die Leibnizregel

Vx(IV)=X(f)-V+[-VxV;
(4) Sei X € (A), Y € (U) und a € A, dann gilt
V(Y 0 Fla = Vap,(x,)Y -
Fiir V¥ gilt auferdem:
(5) V¥ ist torsionsfrei, das heifit, fir X, Y € X(A) gilt
VX (dF(Y)) = Vi (dF (X)) = dF([X,Y]) ;
(6) YV is metrisch, das heift, fir X € X(A) und V, W € (F) gilt
X(g(V,W)) = g(VEV,W) +g(V,.VKW): A > R.
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BEWEIS. Es seien Ffj die Christoffel-Symbole des Levi-Civita-Zusammen-
hangs auf (U, g). Aus und folgt zunéchst

9 9 O0F; o
5 l
vaa, <ax]oF)‘a vaF( D ox; Z aaz( )Fj(F(a))ﬁTuk(F(a))'
Fiir
- 9
X:;Xi.aaief(fl) und V= ZVk <on)ex(F)

mit X1, .. Xn, Vi, Vo: A — R erhalten wir wegen . dass

vEV = ZZVF a(Vk-<8ikoF>>

i=1 k=1 dai
_ Vi~ OF 0 '
—;;<Xz 8ai +]§1X1 80@ V? (FleF)) (8$kOF> ()

Also ist VI eindeutig durch f bestimmt.

Jetzt muss man noch zeigen, dass die durch (*) definierte Ableitungsvor-
schrift die Eigenschaften f@ erfiillt. Dabei folgen und @ aus den ent-
sprechenden Eigenschaften des Levi-Civita-Zusammenhangs. 0

4.8. DEFINITION. Sei g Riemannsche Metrik auf U mit Levi-Civita-
Zusammenhang V, und sei F: A — U differenzierbar, dann heifit V¥ der
Levi-Civita-Zusammenhang lings F'.

Eine parametrisierte Kurve v: I — U heit Geoditische Linie (kurz

Geoditische), wenn V“’Q"y = 0.
ot

Die Lénge einer Kurve beziiglich einer Riemannschen Metrik g definieren
wir wie in Bemerkung . Eine Kurve v: I — U ist nach g-Bogenlinge
parametrisiert, falls g(%,7) = 1 auf ganz I. Wir wollen zeigen, dass kiirzeste
Kurven stets Geodéatische sind. Dazu betrachten wir Variationen einer Kur-
ve v: I = [a,b] — U, also Funktionen h: I x (—¢g,¢) — U, so dass h(t,0) = ()
fiir alle t € I. Wir erhalten also eine Familie von Kurven vs = h(-,s): I — U.

4.9. SaTz (Erste Variation der Bogenlidnge). Sei g eine Riemannsche Metrik
auf U C R2, sei y: I = [a,b] — U nach g-Bogenlinge parametrisiert, und
sei h: I x (—e,€) eine Variation von -y, Dann gilt

d

Oh Oh\ b b (oh
pr el ﬂ(aym)\m ‘/a 9<as’V;7) dat-

ds

Beweis. Wir gehen vor wie im Beweis von Lemma Wir werden Pro-
position . ) fiir die Vektorfelder @ und 8h verwenden.

d
/\/ g(¥s(t), ¥s(t)) dt

dslo
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- /ab 6({93‘(’(?9?’?9?) 2 g(ﬁsﬁ)’%(t))

-~

=1

b Oh Oh b dh Oh
_ h Yo Y — h Yv e
_/a 9<V§sat’at>dt /ag<v§t65’8t>dt
bro (Oh Oh oh _, Oh
-/ (aﬂ(am) ‘g<as’va%at)>‘“

Oh Oh\ b b (Oh _,
=g =—,— - — ' : O
g(@s’@t)‘tza Lg(as,vgt7> dt

4.10. BEMERKUNG. Sei U eine orientierbare Fléiche, und sei v: I — U
nach Bogenlinge parametrisiert mit geodétischer Kriimmung s geméfl Defi-
nition Dann existiert ein eindeutiges Vektorfeld V' lidngs v, so dass (¥, V)
an jedem Punkt von v eine positiv orientierte Orthonormalbasis bilden. Nach

Bemerkung gilt

Véﬁ:/ﬂ/,

ot
d Oh Oh\|b b oh
| 1o =g(55 5 )| - swe( S v )t
dsls=0 (%) g(@s’ﬁt)tza /a K()g<837 U)
4.11. FOLGERUNG. Sei 7v: [a,b] — M eine Kurve mit minimaler Ldinge

zwischen den Punkten p = v(a) und g = v(b). Dann ist v Umparametrisierung
einer Geoddtischen.

also

Bewers. Wir erinnern uns, dass L(y) unter Umparametrisierungen inva-
riant ist, und diirfen daher annehmen, dass  bereits nach Bogenlinge pa-
rametrisiert ist. Wir betrachten nur Variationen h: I x (—e,e) — M von v
mit h(a,s) = p und h(b, s) = ¢ fiir alle s € (—¢,¢).

Dann verschwindet % an den Intervallenden, und Satz liefert

d broh . .
oz == [(o( 5. v%4) e

Wenn ~ die Lange minimiert, muss dieser Ausdruck fiir jede Variation A von ~y
verschwinden, also muss

on _

Vh — =V,5=0
Got %!
gelten, also ist v eine Geodétische. g

4.2. Der lokale Satz von Gauf3-Bonnet

In diesem Abschnitt beweisen wir den lokalen Satz von Gauf3-Bonnet, der
einen Zusammenhang zwischen der Parallelverschiebung um eine geschlosse-
ne, zusammenziehbare Kurve in der Fliche und dem Integral iiber die Gauf-
Kriimmung im umlaufenen Gebiet herstellt. Als Anwendung kénnen wir For-
meln fiir den Flédcheninhalt sphérischer und hyperbolischer Dreiecke herleiten.
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Wir erinnern uns zunéchst an die Definition des Kurvenintegrals und for-
mulieren den Satz von Green, einen Spezialfall des Satzes von Stokes aus der
Vektoranalysis. Sei wieder U C R? offen. Eine Fins-Form oder Pfaffsche Form
der Klasse C* auf U ist eine C¥(U)-lineare Abbildung

a: XKUY = ckU) .
Fiir ein Vektorfeld X auf U folgt sofort
0 0

=a[xX1 L +x-2 ) =X a1+ Xs-
a(X) a< 1a$1+ 28:52) 1-a1+ Xo - ag

) B 0 B 0 k
mit a; = a<axl> und as = a((“):@) eC"(U).

Dalfiir schreiben wir auch kurz

a=ajdr; + azdzrs .
Insbesondere héngt «(X)|, nur von a;i(p), az(p) und X, ab, vergleiche dazu
Folgerung

Es sei jetzt v: [a,b] — U eine parametrisierte Ck-Kurve mit k > 1, dann
definieren wir das Kurvenintegral

/704 = /aba(ﬁ(t)) dt .

Es hingt nicht von der gerichteten Parametrisierung ab, denn sei ¢: [¢,d] —
[a, b] eine streng monotone C¥-Umparametrisierung, dann folgt

[ /cdo‘@(@(“» )= | (i) i = f e

Es sei jetzt v eine stiickweise differenzierbare Kurve. Wir sagen, dass vy eine
kompakte Teilmenge 2 C U positiv umlduft, wenn ~ einfach geschlossen ist, die
Spur im~ von v genau der Rand von € ist und der orientierte Einheitsnorma-
lenvektor in Richtung € zeigt.

4.12. SATZ (von Green). Es seiy: [a,b] — U eine stiickweise C'-Kurve, die
eine kompakte Menge € positiv umlduft, und es sei a = a1 dxy + as dzrs eine
Eins-Form auf U. Dann gilt

. 8a2 8&1
Aa—/§2(8$1 — a@) dridzs .

BEWEISSKIzZZE. Wir zerlegen o = a3 + a9 mit «; = a; dz; und betrachten
zunéchst den Fall as = 0.

Wir nehmen an, dass sich 2 durch senkrechte Schnitte zerlegen lésst in
Bereiche der Form

Qi = { (x1,22) | 21 € [as, bi] und 23 € [f(x1), g(z1)] }

fiir geeignete C'-Funktionen f < g: [a;,b;] — R. Dann parametrisieren ~;,
(Si: [O,bi — ai] — U mit ’)/Z'(t) = (ai + t, f(az + t)) und 51(15) = (bz — t,g(bi - t))
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jeweils Abschnitte von . Somit ist 2 die Vereinigung der €; (disjunkt bis auf
endlich viele Strecken) und im~y die Vereinigung der obigen Kurvenstiicke (dis-
junkt bis auf endlich viele Punkte).

Auf Q; berechnen wir mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung und der eindimensionalen Integraltransformationsformel, dass

g(z1)
/ 8@1 dl‘l dIL‘Q / / 6&1 dl‘g d(L‘l
Q; 8 T2 f($1 (9.%'2

/abz (m(ﬂcu fx1)) - al(xl,g(;gl))) day
[
-/,

i
b'L*a'L
i

= (a1 ai +t, fla; +t) +ai (b —t,g(b; — t))) dt
1+

« /041,
9

a1 (%i(t)) = ol(asst, flaitt) (f’l(t)> =ai(a; +t, f(a; + 1))

da ja

: —1
und aq ((51<t)) = al’(bi—t,g(bi—t)) <g’(t)) = —ai (bZ - t,g(bi - t)) .

Aufsummieren iiber ¢ liefert die Behauptung fiir a;;. Durch Zerlegung in waa-
gerechte Streifen erhalten wir die Behauptung fiir ag. Sollte es nicht mdoglich
sein, das Gebiet 2 mit je endlich vielen Streifen zu zerteilen, so approximieren
wir v geeignet durch Kurven, fiir die das moglich ist. ]

Wir betrachten wieder eine Riemannsche Metrik g auf U C R? und erinnern
uns an das Volumenelement

= \/(F(g)dxl dxy € 92(U)

aus Definition [3.13] das wir jetzt als Zwei-Form auffassen. Indem wir das Gram-
Schmidt-Verfahren punktweise auf die Standardbasis (e1, e2) des R? anwenden,
erhalten wir zwei Vektorfelder v, vo auf U, die an jedem Punkt p € U eine
orientierte Orthonormalbasis beziiglich der Metrik g, bilden.

4.13. PROPOSITION. Es ezistiert eine Eins-Form o € Q' (U), so dass
Vxv; = a(X) v und Vxvy = —a(X) v
fiir jedes Vektorfeld X € X(U). Aufserdem gilt

8@2 8&1
— — —— = —K +/det(g) .
81‘1 833‘2 ¢ (g)

BEWEIS. Da g(v;,vj) = d;; konstant ist, folgt

9(Vxvi,v;) + g(vi, Vxv;) = X (g(vi,v;)) =0.
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Wir setzen also
a(X) = g(Vxvi,v2)
und erhalten die erste Aussage.

Wir setzen wieder a; = a(%). Um die zweite Aussage zu beweisen, be-
2
rechnen wir

R s am:vivivl—vivivl—v[ii]vl

0x1’0x2 or1 Oxa Oxre 0z 0x1’'0x2
0 0
=V 5 <a< ve | =V g5 [al =— | v
971 0z BTy ox1
8a2 8@1 + 8a2 6a1
=5 U2—0G02G01V1 — 5 V2 a1a201 = | 53— — 3 | V2
8$1 8$2 8:61 81‘2

Hieraus berechnen wir die Gaufl-Kriimmung mit Hilfe von Definition und
Bemerkung [£.4] und erhalten

8&2 8@1

87961 - 875[,‘2 = g(Re1,egvlan)

= K (g(e2,v1) - gler,v2) — g(er, v1) - g(ez, v2)) = —K det B,

wobei die Matrix B = (g(ej,v;))i; gerade den Basiswechsel von der Orthonor-
malbasis (v1,v2) zur Standardbasis (e1, e2) beschreibt. Mithin besteht B~! aus
den Koordinaten der g-Orthonormalbasis (v1,v2), also ist (B~1) . g - B! die

Einheitsmatrix, und es folgt
det B=+/degg .

Daraus ergibt sich die zweite Behauptung. ([l

Sei jetzt 7y: [a,b] — U eine einfach geschlossene Kurve in U, die eine Teil-
menge 2 C U positiv umléuft. Dann folgt aus dem Satz von Green und

Proposition dass

_ 8@2 8a1 _
[ya_/g<8x1 ax2>dx1dx2— /QKdA. (4.1)

Wenn wir versuchen, den Hopfschen Umlaufsatz auf einfach geschlossene
Kurven in (U, g) zu verallgemeinern, dann tritt die linke Seite in Gleichung (4.1
als Korrekturterm auf, und wir erhalten den lokalen Satz von Gauf3-Bonnet.

4.14. SATZ (GauB-Bonnet; lokale Fassung). Es sei U C R? ein Gebiet mit ei-
ner Riemannschen Metrik g, und es sei~y: [a,b] — U eine nach Bogenlinge pa-
rametrisierte C?-geschlossene Kurve, die eine Teilmenge Q0 C U positiv umliuft.

Dann gilt
b
/KdA+/ K(t) dt = 2m .
Q a

In der Euklidischen Ebene R? mit der Standardmetrik verschwindet das
Integral iiber die GauB-Kriimmung. Falls v eine C?-geschlossene Kurve ist, ver-
allgemeinert Satz offensichtlich den Hopfschen Umlaufsatz
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BeEwEIs. Wir kombinieren den Beweis von Satz mit Formel . Da-
zu wéhlen wir die orientierte g,-Orthonormalbasis (v1,v2) wie oben so, dass vy
iiberall ein positives Vielfaches des Standardbasisvektors e; ist. Auflerdem
diirfen wir annehmen, dass die zweite Komponente 75(t) von 7 bei t = a
und ¢ = b ihr absolutes Minimum annimmt. Dann folgt §(a) = §(b) = v;
aufgrund der Umlaufrichtung.

Da v nach g-Bogenlénge parametrisiert ist, finden wir eine Winkelfunktion
Y:{(s;t) eER*|a<s<t<b}—R
mit ¢ (a,a) =0, so dass

cos (s, t) vr(y(t)) + sine)(s, t) va(y(t))

(v
) —

V() —(s) .
fir s <t und (s,t) # (a,b),
BIECESCI (07 (0]
)50 fiir s =¢, und
—A(a) = fir s =a und t = b.

Wie im Beweis des Hopfschen Umlaufsatzes [2.38 diirfen wir folgern, dass
P(b,b) = (a,a) + 27 .
Wir schreiben ¢(t) = 9 (t,t), dann folgt ¢(a) = 0 und ¢(b) = 27.
Wir ergénzen 4(t) zu einer g, -Orthonormalbasis durch das Vektorfeld
V=—sinp-(vioy)+cosp-(v207) € X(y)
langs «v. Um die geodétische Kriimmung von v zu bestimmen, berechnen wir
V%V = Vé (cosp - (v107) +sing - (v207))
=¢-(—sing- (vioy)+cosp- (v207)) + (cosg - Vyvr +sing - Vivs)
= (¢+a¥) -V
nach Proposition

Aus der Definition der geodétischen Kriitmmung x und Bemerkung folgt
also

k(1) = @(t) + ayp (9(1)) -
Jetzt erhalten wir unsere Behauptung mit (4.1)), denn

b b
/m@wszw+%mmmwt
= b o = 27T — .
_cp(lt)|t_a+/V 2 /QKdA 0

Fiir den néchsten Schritt betrachten wir Kurven mit ,Ecken* und be-
trachten die Winkel an diesen Ecken. Dazu definieren wir einen gerichteten
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g-Winkel <,(v,w) € (—m,n) &hnlich wie in Definition fiir Vektoren v,
w € T,U = R?\ {0}, so dass w kein negatives Vielfaches von v ist, durch

arccos HZ”‘(T{;UR' falls (v, w) positiv orientiert ist, und
— D p
G(v,w) = gplow)
— arccos sonst.
lIoll, llwll,,

Den Fall, dass w negatives Vielfaches von v ist, miissen wir gesondert betrach-
ten.

‘Wir erinnern uns an die Definition einer stiickweisen C2-Kurve. Eine sol-
che Kurve 7: [a,b] — U ist stetig, und es existieren a =ty < t; < --- <t, =b
so, dass Y|y, , 4] € C*([ti—1,t:),U) fiir alle i = 1, ..., n. Wir schreiben 4~ (;)
und 47 (t;) € R? fiir die links- bzw. rechtsseitige Ableitung von 7 an den
entsprechenden Stellen. Wenn v geschlossen ist, diirfen wir 47 (a) = 47 (b)
und 47 (b) = 4" (a) setzen.

Wir nehmen an, dass eine solche Kurve v ein Gebiet  positiv umlauft.
Sollte 4~ (t;) = —4T(t;) gelten, so setzen wir <ty (5~ (t:), 7" (t:)) = £m, je
nachdem, ob es sich um eine konvexe oder konkave Ecke von 2 handelt. Aufler-
dem definieren wir den g-Innenwinkel von  an der Ecke (¢;) mit

<X7(ti)(Q) =T <ZA/(ti) (;Y_(ti)v 7+(tz)) € [07 277] :

4.15. FOLGERUNG. Es sei U C R? ein Gebiet mit einer Riemannschen
Metrik g, und es sei v: [a,b] — U eine nach Bogenlinge parametrisierte ge-
schlossene stiickweise C?-Kurve, die eine Teilmenge Q2 C U positiv umlduft. Es
seien a = tg < -+ < t, = b so gewdhlt, dass Y|y, 4, € C*([ti—1,t:],U) fir
allei =1, ..., n. Dann gilt

n ti n
/QKdA + Z/t k(t) dt + Z <y(ty) ("y*(ti),")ﬁ(ti)) =27 .
=1 ti—1 i=1

Aquivalent dazu gilt
n t; n
/KdA+Z/ K;(t)dthQ,y(ti)(Q):(an)ﬂ'.
L i=17ti-1 i=1

Falls die Teilstiicke |, _, ) gerade Strecken sind, verallgemeinert diese Fol-
gerung den Satz iber die Winkelsumme im Euklidischen Dreieck.

BEWEIS. Beide Formeln sind offensichtlich dquivalent. Wir geben hier zwei
Beweisideen fiir die erste Formel.

Zum einen kénnen wir wie im Beweis des Satzes [4.14] vorgehen, dann lassen
sich allerdings 1 (t;,t;) und ¢(¢;) nicht definieren. Statt dessen erhalten wir fiir
die Differenz der links- und rechtsseitigen Grenzwerte, dass

o(ti+) — o(ti—) = <y (5~ (), 77 (8)) -
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Entsprechend folgt daraus

n ti n
2m = Z/ Gt dt+ > <y (V7 (), 4 (1)) -
i=17ti-1 i—1
Mit dieser Formel liefert der obige Beweis unser Resultat.

Die zweite Moglichkeit besteht darin, die Kurve ~ durch eine Folge von
C2-geschlossenen Kurven in einem geeigneten Sinne zu approximieren. Dann
konzentriert sich ein Teil des Integrals iiber die geodétische Kriimmung an den
Ecken ~(t;) und konvergiert genau gegen die Winkel <ty (5~ (t:), 7 (t:)). O

Wir wollen jetzt Formeln fiir die Winkelsumme im sphérischen und hyper-
bolischen Dreiecken beweisen. Dank des Satzes von GauB-Bonnet (und des im
Beweis benutzten Satzes von Stokes) kénnen wir diesen Flidcheninhalt angeben,
ohne ihn per Integration auszurechnen. Wir holen jetzt also die Beweise der

Sitze und nach.

4.16. FOLGERUNG. Sei A ein sphdrisches bzw. hyperbolisches Dreieck mit
den Winkel o, 8 und . Dann hat A den Flicheninhalt

AA)=a+B+~y—m bzw. AA)=r—a—-F—7.

BEWEIS. Es sei 2 das jeweilige Dreieck Die GauBl-Kriimmung der Sphére
betrigt K = 1, die des hyperbolischen Raumes K = —1. Die Geradenstiicke
haben geoditische Kriimmung x = 0. Aus Folgerung folgt also

iA(A):/KdA:a+ﬁ+7—7r.
Q
O

4.17. BEMERKUNG. Somit haben hyperbolische Dreiecke einen Flédchenin-
halt kleiner als 7, und das obwohl man — im Gegensatz zum sphérischen Fall
— die Seiten beliebig lang machen kann. Das liegt daran, dass hyperbolische
Dreiecke im Vergleich zu Euklidischen Dreiecken ,,diinn“ sind. Diese Beobach-
tung kann man im Rahmen der Riemannschen Geometrie konkretisieren und
auf beliebige Mannigfaltigkeiten mit Kriimmungsschranken verallgemeinern.

Lésst man alle drei Ecken eines hyperbolischen Dreiecks im Poincaré-
Ball D? gegen den ,Rand im Unendlichen“ S' konvergieren, so erhiilt man ein
sogenanntes ,,ideelles Dreieck®, dessen Seiten unendlich lang sind, und dessen
Flacheninhalt genau 7 ist.

4.3. Kompakte Flichen und der globale Satz von Gauf3-Bonnet

Danach geben den globalen Satz von GauB-Bonnet an, der etwas iiber die
totale Gau-Kriimmung einer kompakten Fliche M C R™ ohne Rand aussagt.
Da wir einige topologische Resultate benutzen werden, die wir hier nur zitieren,
aber nicht beweisen konnen, wird dieser ganze Abschnitt etwas vage ausfallen.

Eine Triangulierung einer solchen kompakten Fliche M ohne Rand besteht
aus
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(0) E paarweise verschiedenen Punkten py, ..., pp € M;

(1) K Kurven 7, ..., vk in M, v;: [aj,b; — M, mit v;(a;), v;(b;) €
{p1,...,pKk}, so dass die Einschrankungen 7,4, 5,) paarweise disjunkt
sind und die Punkte p1, ..., pg aus @ nicht treffen;

(2) den F' Zusammenhangskomponenten Dy, ..., Dr von M \ ({p1,...,
pp} Uimy; U--- Uim~yg), wobei D; jeweils homéomorph zu einem
Polygon in der Ebene ist, so dass die Punkte py € 9D; aus @ auf
die Ecken und die Kurven im~y; C dD; aus auf die Kanten des
Polygons abgebildet werden.

Wir nennen eine solche Triangulierung glatt, wenn alle Kurven ~; in glatt
sind und die Homdomorphismen in als Diffeomorphismen gewiahlt werden
konnen. Man kann zeigen, dass jede kompakte glatte Fliache eine glatte Trian-
gulierung zul&sst.

4.18. DEFINITION. Die Fulerzahl einer solchen Triangulierung ist gegeben
durch

Y=E-K+F€Z.

4.19. BEMERKUNG. Fiir die S? ist diese Zahl x gerade 2, das folgt aus dem
Eulerschen Polyedersatzes.

Man kann fiir alle n zeigen, dass x(S,) nicht von der Wahl der Zerlegung
abhéngt, daher schreiben wir im folgenden einfach x (M ). Fiir kompakte Fléchen
ist das allerdings auch eine Folgerung aus dem folgenden Satz

4.20. BEISPIEL. Man projiziere etwa das Oktaeder mit den Ecken +eg, +eq,
+ey zentral auf die Sphire S? C R? und erhilt als Bild drei Grofkreise, die sich
jeweils in rechten Winkeln schneiden. Wenn man jetzt die Ecken, Kanten und
Dreiecke geeignet orientiert und durchnumeriert, erhélt man eine Triangulierung
der Sphire S2.

Zur Erinnerung: eine Teilmenge des R" ist kompakt genau dann, wenn sie
beschréankt und abgeschlossen ist. Insbesondere sind also beschrinkte, abge-
schlossene Untermannigfaltigkeiten des R™ kompakt. Ohne Beweis benutzen
wir, dass jede kompakte glatte Mannigfaltigkeit eine glatte simpliziale Zerle-
gung besitzt, und dass man im Falle von Fliachen die Zerlegung auch so wéhlen
kann, dass alle Eins-Simplizes geodétische Strecken sind.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass die einzelne Terme in Satz und
Folgerung nicht von der Orientierung von Q abhiingen. Andert man et-
wa die Orientierung von €1, so &ndert sich auch die Umlaufrichtung von ~, so
dass die geoditische Kriimmung insgesamt erhalten bleibt. Daher brauchen wir
keinerlei Orientierungsbegriff im folgenden Satz.

4.21. SATZ (GauB-Bonnet; globale Fassung). Sei M eine kompakte Fliche
mit Riemannscher Metrik g und Gauf-Krimmung K, dann gilt

27rx(M):/MKdA.
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Insbesondere hingt die Eulerzahl x (M) nicht von der Wahl der Triangulie-
rung und die totale GauB-Kriimmung | 1 K dA nicht von der Wahl der Metrik g
auf M ab.

BEWwWEIS. Jede kompakte Fliche tréagt eine glatte Triangulierung. Da wir
jedes einzelne Polygon mit einer Teilmenge der Ebene identifizieren kénnen, die
mit einer Riemannschen Metrik versehen ist, konnen wir den lokalen Satz
von Gaufl-Bonnet anwenden, und erhalten

F
/MKdA:;/DinA
F
:;<_ /81)1,”%— Z Le(D;) + (2 — #Ecken von Di)ﬂ)

e Ecke von D;

Jede Kurve v; taucht genau zweimal im Rand eines Polygons auf. Da die
beiden Polygone auf verschiedenen Seiten von «; liegen, hat die geoditische
Kriimmung in beiden Fillen entgegengesetztes Vorzeichen. Daher folgt

F
;/E)Dimzo.

An jeder Ecke pj betrigt die Summe der angrenzenden g-Innenwinkel ge-

nau 27, daher gilt
F
> > <D)=2rE.
i=1 e Ecke von D;

Jedes Polygon D, hat genauso viele Ecken wie Kanten, und jede Kante
kommt in genau zwei Polygonen vor, also folgt

F
Z #Ecken von D; = 2K .

i=1
Wir setzen all das in die obige Formel ein und erhalten

/KdAzQﬂ(E—K—I—F):%')dM). O
M
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