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序

本书的标题是《行列式入门》(Enkonduko al Determinantoj). 您按字面
意思理解此标题就好: 我 (即作者, 下同) 带您入 “行列式之门” (la pordo al
determinantoj).
本书是一本为初学者准备的行列式教材.行列式是一个有用的工具.我

认为,学习此工具是有用的.本书用简单的归纳法定义行列式,并证明了关于
行列式的一些结论.
本书的目标不是只教您行列式.或许,您知道,中学数学里的几何学可练

习我们的逻辑思维.我希望本书也能有类似的作用.具体地,我希望本书也可
练习您的逻辑思维.我想,逻辑思维对我们是有好处的,即使我们不从事数学
的工作.
我假定您学过中学数学; 或者说, 我不假定您学过大学数学. 这其实对

我是一个大挑战.毕竟,几年前,我就不是一个中学生了.并且,我也没有学习
教育的理论.所以,我不知道,本书是否能使一个只有中学数学基础的人学明
白行列式.但我想挑战此事.于是,本书 (的初版)就出生了.
本书的最新版本在 https://www.bananaspace.org/wiki/讲义:

行列式入门与 https://github.com/septsea/det.
我的文学不好.那么,我就说这么多.

v
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第一章 行列式

行列式是一个有用的工具. 本章主要介绍方阵的行列式的定义与基本
的性质.

1



2 第一章 行列式

1.1 缺项定位
在正式进入本节的内容前,我要提到一类常用的简写.设 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, ⋯是

若干个文字.那么, 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 是 “𝑎 = 𝑏且 𝑏 = 𝑐”之略.同理, 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑
是 “𝑎 = 𝑏且 𝑏 = 𝑐 且 𝑐 = 𝑑”之略.类似地,若 𝑥, 𝑦, 𝑧是实数,则 𝑥 < 𝑦 < 𝑧是
“𝑥 < 𝑦且 𝑦 < 𝑧”之略.自然地, 𝑥 < 𝑦 ⩽ 𝑧是 “𝑥 < 𝑦且 𝑦 ⩽ 𝑧”之略.此类简写
在本章随处可见.

我们先看一个简单的问题.

例 1.1 考虑文字列 I: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.我们去除第 2, 5, 8个文
字 (也就是,去除 2, 5, 8),不改变文字的前后次序,得到文字列 II: 1, 3, 4, 6, 7,
9, 10.试用公式表示文字列 II的文字 𝑥在文字列 II的位置 𝑓(𝑥) (比如,文字
7的位置是 5).
此事自然不难.分段地,我们可写

𝑓(𝑥) =

⎧⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

1, 𝑥 = 1;
2, 𝑥 = 3;
3, 𝑥 = 4;
4, 𝑥 = 6;
5, 𝑥 = 7;
6, 𝑥 = 9;
7, 𝑥 = 10.

不过,分段或许是多的.能否减少分段的数目?这是可以的.比如,我们可写

𝑓(𝑥) =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

𝑥, 𝑥 < 2;
𝑥 − 1, 2 < 𝑥 < 5;
𝑥 − 2, 5 < 𝑥 < 8;
𝑥 − 3, 8 < 𝑥.

我认为这个写法更好,因为它更体现 “本质”: 𝑥前缺几项,其位置就减几.



1.1 缺项定位 3

若我们想进一步地使公式简单,那我们可作一个新记号.设 𝑖, 𝑗 为二个
整数.定义

𝜌(𝑖, 𝑗) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑖 < 𝑗;
1, 𝑖 ⩾ 𝑗.

注意到,对不相等的二个整数 𝑖, 𝑗, 𝜌(𝑖, 𝑗) = 0相当于 𝑖 < 𝑗,而 𝜌(𝑖, 𝑗) = 1相当
于 𝑖 > 𝑗.利用这个 “𝜌-记号”,我们可方便地写出,文字列 II的文字 𝑥在文字
列 II的位置

𝑓(𝑥) = 𝑥 − (𝜌(𝑥, 2) + 𝜌(𝑥, 5) + 𝜌(𝑥, 8)).

我们记 𝑚(𝑥) = 𝜌(𝑥, 2) + 𝜌(𝑥, 5) + 𝜌(𝑥, 8).不难看出, 𝑥 < 2时, 𝑚(𝑥) = 0;此时, 𝑥
前不缺项. 2 < 𝑥 < 5时, 𝑚(𝑥) = 1;此时, 𝑥前缺 1项. 5 < 𝑥 < 8时, 𝑚(𝑥) = 2;
此时, 𝑥前缺 2项. 8 < 𝑥时, 𝑚(𝑥) = 3;此时, 𝑥前缺 3项.所以,用 𝜌-记号表示
的 𝑓(𝑥)跟用分段表示的 𝑓(𝑥)是一样的.
还有一件事值得提.因为数的加法适合结合律与交换律,故我们可写

𝑓(𝑥) = 𝑥 − (𝜌(𝑥, 2) + 𝜌(𝑥, 5) + 𝜌(𝑥, 8))
= 𝑥 − (𝜌(𝑥, 5) + 𝜌(𝑥, 8) + 𝜌(𝑥, 2))
= 𝑥 − (𝜌(𝑥, 8) + 𝜌(𝑥, 2) + 𝜌(𝑥, 5))
= 𝑥 − (𝜌(𝑥, 2) + 𝜌(𝑥, 8) + 𝜌(𝑥, 5))
= 𝑥 − (𝜌(𝑥, 5) + 𝜌(𝑥, 2) + 𝜌(𝑥, 8))
= 𝑥 − (𝜌(𝑥, 8) + 𝜌(𝑥, 5) + 𝜌(𝑥, 2)).

为方便,我再介绍一次 𝜌-记号.

定义 1.2 (𝜌-记号) 设 𝑖, 𝑗 为二个整数.定义

𝜌(𝑖, 𝑗) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑖 < 𝑗;
1, 𝑖 ⩾ 𝑗.

不难看出, 𝑖 ≠ 𝑗 时, 𝜌(𝑖, 𝑗) + 𝜌(𝑗, 𝑖) = 1;之后我们会用到它. (当然, 𝑖 = 𝑗
时, 𝜌(𝑖, 𝑗) + 𝜌(𝑗, 𝑖) = 2.)

一般地,我们有
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定理 1.3 (缺项定位) 设 𝑛为高于 1的正整数.设文字列 I: 1, 2, ⋯, 𝑛.设
𝑘是低于 𝑛的正整数.设 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑘是不超过 𝑛的,且互不相同的正整数.去
除文字列 I的第 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑘 个文字 (也就是,去除 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑘),不改变文字
的前后次序,得到文字列 II.那么,文字列 II的文字 𝑥在文字列 II的位置

𝑓(𝑥) = 𝑥 − (𝜌(𝑥, 𝑖1) + ⋯ + 𝜌(𝑥, 𝑖𝑘)).

证 我们先从小到大地排 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑘为 𝑖′
1, 𝑖′

2, ⋯, 𝑖′
𝑘.

为方便,我们写 𝑖′
0 = 0, 𝑖′

𝑘+1 = 𝑛 + 1.注意到 𝑖′
0 < 1 ⩽ 𝑖′

1,且 𝑖′
𝑘+1 > 𝑛 ⩾ 𝑖′

𝑘.
文字列 II的文字恰为所有不等于 𝑖′

1, 𝑖′
2, ⋯, 𝑖′

𝑘 的,且不超过 𝑛的正整数.
任取文字列 II的一个文字 𝑥.那么,存在不超过 𝑘的非负整数 𝑣,使 𝑖′

𝑣 < 𝑥 <
𝑖′
𝑣+1.于是, 𝑥前缺了 𝑣项.不难验证

𝜌(𝑥, 𝑖′
1) + ⋯ + 𝜌(𝑥, 𝑖′

𝑘) = 𝑣.

故 𝑥在文字列 II的位置

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑣
= 𝑥 − (𝜌(𝑥, 𝑖′

1) + ⋯ + 𝜌(𝑥, 𝑖′
𝑘))

= 𝑥 − (𝜌(𝑥, 𝑖1) + ⋯ + 𝜌(𝑥, 𝑖𝑘)).

我们用了加法的结合律与交换律. 证毕.
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1.2 排列
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

为方便说话,我作一个新的定义.

定义 1.4 (排列) 设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 是互不相同的 𝑛个文字.我们说,由这
𝑛个文字作成的任何一个有序的文字列 𝑎𝑖1 , 𝑎𝑖2 , ⋯, 𝑎𝑖𝑛 (其中 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛是互
不相同的不超过 𝑛的 𝑛个正整数)是 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛的一个排列.

不难算出 𝑛个互不相同的文字的排列的数目.从 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 里选一个
为第 1个文字,有 𝑛个选法;从剩下的 𝑛 − 1个文字里选一个为第 2个文字,
有 𝑛 − 1个选法;⋯⋯;从剩下的 2个文字里选一个为第 𝑛 − 1个文字,有 2个
选法;从剩下的 1个文字里选一个为第 𝑛个文字,有 1个选法.由分步乘法计
数原理,知数目为

𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ ⋯ ⋅ 2 ⋅ 1.

不过,这不是我的教学里的重点.
设文字列 I: 1, 2, ⋯, 𝑛.设 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛是 1, 2, ⋯, 𝑛的一个排列.我们去除

文字列 I的第 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛−1个文字 (也就是,去除 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛−1),不改变文字
的前后次序,得到文字列 II: 𝑖𝑛 (恰剩一个文字).显然, 𝑖𝑛 的位置 𝑓(𝑖𝑛) = 1.另
一方面,利用 “缺项定位公式”,有

𝑓(𝑖𝑛) = 𝑖𝑛 − (𝜌(𝑖𝑛, 𝑖1) + ⋯ + 𝜌(𝑖𝑛, 𝑖𝑛−1)).

于是,我们有

定理 1.5 设 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 是 1, 2, ⋯, 𝑛的一个排列;也就是,设 𝑖1, 𝑖2, ⋯,
𝑖𝑛是不超过 𝑛的正整数,且互不相同.则

𝑖𝑛 − (𝜌(𝑖𝑛, 𝑖1) + 𝜌(𝑖𝑛, 𝑖2) + ⋯ + 𝜌(𝑖𝑛, 𝑖𝑛−1)) = 1,

或

𝜌(𝑖𝑛, 𝑖1) + 𝜌(𝑖𝑛, 𝑖2) + ⋯ + 𝜌(𝑖𝑛, 𝑖𝑛−1) = 𝑖𝑛 − 1.
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1.3 −1的整数次方
我想讲 −1的整数次方.在证明行列式的公式时,我们会经常用其性质.
设 𝑖, 𝑗 为整数.首先,我们知道,

(−1)𝑖+𝑗 = (−1)𝑖(−1)𝑗 .

因为 ±1的倒数还是 ±1,故

(−1)𝑖 = (−1)−𝑖.

所以

(−1)𝑖+𝑗 = (−1)𝑖(−1)𝑗 = (−1)𝑖(−1)−𝑗 = (−1)𝑖−𝑗 .

并且

(−1)𝑖−𝑗 = (−1)−(𝑖−𝑗) = (−1)−𝑖+𝑗 = (−1)−𝑖−𝑗 .

值得提,

(−1)2𝑗 = 1.

所以

(−1)𝑖±2𝑗 = (−1)𝑖.

我们知道,任给一个偶数 𝑛,有一个整数 𝑘使 𝑛 = 2𝑘 (这是定义);任给一
个奇数 (也就是, “不是偶数的整数”) 𝑛′,有一个整数 𝑘′使 𝑛′ = 2𝑘′ + 1.所以,
若整数 𝑚是偶数,则 (−1)𝑚 = 1;若整数 𝑚是奇数,则 (−1)𝑚 = −1.由此可知,
若整数 𝑚适合 (−1)𝑚 = 1,则 𝑚是偶数;若整数 𝑚适合 (−1)𝑚 = −1,则 𝑚是
奇数.
最后,我想说,对任何的整数 𝑛, 𝑛(𝑛 − 1)是一个偶数.由此可见, (−1)𝑛 =

(−1)𝑛2 .
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1.4 逆序数与符号
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

我们知道, 排列是特别的文字列: 排列的每一个文字是互不相同的. 本
节,我想介绍一些跟排列有关的量.
在研究排列时, 我们通常选 “文字” 为整数. 熟知, 整数有大小关系. 设

𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 是互不相同的 𝑛个整数.我们从小到大地排 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 为 𝑏1,
𝑏2, ⋯, 𝑏𝑛 (𝑏1 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑏𝑛).我们说,这是整数 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 的自然排列.显
然, 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛的自然排列有且只有一个.

设 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 是 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 的一个排列.若存在整数 𝑖, 𝑗,使 1 ⩽ 𝑖 <
𝑗 ⩽ 𝑛,且 𝑐𝑖 > 𝑐𝑗 ,我们说,有序对 (𝑐𝑖, 𝑐𝑗)为排列 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛的一个逆序.比如,
排列 1, 2, 3, 4, 5无逆序,而 3, 2, 5, 1, 4有 5个逆序: (3, 2), (3, 1), (2, 1), (5, 1),
(5, 4).
不难看出,说 (𝑐𝑖, 𝑐𝑗) (其中 𝑖 < 𝑗)是排列 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 的一个逆序,相当

于说 𝜌(𝑐𝑖, 𝑐𝑗) = 1. (注意,因为 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛是互不相同的整数,故不可能出现
𝑖 < 𝑗,但 𝑐𝑖 = 𝑐𝑗 的情形.)

我们说,一个排列的所有的逆序的数目为其逆序数.比如,排列 1, 2, 3, 4,
5的逆序数为 0,而 3, 2, 5, 1, 4的逆序数为 5.
不难利用 𝜌-记号写出排列 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛的逆序数

𝜏(𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛) = 𝜌(𝑐1, 𝑐2)
+ 𝜌(𝑐1, 𝑐3) + 𝜌(𝑐2, 𝑐3)
+ 𝜌(𝑐1, 𝑐4) + 𝜌(𝑐2, 𝑐4) + 𝜌(𝑐3, 𝑐4)
+ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
+ 𝜌(𝑐1, 𝑐𝑛) + 𝜌(𝑐2, 𝑐𝑛) + ⋯ + 𝜌(𝑐𝑛−1, 𝑐𝑛)

=
𝑛

∑
𝑗=2

𝑗−1

∑
𝑖=1

𝜌(𝑐𝑖, 𝑐𝑗)

= ∑
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

𝜌(𝑐𝑖, 𝑐𝑗).
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比如,当 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5 为 1, 2, 3, 4, 5时,每一个 𝜌(𝑐𝑖, 𝑐𝑗) (1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 5)都
是 0;当 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5 为 3, 2, 5, 1, 4时, 𝜌(𝑐1, 𝑐2), 𝜌(𝑐1, 𝑐4), 𝜌(𝑐2, 𝑐4), 𝜌(𝑐3, 𝑐4),
𝜌(𝑐3, 𝑐5)都是 1,而 𝜌(𝑐1, 𝑐3), 𝜌(𝑐1, 𝑐5), 𝜌(𝑐2, 𝑐3), 𝜌(𝑐2, 𝑐5), 𝜌(𝑐4, 𝑐5)都是 0.
有一件小事值得提.若一个排列恰含一个文字,我们说,它没有逆序,从

而它的逆序数为 0. 这跟前面的公式是一样的: 既然没有整数对 (𝑖, 𝑗) 适合
1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 1,那这个和就是 0.

利用 −1的整数次方,我们可再引入一些跟排列有关的量.

定义 1.6 (符号记号) 设 𝑥为整数.定义

sgn (𝑥) =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1, 𝑥 > 0;
0, 𝑥 = 0;
−1, 𝑥 < 0.

不难看出, 若 𝑢, 𝑣 是不相等的整数, 则 sgn (𝑣 − 𝑢) = (−1)𝜌(𝑢,𝑣). 并且, 说
(𝑐𝑖, 𝑐𝑗) (其中 𝑖 < 𝑗)是排列 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 的一个逆序,相当于说 sgn (𝑐𝑗 − 𝑐𝑖) =
−1.

定义 1.7 (整数文字列的符号) 设 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 是一个文字列,且其文字
全为整数 (也就是, 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛是 “整数文字列”).定义其符号为

𝑠(𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛) = sgn (𝑐2 − 𝑐1)
⋅ sgn (𝑐3 − 𝑐1) ⋅ sgn (𝑐3 − 𝑐2)
⋅ sgn (𝑐4 − 𝑐1) ⋅ sgn (𝑐4 − 𝑐2) ⋅ sgn (𝑐4 − 𝑐3)
⋅ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
⋅ sgn (𝑐𝑛 − 𝑐1) ⋅ sgn (𝑐𝑛 − 𝑐2) ⋅ ⋯ ⋅ sgn (𝑐𝑛 − 𝑐𝑛−1)

=
𝑛

∏
𝑗=2

𝑗−1

∏
𝑖=1

sgn (𝑐𝑗 − 𝑐𝑖)

= ∏
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

sgn (𝑐𝑗 − 𝑐𝑖).

显然, 若 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 里有二个相同的文字 (也就是, 存在整数 𝑖, 𝑗, 使
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1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛,且 𝑐𝑖 = 𝑐𝑗),则此文字列的符号为 0.反过来,因为非零的整数
的积不是 0,故符号为 0的文字列有二个相同的文字.
有一件小事值得提. 若一个文字列恰含一个文字, 我们说, 它 (作为文

字列) 的符号是 1. 这跟前面的公式是一样的: 既然没有整数对 (𝑖, 𝑗) 适合
1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 1,那这个积就是 1.
不要混淆 sgn跟 𝑠:比如, 𝑠(0) = 1,但 sgn (0) = 0;又比如, 𝑠(−3) = 1,但

sgn (−3) = −1.
排列是特别的文字列 (排列的文字互不相同),故排列也有符号,其要么

是 1,要么是 −1.根据 sgn与 𝜌的关系,再利用 −1的整数次方的性质,不难
得到排列的逆序数与符号的关系:

定理 1.8 设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛是互不相同的 𝑛个整数.设 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛是 𝑎1,
𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛的一个排列.则

𝑠(𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛) = (−1)𝜏(𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛).

一个恰含一个文字的文字列的文字也是互不相同的, 故此文字列当然
是一个排列.我们说过,恰含一个文字的排列的逆序数为 0.因为 (−1)0 = 1,
故,约定恰含一个文字的文字列 (排列)的符号为 1,不是没有道理的.



10 第一章 行列式

1.5 阵
虽然,理论地,我可不用阵 (矩形数表)直接讲行列式,但 “为方便说话”,

我决定先介绍阵的基础.相应地,行列式会被定义为方阵 (正方形数表)的一
个属性.

定义 1.9 (阵) 设 𝑚, 𝑛是正整数.我们说,由 𝑚𝑛个文字作成的 𝑚 × 𝑛矩
形文字表 (此处的 “文字”,一般是数,如整数、有理数、实数等;当然,也可是
“跟数有关”,但又不是数的对象,如整式、分式等)

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 [𝐴]1,2 ⋯ [𝐴]1,𝑛
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]2,𝑛

⋮ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑚,1 [𝐴]𝑚,2 ⋯ [𝐴]𝑚,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

是一个 𝑚 × 𝑛阵.
我们说,有序对 (𝑚, 𝑛)是 𝐴的尺寸.习惯地,我们也可写 (𝑚, 𝑛)为 𝑚 × 𝑛.

注意这里的文字 ×:一方面,它可表示乘法,表示此阵有 𝑚𝑛个元;另一方面,
因为我们少地用 ×表示乘法,故当我们用 ×时,它可能有特别的意思.比如,

[
𝑎 𝑐 𝑒
𝑏 𝑑 𝑓]

跟
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎 𝑑
𝑏 𝑒
𝑐 𝑓

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

的尺寸是不一样的,虽然这二个阵都含 6个元.

我们说, 1 × 𝑛阵 [[𝐴]𝑖,1 ⋯ [𝐴]𝑖,𝑛]是 𝐴的行 𝑖, 𝑚 × 1阵
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,𝑗
⋮

[𝐴]𝑚,𝑗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

是 𝐴

的列 𝑗.我们说,行 𝑖,列 𝑗 交叉处的元 [𝐴]𝑖,𝑗 是 𝐴的 (𝑖, 𝑗)-元.
习惯地,我们也写 1 × 𝑛阵 [[𝐴]𝑖,1 ⋯ [𝐴]𝑖,𝑛]为 [[𝐴]𝑖,1, ⋯ , [𝐴]𝑖,𝑛].这里,

为了使二个或多个元不被认为是一个元, 我们在最后一个元前的每一个元
后,加了一个逗号 (当然,逗号后,也有一些空白).
若一个阵的尺寸 (𝑚, 𝑛)适合 𝑚 = 𝑛,我们说,这个阵是一个方阵. 𝑛 × 𝑛阵

的一个常用的名字是 𝑛级阵 (𝑛级方阵).
习惯地,我们认为, 1 × 1阵 [𝑎]跟 𝑎是同一个对象;我们写 𝑎 = [𝑎].
若一个阵的元全为整数, 我们说, 这个阵是一个整阵; 若一个阵的元全

为有理数,我们说,这个阵是一个有理阵;若一个阵的元全为实数,我们说,这
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个阵是一个实阵;若一个阵的元全为数,我们说,这个阵是一个数阵.本课程
研究的阵一般都是数阵,因为我要用数的运算定义阵的多的运算.
最后,但并非不重要地,说二个阵 𝐴, 𝐵 相等,就是说, 𝐴的行数 (即其尺

寸 𝑚 × 𝑛的第 1分量 𝑚)等于 𝐵的行数, 𝐴的列数 (即其尺寸 𝑚 × 𝑛的第 2分
量 𝑛)等于 𝐵的列数,且对任何不超过行数 𝑚的正整数 𝑖,与任何不超过列数
𝑛 的正整数 𝑗, 必 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑗 . (通俗地, 二个阵相等, 相当于它们 “完全一
样”.)若二个阵 𝐴, 𝐵相等,我们写 𝐴 = 𝐵.

我们用文字的相等 (当然,还有数的相等;不过,数也算是文字),定义了
阵的相等.文字的相等适合如下三条性质:

(1)每一个文字 𝑥都跟自己相等,即 𝑥 = 𝑥.
(2)若二个文字 𝑥, 𝑦适合 𝑥 = 𝑦,则 𝑦 = 𝑥.
(3)若三个文字 𝑥, 𝑦, 𝑧适合 𝑥 = 𝑦,且 𝑦 = 𝑧,则 𝑥 = 𝑧.
我们可以证明,阵的相等也适合类似的三条性质.

定理 1.10 阵的相等适合如下三条性质:
(1)每一个阵 𝐴都跟自己相等,即 𝐴 = 𝐴.
(2)若二个阵 𝐴, 𝐵适合 𝐴 = 𝐵,则 𝐵 = 𝐴.
(3)若三个阵 𝐴, 𝐵, 𝐶 适合 𝐴 = 𝐵,且 𝐵 = 𝐶 ,则 𝐴 = 𝐶 .

证 (1)设 𝐴的行数与列数分别是 𝑚, 𝑛.那么, 𝐴的行数 𝑚等于 𝐴的行
数, 𝐴的列数 𝑛等于 𝐴的列数.并且,对任何不超过行数 𝑚的正整数 𝑖,与任
何不超过列数 𝑛的正整数 𝑗,必 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑖,𝑗 . (我们用到了文字的相等的性
质 (1).)所以, 𝐴 = 𝐴.

(2) 设二个阵 𝐴, 𝐵 适合 𝐴 = 𝐵. 设 𝐴 的行数与列数分别是 𝑚, 𝑛. 那么,
𝐴的行数 𝑚等于 𝐵的行数, 𝐴的列数 𝑛等于 𝐵的列数.所以, 𝐵的行数是 𝑚,
𝐵 的列数是 𝑛.并且,对任何不超过行数 𝑚的正整数 𝑖,与任何不超过列数 𝑛
的正整数 𝑗,必 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑗 .

由此可见, 𝐵 的行数 𝑚 等于 𝐴 的行数, 𝐵 的列数 𝑛 等于 𝐴 的列数. 并
且, 对任何不超过行数 𝑚 的正整数 𝑖, 与任何不超过列数 𝑛 的正整数 𝑗, 必
[𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑖,𝑗 . (我们用到了文字的相等的性质 (2).)所以, 𝐵 = 𝐴.

(3)设三个阵 𝐴, 𝐵, 𝐶 适合 𝐴 = 𝐵,且 𝐵 = 𝐶 .设 𝐴的行数与列数分别是
𝑚, 𝑛.那么,因为 𝐴 = 𝐵,故 𝐴的行数 𝑚等于 𝐵的行数, 𝐴的列数 𝑛等于 𝐵的
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列数.从而, 𝐵的行数是 𝑚, 𝐵的列数是 𝑛.并且,对任何不超过行数 𝑚的正整
数 𝑖,与任何不超过列数 𝑛的正整数 𝑗,必 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑗 .
又因为 𝐵 = 𝐶 ,故 𝐵 的行数 𝑚等于 𝐶 的行数, 𝐵 的列数 𝑛等于 𝐶 的列

数.从而, 𝐶 的行数是 𝑚, 𝐶 的列数是 𝑛.并且,对任何不超过行数 𝑚的正整数
𝑖,与任何不超过列数 𝑛的正整数 𝑗,必 [𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐶]𝑖,𝑗 .

由此可见, 𝐴 的行数 𝑚 等于 𝐶 的行数, 𝐴 的列数 𝑛 等于 𝐶 的列数. 并
且, 对任何不超过行数 𝑚 的正整数 𝑖, 与任何不超过列数 𝑛 的正整数 𝑗, 必
[𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐶]𝑖,𝑗 . (我们用到了文字的相等的性质 (3).)所以, 𝐴 = 𝐶 . 证毕.

在进入数阵的讨论前,我先引入一般的阵的运算.

定义 1.11 (转置) 设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵.定义 𝐴的转置为一个 𝑛 × 𝑚阵
𝐴T,其中,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖与任何不超过 𝑚的正整数 𝑗,

[𝐴T]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑗,𝑖.

例 1.12 设

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 [𝐴]1,2 ⋯ [𝐴]1,𝑛
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]2,𝑛

⋮ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑚,1 [𝐴]𝑚,2 ⋯ [𝐴]𝑚,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

是一个 𝑚 × 𝑛阵.则 𝐴的转置 𝐴T是一个 𝑛 × 𝑚阵,且因 [𝐴T]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑗,𝑖,故

𝐴T =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴T]1,1 [𝐴T]1,2 ⋯ [𝐴T]1,𝑚
[𝐴T]2,1 [𝐴T]2,2 ⋯ [𝐴T]2,𝑚

⋮ ⋮ ⋮
[𝐴T]𝑛,1 [𝐴T]𝑛,2 ⋯ [𝐴T]𝑛,𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 [𝐴]2,1 ⋯ [𝐴]𝑚,1
[𝐴]1,2 [𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]𝑚,2

⋮ ⋮ ⋮
[𝐴]1,𝑛 [𝐴]2,𝑛 ⋯ [𝐴]𝑚,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

由此,不难看出: (a) 𝐴T 的行 𝑖跟 𝐴的列 𝑖对应 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛),且 𝐴T 的列 𝑗 跟
𝐴的行 𝑗 对应 (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚); (b)互换 𝐴的行与列,即得 𝐴T.

关于转置,我们有一个简单的结论.

定理 1.13 设 𝐴是一个阵.则 𝐴的转置 𝐴T的转置 (𝐴T)T就是 𝐴,即

(𝐴T)T = 𝐴.
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证 设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵.则 𝐴T 是一个 𝑛 × 𝑚阵.所以, (𝐴T)T 是一个
𝑚 × 𝑛阵.不说元是否相等,至少等式二侧的阵的尺寸是相等的.现在,比较元
是否相等:

[(𝐴T)T]𝑖,𝑗 = [𝐴T]𝑗,𝑖 = [𝐴]𝑖,𝑗 .

看来,元也相等. 证毕.

习惯地,用转置,我们可写 𝑚 × 1阵
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,𝑗
⋮

[𝐴]𝑚,𝑗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

为 [[𝐴]1,𝑗 , ⋯ , [𝐴]𝑚,𝑗]T.这个

写法是有用的,因为它可以节约一些空白:对比

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3
4
5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

与 [1, 2, 3, 4, 5]T.

在学习行列式时,我们经常要研究去除阵的若干行、若干列后的得到的
阵.这就是 “子阵”.

定义 1.14 (子阵, 1) 设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵.设 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑠是不超过 𝑚的互
不相同的正整数.设 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑡是不超过 𝑛的互不相同的正整数.那么,我们可
去除 𝐴的行 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑠,且去除 𝐴的列 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑡.此时,还剩 𝑚 − 𝑠行与 𝑛 − 𝑡列.
不改变不被去除的元的位置,这作成了一个 (𝑚 − 𝑠) × (𝑛 − 𝑡)阵,我们记其为
𝐴(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑡).

例 1.15 设 𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

. 则 𝐴(1|2) =
[

2 8 11
3 9 12]

, 𝐴(2, 3|4) =

[1 4 7],且 𝐴(3, 1|4, 2) = 𝐴(1, 3|2, 4) = [2 8].

设 𝑖, 𝑗 为二个整数.定义

𝜌(𝑖, 𝑗) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑖 < 𝑗;
1, 𝑖 ⩾ 𝑗.
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不难验证,若 𝑖不等于 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑠的任何一个,且 𝑗不等于 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑡的任何一个,
则𝐴的 (𝑖, 𝑗)-元是𝐴(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑡)的 (𝑖−𝜌(𝑖, 𝑖1)−⋯−𝜌(𝑖, 𝑖𝑠), 𝑗 −𝜌(𝑗, 𝑗1)−
⋯ − 𝜌(𝑗, 𝑗𝑡))-元.

前面, 我们 “减地” 定义了子阵 (及记号), 因为我们去除若干行若干列.
有时,考虑从原阵取出若干行若干列作一个阵是更方便的,所以,我们也 “加
地”定义子阵 (及记号).

定义 1.16 (子阵, 2) 设 𝐴为 𝑚 × 𝑛阵.设 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑠是不超过 𝑚的正整
数,且互不相同.设 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑡是不超过 𝑛的正整数,且互不相同.那么,我们
记取 𝐴的行 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑠与列 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑡交叉处的元按原来的次序排成的 𝑠 × 𝑡阵
为

𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑠
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑡)

.

例 1.17 设 𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.则 𝐴(
2
3) = [8], 𝐴(

1
1, 3) = [1 7],且

𝐴(
3, 1
4, 2) = 𝐴(

1, 3
2, 4) =

[
4 10
6 12]

.注意定义里的 “原来的次序”,故𝐴(
3, 1
4, 2)不

等于
[

12 6
10 4]

.

设 𝐴为 𝑚 × 𝑛阵.设 1 ⩽ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑠 ⩽ 𝑚,且 1 ⩽ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑡 ⩽
𝑛.不难看出,对任何不超过 𝑠的正整数 𝑝与任何不超过 𝑡的正整数 𝑞,

[𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑠
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑡)]𝑝,𝑞

= [𝐴]𝑖𝑝,𝑗𝑞 .

现在,我们正式进入数阵的讨论.从现在开始,我所说的阵都是数阵.
我说过,我要利用数的运算定义阵的运算.我们先从 “加法” “减法” “数

乘”开始.我会在后面讨论阵的较复杂的运算.

定义 1.18 (阵的加法) 设 𝐴, 𝐵 都是 𝑚 × 𝑛 阵. 定义 𝐴 + 𝐵 也是一个
𝑚 × 𝑛阵,其中,对任何不超过 𝑚的正整数 𝑖与任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,

[𝐴 + 𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑖,𝑗 + [𝐵]𝑖,𝑗 .
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(通俗地, (同尺寸的)阵的加法就是相应位置的元的加法.)

例 1.19 设 𝐴 =
[

1 3 5
2 4 6]

, 𝐵 =
[

7 8 9
10 11 12]

.则

𝐴 + 𝐵 =
[

8 11 14
12 15 18]

.

不难验证,阵的加法有结合律与交换律.具体地,设 𝐴, 𝐵, 𝐶 是三个同尺
寸的阵.那么, (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶),且 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴.
我验证结合律;我留交换律为您的习题.

证 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 的尺寸都是 𝑚 × 𝑛. 那么, 𝐴 + 𝐵 的尺寸也是 𝑚 × 𝑛, 故
(𝐴 + 𝐵) + 𝐶 的尺寸也是 𝑚 × 𝑛.同理, 𝐵 + 𝐶 的尺寸也是 𝑚 × 𝑛,故 𝐴 + (𝐵 + 𝐶)
的尺寸也是 𝑚 × 𝑛.现在,比较元是否相等:

[(𝐴 + 𝐵) + 𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐴 + 𝐵]𝑖,𝑗 + [𝐶]𝑖,𝑗

= ([𝐴]𝑖,𝑗 + [𝐵]𝑖,𝑗) + [𝐶]𝑖,𝑗

= [𝐴]𝑖,𝑗 + ([𝐵]𝑖,𝑗 + [𝐶]𝑖,𝑗)
= [𝐴]𝑖,𝑗 + [𝐵 + 𝐶]𝑖,𝑗

= [𝐴 + (𝐵 + 𝐶)]𝑖,𝑗 .

注意到,我用到了数的加法的结合律. 证毕.

因为结合律,我们可简单地写 (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 或 𝐴 + (𝐵 + 𝐶)为 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 .

我们可用加法定义减法.设 𝐴, 𝐵 为 𝑚 × 𝑛阵.作一个 𝑚 × 𝑛阵 0 (即,零
阵),其中 [0]𝑖,𝑗 = 0.不难算出, 𝐵 + 0 = 0 + 𝐵 = 𝐵 (我留此为您的习题).再作
一个 𝑚 × 𝑛阵 −𝐵,其中 [−𝐵]𝑖,𝑗 = −[𝐵]𝑖,𝑗 .不难算出, 𝐵 + (−𝐵) = (−𝐵) + 𝐵 = 0
(我留此为您的习题).我们说,这么作出的 −𝐵是 𝐵的相反阵.我们知道,数 I
减数 II,就是数 I加数 II的相反数.所以,我们定义, 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 + (−𝐵).于是

[𝐴 − 𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐴 + (−𝐵)]𝑖,𝑗

= [𝐴]𝑖,𝑗 + [−𝐵]𝑖,𝑗

= [𝐴]𝑖,𝑗 + (−[𝐵]𝑖,𝑗)
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= [𝐴]𝑖,𝑗 − [𝐵]𝑖,𝑗 .

(通俗地, (同尺寸的)阵的减法就是相应位置的元的减法.)
我们知道,二个数 𝑥, 𝑦相等,相当于 𝑥 − 𝑦 = 0.由此可证:二个同尺寸的

阵 𝐴, 𝐵相等,相当于 𝐴 − 𝐵 = 0.

我以数乘运算结束本节.

定义 1.20 (阵的数乘) 设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵.设 𝑘是一个数.定义 𝑘𝐴也
是一个 𝑚 × 𝑛阵,其中,对任何不超过 𝑚的正整数 𝑖与任何不超过 𝑛的正整
数 𝑗,

[𝑘𝐴]𝑖,𝑗 = 𝑘[𝐴]𝑖,𝑗 .

(通俗地,阵的数乘就是以一个数乘阵的每一个元.)

例 1.21 设 𝐴 =
[

1 3 5
2 4 6]

,设 𝑘 = 7.则

𝑘𝐴 = 7
[

7 21 35
14 28 42]

=
[

7 21 35
14 28 42]

.

设 𝑘, ℓ是数.设 𝐴, 𝐵是二个同尺寸的阵.不难验证,

1𝐴 = 𝐴,
𝑘(ℓ𝐴) = (𝑘ℓ)𝐴,
(𝑘 + ℓ)𝐴 = 𝑘𝐴 + ℓ𝐴,
𝑘(𝐴 + 𝐵) = 𝑘𝐴 + 𝑘𝐵.

证明式 1时,要用到 1𝑥 = 𝑥 (𝑥是数);证明式 2时,要用到数的乘法的结合律;
证明式 3与式 4时,要用到数的乘法与加法的分配律.
我验证式 2与式 4;您验证其他的式.

证 设 𝑘, ℓ是数.设 𝐴, 𝐵的尺寸都是 𝑚 × 𝑛.
式 2:首先,因为𝐴是𝑚×𝑛阵,故 ℓ𝐴是𝑚×𝑛阵,从而 𝑘(ℓ𝐴)也是𝑚×𝑛阵.

其次,因为 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵,故 (𝑘ℓ)𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.现在,比较元是否相等:

[𝑘(ℓ𝐴)]𝑖,𝑗 = 𝑘[ℓ𝐴]𝑖,𝑗 = 𝑘(ℓ[𝐴]𝑖,𝑗) = (𝑘ℓ) [𝐴]𝑖,𝑗 = [(𝑘ℓ)𝐴]𝑖,𝑗 .
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式 4:首先,因为 𝐴, 𝐵是 𝑚 × 𝑛阵,故 𝐴 + 𝐵是 𝑚 × 𝑛阵,从而 𝑘(𝐴 + 𝐵)也
是 𝑚 × 𝑛阵.其次,因为 𝐴, 𝐵是 𝑚 × 𝑛阵,故 𝑘𝐴, 𝑘𝐵是 𝑚 × 𝑛阵,从而 𝑘𝐴 + 𝑘𝐵
也是 𝑚 × 𝑛阵.现在,比较元是否相等:

[𝑘(𝐴 + 𝐵)]𝑖,𝑗 = 𝑘[𝐴 + 𝐵]𝑖,𝑗

= 𝑘([𝐴]𝑖,𝑗 + [𝐵]𝑖,𝑗)
= 𝑘[𝐴]𝑖,𝑗 + 𝑘[𝐵]𝑖,𝑗

= [𝑘𝐴]𝑖,𝑗 + [𝑘𝐵]𝑖,𝑗

= [𝑘𝐴 + 𝑘𝐵]𝑖,𝑗 . 证毕.

最后,我提几件小事.
(1)对任何阵 𝐴, 0𝐴 = 0.这里,等式左侧的 0是数字 0,而等式右侧的 0

是元全为 0的零阵 (当然,它与 𝐴的尺寸相等).
(2)对任何数 𝑘, 𝑘0 = 0.这里,等式左右二侧的 0都是零阵.
(3)设 𝑘, ℓ是数.设 𝐴, 𝐵是二个同尺寸的阵.则

(𝑘 − ℓ)𝐴 = 𝑘𝐴 − ℓ𝐴,
𝑘(𝐴 − 𝐵) = 𝑘𝐴 − 𝑘𝐵.
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1.6 行列式
本节,我要定义本章的主角,即行列式 (determinanto).
值得注意的是,我并不为每一个阵定义行列式;我只为方阵定义行列式.

定义 1.22 (行列式) 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).定义 𝐴的行列式

det (𝐴) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

[𝐴]1,1, 𝑛 = 1;
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)), 𝑛 ⩾ 2.

我们看 4个例.

例 1.23 设 𝐴 = [𝑎]是一个 1级阵.根据定义, det (𝐴) = [𝐴]1,1 = 𝑎.

例 1.24 设 𝐴 =
[

𝑎 𝑐
𝑏 𝑑]

是一个 2级阵.根据定义,

det (𝐴) = (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) + (−1)2+1[𝐴]2,1 det (𝐴(2|1))
= [𝐴]1,1 det [[𝐴]2,2] − [𝐴]2,1 det [[𝐴]1,2]
= [𝐴]1,1[𝐴]2,2 − [𝐴]2,1[𝐴]1,2

= 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐.

此事是重要的;我们会经常用它.形象地,我们可用 “对角线”记 2级阵的行
列式.

𝑎 𝑐

𝑏 𝑑

+

−

例 1.25 设 𝐴是一个 3级阵.根据定义与上个例的结果,

det (𝐴)
= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) + (−1)2+1[𝐴]2,1 det (𝐴(2|1))

+ (−1)3+1[𝐴]3,1 det (𝐴(3|1))
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= [𝐴]1,1 det
[

[𝐴]2,2 [𝐴]2,3
[𝐴]3,2 [𝐴]3,3]

− [𝐴]2,1 det
[

[𝐴]1,2 [𝐴]1,3
[𝐴]3,2 [𝐴]3,3]

+ [𝐴]3,1 det
[

[𝐴]1,2 [𝐴]1,3
[𝐴]2,2 [𝐴]2,3]

= [𝐴]1,1([𝐴]2,2[𝐴]3,3 − [𝐴]3,2[𝐴]2,3) − [𝐴]2,1([𝐴]1,2[𝐴]3,3 − [𝐴]3,2[𝐴]1,3)
+ [𝐴]3,1([𝐴]1,2[𝐴]2,3 − [𝐴]2,2[𝐴]1,3)

= [𝐴]1,1[𝐴]2,2[𝐴]3,3 − [𝐴]1,1[𝐴]3,2[𝐴]2,3

− [𝐴]2,1[𝐴]1,2[𝐴]3,3 + [𝐴]2,1[𝐴]3,2[𝐴]1,3

+ [𝐴]3,1[𝐴]1,2[𝐴]2,3 − [𝐴]3,1[𝐴]2,2[𝐴]1,3

= [𝐴]1,1[𝐴]2,2[𝐴]3,3 + [𝐴]2,1[𝐴]3,2[𝐴]1,3 + [𝐴]3,1[𝐴]1,2[𝐴]2,3

− [𝐴]1,1[𝐴]3,2[𝐴]2,3 − [𝐴]2,1[𝐴]1,2[𝐴]3,3 − [𝐴]3,1[𝐴]2,2[𝐴]1,3.

数学家 Pierre Frédéric Sarrus给了我们一个记 3级阵的行列式的好方法.我
们在阵的下方重写此阵. 由左上至右下的对角线 (实线) 上的数的积的和减
由左下至右上的对角线 (虚线)上的数的积的和即为此阵的行列式.

[𝐴]1,1 [𝐴]1,2 [𝐴]1,3

[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 [𝐴]2,3

[𝐴]3,1 [𝐴]3,2 [𝐴]3,3

[𝐴]1,1 [𝐴]1,2 [𝐴]1,3

[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 [𝐴]2,3

[𝐴]3,1 [𝐴]3,2 [𝐴]3,3

+

+

+

−

−

−

值得注意的是,前面的对角线法则无法被推广到 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 4)的行列
式. (当然,我不要求您记 “如此具体的公式”;您记定义即可.)
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例 1.26 设 𝐴是一个 4级阵.根据定义,

det (𝐴)
= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) + (−1)2+1[𝐴]2,1 det (𝐴(2|1))

+ (−1)3+1[𝐴]3,1 det (𝐴(3|1)) + (−1)4+1[𝐴]4,1 det (𝐴(4|1)).

利用跟上个例类似的方法,并利用上个例的结果,可知结果含 24项:

[𝐴]1,1[𝐴]2,2[𝐴]3,3[𝐴]4,4 + [𝐴]1,1[𝐴]3,2[𝐴]4,3[𝐴]2,4 + [𝐴]1,1[𝐴]4,2[𝐴]2,3[𝐴]3,4

− [𝐴]1,1[𝐴]2,2[𝐴]4,3[𝐴]3,4 − [𝐴]1,1[𝐴]3,2[𝐴]2,3[𝐴]4,4 − [𝐴]1,1[𝐴]4,2[𝐴]3,3[𝐴]2,4

− [𝐴]2,1[𝐴]1,2[𝐴]3,3[𝐴]4,4 − [𝐴]2,1[𝐴]3,2[𝐴]4,3[𝐴]1,4 − [𝐴]2,1[𝐴]4,2[𝐴]1,3[𝐴]3,4

+ [𝐴]2,1[𝐴]1,2[𝐴]4,3[𝐴]3,4 + [𝐴]2,1[𝐴]3,2[𝐴]1,3[𝐴]4,4 + [𝐴]2,1[𝐴]4,2[𝐴]3,3[𝐴]1,4

+ [𝐴]3,1[𝐴]1,2[𝐴]2,3[𝐴]4,4 + [𝐴]3,1[𝐴]2,2[𝐴]4,3[𝐴]1,4 + [𝐴]3,1[𝐴]4,2[𝐴]1,3[𝐴]2,4

− [𝐴]3,1[𝐴]1,2[𝐴]4,3[𝐴]2,4 − [𝐴]3,1[𝐴]2,2[𝐴]1,3[𝐴]4,4 − [𝐴]3,1[𝐴]4,2[𝐴]2,3[𝐴]1,4

− [𝐴]4,1[𝐴]1,2[𝐴]2,3[𝐴]3,4 − [𝐴]4,1[𝐴]2,2[𝐴]3,3[𝐴]1,4 − [𝐴]4,1[𝐴]3,2[𝐴]1,3[𝐴]2,4

+ [𝐴]4,1[𝐴]1,2[𝐴]3,3[𝐴]2,4 + [𝐴]4,1[𝐴]2,2[𝐴]1,3[𝐴]3,4 + [𝐴]4,1[𝐴]3,2[𝐴]2,3[𝐴]1,4.

根据 “对角线”法则,我们应减由左下至右上的对角线上的数的积.可是,上
式说, [𝐴]4,1[𝐴]3,2[𝐴]2,3[𝐴]1,4 前的符号实则为 1,而不是 “对角线”法则所认
为的 −1.

[𝐴]1,1 [𝐴]1,2 [𝐴]1,3 [𝐴]1,4

[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 [𝐴]2,3 [𝐴]2,4

[𝐴]3,1 [𝐴]3,2 [𝐴]3,3 [𝐴]3,4

[𝐴]4,1 [𝐴]4,2 [𝐴]4,3 [𝐴]4,4
+
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1.7 按一列展开行列式
本节,我们学习按一列展开行列式.
我们先回想定义.

定义 1.22 (行列式) 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).定义 𝐴的行列式

det (𝐴) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

[𝐴]1,1, 𝑛 = 1;
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)), 𝑛 ⩾ 2.

不难看出, [𝐴]1,1, [𝐴]2,1, ⋯, [𝐴]𝑛,1全为 𝐴的列 1的元,故我们说,此定义
按列 1展开行列式.自然地,我们会想,我们能否 “按其他的列展开行列式”.
此事的回答是 “是”.

定理 1.27 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑗 为整数,且 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

或许,我应解释,当 𝐴是 1级阵时, det (𝐴(1|1))是什么.显然,去除 𝐴的
唯一的一行与唯一的一列后,就不剩下任何一个元了.我给出的阵的定义显
然未涉及此情形.我给出的行列式的定义也未涉及此情形.我们作一个约定:
1 级阵 𝐴 的子阵 𝐴(1|1) 是 “0 级阵”, 且 “0 级阵” 的行列式是 1. 这么看来,
(−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))就是 1 ⋅ [𝐴]1,1 ⋅ 1,即 [𝐴]1,1,跟行列式的定义一样.
我们无妨先用 2 级阵验证此命题. 设 𝐴 是 2 级阵 (也就是, 取 𝑛 = 2).

𝑗 = 1时,这就是定义; 𝑗 = 2时,

det (𝐴) = [𝐴]1,1 det [[𝐴]2,2] − [𝐴]2,1 det [[𝐴]1,2]
= −[𝐴]1,2 det [[𝐴]2,1] + [𝐴]2,2 det [[𝐴]1,1]
= (−1)2+1[𝐴]2,1 det (𝐴(2|1)) + (−1)2+2[𝐴]2,2 det (𝐴(2|2)).

所以, 𝑛 = 2, 𝑗 = 2时,命题是正确的.

证 我们会用数学归纳法证明此事.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题
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对任何 𝑛级阵 𝐴,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
用数学归纳法不应是一个意外:毕竟,我给出的行列式的定义就是先定

义小级阵的行列式,再用小级阵的行列式定义大级阵的行列式.值得注意的
是,我强调了 “任何”二字;这一点,在后面的论证里,是重要的.
设 𝑛 = 1. 𝑗 = 1时,显然.故 𝑃 (1)是正确的.
设 𝑛 = 2. 𝑗 = 1时,也显然 (定义). 𝑗 = 2时,我们已经验证过了.故 𝑃 (2)

是正确的.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的.我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.任取一

个 𝑚级阵 𝐴.若 𝑗 = 1,这是定义,不必证.现设 𝑗 ≠ 1.为方便,对二个整数 𝑖,
𝑗,我们定义

𝜌(𝑖, 𝑗) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑖 < 𝑗;
1, 𝑖 ⩾ 𝑗.

于是

det (𝐴)

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)) (1)

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 ∑
1⩽ℓ⩽𝑚

ℓ≠𝑖

(−1)(ℓ−𝜌(ℓ,𝑖))+(𝑗−1)[𝐴]ℓ,𝑗 det (𝐴(𝑖, ℓ|1, 𝑗)) (2)

=
𝑚

∑
𝑖=1

∑
1⩽ℓ⩽𝑚

ℓ≠𝑖

(−1)(ℓ−𝜌(ℓ,𝑖))+(𝑗−1)(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1[𝐴]ℓ,𝑗 det (𝐴(𝑖, ℓ|1, 𝑗)) (3)

=
𝑚

∑
ℓ=1

∑
1⩽𝑖⩽𝑚

𝑖≠ℓ

(−1)(ℓ−𝜌(ℓ,𝑖))+(𝑗−1)(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1[𝐴]ℓ,𝑗 det (𝐴(𝑖, ℓ|1, 𝑗)) (4)
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=
𝑚

∑
ℓ=1

∑
1⩽𝑖⩽𝑚

𝑖≠ℓ

(−1)ℓ(−1)𝜌(ℓ,𝑖)(−1)𝑖(−1)𝑗[𝐴]𝑖,1[𝐴]ℓ,𝑗 det (𝐴(𝑖, ℓ|1, 𝑗)) (5)

=
𝑚

∑
ℓ=1

∑
1⩽𝑖⩽𝑚

𝑖≠ℓ

(−1)ℓ+𝑗(−1)𝑖−𝜌(𝑖,ℓ)+1[𝐴]𝑖,1[𝐴]ℓ,𝑗 det (𝐴(𝑖, ℓ|1, 𝑗)) (6)

=
𝑚

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑗[𝐴]ℓ,𝑗 ∑
1⩽𝑖⩽𝑚

𝑖≠ℓ

(−1)𝑖−𝜌(𝑖,ℓ)+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖, ℓ|1, 𝑗)) (7)

=
𝑚

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑗[𝐴]ℓ,𝑗 det (𝐴(ℓ|𝑗)). (8)

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立.
我想,您看到了公式右侧的序号.这是方便我说话用的.我想,适当地解

释这几步,是有好处的.
(1)是行列式的定义.
(2) 利用了假定. 我们假定可按任何列展开任何 𝑚 − 1 级阵的行列式.

𝐴(𝑖|1) 不就是 𝑚 − 1 级阵吗? 那么, 我们就按 𝐴(𝑖|1) 的列 𝑗 − 1 展开. 𝐴(𝑖|1)
的列 𝑗 − 1 正好对应 𝐴 的列 𝑗. 最后, 注意到, ℓ ≠ 𝑖 时, 𝐴 的 (ℓ, 𝑗)-元恰是
𝐴(𝑖|1)的 (ℓ − 𝜌(ℓ, 𝑖), 𝑗 − 1)-元.

(3)利用了分配律 (还有加法的结合律与交换律).
(4)利用了加法的结合律与交换律. (通俗地,就是 “求和号的次序可换”.)
(5)利用了 −1的整数次方的性质.
(6)还是利用−1的整数次方的性质.注意到, 𝑖 ≠ ℓ时, 𝜌(𝑖, ℓ)+𝜌(ℓ, 𝑖) = 1.
(7)又用了一次分配律 (还有加法的结合律与交换律).不过,跟 (3)对比,

这次是反过来用.
(8)用到了行列式的定义.注意到, 𝑖 ≠ ℓ时, 𝐴的 (𝑖, 1)-元恰是 𝐴(ℓ|𝑗)的

(𝑖 − 𝜌(𝑖, ℓ), 1)-元 (其中 𝑗 ≠ 1). 证毕.

本节的定理是重要的.
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1.8 按多列展开行列式
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

本节,我们学习按多列展开行列式.
我们已知,我们可按任何一列展开行列式:

定理 1.27 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑗 为整数,且 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

自然地,我们会想,我们能否 “按多列展开行列式”.此事的回答是 “是”.

定理 1.28 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑘是不超过 𝑛的正整数.设 𝑗1, 𝑗2,
⋯, 𝑗𝑘是不超过 𝑛的正整数,且 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑘.则

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘))

⋅ (−1)𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑘+𝑗1+𝑗2+⋯+𝑗𝑘 det (𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)).

若 𝑘 = 1,则 𝐴(
𝑖1
𝑗1) = [[𝐴]𝑖1,𝑗1]是一个 1级阵.回想, 1级阵 [𝑎]的行列

式就是 𝑎.所以,若 𝑘 = 1,则此定理就是 “按一列展开行列式”.
论证此事前,我想用一个例助您理解,此定理在说什么.

例 1.29 设

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 6 11 16
2 7 12 13
3 8 9 14
4 5 10 15

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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一方面,根据定义,

det (𝐴)
= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) + (−1)2+1[𝐴]2,1 det (𝐴(2|1))

+ (−1)3+1[𝐴]3,1 det (𝐴(3|1)) + (−1)4+1[𝐴]4,1 det (𝐴(4|1)).

可算出

det (𝐴(1|1)) = det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

7 12 13
8 9 14
5 10 15

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= −180,

det (𝐴(2|1)) = det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

6 11 16
8 9 14
5 10 15

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= −20,

det (𝐴(3|1)) = det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

6 11 16
7 12 13
5 10 15

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= 20,

det (𝐴(4|1)) = det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

6 11 16
7 12 13
8 9 14

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= −156.

所以

det (𝐴) = 1 ⋅ (−180) − 2 ⋅ (−20) + 3 ⋅ 20 − 4 ⋅ (−156) = 544.

另一方面, 我们试按列 1, 2 展开. 取 𝑗1, 𝑗2 为 1, 2. 不难写出, 适合条件
“1 ⩽ 𝑖1 < 𝑖2 ⩽ 4”的 (𝑖1, 𝑖2)有 6个: (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 4), (2, 4), (3, 4).由此,
可写出

𝐴(
1, 2
1, 2) =

[
1 6
2 7]

, (−1)1+2+1+2 = +1, 𝐴(1, 2|1, 2) =
[

9 14
10 15]

,

𝐴(
1, 3
1, 2) =

[
1 6
3 8]

, (−1)1+3+1+2 = −1, 𝐴(1, 3|1, 2) =
[

12 13
10 15]

,

𝐴(
2, 3
1, 2) =

[
2 7
3 8]

, (−1)2+3+1+2 = +1, 𝐴(2, 3|1, 2) =
[

11 16
10 15]

,
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𝐴(
1, 4
1, 2) =

[
1 6
4 5]

, (−1)1+4+1+2 = +1, 𝐴(1, 4|1, 2) =
[

12 13
9 14]

,

𝐴(
2, 4
1, 2) =

[
2 7
4 5]

, (−1)2+4+1+2 = −1, 𝐴(2, 4|1, 2) =
[

11 16
9 14]

,

𝐴(
3, 4
1, 2) =

[
3 8
4 5]

, (−1)3+4+1+2 = +1, 𝐴(3, 4|1, 2) =
[

11 16
12 13]

.

定理说,

det (𝐴) = det (𝐴(
1, 2
1, 2)) (−1)1+2+1+2 det (𝐴(1, 2|1, 2))

+ det (𝐴(
1, 3
1, 2)) (−1)1+3+1+2 det (𝐴(1, 3|1, 2))

+ det (𝐴(
2, 3
1, 2)) (−1)2+3+1+2 det (𝐴(2, 3|1, 2))

+ det (𝐴(
1, 4
1, 2)) (−1)1+4+1+2 det (𝐴(1, 4|1, 2))

+ det (𝐴(
2, 4
1, 2)) (−1)2+4+1+2 det (𝐴(2, 4|1, 2))

+ det (𝐴(
3, 4
1, 2)) (−1)3+4+1+2 det (𝐴(3, 4|1, 2))

= (−5) ⋅ (−5) − (−10) ⋅ 50
+ (−5) ⋅ 5 + (−19) ⋅ 51
− (−18) ⋅ 10 + (−17) ⋅ (−49)

= 25 + 500 − 25 − 969 + 180 + 833
= 544.

证 我们用数学归纳法证明此事.具体地,设 𝑃 (𝑘)为命题
对任何 𝑛级阵 𝐴 (其中 𝑛 ⩾ 𝑘),对任何不超过 𝑛的 𝑘个正整数 𝑗1, 𝑗2, ⋯,

𝑗𝑘 (其中 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑘),

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘))

⋅ (−1)𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑘+𝑗1+𝑗2+⋯+𝑗𝑘 det (𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)).
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则,我们的目标是:对任何正整数 𝑘, 𝑃 (𝑘)是正确的.
𝑘 = 1时,这就是我们证过的 “按一列展开行列式”.
现在,我们假定 𝑃 (𝑘 − 1)是正确的.我们要证 𝑃 (𝑘)也是正确的.任取一

个 𝑛级阵𝐴 (𝑛 ⩾ 𝑘).任取不超过 𝑛的正整数 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑘,且 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑘.
按列 𝑗1展开行列式,知

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑑1=1

[𝐴]𝑑1,𝑗1(−1)𝑑1+𝑗1 det (𝐴(𝑑1|𝑗1)).

注意到, 𝐴的列 𝑗2, 𝑗3, ⋯, 𝑗𝑘 跟 𝐴(𝑑1|𝑗1)的列 𝑗2 − 1, 𝑗3 − 1, ⋯, 𝑗𝑘 − 1对
应.并且, 𝐴的行 𝑖 (𝑖 ≠ 𝑑1)跟 𝐴(𝑑1|𝑗1)的行 𝑖 − 𝜌(𝑖, 𝑑1)对应.利用假定,我们
按列 𝑗2 − 1, 𝑗3 − 1, ⋯, 𝑗𝑘 − 1展开每一个 det (𝐴(𝑑1|𝑗1)),有

det (𝐴(𝑑1|𝑗1)) = ∑
1⩽𝑑2<⋯<𝑑𝑘⩽𝑛

𝑑1≠𝑑2,⋯,𝑑𝑘

det (𝐴(
𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑘
𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘 ))

⋅ (−1)𝑑2−𝜌(𝑑2,𝑑1)+⋯+𝑑𝑘−𝜌(𝑑𝑘,𝑑1)+𝑗2+⋯+𝑗𝑘−(𝑘−1)

⋅ det (𝐴(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)).

利用分配律 (还有加法的结合律与交换律),有

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑑1⩽𝑛

1⩽𝑑2<⋯<𝑑𝑘⩽𝑛
𝑑1≠𝑑2,⋯,𝑑𝑘

[𝐴]𝑑1,𝑗1(−1)𝑑1+𝑗1 det (𝐴(
𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑘
𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘 ))

⋅ (−1)𝑑2−𝜌(𝑑2,𝑑1)+⋯+𝑑𝑘−𝜌(𝑑𝑘,𝑑1)+𝑗2+⋯+𝑗𝑘−(𝑘−1)

⋅ det (𝐴(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)).

注意到

𝑑1 + 𝑗1 + 𝑑2 − 𝜌(𝑑2, 𝑑1) + ⋯ + 𝑑𝑘 − 𝜌(𝑑𝑘, 𝑑1) + 𝑗2 + ⋯ + 𝑗𝑘 − (𝑘 − 1)
= (𝑑1 + ⋯ + 𝑑𝑘) + (𝑗1 + ⋯ + 𝑑𝑘)

+ (𝜌(𝑑1, 𝑑2) − 1) + ⋯ + (𝜌(𝑑1, 𝑑𝑘) − 1) − (𝑘 − 1)
= (𝑑1 + ⋯ + 𝑑𝑘) + (𝑗1 + ⋯ + 𝑗𝑘) + (𝜌(𝑑1, 𝑑2) + ⋯ + 𝜌(𝑑1, 𝑑𝑘)) − 2(𝑘 − 1),
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故

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑑1⩽𝑛

1⩽𝑑2<⋯<𝑑𝑘⩽𝑛
𝑑1≠𝑑2,⋯,𝑑𝑘

(−1)𝜌(𝑑1,𝑑2)+⋯+𝜌(𝑑1,𝑑𝑘)[𝐴]𝑑1,𝑗1 det (𝐴(
𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑘
𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘 ))

⋅ (−1)𝑑1+⋯+𝑑𝑘+𝑗1+⋯+𝑗𝑘 det (𝐴(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)).

注意到

∑
1⩽𝑑1⩽𝑛

1⩽𝑑2<⋯<𝑑𝑘⩽𝑛
𝑑1≠𝑑2,⋯,𝑑𝑘

⋯ = ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛

∑
1⩽𝑠⩽𝑘

(⋯)|𝑑1=𝑖𝑠
𝑑𝑟=𝑖𝑟−𝜌(𝑠,𝑟) (2⩽𝑟⩽𝑘)

.

我解释此式.要从 1至 𝑛这 𝑛个整数中选出 𝑘个数 𝑑1, 𝑑2, ⋯, 𝑑𝑘,适合条件
𝑑2 < ⋯ < 𝑑𝑘,且 𝑑1 不跟 𝑑2, ⋯, 𝑑𝑘 的任何一个相等,我们可以这样.先从 1,
2, ⋯, 𝑛里从小到大地挑 𝑘个数 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑘.然后,我们从 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑘 选第 𝑠
小的数 𝑖𝑠 为 𝑑1,再分别取 𝑑2, 𝑑3, ⋯, 𝑑𝑘 为 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑠−1, 𝑖𝑠+1, ⋯, 𝑖𝑘. (若 𝑠 = 1,
则不出现 𝑖1;若 𝑠 = 𝑘,则不出现 𝑖𝑘.下同.)更具体地,我们使 𝑑1为 𝑖𝑠,再使 𝑑𝑟
(𝑟 ⩾ 2)为 𝑖ℓ(𝑟),其中 2 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑠时 ℓ(𝑟) = 𝑟 − 1,而 𝑟 > 𝑠时 ℓ(𝑟) = 𝑟.利用 𝜌-记
号,就是 𝑑1 = 𝑖𝑠,且 𝑑𝑟 = 𝑖𝑟−𝜌(𝑠,𝑟) (2 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑘).

当 𝑑1 = 𝑖𝑠,且 𝑑𝑟 = 𝑖𝑟−𝜌(𝑠,𝑟) (2 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑘)时,

𝑑1 = 𝑖𝑠,
𝜌(𝑑1, 𝑑2) + ⋯ + 𝜌(𝑑1, 𝑑𝑘) = 𝑠 − 1 = (𝑠 + 1) − 2,
[𝐴]𝑑1,𝑗1 = [𝐴]𝑖𝑠,𝑗1 ,

𝐴(
𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑘
𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘 ) = 𝐴(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠−1, 𝑖𝑠+1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘 ),

𝑑1 + ⋯ + 𝑑𝑘 = 𝑖1 + ⋯ + 𝑖𝑘,
𝐴(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘) = 𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘).

故

det (𝐴)

= ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛

∑
1⩽𝑠⩽𝑘

(−1)𝑠+1[𝐴]𝑖𝑠,𝑗1 det (𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠−1, 𝑖𝑠+1, ⋯ , 𝑖𝑘

𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘 ))
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⋅ (−1)𝑖1+⋯+𝑖𝑘+𝑗1+⋯+𝑗𝑘 det (𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)).

注意到 𝑖1 + ⋯ + 𝑖𝑘与 𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)都跟 𝑠无关,故由分配律 (还
有加法的结合律与交换律),

det (𝐴)

= ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛 ( ∑

1⩽𝑠⩽𝑘
(−1)𝑠+1[𝐴]𝑖𝑠,𝑗1 det (𝐴(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠−1, 𝑖𝑠+1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘 )))

⋅ (−1)𝑖1+⋯+𝑖𝑘+𝑗1+⋯+𝑗𝑘 det (𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)).

注意到 [𝐴]𝑖𝑠,𝑗1 是 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)的 (𝑠, 1)-元,故

∑
1⩽𝑠⩽𝑘

(−1)𝑠+1[𝐴]𝑖𝑠,𝑗1 det (𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠−1, 𝑖𝑠+1, ⋯ , 𝑖𝑘

𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘 ))

= det (𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)).

综上,我们有

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘))

⋅ (−1)𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑘+𝑗1+𝑗2+⋯+𝑗𝑘 det (𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)).

所以, 𝑃 (𝑘)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.



30 第一章 行列式

1.9 完全展开行列式
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

前面,我们研究了按一列展开行列式.它变大级阵的行列式为一些小级
阵的行列式.现在,我们考虑 “完全展开行列式”;也就是,用不含行列式的公
式表示行列式.
其实,我给出行列式的定义后,我们立即算出了小级阵 (不超过 4)的行

列式的具体的公式. 1级阵的行列式非常简单,有 1项; 2级阵的行列式不难,
有 2项; 3级阵的行列式较难,但也不难记,有 6项; 4级阵的行列式更复杂
了,不好记 (也不必记),有 24项.本节,我们的目标是,写出行列式的具体的
公式.

定理 1.30 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛是不超过 𝑛的正整数,
且互不相同.则

det (𝐴)
= ∑

1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) 𝑠(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛) [𝐴]𝑖1,𝑗1[𝐴]𝑖2,𝑗2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑗𝑛 .

证 我们按列 𝑗1展开 det (𝐴),有

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑖1⩽𝑛

(−1)𝑖1+𝑗1[𝐴]𝑖1,𝑗1 det (𝐴(𝑖1|𝑗1)).

注意到, 𝐴的列 𝑗2 对应 𝐴(𝑖1|𝑗1)的列 𝑗2 − 𝜌(𝑗2, 𝑗1),且 𝐴的行 𝑖2 (𝑖2 ≠ 𝑖1)
对应 𝐴(𝑖1|𝑗1)的行 𝑖2 − 𝜌(𝑖2, 𝑖1).再注意到

𝑖2 − 𝜌(𝑖2, 𝑖1) + 𝑗2 − 𝜌(𝑗2, 𝑗1) = 𝑖2 + 𝑗2 + 𝜌(𝑖1, 𝑖2) + 𝜌(𝑗1, 𝑗2) − 2,

故

det (𝐴(𝑖1|𝑗1))
= ∑

1⩽𝑖2⩽𝑛
𝑖2≠𝑖1

(−1)𝑖2+𝑗2+𝜌(𝑖1,𝑖2)+𝜌(𝑗1,𝑗2)[𝐴]𝑖2,𝑗2 det (𝐴(𝑖1, 𝑖2|𝑗1, 𝑗2)).
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⋯⋯
注意到, 𝐴的列 𝑗𝑘对应𝐴(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘−1|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘−1)的列 𝑗𝑘 −𝜌(𝑗𝑘, 𝑗1)−⋯−

𝜌(𝑗𝑘, 𝑗𝑘−1), 且 𝐴 的行 𝑖𝑘 (𝑖𝑘 ≠ 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑘−1) 对应 𝐴(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘−1|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘−1) 的
行 𝑖𝑘 − 𝜌(𝑖𝑘, 𝑖1) − ⋯ − 𝜌(𝑖𝑘, 𝑖𝑘−1).再注意到

𝑖𝑘 − 𝜌(𝑖𝑘, 𝑖1) − ⋯ − 𝜌(𝑖𝑘, 𝑖𝑘−1) + 𝑗𝑘 − 𝜌(𝑗𝑘, 𝑗1) − ⋯ − 𝜌(𝑗𝑘, 𝑗𝑘−1)
= 𝑖𝑘 + 𝑗𝑘 + 𝜌(𝑖1, 𝑖𝑘) + ⋯ + 𝜌(𝑖𝑘−1, 𝑖𝑘) + 𝜌(𝑗1, 𝑗𝑘) + ⋯ + 𝜌(𝑗𝑘−1, 𝑗𝑘) − 2(𝑘 − 1),

故

det (𝐴(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘−1|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘−1))
= ∑

1⩽𝑖𝑘⩽𝑛
𝑖𝑘≠𝑖1,⋯,𝑖𝑘−1

(−1)𝑖𝑘+𝑗𝑘+𝜌(𝑖1,𝑖𝑘)+⋯+𝜌(𝑖𝑘−1,𝑖𝑘)+𝜌(𝑗1,𝑗𝑘)+⋯+𝜌(𝑗𝑘−1,𝑗𝑘)

⋅ [𝐴]𝑖𝑘,𝑗𝑘 det (𝐴(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)).

⋯⋯
最后,我们得到

det (𝐴(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑛−1|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑛−1))
= ∑

1⩽𝑖𝑛⩽𝑛
𝑖𝑛≠𝑖1,⋯,𝑖𝑛−1

(−1)𝑖𝑛+𝑗𝑛+𝜌(𝑖1,𝑖𝑛)+⋯+𝜌(𝑖𝑛−1,𝑖𝑛)+𝜌(𝑗1,𝑗𝑛)+⋯+𝜌(𝑗𝑛−1,𝑗𝑛)[𝐴]𝑖𝑛,𝑗𝑛 .

(其实,这就是 [𝐴]𝑖𝑛,𝑗𝑛;这里,我们要注意到

1 + 1
= 𝑖𝑛 − 𝜌(𝑖𝑛, 𝑖1) − ⋯ − 𝜌(𝑖𝑛, 𝑖𝑛−1) + 𝑗𝑛 − 𝜌(𝑗𝑛, 𝑗1) − ⋯ − 𝜌(𝑗𝑛, 𝑗𝑛−1)
= 𝑖𝑛 + 𝑗𝑛 + 𝜌(𝑖1, 𝑖𝑛) + ⋯ + 𝜌(𝑖𝑛−1, 𝑖𝑛) + 𝜌(𝑗1, 𝑗𝑛) + ⋯ + 𝜌(𝑗𝑛−1, 𝑗𝑛) − 2(𝑛 − 1),

故

1 = (−1)1+1 = (−1)𝑖𝑛+𝑗𝑛+𝜌(𝑖1,𝑖𝑛)+⋯+𝜌(𝑖𝑛−1,𝑖𝑛)+𝜌(𝑗1,𝑗𝑛)+⋯+𝜌(𝑗𝑛−1,𝑗𝑛).

若您无印象了,您可看本章,节 1, 2, 3, 4.)
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我们从后向前地代入,有

det (𝐴)
= ∑

1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

(−1)𝑖1+𝑗1+𝑖2+𝑗2+⋯+𝑖𝑛+𝑗𝑛+𝜏(𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛)+𝜏(𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑛)

⋅ [𝐴]𝑖1,𝑗1[𝐴]𝑖2,𝑗2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑗𝑛 .

最后,注意到

𝑖1 + 𝑗1 + 𝑖2 + 𝑗2 + ⋯ + 𝑖𝑛 + 𝑗𝑛 = 2(1 + 2 + ⋯ + 𝑛)

是偶数, 𝑠-记号跟 𝜏-记号的关系,以及 −1的整数次方的性质,即得

det (𝐴)
= ∑

1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) 𝑠(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛) [𝐴]𝑖1,𝑗1[𝐴]𝑖2,𝑗2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑗𝑛 .

证毕.

我们经常取 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛为 1, 2, ⋯, 𝑛.注意到 𝑠(1, 2, ⋯ , 𝑛) = 1,即得

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛

𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) [𝐴]𝑖1,1[𝐴]𝑖2,2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑛.

例 1.31 设 𝐴为 3级阵.那么,适合条件 “1 ⩽ 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 ⩽ 3,且 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3互
不相同”的 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3)恰有 6个:

(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2),
(1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1).

回想

𝑠(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) = sgn (𝑖2 − 𝑖1) ⋅ sgn (𝑖3 − 𝑖1) ⋅ sgn (𝑖3 − 𝑖2).

不难算出,

𝑠(1, 2, 3) = 𝑠(2, 3, 1) = 𝑠(3, 1, 2) = 1,
𝑠(1, 3, 2) = 𝑠(2, 1, 3) = 𝑠(3, 2, 1) = −1.



1.9 完全展开行列式 33

故

det (𝐴) = [𝐴]1,1[𝐴]2,2[𝐴]3,3 + [𝐴]2,1[𝐴]3,2[𝐴]1,3 + [𝐴]3,1[𝐴]1,2[𝐴]2,3

− [𝐴]1,1[𝐴]3,2[𝐴]2,3 − [𝐴]2,1[𝐴]1,2[𝐴]3,3 − [𝐴]3,1[𝐴]2,2[𝐴]1,3.

利用完全展开,我们不难看出, 𝑛级阵的行列式有 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ ⋯ ⋅ 2 ⋅ 1项.
毕竟, 1 ⩽ 𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛 ⩽ 𝑛,且 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 互不相同相当于 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 是 1, 2,
⋯, 𝑛的排列.我们知道, 𝑛个互不相同的文字共有 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ ⋯ ⋅ 2 ⋅ 1个排列.
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1.10 阵的一个新记号
本节,我们学习阵的一个新记号.它可使我们更好地理解阵与行列式.

定义 1.32 设 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 是 𝑛个 𝑚 × 1阵.定义 [𝑐1 𝑐2 ⋯ 𝑐𝑛]是一
个 𝑚 × 𝑛阵,其中,对任何不超过 𝑚的正整数 𝑖与任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,

[ [𝑐1 𝑐2 ⋯ 𝑐𝑛] ]𝑖,𝑗
= [𝑐𝑗]𝑖,1.

(通俗地, [𝑐1 𝑐2 ⋯ 𝑐𝑛]就是合 𝑛个 𝑚 × 1 “小阵” 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛为一个 𝑚 × 𝑛
“大阵”的结果.)
习惯地,我们可写 [𝑐1 𝑐2 ⋯ 𝑐𝑛]为 [𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛].

这个写法,自然强调了阵的列.之后,当我们研究行列式的性质时,此写
法是有用的.

例 1.33 设 𝑐1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑐2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

4
5
6

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑐3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

7
8
9

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑐4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

10
11
12

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.则

[𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4] =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

论证下面的命题可被认为是一个好习题.

定理 1.34 设 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛, 𝑑1, 𝑑2, ⋯, 𝑑𝑛是 2𝑛个 𝑚 × 1阵.设 𝑘是数.则

[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛] + [𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑛] = [𝑐1 + 𝑑1, 𝑐2 + 𝑑2, ⋯ , 𝑐𝑛 + 𝑑𝑛],
𝑘[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛] = [𝑘𝑐1, 𝑘𝑐2, ⋯ , 𝑘𝑐𝑛].

证 我证式 1.论证式 2比论证式 1更简单,故我留它为您的习题.
注意到 [𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛]与 [𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑛]都是 𝑚 × 𝑛阵,它们自然可加,结

果也是 𝑚 × 𝑛阵.并且, 𝑐𝑗 , 𝑑𝑗 都是 𝑚 × 1阵,故 𝑐𝑗 + 𝑑𝑗 也是.不说元是否相等,
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至少等式二侧的阵的尺寸是相等的.现在,比较元是否相等:

[ [𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛] + [𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑛] ]𝑖,𝑗

= [ [𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛] ]𝑖,𝑗 + [ [𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑛] ]𝑖,𝑗

= [𝑐𝑗]𝑖,1 + [𝑑𝑗]𝑖,1

= [𝑐𝑗 + 𝑑𝑗]𝑖,1

= [ [𝑐1 + 𝑑1, 𝑐2 + 𝑑2, ⋯ , 𝑐𝑛 + 𝑑𝑛] ]𝑖,𝑗 .

看来,元也相等.
证明的要点有且只有一个:用定义. 证毕.

设 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛是 𝑛个 𝑛×1阵.那么, [𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛]自然是一个 𝑛级阵,从
而有行列式 det ([𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛]).不难看到,这里有 2重括号.习惯地,我们写

det ([𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛]) = det [𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛].

不写 ( )似乎并不会引起误解,所以,这是没问题的.

例 1.35 设 𝑐1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑐2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

5
6
4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑐3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

9
7
8

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.则

det [𝑐1, 𝑐2, 𝑐3] = 1 ⋅ 6 ⋅ 8 + 2 ⋅ 4 ⋅ 9 + 3 ⋅ 5 ⋅ 7 − 1 ⋅ 4 ⋅ 7 − 2 ⋅ 5 ⋅ 8 − 3 ⋅ 6 ⋅ 9
= 48 + 72 + 105 − 28 − 80 − 162
= −45.

前面,我们合 “竖排的阵”为一个大阵.我们当然也可合 “横排的阵”为
一个大阵.

定义 1.36 设 𝑟1, 𝑟2, ⋯, 𝑟𝑚是 𝑚个 1 × 𝑛阵.定义
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑟1
𝑟2
⋮
𝑟𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

是一个 𝑚 × 𝑛阵,
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其中,对任何不超过 𝑚的正整数 𝑖与任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑟1
𝑟2
⋮
𝑟𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦ 𝑖,𝑗

= [𝑟𝑖]1,𝑗 .

(通俗地,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑟1
𝑟2
⋮
𝑟𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

就是合 𝑚个 1 × 𝑛 “小阵” 𝑟1, 𝑟2, ⋯, 𝑟𝑚 为一个 𝑚 × 𝑛 “大阵”的

结果.)

完全类似地,我们有

定理 1.37 设 𝑟1, 𝑟2, ⋯, 𝑟𝑚, 𝑠1, 𝑠2, ⋯, 𝑠𝑚是 2𝑚个 1 × 𝑛阵.设 𝑘是数.则

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑟1
𝑟2
⋮
𝑟𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑠1
𝑠2
⋮

𝑠𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑟1 + 𝑠1
𝑟2 + 𝑠2

⋮
𝑟𝑚 + 𝑠𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

𝑘

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑟1
𝑟2
⋮
𝑟𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘𝑟1
𝑘𝑟2
⋮

𝑘𝑟𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

证 完全类似. 证毕.
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1.11 完全展开行列式 (续)
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

设 𝐴是一个 𝑛级阵.交换 𝐴的列的次序,得 𝑛级阵 𝐵.
利用完全展开,我们可得 𝐴, 𝐵的行列式的关系.

定理 1.38 设 𝑛级阵 𝐴的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别为 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛.设 ℓ1, ℓ2,
⋯, ℓ𝑛是不超过 𝑛的正整数,且互不相同.则

det [𝑎ℓ1 , 𝑎ℓ2 , ⋯ , 𝑎ℓ𝑛] = 𝑠(ℓ1, ℓ2, ⋯ , ℓ𝑛) det (𝐴).

不过,论证此事前,我想用一个例助您理解,此定理在说什么.

例 1.39 设 𝑎1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑎2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

5
6
4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑎3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

9
7
8

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.则

det [𝑎1, 𝑎2, 𝑎3] = 1 ⋅ 6 ⋅ 8 + 2 ⋅ 4 ⋅ 9 + 3 ⋅ 5 ⋅ 7 − 1 ⋅ 4 ⋅ 7 − 2 ⋅ 5 ⋅ 8 − 3 ⋅ 6 ⋅ 9
= 48 + 72 + 105 − 28 − 80 − 162
= −45.

取 ℓ1, ℓ2, ℓ3为 2, 3, 1.则 𝑠(2, 3, 1) = 1.不难算出
det [𝑎2, 𝑎3, 𝑎1] = 5 ⋅ 7 ⋅ 3 + 6 ⋅ 8 ⋅ 1 + 4 ⋅ 9 ⋅ 2 − 5 ⋅ 8 ⋅ 2 − 6 ⋅ 9 ⋅ 3 − 4 ⋅ 7 ⋅ 1

= 105 + 48 + 72 − 80 − 162 − 28
= −45.

这就是 det [𝑎1, 𝑎2, 𝑎3].
再取 ℓ1, ℓ2, ℓ3为 1, 3, 2.则 𝑠(1, 3, 2) = −1.不难算出

det [𝑎1, 𝑎3, 𝑎2] = 1 ⋅ 7 ⋅ 4 + 2 ⋅ 8 ⋅ 5 + 3 ⋅ 9 ⋅ 6 − 1 ⋅ 8 ⋅ 6 − 2 ⋅ 9 ⋅ 4 − 3 ⋅ 7 ⋅ 5
= 28 + 80 + 162 − 48 − 72 − 105
= 45.

这就是 − det [𝑎1, 𝑎2, 𝑎3].
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证 作 𝑛级阵 𝐵 = [𝑎ℓ1 , 𝑎ℓ2 , ⋯ , 𝑎ℓ𝑛].注意到, [𝐵]𝑢,𝑣 = [𝑎ℓ𝑣]𝑢,1 = [𝐴]𝑢,ℓ𝑣 .
我们完全展开 det (𝐵). 取 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛 为 1, 2, ⋯, 𝑛, 并注意到

𝑠(1, 2, ⋯ , 𝑛) = 1,有

det (𝐵) = ∑
1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛

𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) [𝐵]𝑖1,1[𝐵]𝑖2,2 ⋯ [𝐵]𝑖𝑛,𝑛.

我们再完全展开 det (𝐴).取 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛为 ℓ1, ℓ2, ⋯, ℓ𝑛,有

det (𝐴)
= 𝑠(ℓ1, ℓ2, ⋯ , ℓ𝑛) ∑

1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) [𝐴]𝑖1,ℓ1[𝐴]𝑖2,ℓ2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,ℓ𝑛

= 𝑠(ℓ1, ℓ2, ⋯ , ℓ𝑛) ∑
1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛

𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) [𝐵]𝑖1,1[𝐵]𝑖2,2 ⋯ [𝐵]𝑖𝑛,𝑛

= 𝑠(ℓ1, ℓ2, ⋯ , ℓ𝑛) det (𝐵).

注意到 𝑠(ℓ1, ℓ2, ⋯ , ℓ𝑛) = ±1,故

det (𝐵) = 𝑠(ℓ1, ℓ2, ⋯ , ℓ𝑛) det (𝐴). 证毕.
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1.12 单位阵
在进一步讨论行列式前,我要介绍一类特别的方阵.

定义 1.40 (𝛿-记号) 设 𝑖, 𝑗 是二个文字.定义

𝛿(𝑖, 𝑗) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑖 ≠ 𝑗;
1, 𝑖 = 𝑗.

显然, 𝛿-记号是表示二个文字是否相等的一个量. 𝛿(𝑖, 𝑗) = 1,说明 𝑖, 𝑗 是
同一个文字; 𝛿(𝑖, 𝑗) = 0,说明 𝑖, 𝑗 是不同的二个文字.

定义 1.41 (单位阵) 设 𝑛 为正整数. 作 𝑛 级阵 𝐼𝑛, 使 [𝐼𝑛]𝑖,𝑗 = 𝛿(𝑖, 𝑗),
(1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛).我们说, 𝐼𝑛是 𝑛级单位阵.
当我们不强调单位阵的尺寸时,我们可简单地写单位阵为 𝐼 .

例 1.42 1 级单位阵是 1, 或 [1]. 2 级单位阵是
[

1 0
0 1]

. 3 级单位阵是

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

一般地, 𝑛级单位阵含 𝑛个 1与 𝑛2 − 𝑛个 0,且 1恰在行号与列号相等的
地方 (也就是, 0恰在行号与列号不等的地方).

可写一个 𝑛 × 1阵为 𝑛级单位阵 𝐼𝑛 的列的数乘的和.具体地,我们设 𝑥
是一个 𝑛 × 1阵,且设 𝐼𝑛 = [𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛] (也就是,设 𝑒1, 𝑒2, ⋯, 𝑒𝑛 是 𝐼𝑛 的列
1, 2, ⋯, 𝑛).记 𝑘𝑖 = [𝑥]𝑖,1.则

𝑥 = 𝑘1𝑒1 + 𝑘2𝑒2 + ⋯ + 𝑘𝑛𝑒𝑛

=
𝑛

∑
ℓ=1

𝑘ℓ𝑒ℓ.

为证明此式,我们要用单位阵的定义、加法的定义、数乘的定义 (不难看出,等
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式二侧的尺寸都是 𝑛 × 1):

[

𝑛

∑
ℓ=1

𝑘ℓ𝑒ℓ]
𝑖,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

[𝑘ℓ𝑒ℓ]𝑖,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

𝑘ℓ[𝑒ℓ]𝑖,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

𝑘ℓ[𝐼𝑛]𝑖,ℓ

=
𝑛

∑
ℓ=1

𝑘ℓ𝛿(𝑖, ℓ)

= 𝑘𝑖𝛿(𝑖, 𝑖) + ∑
1⩽ℓ⩽𝑛

ℓ≠𝑖

𝑘ℓ𝛿(𝑖, ℓ)

= 𝑘𝑖 + ∑
1⩽ℓ⩽𝑛

ℓ≠𝑖

𝑘ℓ0

= 𝑘𝑖.

至多以一个方式写一个 𝑛 × 1阵为 𝑛级单位阵 𝐼𝑛的列的数乘的和.具体
地,设 𝑒1, 𝑒2, ⋯, 𝑒𝑛是 𝐼𝑛的列 1, 2, ⋯, 𝑛.再设

𝑛

∑
ℓ=1

𝑘ℓ𝑒ℓ =
𝑛

∑
ℓ=1

𝑝ℓ𝑒ℓ.

不难算出

𝑛

∑
ℓ=1

𝑘ℓ𝑒ℓ =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘1
⋮
𝑘𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,

𝑛

∑
ℓ=1

𝑝ℓ𝑒ℓ =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑝1
⋮
𝑝𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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从而
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘1
⋮
𝑘𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑝1
⋮
𝑝𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

由此可知, 𝑘𝑖 = 𝑝𝑖.
综上,我们有

定理 1.43 可以,且只能以一个方式写一个 𝑛 × 1阵为 𝑛级单位阵 𝐼𝑛的
列的数乘的和.

例 1.44 设 𝑥 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

3
5
7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.于是,一方面,

𝑥 = 3
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 5
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 7
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

另一方面,我们设

𝑥 = 𝑘1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑘2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑘3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

3
5
7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
𝑘2
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
𝑘3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘1
𝑘2
𝑘3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

由此可知, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3分别是 3, 5, 7.

顺便,您可用完全类似的方法证明

定理 1.45 可以,且只能以一个方式写一个 1 × 𝑛阵为 𝑛级单位阵 𝐼𝑛的
行的数乘的和.
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1.13 行列式的性质
本节,我们学习行列式的几条重要的性质.

定理 1.46 (规范性) 单位阵的行列式为 1.

证 我们用数学归纳法证明此事.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题

det (𝐼𝑛) = 1.

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
𝑃 (1)显然是正确的.我就不解释原因了;您解释它.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的.我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的;也就是,

det (𝐼𝑚) = 1.按列 1展开,有

det (𝐼𝑚)

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐼𝑚]𝑖,1 det (𝐼𝑚(𝑖|1))

= (−1)1+1𝛿(1, 1) det (𝐼𝑚(1|1)) +
𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1𝛿(𝑖, 1) det (𝐼𝑚(𝑖|1))

= det (𝐼𝑚−1) +
𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+10 det (𝐼𝑚(𝑖|1))

= det (𝐼𝑚−1)
= 1.

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

我接下来要讲的二个性质的论证利用了按 (任何)一列展开行列式的公
式.请允许我引用此公式:

定理 1.27 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑗 为整数,且 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).
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定理 1.47 (多线性) 行列式 (关于列)是多线性的.具体地,对任何不超
过 𝑛 的正整数 𝑗, 任何 𝑛 − 1 个 𝑛 × 1 阵 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯, 𝑎𝑛, 任何二个
𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]
= 𝑠 det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛] + 𝑡 det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛].

(若 𝑗 = 1,则 𝑎1不出现;若 𝑗 = 𝑛,则 𝑎𝑛不出现.下同.)

证 作三个 𝑛级阵 𝐴, 𝐵, 𝐶: 𝐴, 𝐵, 𝐶 的列 𝑘为 𝑎𝑘 (𝑘 ≠ 𝑗); 𝐴的列 𝑗 为 𝑥;
𝐵的列 𝑗 为 𝑦; 𝐶 的列 𝑗 为 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦.那么,

det (𝐴) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛],
det (𝐵) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛],
det (𝐶) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛].

不难发现,若 𝑘 ≠ 𝑗,则 [𝐴]𝑖,𝑘 = [𝐵]𝑖,𝑘 = [𝐶]𝑖,𝑘,故 𝐴(𝑖|𝑗) = 𝐵(𝑖|𝑗) = 𝐶(𝑖|𝑗).再
注意到 [𝐶]𝑖,𝑗 = 𝑠[𝐴]𝑖,𝑗 + 𝑡[𝐵]𝑖,𝑗 ,得

det (𝐶)

=
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐶]𝑖,𝑗 det (𝐶(𝑖|𝑗))

=
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗(𝑠[𝐴]𝑖,𝑗 + 𝑡[𝐵]𝑖,𝑗) det (𝐶(𝑖|𝑗))

= 𝑠
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐶(𝑖|𝑗)) + 𝑡
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐵]𝑖,𝑗 det (𝐶(𝑖|𝑗))

= 𝑠
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)) + 𝑡
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐵]𝑖,𝑗 det (𝐵(𝑖|𝑗))

= 𝑠 det (𝐴) + 𝑡 det (𝐵). 证毕.

多线性有一个直白的推广. 具体地, 对任何不超过 𝑛 的正整数 𝑗, 任何
𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何 ℓ个 𝑛 × 1阵 𝑏1, 𝑏2, ⋯, 𝑏ℓ,任
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何 ℓ个数 𝑠1, 𝑠2, ⋯, 𝑠ℓ,有

det
⎡⎢⎢⎣
𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1,

ℓ

∑
𝑘=1

𝑠𝑘𝑏𝑘, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛
⎤⎥⎥⎦

=
ℓ

∑
𝑘=1

𝑠𝑘 det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑏𝑘, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛].

您可施数学归纳法于 ℓ 以证此事 (注意到 𝑠1𝑏1 + ⋯ + 𝑠ℓ𝑏ℓ = (𝑠1𝑏1 + ⋯ +
𝑠ℓ−1𝑏ℓ−1) + 𝑠ℓ𝑏ℓ);其实,这就是多次用多线性的结果.

定理 1.48 (交错性) 行列式 (关于列)是交错性的.具体地,若 𝑛级阵 𝐴
有二列相同,则 det (𝐴) = 0.

有一件事值得提.明显地, 1级阵不可能有二列相同.但是,根据 “若 𝑝是
假的, 则 ‘若 𝑝, 则 𝑞’ 是真的” 原则, 我们仍认为 1 级阵的行列式有交错性.
(“若 𝑝,则 𝑞”相当于 “对适合条件 𝑝的任何对象 𝑜, 𝑜也适合条件 𝑞”.形如 “对
任何 A,必 B”的话的反面就是 “存在某个 A,使之非 B”.所以,若我们找不到
“非 B”的 A,我们应认为, “对任何 A,必 B”是对的.特别地,当 A不存在时,
自然没有 “非 B”的 A.故,我们认为,即使 A不存在, “对任何 A,必 B”是对
的.)

证 我们用数学归纳法证明此事.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题

对每一个有相同的二列的 𝑛级阵 𝐴,其行列式必为 0.

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
前面解释过,我们认为, 𝑃 (1)是真的.
现在考虑 𝑃 (2).为此,任取有相同的二列的 2级阵

𝐴 =
[

𝑎 𝑎
𝑏 𝑏]

.

则

det (𝐴) = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 = 0.

故 𝑃 (2)是真的.
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现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的 (注意,此处 𝑚 ⩾ 3).我们要证 𝑃 (𝑚)
也是正确的.任取一个有相同的二列的 𝑚级阵 𝐴.我们设 𝐴的列 𝑝等于列 𝑞,
其中 1 ⩽ 𝑝 < 𝑞 ⩽ 𝑚.在 1, 2, ⋯, 𝑚这 𝑚个数里,我们必定能找到一个数 𝑗,它
既不等于 𝑝,也不等于 𝑞.按列 𝑗 展开行列式,有

det (𝐴) =
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

注意到, 𝑚 − 1级阵 𝐴(𝑖|𝑗)仍有相同的二列.所以,根据假定, det (𝐴(𝑖|𝑗)) = 0.
故 det (𝐴) = 0.
所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

行列式的一些性质是其多线性与交错性的推论.比如

定理 1.49 (反称性) 行列式 (关于列)是反称性的.具体地,设 𝐴是 𝑛级
阵,设交换 𝐴的列 𝑝与列 𝑞 后得到的阵为 𝐵 (𝑝 < 𝑞).则 det (𝐵) = − det (𝐴).
(通俗地,交换方阵的二列,则其行列式变号.)

证 设 𝐴 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛].为方便说话,我们写

𝑓(𝑥, 𝑦) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑝−1, 𝑥, 𝑎𝑝+1, ⋯ , 𝑎𝑞−1, 𝑦, 𝑎𝑞+1, ⋯ , 𝑎𝑛].

则

0 = 𝑓(𝑎𝑝 + 𝑎𝑞, 𝑎𝑝 + 𝑎𝑞)
= 𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑝 + 𝑎𝑞) + 𝑓(𝑎𝑞, 𝑎𝑝 + 𝑎𝑞)
= (𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑝) + 𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑞)) + (𝑓(𝑎𝑞, 𝑎𝑝) + 𝑓(𝑎𝑞, 𝑎𝑞))
= 𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑞) + 𝑓(𝑎𝑞, 𝑎𝑝)
= det (𝐴) + det (𝐵). 证毕.
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1.14 用行列式的性质确定行列式
本节,我们研究如何用行列式的一些性质确定行列式.
假定, 您熟悉一些人 (而不只是 “知道他们的存在”). 自然地, 您也知道

他们的一些特征. 我从这些人里选一个, 我想,您可以说出此人的几个特征.
但是,反过来,我说出某人的几个特征,您能确定此人吗?那一般是不一定的.
不过,当我给出某些特别的特征时,那是有可能的.
抽象地, 𝑛级阵的行列式就是一个定义在全体 𝑛级阵上的函数.就像一

个人有多的特征那样, 行列式也有多的特征 (或者, 性质), 无论是 “有名的”
(有名字的), 还是 “无名的”. 值得注意的是, 一些特征并不是行列式特有的:
比如,零函数 𝑧(𝐴) = 0 (其中 𝐴是任何的 𝑛级阵)适合多线性、交错性、反称
性,恒取 1的函数 𝑢(𝐴) = 1适合规范性,但它们都不是行列式.不过,若我们
联合行列式的几个特征,则它们可确定行列式.

定理 1.50 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合:
(1) (多线性)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎1, ⋯,

𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛])
= 𝑠𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).

(2) (交错性)若 𝑛级阵 𝐴有二列相同,则 𝑓(𝐴) = 0.
那么,对任何 𝑛级阵 𝐴, 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴).
特别地,若 𝑓(𝐼) = 1 (规范性),则 𝑓 就是行列式.

证 我们设 𝑔(𝐴) = 𝑓(𝐴) − 𝑓(𝐼) det (𝐴).不难验证, 𝑔 也有多线性、交错
性、反称性 (具体地,设交换 𝑛级阵𝐴的列 𝑝与列 𝑞后得到的阵为 𝐵,且 𝑝 < 𝑞,
则 𝑔(𝐵) = −𝑔(𝐴);这是前二个性质的推论),且 𝑔(𝐼) = 0.我们的目标是:证 𝑔
是零函数 (即,恒为 0).
任取一个 𝑛级阵 𝐴.设 𝑛级单位阵的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别是 𝑒1, 𝑒2, ⋯, 𝑒𝑛.设

𝐴的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别是 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛.于是

𝑎𝑘 = [𝐴]1,𝑘𝑒1 + [𝐴]2,𝑘𝑒2 + ⋯ + [𝐴]𝑛,𝑘𝑒𝑛
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=
𝑛

∑
𝑖𝑘=1

[𝐴]𝑖𝑘,𝑘𝑒𝑖𝑘 .

(注意,这里,我用了 𝑛个求和指标 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛.等会儿,您就知道为什么我要
这么写了.)从而,利用多线性,

𝑔(𝐴) = 𝑔([𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛])

= 𝑔
⎛
⎜
⎜
⎝

⎡⎢⎢⎣

𝑛

∑
𝑖1=1

[𝐴]𝑖1,1𝑒𝑖1 , 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛
⎤⎥⎥⎦

⎞
⎟
⎟
⎠

=
𝑛

∑
𝑖1=1

[𝐴]𝑖1,1 𝑔([𝑒𝑖1 , 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛])

=
𝑛

∑
𝑖1=1

[𝐴]𝑖1,1 𝑔
⎛
⎜
⎜
⎝

⎡⎢⎢⎣
𝑒𝑖1 ,

𝑛

∑
𝑖2=1

[𝐴]𝑖2,2𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑎𝑛
⎤⎥⎥⎦

⎞
⎟
⎟
⎠

=
𝑛

∑
𝑖1=1

𝑛

∑
𝑖2=1

[𝐴]𝑖1,1[𝐴]𝑖2,2 𝑔([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑎𝑛])

= ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

=
𝑛

∑
𝑖1=1

𝑛

∑
𝑖2=1

⋯
𝑛

∑
𝑖𝑛=1

[𝐴]𝑖1,1[𝐴]𝑖2,2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑛 𝑔([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]).

利用交错性,不难看出,若存在整数 𝑝, 𝑞 使 1 ⩽ 𝑝 < 𝑞 ⩽ 𝑛,且 𝑖𝑝 = 𝑖𝑞,则
[𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]有二列相同,故 𝑔([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]) = 0.所以,

𝑔(𝐴) = ∑
1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛

𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

[𝐴]𝑖1,1[𝐴]𝑖2,2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑛 𝑔([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]).

我们用反称性证明每一个 𝑔([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]) (其中 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛是不超过
𝑛的正整数,且互不相同)都是 0.适当地交换 [𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]的列,可变其为
[𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛],即 𝑛级单位阵.从而

𝑔([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]) = ±𝑔(𝐼) = 0.

所以 𝑔(𝐴) = 0.故 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴). (反过来,不难验证,若我们定义
𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴),则 𝑓 适合多线性与交错性.) 证毕.
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定理 1.51 若定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合规范性、多线性、交错
性,则 𝑓 就是 (𝑛级阵的)行列式 (函数).

由此,理论地,我们可用行列式的这三条性质定义行列式:

定义 1.52 设 𝑓 是定义在全体 𝑛级阵上的函数.若 𝑓 适合如下三条,则
说 𝑓 是 (𝑛级阵的)一个行列式函数 (自然地,若 𝐴是 𝑛级阵,则 𝑓(𝐴)是 𝐴的
一个行列式):

(1) (规范性)若 𝐼 是 𝑛级单位阵,则 𝑓(𝐼) = 1.
(2) (多线性)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎1, ⋯,

𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛])
= 𝑠𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).

(3) (交错性)若 𝑛级阵 𝐴有二列相同,则 𝑓(𝐴) = 0.

不过,我没有这么作,因为,若我们如此定义行列式,则我们要证明 (𝑛级
阵的)行列式函数存在且唯一,而这可能是有挑战的.
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1.15 “行”列式
前面,我们学习了行列式的一些公式与性质.它们至少有一个共同点:它

们都是关于列的命题.毕竟,行列式的定义就是按列 1展开.利用定义,我们
得到了按任何一列展开行列式的公式. 然后, 我们得到了行列式的一些 (关
于列的)性质.
自然地, 我们问: 行列式是否也有关于行的公式与性质? 此事的回答是

“是”.为此,我们先按行 1展开行列式.

定理 1.53 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)).

我们无妨先用小级阵验证此命题.
设 𝐴是 1级阵.显然 (我作过一个关于 “0级阵”及其 “行列式”的约定).
设 𝐴是 2级阵 (也就是,取 𝑛 = 2).则

det (𝐴) = [𝐴]1,1 det [[𝐴]2,2] − [𝐴]2,1 det [[𝐴]1,2]
= [𝐴]1,1 det [[𝐴]2,2] − [𝐴]1,2 det [[𝐴]2,1]
= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) + (−1)1+2[𝐴]1,2 det (𝐴(1|2)).

所以, 𝑛 = 2时,命题是正确的.

证 我们用数学归纳法证明此事.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题

对任何 𝑛级阵 𝐴,

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)).

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
我们已知 𝑃 (1), 𝑃 (2)都是正确的.
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现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的.我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.任取一
个 𝑚级阵 𝐴.为方便,我们写 (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))为 𝑓 .于是

det (𝐴)

= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)) (1)

= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1

𝑚

∑
𝑗=2

(−1)1+𝑗−1[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(𝑖, 1|1, 𝑗)) (2)

= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑖=2

𝑚

∑
𝑗=2

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1(−1)1+𝑗−1[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(𝑖, 1|1, 𝑗)) (3)

= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑗=2

𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1(−1)1+𝑗−1[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(𝑖, 1|1, 𝑗)) (4)

= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑗=2

𝑚

∑
𝑖=2

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗(−1)𝑖−1+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖, 1|1, 𝑗)) (5)

= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑗=2

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗

𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖−1+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖, 1|1, 𝑗)) (6)

= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑗=2

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)). (7)

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立.
我想,您看到了公式右侧的序号.这是方便我说话用的.我想,适当地解

释这几步,是有好处的.
(1)是行列式的定义.
(2)利用了假定.设 𝑖 > 1.我们假定可按行 1展开任何 𝑚 − 1级阵的行列

式. 𝐴(𝑖|1)不就是 𝑚 − 1级阵吗?那么,我们就按 𝐴(𝑖|1)的行 1展开. 𝐴(𝑖|1)的
行 1正好对应𝐴的行 1.最后,注意到, 𝐴的 (1, 𝑗)-元恰是𝐴(𝑖|1)的 (1, 𝑗−1)-元.

(3)利用了分配律 (还有加法的结合律与交换律).
(4)利用了加法的结合律与交换律. (通俗地,就是 “求和号的次序可换”.)
(5)利用了 −1的整数次方的性质 (我在前面说过).当然,我还利用了乘

法的结合律与交换律.
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(6)又用了一次分配律 (还有加法的结合律与交换律).不过,跟 (3)对比,
这次是反过来用.

(7)用到了行列式的定义.注意到, 𝑖 > 1时, 𝐴的 (𝑖, 1)-元恰是 𝐴(1|𝑗)的
(𝑖 − 1, 1)-元. 证毕.

不难看到,按行 1展开行列式的公式跟按列 1展开行列式的公式是类似
的.为方便说话,我作如下定义.

定义 1.54 (“行”列式) 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).定义 𝐴的 “行”列式

det′ (𝐴) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

[𝐴]1,1, 𝑛 = 1;
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det′ (𝐴(1|𝑗)), 𝑛 ⩾ 2.

由上个定理, 不难用数学归纳法证明, “行” 列式就是行列式. 作命题
𝑃 (𝑛): 对任何 𝑛 级阵 𝐴, 𝐴 的 “行” 列式等于 𝐴 的行列式. 𝑃 (1) 显然是正确
的.假定 𝑃 (𝑚 − 1)正确.任取一个 𝑚级阵 𝐴.则

det′ (𝐴) =
𝑚

∑
𝑗=1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det′ (𝐴(1|𝑗))

=
𝑚

∑
𝑗=1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗))

= det (𝐴).

若我用 “行”列式 det′ 作行列式的定义,那么,我可用完全类似的方法,
根据新的定义,证明按一行展开行列式的公式 (见本章,节 7):

det (𝐴)

=
𝑚

∑
𝑗=1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗))

=
𝑚

∑
𝑗=1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 ∑
1⩽ℓ⩽𝑚

ℓ≠𝑗

(−1)(𝑖−1)+(ℓ−𝜌(ℓ,𝑗))[𝐴]𝑖,ℓ det (𝐴(1, 𝑖|𝑗, ℓ))
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=
𝑚

∑
𝑗=1

∑
1⩽ℓ⩽𝑚

ℓ≠𝑗

(−1)(𝑖−1)+(ℓ−𝜌(ℓ,𝑗))(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗[𝐴]𝑖,ℓ det (𝐴(1, 𝑖|𝑗, ℓ))

=
𝑚

∑
ℓ=1

∑
1⩽𝑗⩽𝑚

𝑗≠ℓ

(−1)(𝑖−1)+(ℓ−𝜌(ℓ,𝑗))(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗[𝐴]𝑖,ℓ det (𝐴(1, 𝑖|𝑗, ℓ))

=
𝑚

∑
ℓ=1

∑
1⩽𝑗⩽𝑚

𝑗≠ℓ

(−1)𝑖(−1)ℓ(−1)𝜌(ℓ,𝑗)(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗[𝐴]𝑖,ℓ det (𝐴(1, 𝑖|𝑗, ℓ))

=
𝑚

∑
ℓ=1

∑
1⩽𝑗⩽𝑚

𝑗≠ℓ

(−1)𝑖+ℓ(−1)1+𝑗−𝜌(𝑗,ℓ)[𝐴]1,𝑗[𝐴]𝑖,ℓ det (𝐴(1, 𝑖|𝑗, ℓ))

=
𝑚

∑
ℓ=1

(−1)𝑖+ℓ[𝐴]𝑖,ℓ ∑
1⩽𝑗⩽𝑚

𝑗≠ℓ

(−1)1+𝑗−𝜌(𝑗,ℓ)[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|𝑗, ℓ))

=
𝑚

∑
ℓ=1

(−1)𝑖+ℓ[𝐴]𝑖,ℓ det (𝐴(𝑖|ℓ)),

其中,对整数 𝑖, 𝑗,

𝜌(𝑖, 𝑗) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑖 < 𝑗;
1, 𝑖 ⩾ 𝑗.

不过,我们换个思路.

定理 1.55 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).则 𝐴的转置, 𝐴T,的行列式等于 𝐴的
行列式.

证 我们用数学归纳法证明此事.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题

对任何 𝑛级阵 𝐴,

det (𝐴T) = det (𝐴).

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
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𝑃 (1)是正确的.毕竟, 1级阵的转置就是自己.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的.我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.任取一

个 𝑚级阵 𝐴.注意到 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐴T]𝑗,𝑖.于是,可以验证, 𝐴(𝑖|𝑘) = (𝐴T(𝑘|𝑖))T.则

det (𝐴T) =
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)1+𝑖[𝐴T]1,𝑖 det (𝐴T(1|𝑖))

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)1+𝑖[𝐴T]1,𝑖 det ((𝐴T(1|𝑖))T)

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1))

= det (𝐴).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

此性质是重要的:利用它,我们可译行列式的关于列的命题为关于行的
命题.我用一个例助您理解;它是按行 𝑖展开行列式的公式.

定理 1.56 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑖为整数,且 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

证 基本的思路: 先转置, 施关于列的命题于转置, 再转置回来. 回想,
𝐴T的列 𝑖跟 𝐴的行 𝑖对应,故我们按列 𝑖展开 𝐴T的行列式.则

det (𝐴) = det (𝐴T)

=
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)𝑗+𝑖[𝐴T]𝑗,𝑖 det (𝐴T(𝑗|𝑖))

=
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)𝑗+𝑖[𝐴]𝑖,𝑗 det ((𝐴(𝑖|𝑗))T)

=
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)). 证毕.

为方便,我译前面的行列式的关于列的性质为关于行的性质.不过,我不
证它们.我留它们的论证为您的习题.
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定理 1.57 (多线性) 行列式 (关于行)是多线性的.具体地,对任何不超
过 𝑛的正整数 𝑖,任何 𝑛−1个 1×𝑛阵 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 1×𝑛阵
𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑖−1
𝑠𝑥 + 𝑡𝑦

𝑎𝑖+1
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝑠 det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑖−1
𝑥

𝑎𝑖+1
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 𝑡 det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑖−1
𝑦

𝑎𝑖+1
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

(若 𝑖 = 1,则 𝑎1不出现;若 𝑖 = 𝑛,则 𝑎𝑛不出现.下同.)

定理 1.58 (交错性) 行列式 (关于行)是交错性的.具体地,若 𝑛级阵 𝐴
有二行相同,则 det (𝐴) = 0.

定理 1.59 (反称性) 行列式 (关于行)是反称性的.具体地,设 𝐴是 𝑛级
阵,设交换 𝐴的行 𝑝与行 𝑞 后得到的阵为 𝐵 (𝑝 < 𝑞).则 det (𝐵) = − det (𝐴).
(通俗地,交换方阵的二行,则其行列式变号.)

定理 1.60 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合:
(1) (多线性)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,任何 𝑛 − 1个 1 × 𝑛阵 𝑎1, ⋯,

𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 1 × 𝑛阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑖−1
𝑠𝑥 + 𝑡𝑦

𝑎𝑖+1
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑠𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑖−1
𝑥

𝑎𝑖+1
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

+ 𝑡𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑖−1
𝑦

𝑎𝑖+1
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

(2) (交错性)若 𝑛级阵 𝐴有二行相同,则 𝑓(𝐴) = 0.
那么,对任何 𝑛级阵 𝐴, 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴).
特别地,若 𝑓(𝐼) = 1 (规范性),则 𝑓 就是行列式.
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定理 1.61 若定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合规范性、(关于行的)多
线性、(关于行的)交错性,则 𝑓 就是 (𝑛级阵的)行列式 (函数).

由此,理论地,我们也可如此定义行列式:

定义 1.62 设 𝑓 是定义在全体 𝑛级阵上的函数.若 𝑓 适合如下三条,则
说 𝑓 是 (𝑛级阵的)一个行列式函数 (自然地,若 𝐴是 𝑛级阵,则 𝑓(𝐴)是 𝐴的
一个行列式):

(1) (规范性)若 𝐼 是 𝑛级单位阵,则 𝑓(𝐼) = 1.
(2) (多线性)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,任何 𝑛 − 1个 1 × 𝑛阵 𝑎1, ⋯,

𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 1 × 𝑛阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑖−1
𝑠𝑥 + 𝑡𝑦

𝑎𝑖+1
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑠𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑖−1
𝑥

𝑎𝑖+1
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

+ 𝑡𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑖−1
𝑦

𝑎𝑖+1
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

(3) (交错性)若 𝑛级阵 𝐴有二行相同,则 𝑓(𝐴) = 0.
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1.16 “行”列式 (续)
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

这里,为方便,我译前面的行列式的关于列的公式为关于行的公式.
我先引用我们见过的二个公式.

定理 1.53 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)).

定理 1.56 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑖为整数,且 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

现在,我给出新的公式.您至少有二个证明这些新公式的方法: (a)您可
以用老方法,几乎完全一样地论证; (b)您也可以利用转置,译已有的公式.

定理 1.63 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑘是不超过 𝑛的正整数.设 𝑖1, 𝑖2,
⋯, 𝑖𝑘是不超过 𝑛的正整数,且 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑘.则

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑗1<𝑗2<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘))

⋅ (−1)𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑘+𝑗1+𝑗2+⋯+𝑗𝑘 det (𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)).

定理 1.64 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛是不超过 𝑛的正整数,
且互不相同.则

det (𝐴)
= ∑

1⩽𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑛⩽𝑛
𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) 𝑠(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛) [𝐴]𝑖1,𝑗1[𝐴]𝑖2,𝑗2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑗𝑛 .
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特别地,取 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛为 1, 2, ⋯, 𝑛,有,

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑛⩽𝑛

𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑛互不相同

𝑠(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛) [𝐴]1,𝑗1[𝐴]2,𝑗2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑗𝑛 .

这是多的教材定义行列式的方式.当我是初学者时,我面对的就是它.

定理 1.65 设 𝑛级阵 𝐴的行 1, 2, ⋯, 𝑛分别为 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛.设 ℓ1, ℓ2,
⋯, ℓ𝑛是不超过 𝑛的正整数,且互不相同.则

det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎ℓ1
𝑎ℓ2
⋮

𝑎ℓ𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝑠(ℓ1, ℓ2, ⋯ , ℓ𝑛) det (𝐴).
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1.17 阵的积
本节,我们学习阵的一个新运算,即阵的乘法.
阵的乘法,跟阵的加、减、数乘相比,复杂一些.不过,我想说,阵的加、减、

数乘,与本节要讨论的乘运算,都不是数学家随意定义的.
我认为, “长大了,就明白了”,不是没有道理的.初学数的减法时,我不明

白,为什么 “取 1当 10”,从而不理解 16 − 9 = 7.初学分数的加法时,我不明
白,为什么 1/2 + 1/3 = 5/6,而不是 1/2 + 1/3 = 2/5.初学解方程时,我不明白,
为什么 𝑎 − (𝑏 − 𝑐) = 𝑎 − 𝑏 + 𝑐;我当时认为, 𝑎 − (𝑏 − 𝑐)应等于 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 (也就
是, (𝑎 − 𝑏) − 𝑐).不过,现在我当然都明白了.还有别的这样的故事,但我就不
在这儿说它们了.
我想,您也有类似的体验.
好了,我就说这么多.我要开始引入阵的积了.

定义 1.66 设 𝐴是 𝑚 × 𝑠阵, 𝐵是 𝑠 × 𝑛阵 (也就是, 𝐴有多少列, 𝐵就有
多少行).我们定义 𝐴与 𝐵 的积 (注意 𝐴, 𝐵 的次序)为一个 𝑚 × 𝑛阵 𝐴𝐵,其
中,对任何不超过 𝑚的正整数 𝑖与任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑖,1[𝐵]1,𝑗 + [𝐴]𝑖,2[𝐵]2,𝑗 + ⋯ + [𝐴]𝑖,𝑠[𝐵]𝑠,𝑗

=
𝑠

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗 .

(通俗地, 𝐴𝐵是 𝑚 × 𝑛阵,其 (𝑖, 𝑗)-元就是 𝐴的行 𝑖跟 𝐵的列 𝑗 的相应位置的
元的积的和.)

可以看到,阵的乘法跟阵的加法比,有大的区别.首先,加法要求二个阵
的尺寸相同,而乘法要求第 1个阵的列数等于第 2个阵的行数.其次,阵的加
法的定义用到的只不过是数的加法, 而阵的乘法的定义要同时用到数的加
法与乘法.
阵的乘法, 不像数的乘法, 有可能是不可换的. 具体地, 设 𝐴, 𝐵 分别是

𝑚 × 𝑠与 𝑠 × 𝑛阵.根据定义, 𝐴𝐵 是有意义的.但是, 𝐵𝐴无意义,除非 𝑛 = 𝑚.
这还只是一方面. 另一方面, 就算 𝑛 = 𝑚, 𝐴𝐵 跟 𝐵𝐴 的尺寸也不一样, 除非
𝑚 = 𝑠 = 𝑛.最后,就算 𝑚 = 𝑠 = 𝑛, 𝐴𝐵也可以不等于 𝐵𝐴.
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例 1.67 设

𝐴 =
[

2 5
3 7]

, 𝐵 =
[

9 6
4 8]

.

根据定义,

𝐴𝐵 =
[

2 ⋅ 9 + 5 ⋅ 4 2 ⋅ 6 + 5 ⋅ 8
3 ⋅ 9 + 7 ⋅ 4 3 ⋅ 6 + 7 ⋅ 8]

=
[

38 52
55 74]

,

𝐵𝐴 =
[

9 ⋅ 2 + 6 ⋅ 3 9 ⋅ 5 + 6 ⋅ 7
4 ⋅ 2 + 8 ⋅ 3 4 ⋅ 5 + 8 ⋅ 7]

=
[

36 87
32 76]

.

所以,即使 𝐴𝐵, 𝐵𝐴都是 2级阵,它们也不相等.

我们知道,若 𝑎, 𝑏是二个非零的数,那么 𝑎𝑏 ≠ 0.但是,对二个阵 𝐴, 𝐵,即
使 𝐴 ≠ 0, 𝐵 ≠ 0,仍有可能 𝐴𝐵 = 0 (此处的 0是零阵,即元全为 0的阵).

例 1.68 设

𝐴 =
[

0 0
1 0]

, 𝐵 =
[

0 0
0 1]

.

根据定义,

𝐴𝐵 =
[

0 ⋅ 0 + 0 ⋅ 0 0 ⋅ 0 + 0 ⋅ 1
1 ⋅ 0 + 0 ⋅ 0 1 ⋅ 0 + 0 ⋅ 1]

=
[

0 0
0 0]

.

阵的乘法跟数的乘法虽有不同的地方,但,更重要地,也有相同的 (或类
似的)地方.

定理 1.69 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 分别是 𝑚 × 𝑠, 𝑠 × 𝑛, 𝑛 × 𝑝阵.设 𝐷是 𝑚 × 𝑠阵,设
𝐺是 𝑠 × 𝑛阵.设 𝑥是数.则:

(1) (结合律) (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶);
(2) (分配律 1) (𝐴 + 𝐷)𝐵 = 𝐴𝐵 + 𝐷𝐵;
(3) (分配律 2) 𝐴(𝐵 + 𝐺) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐺;
(4) (单位阵的作用) 𝐼𝑚𝐴 = 𝐴 = 𝐴𝐼𝑠,其中 𝐼𝑚, 𝐼𝑠分别是 𝑚, 𝑠级单位阵;
(5) (阵的数乘与乘法) (𝑥𝐴)𝐵 = 𝑥(𝐴𝐵) = 𝐴(𝑥𝐵).
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证 (1) 注意到 𝐴𝐵 是 𝑚 × 𝑛 阵, 故 (𝐴𝐵)𝐶 是 𝑚 × 𝑝 阵; 注意到 𝐵𝐶 是
𝑠 × 𝑝阵,故 𝐴(𝐵𝐶)也是 𝑚 × 𝑝阵.根据阵的积的定义,

[(𝐴𝐵)𝐶]𝑖,𝑗 =
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴𝐵]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,𝑗

=
𝑛

∑
ℓ=1 (

𝑠

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,ℓ)
[𝐶]ℓ,𝑗

=
𝑛

∑
ℓ=1

𝑠

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,ℓ[𝐶]ℓ,𝑗

=
𝑠

∑
𝑘=1

𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,ℓ[𝐶]ℓ,𝑗

=
𝑠

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘 (

𝑛

∑
ℓ=1

[𝐵]𝑘,ℓ[𝐶]ℓ,𝑗)

=
𝑠

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵𝐶]𝑘,𝑗

= [𝐴(𝐵𝐶)]𝑖,𝑗 .

(2)您还是要先说明,等式二侧的阵的尺寸都是 𝑚 × 𝑛 (我留此为您的习
题).根据阵的和与积的定义,

[(𝐴 + 𝐷)𝐵]𝑖,𝑗 =
𝑠

∑
𝑘=1

[𝐴 + 𝐷]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗

=
𝑠

∑
𝑘=1

([𝐴]𝑖,𝑘 + [𝐷]𝑖,𝑘) [𝐵]𝑘,𝑗

=
𝑠

∑
𝑘=1

([𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗 + [𝐷]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗)

=
𝑠

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗 +
𝑠

∑
𝑘=1

[𝐷]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗

= [𝐴𝐵]𝑖,𝑗 + [𝐷𝐵]𝑖,𝑗

= [𝐴𝐵 + 𝐷𝐵]𝑖,𝑗 .

(3)这跟分配律 1的论证完全类似;我留此为您的习题.
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(4)先证 𝐼𝑚𝐴 = 𝐴.您还是要先说明,等式二侧的阵的尺寸都是 𝑚 × 𝑠 (我
留此为您的习题).回想,单位阵 𝐼 的 (𝑖, 𝑗)-元是 𝛿(𝑖, 𝑗);具体地, 𝑖 = 𝑗 时,它是
1,而 𝑖 ≠ 𝑗 时,它是 0.根据阵的积的定义,

[𝐼𝑚𝐴]𝑖,𝑗 =
𝑚

∑
𝑢=1

[𝐼𝑚]𝑖,𝑢[𝐴]𝑢,𝑗

=
𝑚

∑
𝑢=1

𝛿(𝑖, 𝑢) [𝐴]𝑢,𝑗

= 𝛿(𝑖, 𝑖) [𝐴]𝑖,𝑗 + ∑
1⩽𝑢⩽𝑚

𝑢≠𝑖

𝛿(𝑖, 𝑢) [𝐴]𝑢,𝑗

= 1 [𝐴]𝑖,𝑗 + ∑
1⩽𝑢⩽𝑚

𝑢≠𝑖

0 [𝐴]𝑢,𝑗

= [𝐴]𝑖,𝑗 .

请允许我留另一部分为您的习题.
(5) 先证 (𝑥𝐴)𝐵 = 𝑥(𝐴𝐵). 您还是要先说明, 等式二侧的阵的尺寸都是

𝑚 × 𝑛 (我留此为您的习题).根据阵的数乘与阵的积的定义,

[(𝑥𝐴)𝐵]𝑖,𝑗 =
𝑠

∑
𝑘=1

[𝑥𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗

=
𝑠

∑
𝑘=1

𝑥[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗

= 𝑥
𝑠

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗

= 𝑥[𝐴𝐵]𝑖,𝑗

= [𝑥(𝐴𝐵)]𝑖,𝑗 .

请允许我留另一部分为您的习题. 证毕.

以后,我们可简单地写 (𝐴𝐵)𝐶 或 𝐴(𝐵𝐶)为 𝐴𝐵𝐶 ,也可简单地写 𝑥(𝐴𝐵),
(𝑥𝐴)𝐵, 𝐴(𝑥𝐵)为 𝑥𝐴𝐵 (当然, 𝑥是一个数).

我以二个重要的事实结束本节.
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定理 1.70 设 𝐵是 𝑠 × 𝑚阵.设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐴的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别
是 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 (于是,我们可写 𝐴 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]).则

𝐵𝐴 = [𝐵𝑎1, 𝐵𝑎2, ⋯ , 𝐵𝑎𝑛].

证 记𝐶 = [𝐵𝑎1, 𝐵𝑎2, ⋯ , 𝐵𝑎𝑛].每一个𝐵𝑎𝑗都是 𝑠×1阵,故𝐶是 𝑠×𝑛阵.
当然, 𝐵𝐴也是 𝑠 × 𝑛阵.根据阵的积的定义,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵𝑎𝑗]𝑖,1

=
𝑚

∑
𝑘=1

[𝐵]𝑖,𝑘[𝑎𝑗]𝑘,1

=
𝑚

∑
𝑘=1

[𝐵]𝑖,𝑘[𝐴]𝑘,𝑗

= [𝐵𝐴]𝑖,𝑗 . 证毕.

定理 1.71 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐴的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别是 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 (于
是,我们可写 𝐴 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]).设 𝑋 是一个 𝑛 × 1阵.则

𝐴𝑋 = [𝑋]1,1𝑎1 + [𝑋]2,1𝑎2 + ⋯ + [𝑋]𝑛,1𝑎𝑛.

证 𝐴𝑋自然是一个 𝑚 × 1阵.不难看出,待证等式的右侧也是 𝑚 × 1阵.
根据阵的积、和、数乘的定义,

[𝐴𝑋]𝑖,1 =
𝑛

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝑋]𝑘,1

=
𝑛

∑
𝑘=1

[𝑎𝑘]𝑖,1[𝑋]𝑘,1

=
𝑛

∑
𝑘=1

[[𝑋]𝑘,1𝑎𝑘]𝑖,1

=
[

𝑛

∑
𝑘=1

[𝑋]𝑘,1𝑎𝑘]
𝑖,1

. 证毕.
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1.18 Binet–Cauchy公式 (青春版)
设 𝐴, 𝐵 都是 𝑛级阵.那么, 𝐵𝐴当然也是 𝑛级阵. 𝐴, 𝐵, 𝐵𝐴都是 𝑛级阵,

故,它们都有行列式.
本节,我们学习三者的行列式的关系.

定理 1.72 (Binet–Cauchy公式,青春版) 设 𝐴, 𝐵都是 𝑛级阵.则

det (𝐵𝐴) = det (𝐵) det (𝐴).

我用一个例助您理解,此定理在说什么.

例 1.73 设

𝐴 =
[

2 5
3 7]

, 𝐵 =
[

9 6
4 8]

.

不难算出

𝐴𝐵 =
[

38 52
55 74]

, 𝐵𝐴 =
[

36 87
32 76]

.

可以看到, 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴.
不过, det (𝐴𝐵) = det (𝐵𝐴).一方面,我们可直接验证:

det (𝐴𝐵) = 38 ⋅ 74 − 55 ⋅ 52 = −48,
det (𝐵𝐴) = 36 ⋅ 76 − 32 ⋅ 87 = −48.

另一方面, Binet–Cauchy公式 (青春版)指出,

det (𝐴𝐵) = det (𝐴) det (𝐵)
= det (𝐵) det (𝐴)
= det (𝐵𝐴).

毕竟,数的乘法是可换的.
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证 考虑定义在全体 𝑛 级阵上的函数 𝑓(𝐶) = det (𝐵𝐶), 其中 𝐶 =
[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛]是 𝑛级阵.

(1) 𝑓 是多线性的.对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑐1,
⋯, 𝑐𝑗−1, 𝑐𝑗+1, ⋯, 𝑐𝑛,任何二个 𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

𝑓([⋯ , 𝑐𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑐𝑗+1, ⋯ ])
= det [⋯ , 𝐵𝑐𝑗−1, 𝐵(𝑠𝑥 + 𝑡𝑦), 𝐵𝑐𝑗+1, ⋯ ]
= det [⋯ , 𝐵𝑐𝑗−1, 𝑠𝐵𝑥 + 𝑡𝐵𝑦, 𝐵𝑐𝑗+1, ⋯ ]
= 𝑠 det [⋯ , 𝐵𝑐𝑗−1, 𝐵𝑥, 𝐵𝑐𝑗+1, ⋯ ] + 𝑡 det [⋯ , 𝐵𝑐𝑗−1, 𝐵𝑦, 𝐵𝑐𝑗+1, ⋯ ]
= 𝑠𝑓([⋯ , 𝑐𝑗−1, 𝑥, 𝑐𝑗+1, ⋯ ]) + 𝑡𝑓([⋯ , 𝑐𝑗−1, 𝑦, 𝑐𝑗+1, ⋯ ]).

我们用到了阵的运算律与行列式的多线性.
(2) 𝑓 是交错性的. 因为若 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 中有二个相等, 则 𝐵𝑐1, 𝐵𝑐2, ⋯,

𝐵𝑐𝑛中也有二个相等.再利用行列式的交错性, 𝑓(𝐶) = det (𝐵𝐶) = 0.
所以,对任何 𝑛级阵 𝐴, 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴).注意到 𝐵𝐼 = 𝐵,故

det (𝐵𝐴) = 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴) = det (𝐵) det (𝐴). 证毕.

或许, (方)阵的行列式与阵的积的定义是较复杂的,跟阵的转置、加、减、
数乘等比.但是, Binet–Cauchy公式 (的青春版)给出了一个关系:二个同级的
方阵的积的行列式等于这二个阵的行列式的积.
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1.19 按一列 (行)展开行列式的公式的变体
首先,我们回想,我们是可,按任何一列,也可按任何一行,展开一个阵的

行列式的:

定理 1.27 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑗 为整数,且 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

定理 1.56 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑖为整数,且 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

或许, 您还记得约定: 当 𝐴 是 1 级阵时, 形如 𝐴(1|1) 的记号表示 “0 级
阵”,且 “0级阵”的行列式为 1.此约定可使我们简单地写公式.
若我们改变公式的几个文字,则可得到不一样的结果:

定理 1.74 设 𝐴 是 𝑛 级阵 (𝑛 ⩾ 1). 设 𝑘, 𝑗 都是不超过 𝑛 的正整数, 且
𝑘 ≠ 𝑗.则

𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑘[𝐴]ℓ,𝑗 det (𝐴(ℓ|𝑘)) = 0.

类似地,若 𝑖, 𝑘都是不超过 𝑛的正整数,且 𝑖 ≠ 𝑘,则
𝑛

∑
𝑠=1

(−1)𝑘+𝑠[𝐴]𝑖,𝑠 det (𝐴(𝑘|𝑠)) = 0.

我用一个例助您理解,此定理在说什么.

例 1.75 设

𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 5 9
2 6 7
3 4 8

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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不难算出,

det (𝐴(1|1)) = 6 ⋅ 8 − 4 ⋅ 7 = 20,
det (𝐴(2|1)) = 5 ⋅ 8 − 4 ⋅ 9 = 4,
det (𝐴(3|1)) = 5 ⋅ 7 − 6 ⋅ 9 = −19.

那么,这个定理说,当 𝑗 = 2或 𝑗 = 3时,

(−1)1+1[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|1)) + (−1)2+1[𝐴]2,𝑗 det (𝐴(2|1))
+ (−1)3+1[𝐴]3,𝑗 det (𝐴(3|1)) = 0,

即

20 [𝐴]1,𝑗 − 4 [𝐴]2,𝑗 − 19 [𝐴]3,𝑗 = 0.

我们直接地验证此事.取 𝑗 = 2,有

20 ⋅ 5 − 4 ⋅ 6 − 19 ⋅ 4 = 100 − 24 − 76 = 0.

取 𝑗 = 3,有

20 ⋅ 9 − 4 ⋅ 7 − 19 ⋅ 8 = 180 − 28 − 152 = 0.

证 我证式 1,您证式 2.
取 𝑛个数 𝑧1, 𝑧2, ⋯, 𝑧𝑛.我们作 𝑛级阵 𝐵,其中

[𝐵]ℓ,𝑠 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]ℓ,𝑠, 𝑠 ≠ 𝑘;
𝑧ℓ, 𝑠 = 𝑘.

(通俗地, 𝐵 的列 𝑠等于 𝐴的列 𝑠 (𝑠 ≠ 𝑘),而 𝐵 的列 𝑘的元分别是 𝑧1, 𝑧2, ⋯,
𝑧𝑛.)由此可见, 𝐵(ℓ|𝑘) = 𝐴(ℓ|𝑘) (ℓ = 1, 2, ⋯, 𝑛).所以

det (𝐵) =
𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑘[𝐵]ℓ,𝑘 det (𝐵(ℓ|𝑘))

=
𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑘𝑧ℓ det (𝐴(ℓ|𝑘)).
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注意看.现在,特别地,我们取 𝑧1, 𝑧2, ⋯, 𝑧𝑛为 [𝐴]1,𝑗 , [𝐴]2,𝑗 , ⋯, [𝐴]𝑛,𝑗 .此时, 𝐵
有相同的二列 (𝐵的列 𝑗即为 𝐵的列 𝑘,并注意到 𝑘 ≠ 𝑗).所以 det (𝐵) = 0.故

𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑘[𝐴]ℓ,𝑗 det (𝐴(ℓ|𝑘)) = 0. 证毕.

利用 𝛿-记号,有 (我留此事的论证为您的习题):

定理 1.76 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).若 𝑘, 𝑗 都是不超过 𝑛的正整数,则
𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑘 det (𝐴(ℓ|𝑘)) [𝐴]ℓ,𝑗 = det (𝐴) 𝛿(𝑘, 𝑗).

类似地,若 𝑖, 𝑘都是不超过 𝑛的正整数,则
𝑛

∑
𝑠=1

[𝐴]𝑖,𝑠(−1)𝑘+𝑠 det (𝐴(𝑘|𝑠)) = det (𝐴) 𝛿(𝑖, 𝑘).

您可能注意到,我用数的乘法的结合律与交换律改写了公式.为什么?

定义 1.77 (古伴) 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).定义 𝐴的古伴 (或者,古典伴
随阵)为 𝑛级阵 adj (𝐴),其中,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖, 𝑗,

[adj (𝐴)]𝑖,𝑗 = (−1)𝑗+𝑖 det (𝐴(𝑗|𝑖))

(注意等式右侧的 𝑖, 𝑗 的次序).

有一件小事值得提. 根据约定, 一个 1 级阵的古伴就是 [1], 即 1 级单
位阵.

例 1.78 设

𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 5 9
2 6 7
3 4 8

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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我们计算 𝐴的古伴 adj (𝐴).根据定义,我们要计算 9个 2级阵的行列式:

det (𝐴(1|1)) = 6 ⋅ 8 − 4 ⋅ 7 = 20,
det (𝐴(1|2)) = 2 ⋅ 8 − 3 ⋅ 7 = −5,
det (𝐴(1|3)) = 2 ⋅ 4 − 3 ⋅ 6 = −10,
det (𝐴(2|1)) = 5 ⋅ 8 − 4 ⋅ 9 = 4,
det (𝐴(2|2)) = 1 ⋅ 8 − 3 ⋅ 9 = −19,
det (𝐴(2|3)) = 1 ⋅ 4 − 3 ⋅ 5 = −11,
det (𝐴(3|1)) = 5 ⋅ 7 − 6 ⋅ 9 = −19,
det (𝐴(3|2)) = 1 ⋅ 7 − 2 ⋅ 9 = −11,
det (𝐴(3|3)) = 1 ⋅ 6 − 2 ⋅ 5 = −4.

所以

adj (𝐴)

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

(−1)1+1 det (𝐴(1|1)) (−1)2+1 det (𝐴(2|1)) (−1)3+1 det (𝐴(3|1))
(−1)1+2 det (𝐴(1|2)) (−1)2+2 det (𝐴(2|2)) (−1)3+2 det (𝐴(3|2))
(−1)1+3 det (𝐴(1|3)) (−1)2+3 det (𝐴(2|3)) (−1)3+3 det (𝐴(3|3))

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

+ det (𝐴(1|1)) − det (𝐴(2|1)) + det (𝐴(3|1))
− det (𝐴(1|2)) + det (𝐴(2|2)) − det (𝐴(3|2))
+ det (𝐴(1|3)) − det (𝐴(2|3)) + det (𝐴(3|3))

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

20 −4 −19
5 −19 11

−10 11 −4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

定理 1.79 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 adj (𝐴)为其古伴.则

adj (𝐴) 𝐴 = det (𝐴) 𝐼 = 𝐴 adj (𝐴).

证 首先,二个等式的左右二侧都是 𝑛级阵.
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由上个定理 (的前一部分),

[adj (𝐴) 𝐴]𝑖,𝑗 =
𝑛

∑
ℓ=1

[adj (𝐴)]𝑖,ℓ[𝐴]ℓ,𝑗

=
𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑖 det (𝐴(ℓ|𝑖)) [𝐴]ℓ,𝑗

= det (𝐴) 𝛿(𝑖, 𝑗)
= det (𝐴) [𝐼]𝑖,𝑗

= [det (𝐴) 𝐼]𝑖,𝑗 .

同理,

[𝐴 adj (𝐴)]𝑖,𝑗 =
𝑛

∑
𝑠=1

[𝐴]𝑖,𝑠[adj (𝐴)]𝑠,𝑗

=
𝑛

∑
𝑠=1

[𝐴]𝑖,𝑠(−1)𝑗+𝑠 det (𝐴(𝑗|𝑠))

= det (𝐴) 𝛿(𝑖, 𝑗)
= det (𝐴) [𝐼]𝑖,𝑗

= [det (𝐴) 𝐼]𝑖,𝑗 . 证毕.

例 1.80 设

𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 5 9
2 6 7
3 4 8

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

我们知道, 𝐴的行列式是 −45.我们还知道, 𝐴的古伴

adj (𝐴) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

20 −4 −19
5 −19 11

−10 11 −4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

可以验证

adj (𝐴) 𝐴 = −45𝐼 = 𝐴 adj (𝐴).
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设 𝐴是 𝑛级阵,且其行列式 det (𝐴) ≠ 0.作 𝑛级阵

𝐵 = 1
det (𝐴) adj (𝐴).

从而

𝐵𝐴 = (
1

det (𝐴) adj (𝐴))𝐴

= 1
det (𝐴)(adj (𝐴) 𝐴)

= 1
det (𝐴)(det (𝐴) 𝐼)

= (
1

det (𝐴) det (𝐴))𝐼

= 1𝐼
= 𝐼.

类似地,可知 𝐴𝐵 = 𝐼 .所以,我们有

定理 1.81 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).若 det (𝐴) ≠ 0,则存在 𝑛级阵 𝐵使

𝐵𝐴 = 𝐼 = 𝐴𝐵.

反之,若有 𝑛级阵 𝐵 使 𝐵𝐴 = 𝐼 = 𝐴𝐵,则,因为二个同级的方阵的积的
行列式等于这二个阵的行列式的积,

1 = det (𝐼) = det (𝐴𝐵) = det (𝐴) det (𝐵).

从而 det (𝐴) ≠ 0.
我们熟知,任取不等于 0的数 𝑎,必有一个数 𝑏使 𝑏𝑎 = 1 = 𝑎𝑏;反过来,

若 𝑏𝑎 = 1 = 𝑎𝑏,则 𝑎 ≠ 0.这么看来,行列式非零的阵跟非零的数 “像”;甚至,
特别地,行列式非零的 1级阵就是非零的数.
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1.20 线性方程组
在接下来的若干节里,我想用行列式讨论线性方程组的解.这是行列式

的一个应用.或许,您可以在这些讨论里体会到, “行列式是一个工具” “行列
式是方阵的一个属性”的意思.
本节,我们学习一些基本的概念.
设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛是 𝑛个常数, 𝑐是常数, 𝑥1, 𝑥2, ⋯, 𝑥𝑛是 𝑛个未知数.我们

说,形如

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑐

的式是一个 𝑛元 ⩽1次式.若 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛中有一个数不为 0,我们说,这个式
是一个 𝑛元 1次式.若 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛全为 0,那么,这个式就是一个常数.
形如

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑐 = 0

的方程是一个 𝑛元 ⩽1次方程.不过,习惯地,我们移常数项 𝑐到等式的右侧;
也就是,形如

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏

的方程也是一个 𝑛元 ⩽1次方程,其中 𝑏就是常数 −𝑐.若我们不想强调未知
数之数 𝑛,我们说,这是一个 ⩽1次方程;我们也可说,这是一个线性方程.
由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组,是形如

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

𝑎1,1𝑥1 + 𝑎1,2𝑥2 + ⋯ + 𝑎1,𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,
𝑎2,1𝑥1 + 𝑎2,2𝑥2 + ⋯ + 𝑎2,𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
𝑎𝑚,1𝑥1 + 𝑎𝑚,2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚,𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

的方程组,其中 𝑎1,1, 𝑎1,2, ⋯, 𝑎1,𝑛, 𝑎2,1, 𝑎2,2, ⋯, 𝑎2,𝑛, ⋯, 𝑎𝑚,1, 𝑎𝑚,2, ⋯, 𝑎𝑚,𝑛, 𝑏1,
𝑏2, ⋯, 𝑏𝑚是事先指定的 𝑚𝑛 + 𝑚个数,而 𝑥1, 𝑥2, ⋯, 𝑥𝑛都是未知数.若我们不
想强调方程数 𝑚,我们可说,这是一个 𝑛元 ⩽1次方程组;若我们不想强调未
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知数之数 𝑛,我们可说,这是一个由𝑚个⩽1次方程作成的方程组.既然 ⩽1次
方程的另一个名字是线性方程,我们也可说,这是一个线性方程组.
若数 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛适合

𝑎1,1𝑐1 + 𝑎1,2𝑐2 + ⋯ + 𝑎1,𝑛𝑐𝑛 = 𝑏1,
𝑎2,1𝑐1 + 𝑎2,2𝑐2 + ⋯ + 𝑎2,𝑛𝑐𝑛 = 𝑏2,
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,

𝑎𝑚,1𝑐1 + 𝑎𝑚,2𝑐2 + ⋯ + 𝑎𝑚,𝑛𝑐𝑛 = 𝑏𝑚,

我们说, (𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛) 是此方程组的一个解. 有时, 我们也说, 形如 𝑥1 = 𝑐1,
𝑥2 = 𝑐2, ⋯, 𝑥𝑛 = 𝑐𝑛的 𝑛个等式 (的联合)是此方程组的一个解.
若 𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝑛 = 0,且 (𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛)是此方程组的一个解,我们说,

这是此方程组的零解.若 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 不全为 0,且 (𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛)是此方程组
的一个解,我们说,这是此方程组的一个非零解.

例 1.82 假定有若干只鸡与若干只兔被关在某处.假定每一只鸡有 1个
头与 2只腿;假定每一只兔有 1个头与 4只腿.假定,我们知道,这些鸡与兔
一共有 35个头与 94只腿.我们能由此算出鸡与兔的数目吗?
我们代数地思考此事.设有 𝑥1 只鸡,有 𝑥2 只兔.那么,这些鸡与兔一共

有 𝑥1 + 𝑥2个头,与 2𝑥1 + 4𝑥2只腿.注意到,这二个式都是 2元 ⩽1次式.我们
可列出由 2个 2元 ⩽1次方程作成的方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥1 + 𝑥2 = 35,
2𝑥1 + 4𝑥2 = 94.

接下来的问题,就是解这个方程组.不过,此例的目的是使您熟悉概念.我想
之后讲如何解这个方程组.
可以验证, (23, 12)是此方程组的一个解:因为 23 + 12 = 35,且 2 ⋅ 23 +

4 ⋅ 12 = 94.因为 23, 12里有一个数不是 0,故 (23, 12)是此方程组的一个非
零解.我们也可说, 𝑥1 = 23, 𝑥2 = 12是此方程组的一个 (非零)解.
不过, (12, 23)不是此方程组的一个解:虽然 12 + 23 = 35,但是 2 ⋅ 12 +

4 ⋅ 23 = 116 ≠ 94.
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例 1.83 考虑由 2个 3元 ⩽1次方程作成的方程组
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 0,
4𝑥1 + 5𝑥2 + 6𝑥3 = 0.

可以验证,对每一个数 𝑘, (𝑘, −2𝑘, 𝑘)是此方程组的一个解:

𝑘 + 2(−2𝑘) + 3𝑘 = 𝑘 − 4𝑘 + 3𝑘 = 0,
4𝑘 + 5(−2𝑘) + 6𝑘 = 4𝑘 − 10𝑘 + 6𝑘 = 0.

当 𝑘 = 0时,这是零解;当 𝑘 ≠ 0时,因为 𝑘, −2𝑘, 𝑘里有一个数 𝑘不是 0,故
这是一个非零解.
我们也可说, 𝑥1 = 𝑘, 𝑥2 = −2𝑘, 𝑥3 = 𝑘是此方程组的一个解.

利用阵的积,我们可简单地写一个线性方程组.设

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1,1 𝑎1,2 ⋯ 𝑎1,𝑛
𝑎2,1 𝑎2,2 ⋯ 𝑎2,𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑚,1 𝑎𝑚,2 ⋯ 𝑎𝑚,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑋 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑏1
𝑏2
⋮

𝑏𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则,对不超过 𝑚的正整数 𝑖,

[𝐵]𝑖,1 = 𝑏𝑖

= 𝑎𝑖,1𝑥1 + 𝑎𝑖,2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑖,𝑛𝑥𝑛

= [𝐴]𝑖,1[𝑋]1,1 + [𝐴]𝑖,2[𝑋]2,1 + ⋯ + [𝐴]𝑖,𝑛[𝑋]𝑛,1

= [𝐴𝑋]𝑖,1.

注意到 𝐴𝑋 的尺寸也是 𝑚 × 1,故
𝐴𝑋 = 𝐵.

所以,我们也说形如 𝐴𝑋 = 𝐵 的阵等式 (𝑋 的元是未知数, 𝑋 是恰有 1列的
阵)是一个线性方程组.相应地,若 𝑛 × 1阵 𝐶 (其元跟𝑋的元相比,自然都是
已知数)适合 𝐴𝐶 = 𝐵,我们说, 𝐶 是此方程组的一个解;若 𝐶 = 0 (也就是, 𝐶
的每一个元都是 0)是此方程组的一个解,我们说, 𝐶 是此方程组的零解;若
不等于 0的 𝐶 (也就是, 𝐶 有一个不为 0的元)是此方程组的一个解,我们说,
𝐶 是此方程组的一个非零解.
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例 1.84 我们可改写

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥1 + 𝑥2 = 35,
2𝑥1 + 4𝑥2 = 94.

为

[
1 1
2 4] [

𝑥1
𝑥2]

=
[

35
94]

.

可以验证, 𝐶 =
[

23
12]
是此方程组的一个非零解: 𝐶 ≠ 0,且

[
1 1
2 4] [

23
12]

=
[

1 ⋅ 23 + 1 ⋅ 12
2 ⋅ 23 + 4 ⋅ 12]

=
[

35
94]

.

不过, 𝐷 =
[

12
23]
不是此方程组的一个解:

[
1 1
2 4] [

12
23]

=
[

1 ⋅ 12 + 1 ⋅ 23
2 ⋅ 12 + 4 ⋅ 23]

=
[

35
116]

≠
[

35
94]

.

例 1.85 我们可改写

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 0,
4𝑥1 + 5𝑥2 + 6𝑥3 = 0.

为

[
1 2 3
4 5 6]

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
[

0
0]

.
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可以验证,对每一个数 𝑘, 𝐶 = 𝑘
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

是此方程组的一个解:

[
1 2 3
4 5 6]

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑘
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑘
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝
[

1 2 3
4 5 6]

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑘
[

1 ⋅ 1 + 2 ⋅ (−2) + 3 ⋅ 1
4 ⋅ 1 + 5 ⋅ (−2) + 6 ⋅ 1]

= 𝑘
[

0
0]

=
[

0
0]

.

当 𝑘 = 0时,它是零解;当 𝑘 ≠ 0时,它是一个非零解.

最后, 有一件小事值得提. 前面, 我们写一个由 𝑚 个 𝑛 元 ⩽1 次方程作
成的方程组为阵等式.反过来,设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵, 𝐵 是 𝑚 × 1阵, 𝑋 是未知的
𝑛 × 1阵.那么,我们也可还原形如 𝐴𝑋 = 𝐵的阵等式为由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方
程作成的方程组.比如,我们可写

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2 3 −5 7 0
0 1 11 13 −17
4 −6 8 −9 12

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

7
8
9

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

为

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

2𝑥1 + 3𝑥2 − 5𝑥3 + 7𝑥4 = 7,
𝑥2 + 11𝑥3 + 13𝑥4 − 17𝑥5 = 8,
4𝑥1 − 6𝑥2 + 8𝑥3 − 9𝑥4 + 12𝑥5 = 9.

(注意到,我们未写系数为 0的项.)
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1.21 由 𝑛个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (1)
在上节,我们学习了线性方程组的一些基本的概念.并且,我们知道,可

用阵等式简单地写一个线性方程组 (或者说,形如 𝐴𝑋 = 𝐵 的阵等式就是一
个线性方程组).
从本节起,我们讨论由 𝑛个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组.用阵等式表

示这类方程组,就是 𝐴𝑋 = 𝐵,其中 𝐴是 𝑛级阵, 𝐵 是 𝑛 × 1阵, 𝑋 是未知的
𝑛 × 1阵. 𝐴是方阵,故它有行列式. 𝐴𝑋 = 𝐵的解跟 𝐴的行列式是否有关系?
此事的回答是 “是”.本节,我们讨论一个特别的情形.

定理 1.86 (Cramer公式, 1) 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝐵是 𝑛 × 1阵.设
𝑋 是未知的 𝑛 × 1阵.若 det (𝐴) ≠ 0,则线性方程组 𝐴𝑋 = 𝐵有唯一的解

𝑋 = 1
det (𝐴) adj (𝐴) 𝐵.

在论证此事前,我想用一个简单的例助您理解它.

例 1.87 设 𝑎, 𝑏 是常数. 一个 1 元 ⩽1 次方程 𝑎𝑥 = 𝑏 当然也是一个线
性方程组:这是方程数为 1时的特别情形.我们在中学就知道,当 𝑎 ≠ 0时,
𝑎𝑥 = 𝑏有唯一的解 𝑥 = 1

𝑎 𝑏.一方面, 𝑥 = 1
𝑎 𝑏是一个解:

𝑎(
1
𝑎 𝑏) = (𝑎 1

𝑎)𝑏 = 1𝑏 = 𝑏.

另一方面,若数 𝑦也适合 𝑎𝑦 = 𝑏,则

𝑦 = 1𝑦 = (
1
𝑎 𝑎)𝑦 = 1

𝑎(𝑎𝑦) = 1
𝑎 𝑏.

我们说,此事是 Cramer公式的一个特例.首先,我们可写 𝑎𝑥 = 𝑏为阵等
式 [𝑎] [𝑥] = [𝑏]. (注意到, [𝑎], [𝑥], [𝑏]都是 1级阵.) Cramer公式说,若 det [𝑎] ≠
0,则 [𝑎] [𝑥] = [𝑏]有唯一的解 (注意, 1级阵的古伴是 [1])

[𝑥] = 1
det [𝑎] adj ([𝑎]) [𝑏] = 1

𝑎 [1] [𝑏] = 1
𝑎 [𝑏] = [

1
𝑎 𝑏].

这跟我们已知的结论是一样的.
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证 我们先验证 𝐶 = 1
det (𝐴) adj (𝐴) 𝐵适合 𝐴𝐶 = 𝐵:

𝐴𝐶 = 𝐴(
1

det (𝐴) adj (𝐴) 𝐵)

= 1
det (𝐴)(𝐴 adj (𝐴) 𝐵)

= 1
det (𝐴)(det (𝐴) 𝐼𝑛𝐵)

= 𝐵.

我们再证 𝐴𝑋 = 𝐵至多有一个解.设 𝑛 × 1阵 𝐷也适合 𝐴𝐷 = 𝐵.则

𝐷 = 𝐼𝑛𝐷

= (
1

det (𝐴) adj (𝐴) 𝐴)𝐷

= 1
det (𝐴) adj (𝐴) (𝐴𝐷)

= 1
det (𝐴) adj (𝐴) 𝐵

= 𝐶. 证毕.

例 1.88 考虑线性方程组 𝐴𝑋 = 𝐵,其中

𝐴 =
[

1 1
2 4]

, 𝑋 =
[

𝑥1
𝑥2]

, 𝐵 =
[

35
94]

.

不难算出

det (𝐴) = 1 ⋅ 4 − 2 ⋅ 1 = 2 ≠ 0,

所以,此方程组有唯一的解

𝑋 = 1
det (𝐴) adj (𝐴) 𝐵

= 1
2 [

4 −1
−2 1 ] [

35
94]

= 1
2 [

4 ⋅ 35 − 1 ⋅ 94
−2 ⋅ 35 + 1 ⋅ 94]

= 1
2 [

46
24]

=
[

23
12]

.
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我们可进一步地改写 Cramer公式.我们先具体地算出 adj (𝐴) 𝐵 的每一
个元:

[adj (𝐴) 𝐵]𝑖,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[adj (𝐴)]𝑖,ℓ[𝐵]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑖 det (𝐴(ℓ|𝑖)) [𝐵]ℓ,1.

设 𝐴{𝑖, 𝐵}是以 𝐵代阵 𝐴的列 𝑖后所得的阵,即

[𝐴{𝑖, 𝐵}]ℓ,𝑘 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]ℓ,𝑘, 𝑘 ≠ 𝑖;
[𝐵]ℓ,1, 𝑘 = 𝑖.

由此可见, 𝐴(ℓ|𝑖) = (𝐴{𝑖, 𝐵})(ℓ|𝑖) (ℓ = 1, 2, ⋯, 𝑛).所以
𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑖 det (𝐴(ℓ|𝑖)) [𝐵]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ+𝑖 det ((𝐴{𝑖, 𝐵})(ℓ|𝑖)) [𝐴{𝑖, 𝐵}]ℓ,1

= det (𝐴{𝑖, 𝐵}).

从而

[𝑋]𝑖,1 = [
1

det (𝐴) adj (𝐴) 𝐵]𝑖,1

= 1
det (𝐴)[adj (𝐴) 𝐵]𝑖,1

= 1
det (𝐴) det (𝐴{𝑖, 𝐵})

= det (𝐴{𝑖, 𝐵})
det (𝐴) .

由此,我们得到 Cramer公式的另一个形式:
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定理 1.89 (Cramer公式, 2) 设线性方程组

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

𝑎1,1𝑥1 + 𝑎1,2𝑥2 + ⋯ + 𝑎1,𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,
𝑎2,1𝑥1 + 𝑎2,2𝑥2 + ⋯ + 𝑎2,𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
𝑎𝑛,1𝑥1 + 𝑎𝑛,2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛,𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛.

(注意,方程数等于未知数之数.)记

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1,1 𝑎1,2 ⋯ 𝑎1,𝑛
𝑎2,1 𝑎2,2 ⋯ 𝑎2,𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛,1 𝑎𝑛,2 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

若 det (𝐴) ≠ 0,则此线性方程组有唯一的解

𝑥𝑖 = det (𝐴{𝑖, 𝐵})
det (𝐴) , 𝑖 = 1, 2, ⋯, 𝑛,

其中 𝐴{𝑖, 𝐵}是以 𝐵代阵 𝐴的列 𝑖后所得的阵.

例 1.90 考虑由 2个 2元 ⩽1次方程作成的方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑎1,1𝑥1 + 𝑎1,2𝑥2 = 𝑏1,
𝑎2,1𝑥1 + 𝑎2,2𝑥2 = 𝑏2.

根据 Cramer公式,若 𝑑 = det
[

𝑎1,1 𝑎1,2
𝑎2,1 𝑎2,2]

= 𝑎1,1𝑎2,2 − 𝑎2,1𝑎1,2 ≠ 0,则此方程

组有唯一的解

𝑥1 =
det

[
𝑏1 𝑎1,2
𝑏2 𝑎2,2]

𝑑 =
𝑏1𝑎2,2 − 𝑏2𝑎1,2

𝑑 ,

𝑥2 =
det

[
𝑎1,1 𝑏1
𝑎2,1 𝑏2]

𝑑 =
𝑎1,1𝑏2 − 𝑎2,1𝑏1

𝑑 .
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例 1.91 考虑线性方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥1 + 𝑥2 = 35,
2𝑥1 + 4𝑥2 = 94.

因为 𝑑 = 1 ⋅ 4 − 2 ⋅ 1 = 2 ≠ 0,故,由上个例,此方程组有唯一的解

𝑥1 = 35 ⋅ 4 − 94 ⋅ 1
2 = 23,

𝑥2 = 1 ⋅ 94 − 2 ⋅ 35
2 = 12.

一般地, Cramer公式, 只是一个理论的公式.这是因为,一般地, 计算行
列式是复杂的事 (或许,您还记得, 3级阵的行列式的具体的公式含 6项,而
4级阵的行列式的具体的公式含 24项).所以,我们一般用别的方法 (如代入
消元法、加减消元法等)解线性方程组.
还是以

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥1 + 𝑥2 = 35,
2𝑥1 + 4𝑥2 = 94

为例.由方程 1,有 𝑥1 = 35 − 𝑥2.代入其到方程 2,有 2(35 − 𝑥2) + 4𝑥2 = 94,
即 2𝑥2 = 24.由此可知 𝑥2 = 12.代入其到 𝑥1 = 35 − 𝑥2,有 𝑥1 = 23.最后,经
验证, (23, 12)的确是此方程组的一个解.
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1.22 由 𝑛个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (2)
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

在上节,我们定量地研究了由 𝑛个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组的解.具
体地,当 𝑛级阵 𝐴的行列式不为 0时,我们用行列式写出了 𝐴𝑋 = 𝐵的唯一
的解,其中 𝐵是 𝑛 × 1阵, 𝑋是未知的 𝑛 × 1阵.但是,若 det (𝐴) = 0,则 Cramer
公式不可用 (因为分母不可为 0).其实,当 det (𝐴) = 0时, 𝐴𝑋 = 𝐵 是否有解
是一个复杂的问题.

例 1.92 设

𝐴 =
[

1 1
−1 −1]

, 𝑋 =
[

𝑥1
𝑥2]

, 𝐵 =
[

1
𝑏]

,

其中 𝑏是常数.不难算出, det (𝐴) = 0.当 𝑏取某些数时,我们讨论 𝐴𝑋 = 𝐵
的解.
当 𝑏 = −1时,此方程组有解:

𝐴
[

1
0]

=
[

1 ⋅ 1 + 1 ⋅ 0
−1 ⋅ 1 + (−1) ⋅ 0]

= 𝐵.

进一步地, 𝐴𝑋 = 𝐵的解不唯一.不难算出,

𝐴
[

0
1]

=
[

1 ⋅ 0 + 1 ⋅ 1
−1 ⋅ 0 + (−1) ⋅ 1]

= 𝐵,

且
[

0
1]

≠
[

1
0]

.

当 𝑏 = 0时,此方程组无解.用反证法.反设 𝐴
[

𝑦1
𝑦2]

= 𝐵,即

𝑦1 + 𝑦2 = 1,
−𝑦1 − 𝑦2 = 0.
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从而

1 + 0 = (𝑦1 + 𝑦2) + (−𝑦1 − 𝑦2)
= (𝑦1 − 𝑦1) + (𝑦2 − 𝑦2) = 0.

这是矛盾.

从本节开始,我们定性地研究由 𝑛个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组的解.
具体地,我们主要讨论解的性质,而不是解的公式.
根据 Cramer公式,我们不难得到如下事实:

定理 1.93 设 𝐴是 𝑛级阵.设 det (𝐴) ≠ 0.那么,对任何的 𝑛 × 1阵 𝐵,存
在一个 𝑛 × 1阵 𝐶 ,使 𝐴𝐶 = 𝐵. (换句话说,若存在某 𝑛 × 1阵 𝐵,使对任何的
𝑛 × 1阵 𝐶 ,必 𝐴𝐶 ≠ 𝐵,则 det (𝐴) = 0.)

重要地,此事反过来也对.

定理 1.94 设 𝐴是 𝑛级阵.设对任何的 𝑛 × 1阵 𝐵,存在一个 𝑛 × 1阵 𝐶 ,
使 𝐴𝐶 = 𝐵.则 det (𝐴) ≠ 0. (换句话说,若 det (𝐴) = 0,则存在某 𝑛 × 1阵 𝐵,使
对任何的 𝑛 × 1阵 𝐶 ,必 𝐴𝐶 ≠ 𝐵.)

证 设 𝑛级单位阵 𝐼 的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别是 𝑒1, 𝑒2, ⋯, 𝑒𝑛.每一个 𝑒𝑖 都
是 𝑛 × 1 阵. 根据假定, 存在一个 𝑛 × 1 阵 𝑓𝑖 使 𝐴𝑓𝑖 = 𝑒𝑖. 作 𝑛 级阵 𝐹 =
[𝑓1, 𝑓2, ⋯ , 𝑓𝑛].则

𝐴𝐹 = 𝐴 [𝑓1, 𝑓2, ⋯ , 𝑓𝑛]
= [𝐴𝑓1, 𝐴𝑓2, ⋯ , 𝐴𝑓𝑛]
= [𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛]
= 𝐼.

因为二个同级的方阵的积的行列式等于这二个阵的行列式的积,

1 = det (𝐼) = det (𝐴) det (𝐹 ).

从而 det (𝐴) ≠ 0. 证毕.
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1.23 由 𝑛个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (3)
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

我们进一步地定性地研究由 𝑛个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组的解.
前面,我们知道,若 𝑛级阵 𝐴的行列式为 0,则存在某 𝑛 × 1阵 𝐵,使线

性方程组 𝐴𝑋 = 𝐵 无解.当然,对某些 𝐵, 𝐴𝑋 = 𝐵 还是有解的:取 𝐵 = 0,则
𝐴𝑋 = 𝐵至少有一个解 𝑋 = 0 (0是元全为 0的 𝑛 × 1阵).
本节,我们研究,若 𝐴𝑋 = 𝐵有解,则它是否有唯一的解.
我们先看一个简单的事实.

定理 1.95 设 𝐴是 𝑛级阵.设 𝐵是 𝑛 × 1阵.设 𝑛 × 1阵 𝐶 适合 𝐴𝐶 = 𝐵.
(1)若 𝐴𝑋 = 0只有零解,则 𝐴𝑋 = 𝐵的解唯一;
(2)若存在非零的 𝑛 × 1阵 𝐷使 𝐴𝐷 = 0,则 𝐴𝑋 = 𝐵的解不唯一.

证 (1)设 𝑛 × 1阵 𝑌 适合 𝐴𝑌 = 𝐵.则
𝐴(𝑌 − 𝐶) = 𝐴𝑌 − 𝐴𝐶 = 𝐵 − 𝐵 = 0.

故 𝑌 − 𝐶 是 𝐴𝑋 = 0的一个解.因为 𝐴𝑋 = 0只有零解,故 𝑌 − 𝐶 = 0.从而
𝑌 = 𝐶 .

(2)因为 𝐷 ≠ 0,故 𝐶 + 𝐷 ≠ 𝐶 .因为 𝐴(𝐶 + 𝐷) = 𝐴𝐶 + 𝐴𝐷 = 𝐵 + 0 = 𝐵,
且 𝐶 + 𝐷 ≠ 𝐶 ,故 𝐴𝑋 = 𝐵的解不唯一. 证毕.

由此可见, 若 𝐴𝑋 = 0 有非零解, 则 𝐴𝑋 = 𝐵 有解时, 其解不唯一. 若
𝐴𝑋 = 0只有零解,则 𝐴𝑋 = 𝐵有解时,其解唯一.
根据 Cramer公式,我们不难得到如下事实:

定理 1.96 设 𝐴是 𝑛级阵.设 𝐴𝑋 = 0有非零解.则 det (𝐴) = 0. (换句
话说,若 det (𝐴) ≠ 0,则 𝐴𝑋 = 0只有零解.)

重要地,此事反过来也对.

定理 1.97 设 𝐴是 𝑛级阵.设 det (𝐴) = 0.则 𝐴𝑋 = 0有非零解. (换句话
说,若 𝐴𝑋 = 0只有零解,则 det (𝐴) ≠ 0.)
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为说话方便,我要引入一个小概念.说阵 𝑍 是 𝐴的一个 𝑝级子阵,就是
说, 𝑍 是 𝐴的一个子阵 (见本章,节 5),且 𝑍 是一个 𝑝级阵.

在论证此事前,我想用三个例助您理解此事为什么是正确的.

例 1.98 设 𝐴 是一个 5 级阵, 且 𝐴 = 0. 那么, 我们任取一个非零的
5 × 1阵 𝑆,必有 𝐴𝑆 = 0.

例 1.99 设 𝐴是一个 5级阵,且 det (𝐴) = 0,但 𝐴 ≠ 0.
我们知道, 𝐴 adj (𝐴) = det (𝐴) 𝐼 ,其中 adj (𝐴)是 𝐴的古伴, 𝐼 是 5级单位

阵.因为 det (𝐴) = 0,故 𝐴 adj (𝐴) = 0.
若 adj (𝐴) ≠ 0,则存在 𝑘, 𝑣,使 [adj (𝐴)]𝑘,𝑣 ≠ 0.我们设 adj (𝐴)的列 𝑣是

𝑌 .那么, [𝑌 ]𝑘,1 = [adj (𝐴)]𝑘,𝑣 ≠ 0,从而 𝑌 ≠ 0.我们证明 𝐴𝑌 = 0:

[𝐴𝑌 ]𝑖,1 =
5

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ[𝑌 ]ℓ,1

=
5

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ[adj (𝐴)]ℓ,𝑣

= [𝐴 adj (𝐴)]𝑖,𝑣

= [0]𝑖,𝑣

= 0.

例 1.100 仍设 𝐴是一个 5级阵,且 det (𝐴) = 0,但 𝐴 ≠ 0.
在上个例里, 我们假定 adj (𝐴) ≠ 0. 可是, 它也有可能为 0, 即使 𝐴 ≠ 0

(比如,可以验证

𝑀 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 −1 −1 1
1 2 0 0 2
2 1 −3 −3 1

−1 0 2 2 0
−1 1 3 3 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

的古伴就是 0).
现在,我们假定 adj (𝐴) = 0.此时,我们不能利用 adj (𝐴)写出 𝐴𝑋 = 0的

非零解.我们应如何作?
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若 adj (𝐴) = 0,则 𝐴的每一个 4级子阵的行列式都是 0.从而,存在一个
低于 4的正整数 𝑟适合性质: 𝐴有一个 𝑟级子阵,其行列式非零,且 𝐴的每一
个 𝑟 + 1级子阵的行列式都是 0. (我们已知 𝐴的每一个 4级子阵的行列式都
是 0.我们考虑 𝐴的 3级子阵.若有一个 3级子阵的行列式不是 0,我们就取
𝑟 = 3.若不然, 𝐴的每一个 3级子阵的行列式都是 0.我们考虑 𝐴的 2级子
阵.若有一个 2级子阵的行列式不是 0,我们就取 𝑟 = 2.若不然, 𝐴的每一个
2级子阵的行列式都是 0.我们考虑 𝐴的 1级子阵.因为 𝐴 ≠ 0,故 𝐴有 1级
子阵的行列式不是 0.此时,取 𝑟 = 1即可.)
我以 𝑟 = 2为例演示找 𝐴𝑋 = 0的非零解的方法 (可以验证,前面的𝑀

的行 1, 2与列 1, 2作成的 2级子阵的行列式不是 0,但𝑀 的每一个 3级子
阵的行列式都是 0); 𝑟 = 3或 𝑟 = 1时的情形是类似的.
我们设 𝐴2 = 𝐴(

1, 2
1, 2)的行列式不为 0,且 𝐴的每一个 3级子阵的行列

式都是 0.再设 𝐸 = 𝐴(
1, 2, 3
1, 2, 3).因为 𝐸是 𝐴的一个 3级子阵,故 det (𝐸) = 0.

从而 𝐸 adj (𝐸) = 0.注意到 [adj (𝐸)]3,3 = (−1)3+3 det (𝐴2) ≠ 0.设 adj (𝐸) 的
列 3为 𝑇 .那么 𝑇 ≠ 0.并且,我们可用完全类似的方法,证明 𝐸𝑇 = 0.
接下来,我们设法由此得到一个 𝐴𝑋 = 0的非零解.我们作一个 5 × 1阵

𝑊 ,其中

[𝑊 ]ℓ,1 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[adj (𝐸)]ℓ,3, ℓ ⩽ 3;
0, ℓ > 3.

(通俗地,我们在 𝑇 的最后一个元后加 2个 0,变 3 × 1阵 𝑇 为一个 5 × 1阵
𝑊 .)因为 [𝑊 ]3,1 ≠ 0,故𝑊 ≠ 0.我们证明 𝐴𝑊 = 0.
取不超过 5的正整数 𝑞.则

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 =
5

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑞,ℓ[𝑊 ]ℓ,1

=
3

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑞,ℓ[𝑊 ]ℓ,1 +
5

∑
ℓ=4

[𝐴]𝑞,ℓ[𝑊 ]ℓ,1

=
3

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑞,ℓ[adj (𝐸)]ℓ,3 +
5

∑
ℓ=4

[𝐴]𝑞,ℓ 0
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=
3

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑞,ℓ[adj (𝐸)]ℓ,3.

若 𝑞 ⩽ 3,则

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 =
3

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑞,ℓ[adj (𝐸)]ℓ,3

=
3

∑
𝑝=1

[𝐸]𝑞,ℓ[adj (𝐸)]ℓ,3

= [𝐸 adj (𝐸)]𝑞,3

= [0]𝑞,3

= 0.

设 𝑞 > 3.则

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 =
3

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑞,ℓ[adj (𝐸)]ℓ,3

=
3

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑞,ℓ(−1)3+ℓ det (𝐸(3|ℓ)).

作一个 3级阵 𝐶𝑞,其中

[𝐶𝑞]ℎ,ℓ =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐸]ℎ,ℓ, ℎ ≠ 3;
[𝐴]𝑞,ℓ, ℎ = 3.

于是, 𝐶𝑞(3|ℓ) = 𝐸(3|ℓ).从而

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 =
3

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑞,ℓ(−1)3+ℓ det (𝐸(3|ℓ))

=
3

∑
ℓ=1

[𝐶𝑞]3,ℓ(−1)3+ℓ det (𝐶𝑞(3|ℓ))

= det (𝐶𝑞).
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注意到 𝐶𝑞 = 𝐴(
1, 2, 𝑞
1, 2, 3)是 𝐴的一个 3级子阵,故

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 = det (𝐶𝑞) = 0.

综上, 𝐴𝑊 = 0,且𝑊 ≠ 0.

下面, 我给出此事的论证. 证明分三个情形: (a) 𝐴 = 0; (b) 𝐴 ≠ 0, 且
adj (𝐴) ≠ 0; (c) 𝐴 ≠ 0,且 adj (𝐴) = 0.情形 (a)最简单,我们随便找一个非零
的 𝑛×1阵即可.情形 (b)也不难,我们取𝐴的古伴的一个非零的列即可.情形
(c)是最复杂的.在上个例里,我们假定行列式非零的子阵是由 𝐴的前 𝑟行与
前 𝑟列作成的,且每一个 𝑟 + 1级子阵的行列式都是 0 (此处 𝑟 = 2). (通俗地,
我们假定行列式非零的子阵在左上角.)不过,对一般的阵,行列式非零的子
阵不一定在左上角,这是论证的最大的挑战.

证 设 𝐴是 𝑛级阵,且 det (𝐴) = 0.
若 𝐴 = 0,我们任取一个非零的 𝑛 × 1阵 𝑆.则 𝐴𝑆 = 0.
以下, 我们假定 𝐴 ≠ 0; 也就是, 𝐴 有一个元不是 0 (同时, 这也相当于

𝑛 > 1:回想 1级阵的行列式是什么).
我们知道, 𝐴 adj (𝐴) = det (𝐴) 𝐼 ,其中 adj (𝐴)是 𝐴的古伴, 𝐼 是 𝑛级单位

阵.因为 det (𝐴) = 0,故 𝐴 adj (𝐴) = 0.
若 adj (𝐴) ≠ 0,则存在 𝑘, 𝑣,使 [adj (𝐴)]𝑘,𝑣 ≠ 0.我们设 adj (𝐴)的列 𝑣是

𝑌 .那么, [𝑌 ]𝑘,1 = [adj (𝐴)]𝑘,𝑣 ≠ 0,从而 𝑌 ≠ 0.我们证明 𝐴𝑌 = 0:

[𝐴𝑌 ]𝑖,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ[𝑌 ]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ[adj (𝐴)]ℓ,𝑣

= [𝐴 adj (𝐴)]𝑖,𝑣

= [0]𝑖,𝑣

= 0.

若 adj (𝐴) = 0,则𝐴的每一个 𝑛−1级子阵的行列式都是 0 (同时,这也相
当于 𝑛 > 2:回想 2级阵的古伴是什么;再回想前面作过的假定 𝐴 ≠ 0).从而,
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存在一个低于 𝑛 − 1的正整数 𝑟适合性质: 𝐴有一个 𝑟级子阵,其行列式非零,
且 𝐴的每一个 𝑟 + 1级子阵的行列式都是 0. (我们已知 𝐴的每一个 𝑛 − 1级
子阵的行列式都是 0.我们考虑 𝐴的 𝑛 − 2级子阵.若有一个 𝑛 − 2级子阵的
行列式不是 0,我们就取 𝑟 = 𝑛 − 2.若不然, 𝐴的每一个 𝑛 − 2级子阵的行列
式都是 0.我们考虑 𝐴的 𝑛 − 3级子阵.若有一个 𝑛 − 3级子阵的行列式不是
0,我们就取 𝑟 = 𝑛 − 3.⋯⋯若不然, 𝐴的每一个 2级子阵的行列式都是 0.我
们考虑 𝐴的 1级子阵.因为 𝐴 ≠ 0,故 𝐴有 1级子阵的行列式不是 0.此时,
取 𝑟 = 1即可.)
我们设 𝐴的 𝑟级子阵 𝐴𝑟 = 𝐴(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟)

的行列式非零,其中 𝑖1 < 𝑖2 <

⋯ < 𝑖𝑟, 且 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟. 我们从 1, 2, ⋯, 𝑛 中去除 𝑟 个整数 𝑖1, 𝑖2, ⋯,
𝑖𝑟; 此时, 还剩下 𝑛 − 𝑟 个整数, 我们从中选一个为 𝑖𝑟+1. 类似地, 我们再从 1,
2, ⋯, 𝑛 中去除 𝑟 个整数 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑟; 此时, 还剩下 𝑛 − 𝑟 个整数, 我们从中
选一个为 𝑗𝑟+1.作 𝑟 + 1级阵 𝐸 = 𝐴(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟, 𝑖𝑟+1
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟, 𝑗𝑟+1).我们设 𝑖𝑝 在 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑟,

𝑖𝑟+1 中是第 𝑓(𝑖𝑝) 小的数. 再设 𝑗𝑝 在 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑟, 𝑗𝑟+1 中是第 𝑔(𝑗𝑝) 小的数. 因
为 𝐸 是 𝐴的一个 𝑟 + 1 级子阵,故 det (𝐸) = 0.从而 𝐸 adj (𝐸) = 0.注意到
[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑟+1),𝑓 (𝑖𝑟+1) = (−1)𝑓(𝑖𝑟+1)+𝑔(𝑗𝑟+1) det (𝐴𝑟) ≠ 0.设 adj (𝐸)的列 𝑓(𝑖𝑟+1)为
𝑇 .那么 𝑇 ≠ 0.并且,我们可用完全类似的方法,证明 𝐸𝑇 = 0.

接下来,我们设法由此得到一个 𝐴𝑋 = 0的非零解.我们作一个 𝑛 × 1阵
𝑊 ,其中

[𝑊 ]ℓ,1 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1), ℓ = 𝑗𝑝, 𝑝 = 1, ⋯, 𝑟, 𝑟 + 1;
0, 其他.

(通俗地,我们在适当的位置写 0,变 (𝑟 + 1) × 1阵 𝑇 为一个 𝑛 × 1阵𝑊 .)因为
[𝑊 ]𝑗𝑟+1,1 ≠ 0,故𝑊 ≠ 0.我们证明 𝐴𝑊 = 0.

取不超过 𝑛的正整数 𝑞.则

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑞,ℓ[𝑊 ]ℓ,1

= ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
ℓ=𝑗𝑝

1⩽𝑝⩽𝑟+1

[𝐴]𝑞,ℓ[𝑊 ]ℓ,1 + ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
其他

[𝐴]𝑞,ℓ[𝑊 ]ℓ,1
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= ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
ℓ=𝑗𝑝

1⩽𝑝⩽𝑟+1

[𝐴]𝑞,𝑗𝑝[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1) + ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
其他

[𝐴]𝑞,ℓ 0

=
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑞,𝑗𝑝[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1).

若 𝑞等于某个 𝑖𝑡,则

[𝐴𝑊 ]𝑖𝑡,1 =
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑖𝑡,𝑗𝑝[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1)

=
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐸]𝑓(𝑖𝑡),𝑔(𝑗𝑝)[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1)

= [𝐸 adj (𝐸)]𝑓(𝑖𝑡),𝑓 (𝑖𝑟+1)

= [0]𝑓(𝑖𝑡),𝑓 (𝑖𝑟+1)

= 0.

若 𝑞不等于 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑟, 𝑖𝑟+1中的任何一个,则

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 =
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑞,𝑗𝑝[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1)

=
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑞,𝑗𝑝(−1)𝑓(𝑖𝑟+1)+𝑔(𝑗𝑝) det (𝐸(𝑓(𝑖𝑟+1)|𝑔(𝑗𝑝))).

作一个 𝑟 + 1级阵 𝐶𝑞,其中

[𝐶𝑞]ℎ,𝑔(𝑗𝑝) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐸]ℎ,𝑔(𝑗𝑝), ℎ ≠ 𝑓(𝑖𝑟+1);
[𝐴]𝑞,𝑗𝑝 , ℎ = 𝑓(𝑖𝑟+1).

于是, 𝐶𝑞(𝑓 (𝑖𝑟+1)|𝑔(𝑗𝑝)) = 𝐸(𝑓(𝑖𝑟+1)|𝑔(𝑗𝑝)).从而

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 =
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑞,𝑗𝑝(−1)𝑓(𝑖𝑟+1)+𝑔(𝑗𝑝) det (𝐸(𝑓(𝑖𝑟+1)|𝑔(𝑗𝑝)))
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=
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐶𝑞]𝑓(𝑖𝑟+1),𝑔(𝑗𝑝)(−1)𝑓(𝑖𝑟+1)+𝑔(𝑗𝑝) det (𝐶𝑞(𝑓 (𝑖𝑟+1)|𝑔(𝑗𝑝)))

= det (𝐶𝑞).

再作一个 𝑟 + 1级阵 𝐷𝑞 = 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟, 𝑞

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟, 𝑗𝑟+1).不难看出,适当地交换 𝐶𝑞

的行的次序, 即可变 𝐶𝑞 为 𝐷𝑞. 根据反称性, det (𝐶𝑞) = ± det (𝐷𝑞). (具体地,
设 𝑞 在 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑟, 𝑞 中是第 𝑢 小的数. 那么, 当 𝑓(𝑖𝑟+1) = 𝑢 时, 𝐶𝑞 = 𝐷𝑞. 当
𝑓(𝑖𝑟+1) < 𝑢 时, 我们交换行 𝑓(𝑖𝑟+1) 与 𝑓(𝑖𝑟+1) + 1, 再交换行 𝑓(𝑖𝑟+1) + 1 与
𝑓(𝑖𝑟+1) + 2,⋯⋯,再交换行 𝑢 − 1与 𝑢,作 𝑢 − 𝑓(𝑖𝑟+1)次相邻行的交换,即可
变 𝐶𝑞 为 𝐷𝑞. 当 𝑓(𝑖𝑟+1) > 𝑢 时, 我们交换行 𝑓(𝑖𝑟+1) 与 𝑓(𝑖𝑟+1) − 1, 再交换
行 𝑓(𝑖𝑟+1) − 1与 𝑓(𝑖𝑟+1) − 2,⋯⋯,再交换行 𝑢 + 1与 𝑢,作 𝑓(𝑖𝑟+1) − 𝑢次相邻
行的交换,即可变 𝐶𝑞 为 𝐷𝑞.)因为 𝐷𝑞 是 𝐴的一个 𝑟 + 1级子阵,故其行列式
为 0.从而

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 = det (𝐶𝑞) = ± det (𝐷𝑞) = 0.

综上,我们找到了一个 𝑛 × 1阵𝑊 使 𝐴𝑊 = 0,且𝑊 ≠ 0. 证毕.
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1.24 由 𝑛个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (4)
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

本节没有新的知识.
综合前几节的讨论,我们有如下定理.

定理 1.101 设 𝐴是 𝑛级阵, 𝐵是 𝑛 × 1阵, 𝑋 是未知的 𝑛 × 1阵.
(1)当 det (𝐴) ≠ 0时, 𝐴𝑋 = 𝐵有唯一的解;
(2)当 det (𝐴) = 0时, 𝐴𝑋 = 𝐵要么无解,要么有多于一个解.

这就是由 𝑛 个 𝑛 元 ⩽1 次方程作成的方程组的解的定性的理论 (青春
版).不过,当 det (𝐴) = 0时,如何进一步地判断 𝐴𝑋 = 𝐵 是否有解?这是此
理论无法解答的问题.
若 det (𝐴) ≠ 0,则,定量地,我们可用 Cramer公式写出 𝐴𝑋 = 𝐵的 (唯一

的)解.不过,若 𝐴𝑋 = 𝐵,但 det (𝐴) = 0,我们如何写出它的 (所有的)解?
我会在接下来的几节里,讨论一般的由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程

组,并解决这些问题.
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1.25 由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (1)
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

在接下来的若干节里,我想用行列式讨论由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的
方程组的解.我希望您注意到,方程数 𝑚不一定等于未知数之数 𝑛.
讨论由 𝑛个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组的解时,我们先对一个特别情

形作了定量的讨论 (Cramer公式),再对一般的情形作了定性的讨论;换句话
说,我们当时是先定量,再定性.不过,这次,讨论由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成
的方程组时,我们先定性,再定量.这么作会更方便.
或许,您记得,若一个 𝑛级阵 𝐴的行列式为 0,则 𝐴𝑋 = 0有非零解.或

许,您还记得, 𝐴𝑋 = 0是否有非零解跟 𝐴𝑋 = 𝐵 (有解时)是否有唯一的解有
关.对一般的由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组,我们也有类似的结论.
本节,我们讨论,线性方程组有解时,解是否唯一.
我们先看一个简单的事实.

定理 1.102 设𝐴是𝑚×𝑛阵.设𝐵是𝑚×1阵.设 𝑛×1阵𝐶适合𝐴𝐶 = 𝐵.
(1)若 𝐴𝑋 = 0只有零解,则 𝐴𝑋 = 𝐵的解唯一;
(2)若存在非零的 𝑛 × 1阵 𝐷使 𝐴𝐷 = 0,则 𝐴𝑋 = 𝐵的解不唯一.

证 (1)设 𝑛 × 1阵 𝑌 适合 𝐴𝑌 = 𝐵.则

𝐴(𝑌 − 𝐶) = 𝐴𝑌 − 𝐴𝐶 = 𝐵 − 𝐵 = 0.

故 𝑌 − 𝐶 是 𝐴𝑋 = 0的一个解.因为 𝐴𝑋 = 0只有零解,故 𝑌 − 𝐶 = 0.从而
𝑌 = 𝐶 .

(2)因为 𝐷 ≠ 0,故 𝐶 + 𝐷 ≠ 𝐶 .因为 𝐴(𝐶 + 𝐷) = 𝐴𝐶 + 𝐴𝐷 = 𝐵 + 0 = 𝐵,
且 𝐶 + 𝐷 ≠ 𝐶 ,故 𝐴𝑋 = 𝐵的解不唯一. 证毕.

由此可见, 若 𝐴𝑋 = 0 有非零解, 则 𝐴𝑋 = 𝐵 有解时, 其解不唯一. 若
𝐴𝑋 = 0只有零解,则 𝐴𝑋 = 𝐵有解时,其解唯一.
然后,我们讨论, 𝐴𝑋 = 0是否有非零解.不过,为使讨论简单,我们要作

准备.
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定理 1.103 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.若 𝐴没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵,则
对任何高于 𝑟的整数 𝑠, 𝐴没有行列式非零的 𝑠级子阵.

证 我们用数学归纳法证明此事.具体地,设命题 𝑃 (𝑠)为:

𝐴没有行列式非零的 𝑠级子阵.

则我们的目标是:对任何高于 𝑟的整数 𝑠, 𝑃 (𝑠)是正确的.
𝑃 (𝑟 + 1)是正确的.
假定𝑃 (𝑡)是正确的.我们由此证,𝑃 (𝑡+1)也是正确的.若𝐴不存在 𝑡+1级

子阵,此事自然是正确的.若 𝐴存在 𝑡 + 1级子阵,利用定义,按列 1展开其行
列式,可知,此子阵的行列式是 𝐴的 𝑡 + 1个 𝑡级子阵的行列式的倍的和.由
此可知, 𝐴没有行列式非零的 𝑡 + 1级子阵.
所以, 𝑃 (𝑡 + 1)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

定理 1.104 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.存在一个唯一的非负整数 𝑟,使:
(1) 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵;
(2) 𝐴没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵.

证 唯一性是简单的.设还有非负整数 𝑠适合条件:
(1′) 𝐴有一个行列式非零的 𝑠级子阵;
(2′) 𝐴没有行列式非零的 𝑠 + 1级子阵.
反设 𝑠 > 𝑟. 既然 𝐴 没有行列式非零的 𝑟 + 1 级子阵, 故 𝐴 没有行列式

非零的 𝑠级子阵.这跟 (1′)矛盾.所以, 𝑠 ⩽ 𝑟.类似地,我们可证 𝑟 ⩽ 𝑠.从而
𝑠 = 𝑟.
下面,我们说明存在性.我们设 𝑡是 𝑚与 𝑛中的较小者.若 𝐴有行列式

非零的 𝑡级子阵,我们可取 𝑟 = 𝑡;否则,我们代 𝑡以 𝑡 − 1.若 𝐴有行列式非零
的 𝑡 − 1级子阵,我们可取 𝑟 = 𝑡 − 1;否则,我们代 𝑡 − 1以 𝑡 − 2.⋯⋯反复地
作下去,我们能找到此 𝑟. (注意到,我们约定 “0级阵”的行列式为 1,所以这
个过程能结束.) 证毕.

定理 1.105 (0的作用) 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐵 是 𝑚 × 1阵.设 𝑘是一个
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不超过 𝑚的正整数.作一个 (𝑚 + 1) × 𝑛阵 �̲�,其中

[�̲�]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑖 ⩽ 𝑘;
0, 𝑖 = 𝑘 + 1;
[𝐴]𝑖−1,𝑗 , 𝑖 > 𝑘 + 1.

(通俗地, �̲�是在 𝐴的行 𝑘下写一行 0作成的阵.)再作一个 (𝑚 + 1) × 1阵 �̲�,
其中

[�̲�]𝑖,1 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

[𝐵]𝑖,1, 𝑖 ⩽ 𝑘;
0, 𝑖 = 𝑘 + 1;
[𝐵]𝑖−1,1, 𝑖 > 𝑘 + 1.

(通俗地, �̲�是在 𝐵的行 𝑘下写 0作成的阵.)
(1)若 𝑛 × 1阵 𝐶 适合 𝐴𝐶 = 𝐵,则 �̲�𝐶 = �̲�.
(2)若 𝑛 × 1阵 𝐶 适合 �̲�𝐶 = �̲�,则 𝐴𝐶 = 𝐵.
(3)若 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵,但没有行列式非零的 𝑟 + 1级子

阵,则 �̲�有一个行列式非零的 𝑟级子阵,但没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵.
(4)若 �̲�有一个行列式非零的 𝑟级子阵,但没有行列式非零的 𝑟 + 1级子

阵,则 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵,但没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵.

证 (1)设 𝐴𝐶 = 𝐵.我们要证 �̲�𝐶 = �̲�.
首先, �̲�𝐶 与 �̲�的尺寸都是 (𝑚 + 1) × 1.
若 𝑖 ⩽ 𝑘,则

[�̲�𝐶]𝑖,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[�̲�]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,1

= [𝐴𝐶]𝑖,1

= [𝐵]𝑖,1 = [�̲�]𝑖,1.



1.25 由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (1) 95

若 𝑖 = 𝑘 + 1,则

[�̲�𝐶]𝑖,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[�̲�]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

0 [𝐶]ℓ,1

= 0 = [�̲�]𝑖,1.

若 𝑖 > 𝑘 + 1,则

[�̲�𝐶]𝑖,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[�̲�]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖−1,ℓ[𝐶]ℓ,1

= [𝐴𝐶]𝑖−1,1

= [𝐵]𝑖−1,1 = [�̲�]𝑖,1.

由此可见, �̲�𝐶 = �̲�.
(2)设 �̲�𝐶 = �̲�.我们要证 𝐴𝐶 = 𝐵.
首先, 𝐴𝐶 与 𝐵的尺寸都是 𝑚 × 1.
其次,注意到

[𝐴]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[�̲�]𝑖,𝑗 , 𝑖 ⩽ 𝑘;
[�̲�]𝑖+1,𝑗 , 𝑖 > 𝑘.

类似地,

[𝐵]𝑖,1 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[�̲�]𝑖,1, 𝑖 ⩽ 𝑘;
[�̲�]𝑖+1,1, 𝑖 > 𝑘.
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若 𝑖 ⩽ 𝑘,则

[𝐴𝐶]𝑖,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

[�̲�]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,1

= [�̲�𝐶]𝑖,1

= [�̲�]𝑖,1 = [𝐵]𝑖,1.

若 𝑖 > 𝑘,则

[𝐴𝐶]𝑖,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

[�̲�]𝑖+1,ℓ[𝐶]ℓ,1

= [�̲�𝐶]𝑖+1,1

= [�̲�]𝑖+1,1 = [𝐵]𝑖,1.

由此可见, 𝐴𝐶 = 𝐵.
(3) 注意到, 𝐴 的子阵都是 �̲� 的子阵. 所以, 若 𝐴 有一个行列式非零的

𝑟级子阵,则 �̲�也有一个行列式非零的 𝑟级子阵.对 �̲�的每一个子阵,要么 �̲�
的行 𝑘 + 1被选中,要么 �̲�的行 𝑘 + 1不被选中.所以,那些 �̲�的行 𝑘 + 1不
被选中的 𝑟 + 1级子阵 (若存在)是 𝐴的 𝑟 + 1级子阵 (若存在),故其行列式
为 0.而那些 �̲�的行 𝑘 + 1被选中的 𝑟 + 1级子阵 (若存在)有一行的元全为
0,故其行列式为 0.从而, �̲�也没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵.

(4)对 �̲�的每一个子阵,要么 �̲�的行 𝑘 + 1被选中,要么 �̲�的行 𝑘 + 1不
被选中.设 �̲�有一个行列式非零的 𝑟级子阵.那么,这个子阵不含元全为 0的
行. 特别地, 对此子阵, �̲� 的行 𝑘 + 1 不被选中. 所以, 这也是 𝐴 的一个 𝑟 级
子阵.所以, 𝐴也有一个行列式非零的 𝑟级子阵.注意到, 𝐴的子阵都是 �̲�的
子阵.既然 �̲�没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵,那么 𝐴也没有行列式非零的
𝑟 + 1级子阵. 证毕.

这是本节的首个重要的结论.
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定理 1.106 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵,但没
有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵.设 𝑟 < 𝑛.则 𝐴𝑋 = 0有非零解.

证 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.
我们无妨设 𝑚 ⩾ 𝑛.若 𝑚 < 𝑛,我们作一个 𝑛级阵 �̲�,其中

[�̲�]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑖 ⩽ 𝑚;
0, 𝑖 > 𝑚.

(通俗地, �̲�是在 𝐴的行 𝑚下写 𝑛 − 𝑚行 0作成的阵.)由此,不难得到: (a)若
𝑛 × 1阵 𝐶 适合 �̲�𝐶 = 0,则 𝐴𝐶 = 0; (b) �̲�有一个行列式非零的 𝑟级子阵,但
没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵.所以,若我们找到了 �̲�𝑋 = 0的非零解,则
我们也找到了 𝐴𝑋 = 0的非零解.以下,我们设 𝑚 ⩾ 𝑛.

若 𝐴 = 0,我们任取一个非零的 𝑛 × 1阵 𝑆.则 𝐴𝑆 = 0.
以下, 我们假定 𝐴 ≠ 0; 也就是, 𝐴 有一个元不是 0 (同时, 这也相当于

𝑛 > 1:回想 1级阵的行列式是什么).从而 𝑟 ⩾ 1.
我们设 𝐴的 𝑟级子阵 𝐴𝑟 = 𝐴(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟)

的行列式非零,其中 𝑖1 < 𝑖2 <

⋯ < 𝑖𝑟, 且 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟. 我们从 1, 2, ⋯, 𝑚 中去除 𝑟 个整数 𝑖1, 𝑖2, ⋯,
𝑖𝑟;此时,还剩下 𝑚 − 𝑟个整数,我们从中选一个为 𝑖𝑟+1.类似地,我们再从 1,
2, ⋯, 𝑛 中去除 𝑟 个整数 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑟; 此时, 还剩下 𝑛 − 𝑟 个整数, 我们从中
选一个为 𝑗𝑟+1.作 𝑟 + 1级阵 𝐸 = 𝐴(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟, 𝑖𝑟+1
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟, 𝑗𝑟+1).我们设 𝑖𝑝 在 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑟,

𝑖𝑟+1 中是第 𝑓(𝑖𝑝) 小的数. 再设 𝑗𝑝 在 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑟, 𝑗𝑟+1 中是第 𝑔(𝑗𝑝) 小的数. 因
为 𝐸 是 𝐴的一个 𝑟 + 1 级子阵,故 det (𝐸) = 0.从而 𝐸 adj (𝐸) = 0.注意到
[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑟+1),𝑓 (𝑖𝑟+1) = (−1)𝑓(𝑖𝑟+1)+𝑔(𝑗𝑟+1) det (𝐴𝑟) ≠ 0.
接下来,我们设法由此得到一个 𝐴𝑋 = 0的非零解.我们作一个 𝑛 × 1阵

𝑊 ,其中

[𝑊 ]ℓ,1 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1), ℓ = 𝑗𝑝, 𝑝 = 1, ⋯, 𝑟, 𝑟 + 1;
0, 其他.

(通俗地,我们在适当的位置写 0,变 adj (𝐸)的列 𝑓(𝑖𝑟+1)为一个 𝑛 × 1阵𝑊 .)
因为 [𝑊 ]𝑗𝑟+1,1 ≠ 0,故𝑊 ≠ 0.我们证明 𝐴𝑊 = 0.
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取不超过 𝑚的正整数 𝑞.则

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑞,ℓ[𝑊 ]ℓ,1

= ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
ℓ=𝑗𝑝

1⩽𝑝⩽𝑟+1

[𝐴]𝑞,ℓ[𝑊 ]ℓ,1 + ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
其他

[𝐴]𝑞,ℓ[𝑊 ]ℓ,1

= ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
ℓ=𝑗𝑝

1⩽𝑝⩽𝑟+1

[𝐴]𝑞,𝑗𝑝[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1) + ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
其他

[𝐴]𝑞,ℓ 0

=
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑞,𝑗𝑝[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1).

若 𝑞等于某个 𝑖𝑡,则

[𝐴𝑊 ]𝑖𝑡,1 =
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑖𝑡,𝑗𝑝[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1)

=
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐸]𝑓(𝑖𝑡),𝑔(𝑗𝑝)[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1)

= [𝐸 adj (𝐸)]𝑓(𝑖𝑡),𝑓 (𝑖𝑟+1)

= [0]𝑓(𝑖𝑡),𝑓 (𝑖𝑟+1)

= 0.

若 𝑞不等于 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑟, 𝑖𝑟+1中的任何一个,则

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 =
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑞,𝑗𝑝[adj (𝐸)]𝑔(𝑗𝑝),𝑓 (𝑖𝑟+1)

=
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑞,𝑗𝑝(−1)𝑓(𝑖𝑟+1)+𝑔(𝑗𝑝) det (𝐸(𝑓(𝑖𝑟+1)|𝑔(𝑗𝑝))).

作一个 𝑟 + 1级阵 𝐶𝑞,其中

[𝐶𝑞]ℎ,𝑔(𝑗𝑝) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐸]ℎ,𝑔(𝑗𝑝), ℎ ≠ 𝑓(𝑖𝑟+1);
[𝐴]𝑞,𝑗𝑝 , ℎ = 𝑓(𝑖𝑟+1).
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于是, 𝐶𝑞(𝑓 (𝑖𝑟+1)|𝑔(𝑗𝑝)) = 𝐸(𝑓(𝑖𝑟+1)|𝑔(𝑗𝑝)).从而

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 =
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑞,𝑗𝑝(−1)𝑓(𝑖𝑟+1)+𝑔(𝑗𝑝) det (𝐸(𝑓(𝑖𝑟+1)|𝑔(𝑗𝑝)))

=
𝑟+1

∑
𝑝=1

[𝐶𝑞]𝑓(𝑖𝑟+1),𝑔(𝑗𝑝)(−1)𝑓(𝑖𝑟+1)+𝑔(𝑗𝑝) det (𝐶𝑞(𝑓 (𝑖𝑟+1)|𝑔(𝑗𝑝)))

= det (𝐶𝑞).

再作一个 𝑟 + 1级阵 𝐷𝑞 = 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟, 𝑞

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟, 𝑗𝑟+1).不难看出,适当地交换 𝐶𝑞

的行的次序, 即可变 𝐶𝑞 为 𝐷𝑞. 根据反称性, det (𝐶𝑞) = ± det (𝐷𝑞). (具体地,
设 𝑞 在 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑟, 𝑞 中是第 𝑢 小的数. 那么, 当 𝑓(𝑖𝑟+1) = 𝑢 时, 𝐶𝑞 = 𝐷𝑞. 当
𝑓(𝑖𝑟+1) < 𝑢 时, 我们交换行 𝑓(𝑖𝑟+1) 与 𝑓(𝑖𝑟+1) + 1, 再交换行 𝑓(𝑖𝑟+1) + 1 与
𝑓(𝑖𝑟+1) + 2,⋯⋯,再交换行 𝑢 − 1与 𝑢,作 𝑢 − 𝑓(𝑖𝑟+1)次相邻行的交换,即可
变 𝐶𝑞 为 𝐷𝑞. 当 𝑓(𝑖𝑟+1) > 𝑢 时, 我们交换行 𝑓(𝑖𝑟+1) 与 𝑓(𝑖𝑟+1) − 1, 再交换
行 𝑓(𝑖𝑟+1) − 1与 𝑓(𝑖𝑟+1) − 2,⋯⋯,再交换行 𝑢 + 1与 𝑢,作 𝑓(𝑖𝑟+1) − 𝑢次相邻
行的交换,即可变 𝐶𝑞 为 𝐷𝑞.)因为 𝐷𝑞 是 𝐴的一个 𝑟 + 1级子阵,故其行列式
为 0.从而

[𝐴𝑊 ]𝑞,1 = det (𝐶𝑞) = ± det (𝐷𝑞) = 0.

综上,我们找到了一个 𝑛 × 1阵𝑊 使 𝐴𝑊 = 0,且𝑊 ≠ 0. 证毕.

这是本节的另一个重要的结论.

定理 1.107 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐴有一个行列式非零的 𝑛级子阵 (此时,
𝐴当然没有行列式非零的 𝑛 + 1级子阵).则 𝐴𝑋 = 0只有零解.

证 设 𝑛 × 1阵 𝐶 适合 𝐴𝐶 = 0.设 𝐴的 𝑛级子阵

𝐸 = 𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 )
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的行列式非零,其中 1 ⩽ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑛 ⩽ 𝑚.因为 𝐶 适合

[𝐴]1,1[𝐶]1,1 + [𝐴]1,2[𝐶]2,1 + ⋯ + [𝐴]1,𝑛[𝐶]𝑛,1 = 0,
[𝐴]2,1[𝐶]1,1 + [𝐴]2,2[𝐶]2,1 + ⋯ + [𝐴]2,𝑛[𝐶]𝑛,1 = 0,

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
[𝐴]𝑚,1[𝐶]1,1 + [𝐴]𝑚,2[𝐶]2,1 + ⋯ + [𝐴]𝑚,𝑛[𝐶]𝑛,1 = 0,

故 𝐶 当然也适合

[𝐴]𝑖1,1[𝐶]1,1 + [𝐴]𝑖1,2[𝐶]2,1 + ⋯ + [𝐴]𝑖1,𝑛[𝐶]𝑛,1 = 0,
[𝐴]𝑖2,1[𝐶]1,1 + [𝐴]𝑖2,2[𝐶]2,1 + ⋯ + [𝐴]𝑖2,𝑛[𝐶]𝑛,1 = 0,
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
[𝐴]𝑖𝑛,1[𝐶]1,1 + [𝐴]𝑖𝑛,2[𝐶]2,1 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑛,𝑛[𝐶]𝑛,1 = 0,

即 𝐸𝐶 = 0.因为 det (𝐸) ≠ 0,故,由 Cramer公式,有 𝐶 = 0. 证毕.

现在,我们作一个小结.

定理 1.108 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵,但没
有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵.

(1)若 𝑟 < 𝑛,则 𝐴𝑋 = 0有非零解;
(2)若 𝑟 = 𝑛,则 𝐴𝑋 = 0只有零解.

定理 1.109 设𝐴是𝑚×𝑛阵.设𝐵是𝑚×1阵.设 𝑛×1阵𝐶适合𝐴𝐶 = 𝐵;
也就是, 𝐴𝑋 = 𝐵有解.设 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵,但没有行列式非
零的 𝑟 + 1级子阵.

(1)若 𝑟 < 𝑛,则 𝐴𝑋 = 𝐵的解不唯一;
(2)若 𝑟 = 𝑛,则 𝐴𝑋 = 𝐵的解唯一.
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1.26 由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (2)
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

前面,我们讨论了 “𝐴𝑋 = 𝐵 有解时,解是否唯一”问题.此事的回答跟
𝐴 的子阵的行列式有关. 设 𝐴 有 𝑛 列. 当 𝐴 有一个行列式非零的 𝑛 级子阵
时,此方程组的解唯一;当 𝐴没有行列式非零的 𝑛级子阵时,此方程组的解
不唯一.
现在,自然地,我们讨论线性方程组何时有解.或许,一个好的想法是:我

们先讨论 𝐴𝑋 = 𝐵有解时, 𝐴, 𝐵应适合什么条件;然后,反过来,我们再讨论
适合这些条件的 𝐴, 𝐵是否能使 𝐴𝑋 = 𝐵有解.

定理 1.110 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐵是 𝑚 × 1阵.设存在 𝑛 × 1阵 𝐶 适合
𝐴𝐶 = 𝐵.作一个 𝑚 × (𝑛 + 1)阵 𝐺,其中

[𝐺]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ⩽ 𝑛;
[𝐵]𝑖,1, 𝑗 = 𝑛 + 1.

(通俗地,在 𝐴的最后一列的右侧加入一列 𝐵,得到尺寸较大的阵 𝐺.)则存在
一个非负整数 𝑟,使 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵 (从而 𝐺也有一个行列
式非零的 𝑟级子阵),但 𝐺没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵 (从而 𝐴也没有行
列式非零的 𝑟 + 1级子阵).

证 我们知道,存在一个非负整数 𝑟,使 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子
阵,但 𝐴没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵.我们证明, 𝐺也没有行列式非零的
𝑟 + 1级子阵.
若𝐺根本没有 𝑟+1级子阵,则𝐺当然也没有行列式非零的 𝑟+1级子阵.
若𝐺有 𝑟+1级子阵,那么,对𝐺的每一个 𝑟+1级子阵,要么𝐺的列 𝑛+1

被选中,要么 𝐺的列 𝑛 + 1不被选中.
若 𝐺的列 𝑛 + 1不被选中,那么,这个子阵就是 𝐴的 𝑟 + 1级子阵,故其

行列式为 0.
若𝐺的列 𝑛+1被选中,我们说明,这个子阵的行列式是𝐴的一些 𝑟+1级

子阵的行列式的倍的和,故其行列式仍为 0.因为 𝐴𝐶 = 𝐵,故,对任何不超过
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𝑚的正整数 𝑖,

[𝐵]𝑖,1 = [𝐴]𝑖,1[𝐶]1,1 + [𝐴]𝑖,2[𝐶]2,1 + ⋯ + [𝐴]𝑖,𝑛[𝐶]𝑛,1,

即

[𝐺]𝑖,𝑛+1 = [𝐺]𝑖,1[𝐶]1,1 + [𝐺]𝑖,2[𝐶]2,1 + ⋯ + [𝐺]𝑖,𝑛[𝐶]𝑛,1.

设这个子阵为

𝐷 = 𝐺(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟, 𝑖𝑟+1

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟, 𝑛 + 1),

其中 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑟 < 𝑖𝑟+1 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛.记 (𝑟 + 1) × 𝑛阵

𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟, 𝑖𝑟+1

1, 2, ⋯ , 𝑛 )

的列 1, 2, ⋯, 𝑛为 ℎ1, ℎ2, ⋯, ℎ𝑛.于是, 𝐷的列 1, 2, ⋯, 𝑟就是 ℎ𝑗1 , ℎ𝑗2 , ⋯, ℎ𝑗𝑟 ,
而 𝐷的列 𝑟 + 1是

∑
1⩽𝑡⩽𝑛

[𝐶]𝑡,1ℎ𝑡.

从而,利用多线性,

det (𝐷) = det (𝐷𝑟)

= det
[

ℎ𝑗1 , ⋯ , ℎ𝑗𝑟 , ∑
1⩽𝑡⩽𝑛

[𝐶]𝑡,1ℎ𝑡]

= ∑
1⩽𝑡⩽𝑛

[𝐶]𝑡,1 det [ℎ𝑗1 , ⋯ , ℎ𝑗𝑟 , ℎ𝑡].

若 𝑡 等于 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑟 的一个, 则 [ℎ𝑗1 , ⋯ , ℎ𝑗𝑟 , ℎ𝑡] 有二列相同. 由交错性,
det [ℎ𝑗1 , ⋯ , ℎ𝑗𝑟 , ℎ𝑡] = 0. 若 𝑡 不等于 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑟 的任何一个, 我们适当地
交换 [ℎ𝑗1 , ⋯ , ℎ𝑗𝑟 , ℎ𝑡]的列的次序,变其为 𝐴的一个 𝑟 + 1级子阵.由反称性,
有

det [ℎ𝑗1 , ⋯ , ℎ𝑗𝑟 , ℎ𝑡] = ± det (𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟, 𝑖𝑟+1

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟, 𝑡 )) = 0.

于是, det [ℎ𝑗1 , ⋯ , ℎ𝑗𝑟 , ℎ𝑡]总是 0.故 det (𝐷) = 0. 证毕.
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1.27 由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (3)
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

前面,我们讨论了 𝐴𝑋 = 𝐵有解时, 𝐴, 𝐵应适合的条件:

定理 1.110 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐵是 𝑚 × 1阵.设存在 𝑛 × 1阵 𝐶 适合
𝐴𝐶 = 𝐵.作一个 𝑚 × (𝑛 + 1)阵 𝐺,其中

[𝐺]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ⩽ 𝑛;
[𝐵]𝑖,1, 𝑗 = 𝑛 + 1.

(通俗地,在 𝐴的最后一列的右侧加入一列 𝐵,得到尺寸较大的阵 𝐺.)则存在
一个非负整数 𝑟,使 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵 (从而 𝐺也有一个行列
式非零的 𝑟级子阵),但 𝐺没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵 (从而 𝐴也没有行
列式非零的 𝑟 + 1级子阵).

那么,反过来,若 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵,但 𝐺 没有行列式非
零的 𝑟 + 1级子阵,则 𝐴𝑋 = 𝐵 是否有解?此事的回答是 “是”.不过,为了论
证此事,我们要作准备.

定理 1.111 设 𝐴是 𝑛级阵.设 𝑝, 𝑞 是二个不超过 𝑛的正整数,且 𝑝 ≠ 𝑞.
设 𝑥是一个数.作 𝑛级阵 𝐸,其中

[𝐸]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑞 + 𝑥[𝐴]𝑖,𝑝, 𝑗 = 𝑞.

(通俗地, 我们加 𝐴 的列 𝑝 的 𝑥 倍于列 𝑞, 不改变其他的列, 得阵 𝐸.) 则
det (𝐸) = det (𝐴).
类似地,若我们加 𝐴的行 𝑝的 𝑥倍于行 𝑞,不改变其他的行,得阵 𝐹 ,则

我们也有 det (𝐹 ) = det (𝐴).

证 我证明关于列的事; 我们可用类似的方法证明关于行的事 (或者,
利用行列式与转置的关系).
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设 𝐴 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛].
先设 𝑝 < 𝑞.为方便说话,我们写

𝑓(𝑢, 𝑣) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑝−1, 𝑢, 𝑎𝑝+1, ⋯ , 𝑎𝑞−1, 𝑣, 𝑎𝑞+1, ⋯ , 𝑎𝑛].

于是, 𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑞)就是 det (𝐴),而 𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑞 + 𝑥𝑎𝑝)就是 det (𝐸).利用多线性与交
错性,

det (𝐸) = 𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑞 + 𝑥𝑎𝑝)
= 𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑞) + 𝑥𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑝)
= 𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑞) + 𝑥0
= 𝑓(𝑎𝑝, 𝑎𝑞)
= det (𝐴).

再设 𝑝 > 𝑞.为方便说话,我们写

𝑔(𝑢, 𝑣) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑞−1, 𝑢, 𝑎𝑞+1, ⋯ , 𝑎𝑝−1, 𝑣, 𝑎𝑝+1, ⋯ , 𝑎𝑛].

于是, 𝑔(𝑎𝑞, 𝑎𝑝)就是 det (𝐴),而 𝑔(𝑎𝑞 + 𝑥𝑎𝑝, 𝑎𝑝)就是 det (𝐸).利用多线性与交
错性,

det (𝐸) = 𝑔(𝑎𝑞 + 𝑥𝑎𝑝, 𝑎𝑝)
= 𝑔(𝑎𝑞, 𝑎𝑝) + 𝑥𝑔(𝑎𝑝, 𝑎𝑝)
= 𝑔(𝑎𝑞, 𝑎𝑝) + 𝑥0
= 𝑔(𝑎𝑞, 𝑎𝑝)
= det (𝐴). 证毕.

定理 1.112 设 𝐴 是 𝑚 × 𝑛 阵, 且 𝐴 ≠ 0. 设 𝐴 有一个行列式非零的
𝑟级子阵

𝐴𝑟 = 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟)

(其中 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑟 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛),但 𝐴没有行列式非零的
𝑟 + 1级子阵.那么,对任何不超过 𝑚的正整数 𝑝,存在 𝑟个数 𝑑𝑝,1, 𝑑𝑝,2, ⋯, 𝑑𝑝,𝑟,
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使对任何不超过 𝑛的正整数 𝑞,

[𝐴]𝑝,𝑞 = [𝐴]𝑖1,𝑞𝑑𝑝,1 + [𝐴]𝑖2,𝑞𝑑𝑝,2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑞𝑑𝑝,𝑟

=
𝑟

∑
𝑠=1

[𝐴]𝑖𝑠,𝑞𝑑𝑝,𝑠.

我们也可如此说前面的结论:

定理 1.113 设 𝐴 是 𝑚 × 𝑛 阵, 且 𝐴 ≠ 0. 设 𝐴 有一个行列式非零的
𝑟级子阵

𝐴𝑟 = 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟)

(其中 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑟 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛),但 𝐴没有行列式非零的
𝑟 + 1级子阵.设 𝐴的行 1, 2, ⋯, 𝑚为 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚.那么,对任何不超过 𝑚的
正整数 𝑝,存在 𝑟个数 𝑑𝑝,1, 𝑑𝑝,2, ⋯, 𝑑𝑝,𝑟,使

𝑎𝑝 = 𝑑𝑝,1𝑎𝑖1 + 𝑑𝑝,2𝑎𝑖2 + ⋯ + 𝑑𝑝,𝑟𝑎𝑖𝑟

=
𝑟

∑
𝑠=1

𝑑𝑝,𝑠𝑎𝑖𝑠 .

通俗地,这个定理说,任给一个非零阵 𝐴,我们总能找出它的某 𝑟行 𝑎𝑖1 ,
𝑎𝑖2 , ⋯, 𝑎𝑖𝑟 ,使 𝐴的每一行都可被写为这 𝑟行的数乘的和,且由这 𝑟行作成的
子阵有一个行列式非零的 𝑟级子阵.

例 1.114 设

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

不难看出, 𝐴有一个 3级子阵,其行列式非零:

det (𝐴(
1, 2, 3
1, 2, 3)) = 1.
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不过, 𝐴没有行列式非零的 4级子阵.我们考虑 𝐴的列 4, 5.任取 𝐴的一个
4级子阵.若 𝐴的列 4或列 5被选中,那么其行列式显然为 0.若 𝐴的列 4与
列 5都不被选中,则这个子阵是

𝐴(
1, 2, 3, 4
1, 2, 3, 6) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 1 1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

不难算出,它的行列式为 0.
我们说, 𝐴的每一行可被写为 𝐴的前 3行的数乘的和.设 𝐴的行 1, 2, 3,

4为 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4.则

𝑎1 = 1𝑎1 + 0𝑎2 + 0𝑎3,
𝑎2 = 0𝑎1 + 1𝑎2 + 0𝑎3,
𝑎3 = 0𝑎1 + 0𝑎2 + 1𝑎3,
𝑎4 = 0𝑎1 + 1𝑎2 + 1𝑎3.

并且,由这 3行作成的子阵有一个行列式非零的 3级子阵: 3级单位阵就是
一个.
顺便一提, 𝐴的每一行当然可被写为 𝐴的前 4行的数乘的和:

𝑎1 = 1𝑎1 + 0𝑎2 + 0𝑎3 + 0𝑎4,
𝑎2 = 0𝑎1 + 1𝑎2 + 0𝑎3 + 0𝑎4,
𝑎3 = 0𝑎1 + 0𝑎2 + 1𝑎3 + 0𝑎4,
𝑎4 = 0𝑎1 + 0𝑎2 + 0𝑎3 + 1𝑎4.

可是,由这 4行作成的子阵没有行列式非零的 4级子阵.

证 任取不超过 𝑚的正整数 𝑝.
若 𝑝等于某个 𝑖𝑠 (𝑠 = 1, 2, ⋯, 𝑟),我们取

𝑑𝑝,𝑣 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 𝑣 = 𝑠;
0, 𝑣 ≠ 𝑠.
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于是,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑞,

[𝐴]𝑖1,𝑞𝑑𝑝,1 + [𝐴]𝑖2,𝑞𝑑𝑝,2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑞𝑑𝑝,𝑟 = [𝐴]𝑖𝑠,𝑞1 = [𝐴]𝑝,𝑞.

下设 𝑝不等于任何 𝑖𝑠.
考虑由 𝑟个 𝑟元 ⩽1次方程作成的方程组

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑖1,𝑗1𝑥1 + [𝐴]𝑖2,𝑗1𝑥2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑗1𝑥𝑟 = [𝐴]𝑝,𝑗1 ,
[𝐴]𝑖1,𝑗2𝑥1 + [𝐴]𝑖2,𝑗2𝑥2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑗2𝑥𝑟 = [𝐴]𝑝,𝑗2 ,
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
[𝐴]𝑖1,𝑗𝑟𝑥1 + [𝐴]𝑖2,𝑗𝑟𝑥2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑗𝑟𝑥𝑟 = [𝐴]𝑝,𝑗𝑟 ,

即

𝐴T
𝑟

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑟

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]𝑝,𝑗1
[𝐴]𝑝,𝑗2

⋮
[𝐴]𝑝,𝑗𝑟

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

因为 det (𝐴T
𝑟 ) = det (𝐴𝑟) ≠ 0, 故, 由 Cramer 公式, 存在 𝑟 个数 𝑑𝑝,1, 𝑑𝑝,2, ⋯,

𝑑𝑝,𝑟,使

[𝐴]𝑖1,𝑗1𝑑𝑝,1 + [𝐴]𝑖2,𝑗1𝑑𝑝,2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑗1𝑑𝑝,𝑟 = [𝐴]𝑝,𝑗1 ,
[𝐴]𝑖1,𝑗2𝑑𝑝,1 + [𝐴]𝑖2,𝑗2𝑑𝑝,2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑗2𝑑𝑝,𝑟 = [𝐴]𝑝,𝑗2 ,
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
[𝐴]𝑖1,𝑗𝑟𝑑𝑝,1 + [𝐴]𝑖2,𝑗𝑟𝑑𝑝,2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑗𝑟𝑑𝑝,𝑟 = [𝐴]𝑝,𝑗𝑟 .

我们由此证明,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑞,

[𝐴]𝑝,𝑞 = [𝐴]𝑖1,𝑞𝑑𝑝,1 + [𝐴]𝑖2,𝑞𝑑𝑝,2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑞𝑑𝑝,𝑟.

若 𝑞等于某个 𝑗ℓ,显然.下设 𝑞不等于任何 𝑗ℓ.
考虑 𝐴的 𝑟 + 1级子阵

𝐸 = 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟, 𝑝
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟, 𝑞).



108 第一章 行列式

我们用 “算二次”思想,证我们想要的等式.
一方面,我们知道,既然𝐴没有行列式非零的 𝑟+1级子阵,故 det (𝐸) = 0.
另一方面,我们也可适当地作辅助阵,其行列式等于 𝐸 的行列式.从而,

计算这些辅助阵的行列式, 也就相当于计算 𝐸 的行列式. 为方便, 我们记
𝑖𝑟+1 = 𝑝, 𝑗𝑟+1 = 𝑞.设 𝑖𝑠是在 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑟, 𝑖𝑟+1中第 𝑓(𝑖𝑠)小的数;设 𝑗ℓ是在 𝑗1, ⋯,
𝑗𝑟, 𝑗𝑟+1中第 𝑔(𝑗ℓ)小的数.我们加𝐸的行 𝑓(𝑖1)的 −𝑑𝑝,1倍于行 𝑓(𝑝),得阵𝐸1,
则 det (𝐸1) = det (𝐸). 我们加 𝐸1 的行 𝑓(𝑖2) 的 −𝑑𝑝,2 倍于行 𝑓(𝑝), 得阵 𝐸2,
则 det (𝐸2) = det (𝐸1) = det (𝐸). ⋯⋯我们加 𝐸𝑟−1 的行 𝑓(𝑖𝑟) 的 −𝑑𝑝,𝑟 倍于
行 𝑓(𝑝), 得阵 𝐸𝑟, 则 det (𝐸𝑟) = det (𝐸𝑟−1) = det (𝐸). 注意到, 𝐸𝑟 的行 𝑓(𝑖1),
𝑓(𝑖2), ⋯, 𝑓(𝑖𝑟)分别跟 𝐸 的行 𝑓(𝑖1), 𝑓(𝑖2), ⋯, 𝑓(𝑖𝑟)相等;不过,

[𝐸𝑟]𝑓(𝑝),𝑔(𝑣) = [𝐴]𝑝,𝑣 −
𝑟

∑
𝑠=1

[𝐴]𝑖𝑠,𝑣𝑑𝑝,𝑠,

其中 𝑣 = 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑟, 𝑞.所以,当 𝑔(𝑣) ≠ 𝑔(𝑞)时, [𝐸𝑟]𝑓(𝑝),𝑔(𝑣) = 0.我们按行 𝑓(𝑝)
展开 𝐸𝑟的行列式,有

det (𝐸𝑟) = (−1)𝑓(𝑝)+𝑔(𝑞)[𝐸𝑟]𝑓(𝑝),𝑔(𝑞) det (𝐸𝑟(𝑓 (𝑝)|𝑔(𝑞)))

= (−1)𝑓(𝑝)+𝑔(𝑞) det (𝐴𝑟) (
[𝐴]𝑝,𝑞 −

𝑟

∑
𝑠=1

[𝐴]𝑖𝑠,𝑞𝑑𝑝,𝑠)
.

回想, 0 = det (𝐸),且 det (𝐸) = det (𝐸𝑟).比较二次计算的结果,我们应有

0 = (−1)𝑓(𝑝)+𝑔(𝑞) det (𝐴𝑟) (
[𝐴]𝑝,𝑞 −

𝑟

∑
𝑠=1

[𝐴]𝑖𝑠,𝑞𝑑𝑝,𝑠)
.

注意到, (−1)𝑓(𝑝)+𝑔(𝑞) det (𝐴𝑟) ≠ 0,故

[𝐴]𝑝,𝑞 −
𝑟

∑
𝑠=1

[𝐴]𝑖𝑠,𝑞𝑑𝑝,𝑠 = 0. 证毕.

现在,我们可以证明本节的重要结论了.

定理 1.115 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐵是 𝑚 × 1阵.作一个 𝑚 × (𝑛 + 1)阵 𝐺,
其中

[𝐺]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ⩽ 𝑛;
[𝐵]𝑖,1, 𝑗 = 𝑛 + 1.
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(通俗地,在 𝐴的最后一列的右侧加入一列 𝐵,得到尺寸较大的阵 𝐺.)设 𝐴有
一个行列式非零的 𝑟级子阵 (从而 𝐺也有一个行列式非零的 𝑟级子阵),但 𝐺
没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵 (从而 𝐴也没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵).
则存在一个 𝑛 × 1阵 𝐶 ,使 𝐴𝐶 = 𝐵.

证 先设 𝐴 = 0.那么, 𝐴有一个行列式非零的 0级子阵,但 𝐺没有行列
式非零的 1级子阵.所以 𝐺 = 0.所以 𝐵 = 0.那么,任何一个 𝑛 × 1阵 𝐶 都适
合 𝐴𝐶 = 𝐵.
下设 𝐴 ≠ 0.设 𝐴的 𝑟级子阵

𝐴𝑟 = 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟)

(其中 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑟 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛)的行列式非零. 𝐴𝑟当然也是
𝐺的子阵,且

𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟)

= 𝐺(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟)

.

所以,对任何不超过 𝑚的正整数 𝑝,存在 𝑟个数 𝑑𝑝,1, 𝑑𝑝,2, ⋯, 𝑑𝑝,𝑟,使对任何不
超过 𝑛 + 1的正整数 𝑞,

[𝐺]𝑝,𝑞 = [𝐺]𝑖1,𝑞𝑑𝑝,1 + [𝐺]𝑖2,𝑞𝑑𝑝,2 + ⋯ + [𝐺]𝑖𝑟,𝑞𝑑𝑝,𝑟

=
𝑟

∑
𝑠=1

[𝐺]𝑖𝑠,𝑞𝑑𝑝,𝑠.

考虑由 𝑟个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑖1,1𝑥1 + [𝐴]𝑖1,2𝑥2 + ⋯ + [𝐴]𝑖1,𝑛𝑥𝑛 = [𝐵]𝑖1,1,
[𝐴]𝑖2,1𝑥1 + [𝐴]𝑖2,2𝑥2 + ⋯ + [𝐴]𝑖2,𝑛𝑥𝑛 = [𝐵]𝑖2,1,
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
[𝐴]𝑖𝑟,1𝑥1 + [𝐴]𝑖𝑟,2𝑥2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑛𝑥𝑛 = [𝐵]𝑖𝑟,1.

我们说,这个方程组有解.
若 𝑟 = 𝑛, 则这是一个由 𝑛 个 𝑛 元 ⩽1 次方程作成的方程组. 因为

det (𝐴𝑟) ≠ 0,故,由 Cramer公式,此方程组有一个 (唯一的)解.
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若 𝑟 < 𝑛,从 1, 2, ⋯, 𝑛去除 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑟 后,还剩 𝑛 − 𝑟个数.我们从小到
大地叫这 𝑛 − 𝑟个数为 𝑗𝑟+1, ⋯, 𝑗𝑛.我们可改写此方程组为

𝑟

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑝,𝑗ℓ𝑥𝑗ℓ = [𝐵]𝑝,1 − ∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

[𝐴]𝑝,𝑗ℓ𝑥𝑗ℓ ,

其中 𝑝 = 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑟,下同.
设 𝑓𝑗𝑟+1 , ⋯, 𝑓𝑗𝑟 为任何的 𝑛 − 𝑟个数.我们考虑由 𝑟个 𝑟元 ⩽1次方程作

成的方程组
𝑟

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑝,𝑗ℓ𝑦ℓ = [𝐵]𝑝,1 − ∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

[𝐴]𝑝,𝑗ℓ𝑓𝑗ℓ .

利用阵等式,我们可写

𝐴𝑟

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑟

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑧𝑖1
𝑧𝑖2
⋮

𝑧𝑖𝑟

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

其中
𝑧𝑝 = [𝐵]𝑝,1 − ∑

𝑟<ℓ⩽𝑛
[𝐴]𝑝,𝑗ℓ𝑓𝑗ℓ .

因为 det (𝐴𝑟) ≠ 0,故,由 Cramer公式,存在 𝑟个数 𝑓𝑗1 , 𝑓𝑗2 , ⋯, 𝑓𝑗𝑟 ,使
𝑟

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑝,𝑗ℓ𝑓𝑗ℓ = [𝐵]𝑝,1 − ∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

[𝐴]𝑝,𝑗ℓ𝑓𝑗ℓ .

从而
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑝,𝑗ℓ𝑓𝑗ℓ = [𝐵]𝑝,1.

设 𝑛个数 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛适合
[𝐴]𝑖1,1𝑐1 + [𝐴]𝑖1,2𝑐2 + ⋯ + [𝐴]𝑖1,𝑛𝑐𝑛 = [𝐵]𝑖1,1,
[𝐴]𝑖2,1𝑐1 + [𝐴]𝑖2,2𝑐2 + ⋯ + [𝐴]𝑖2,𝑛𝑐𝑛 = [𝐵]𝑖2,1,

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
[𝐴]𝑖𝑟,1𝑐1 + [𝐴]𝑖𝑟,2𝑐2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑛𝑐𝑛 = [𝐵]𝑖𝑟,1.
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作 𝑛 × 1阵 𝐶 ,其中 [𝐶]𝑖,1 = 𝑐𝑖.我们证明, 𝐴𝐶 = 𝐵.
若 𝑖等于某 𝑖𝑠,则

[𝐴𝐶]𝑖,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ𝑐ℓ

= [𝐵]𝑖,1.

若 𝑖不等于任何一个 𝑖𝑠,则

[𝐴𝐶]𝑖,1 =
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

[𝐺]𝑖,ℓ[𝐶]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1 (

𝑟

∑
𝑠=1

[𝐺]𝑖𝑠,ℓ𝑑𝑖,𝑠)
[𝐶]ℓ,1

=
𝑛

∑
ℓ=1

𝑟

∑
𝑠=1

[𝐺]𝑖𝑠,ℓ𝑑𝑖,𝑠[𝐶]ℓ,1

=
𝑟

∑
𝑠=1

𝑛

∑
ℓ=1

[𝐺]𝑖𝑠,ℓ𝑑𝑖,𝑠[𝐶]ℓ,1

=
𝑟

∑
𝑠=1

𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖𝑠,ℓ𝑑𝑖,𝑠𝑐ℓ

=
𝑟

∑
𝑠=1

𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖𝑠,ℓ𝑐ℓ𝑑𝑖,𝑠

=
𝑟

∑
𝑠=1 (

𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖𝑠,ℓ𝑐ℓ)
𝑑𝑖,𝑠

=
𝑟

∑
𝑠=1

[𝐵]𝑖𝑠,1𝑑𝑖,𝑠

=
𝑟

∑
𝑠=1

[𝐺]𝑖𝑠,𝑛+1𝑑𝑖,𝑠
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= [𝐺]𝑖,𝑛+1

= [𝐵]𝑖,1. 证毕.

结合前几节的讨论,我们可以得到判断 𝐴𝑋 = 𝐵 是否有解,与有解时其
解是否唯一的方法 (定性的理论,完整版):

定理 1.116 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐵是 𝑚 × 1阵.作一个 𝑚 × (𝑛 + 1)阵 𝐺,
其中

[𝐺]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ⩽ 𝑛;
[𝐵]𝑖,1, 𝑗 = 𝑛 + 1.

(通俗地,在 𝐴的最后一列的右侧加入一列 𝐵,得到尺寸较大的阵 𝐺.)设 𝐴有
一个行列式非零的 𝑟级子阵,但没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵.

(1)若 𝐺也没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵,则 𝐴𝑋 = 𝐵有解.进一步地,
若 𝑟 < 𝑛,则 𝐴𝑋 = 𝐵的解不唯一;若 𝑟 = 𝑛,则 𝐴𝑋 = 𝐵的解唯一.

(2)若 𝐺有一个行列式非零的 𝑟 + 1级子阵,则 𝐴𝑋 = 𝐵无解.



1.28 由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (4) 113

1.28 由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (4)
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

前面,我们得到了线性方程组的解的定性的理论:

定理 1.116 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐵是 𝑚 × 1阵.作一个 𝑚 × (𝑛 + 1)阵 𝐺,
其中

[𝐺]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ⩽ 𝑛;
[𝐵]𝑖,1, 𝑗 = 𝑛 + 1.

(通俗地,在 𝐴的最后一列的右侧加入一列 𝐵,得到尺寸较大的阵 𝐺.)设 𝐴有
一个行列式非零的 𝑟级子阵,但没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵.

(1)若 𝐺也没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵,则 𝐴𝑋 = 𝐵有解.进一步地,
若 𝑟 < 𝑛,则 𝐴𝑋 = 𝐵的解不唯一;若 𝑟 = 𝑛,则 𝐴𝑋 = 𝐵的解唯一.

(2)若 𝐺有一个行列式非零的 𝑟 + 1级子阵,则 𝐴𝑋 = 𝐵无解.

现在,我们作定量的讨论:当 𝐴𝑋 = 𝐵 有解时,我们试作出公式,以表示
它的解.
设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐵是一个 𝑚 × 1阵.设 𝐴𝑋 = 𝐵有解.
若 𝐴 = 0,则因 𝐴𝑋 = 𝐵有解,必有 𝐵 = 0.此时,显然,每一个 𝑛 × 1阵都

是解.下设 𝐴 ≠ 0.设 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵

𝑇 = 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟)

(其中 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑟 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛), 但没有行列式非零的
𝑟 + 1级子阵.为说话方便,我们作一个 𝑟 × 𝑛阵

𝑈 = 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
1, ⋯ , 𝑛 ),

与一个 𝑟 × 1阵

𝑉 = 𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟

1 ).
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注意到, 𝑈 有一个行列式非零的 𝑟级子阵 𝑇 .
我们回想上节的讨论.为了解方程组 𝐴𝑋 = 𝐵,即

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐴]1,1𝑥1 + [𝐴]1,2𝑥2 + ⋯ + [𝐴]1,𝑛𝑥𝑛 = [𝐵]1,1,
[𝐴]2,1𝑥1 + [𝐴]2,2𝑥2 + ⋯ + [𝐴]2,𝑛𝑥𝑛 = [𝐵]2,1,
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
[𝐴]𝑚,1𝑥1 + [𝐴]𝑚,2𝑥2 + ⋯ + [𝐴]𝑚,𝑛𝑥𝑛 = [𝐵]𝑚,1,

我们考虑了由这 𝑚个方程的第 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑟个方程作成的方程组

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑖1,1𝑥1 + [𝐴]𝑖1,2𝑥2 + ⋯ + [𝐴]𝑖1,𝑛𝑥𝑛 = [𝐵]𝑖1,1,
[𝐴]𝑖2,1𝑥1 + [𝐴]𝑖2,2𝑥2 + ⋯ + [𝐴]𝑖2,𝑛𝑥𝑛 = [𝐵]𝑖2,1,
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
[𝐴]𝑖𝑟,1𝑥1 + [𝐴]𝑖𝑟,2𝑥2 + ⋯ + [𝐴]𝑖𝑟,𝑛𝑥𝑛 = [𝐵]𝑖𝑟,1,

即 𝑈𝑋 = 𝑉 .当时,我们已经证明了, 𝑈𝑋 = 𝑉 的解都是 𝐴𝑋 = 𝐵 的解.反过
来, 𝐴𝑋 = 𝐵 的解显然都是 𝑈𝑋 = 𝑉 的解,因为后者的方程全部都是来自前
者的.这么看来, 𝐴𝑋 = 𝐵 跟 𝑈𝑋 = 𝑉 有相同的解.所以,研究 𝐴𝑋 = 𝐵 的解
的公式,相当于研究 𝑈𝑋 = 𝑉 的解的公式.
若 𝑟 = 𝑛,则我们直接用 Cramer公式,即可写出 𝑈𝑋 = 𝑉 的唯一的解 (注

意,此时 𝑈 是一个 𝑟 × 𝑟阵)

𝑋 = 1
det (𝑈) adj (𝑈) 𝑉 .

我们也可较直接地表示此解.设 𝑈{𝑘, 𝑉 }是以 𝑟 × 1阵 𝑉 代 𝑈 的列 𝑘后得到
的阵.则

𝑥𝑘 = det (𝑈{𝑘, 𝑉 })
det (𝑈) .

下设 𝑟 < 𝑛.我们试写出方程组 𝑈𝑋 = 𝑉 的所有的解.

定理 1.117 设 𝑉 是一个 𝑟 × 1阵.设 𝑈 是一个 𝑟 × 𝑛阵,其中 𝑟 < 𝑛,且 𝑈
有一个行列式非零的 𝑟级子阵

𝑇 = 𝑈(
1, 2, ⋯ , 𝑟

𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟)
,
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其中 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛.从 1, 2, ⋯, 𝑛去除 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑟 后,还剩 𝑛 − 𝑟个数.
我们从小到大地叫这 𝑛 − 𝑟个数为 𝑗𝑟+1, ⋯, 𝑗𝑛.再设 𝑈 的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别是
𝑢1, 𝑢2, ⋯, 𝑢𝑛.

(1)设 𝑐𝑗𝑟+1 , ⋯, 𝑐𝑗𝑛 是 𝑛 − 𝑟个常数.作 𝑛 × 1阵 𝐶 ,其中

[𝐶]𝑗𝑘,1 =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

det (𝑇 {𝑘, 𝑉 })
det (𝑇 ) − ∑

𝑟<ℓ⩽𝑛
𝑐𝑗ℓ

det (𝑇 {𝑘, 𝑢𝑗ℓ})
det (𝑇 ) , 𝑘 ⩽ 𝑟;

𝑐𝑗𝑘 , 𝑘 > 𝑟.

其中 𝑇 {𝑘, 𝑌 }是以 𝑟 × 1阵 𝑌 代 𝑇 的列 𝑘后得到的阵.则 𝑈𝐶 = 𝑉 .
(2)若 𝑛 × 1阵 𝐷适合 𝑈𝐷 = 𝑉 ,则存在 𝑛 − 𝑟个数 𝑐𝑗𝑟+1 , ⋯, 𝑐𝑗𝑛 ,使

[𝐷]𝑗𝑘,1 =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

det (𝑇 {𝑘, 𝑉 })
det (𝑇 ) − ∑

𝑟<ℓ⩽𝑛
𝑐𝑗ℓ

det (𝑇 {𝑘, 𝑢𝑗ℓ})
det (𝑇 ) , 𝑘 ⩽ 𝑟;

𝑐𝑗𝑘 , 𝑘 > 𝑟.

换句话说, 𝑈𝑋 = 𝑉 的每一个解都可被 (1)中的公式表示.

证 (1)我们可改写方程组 𝑈𝑋 = 𝑉 为
𝑟

∑
ℓ=1

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ𝑥𝑗ℓ = [𝑉 ]𝑝,1 − ∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ𝑥𝑗ℓ ,

其中 𝑝 = 1, 2, ⋯, 𝑟,下同.考虑由 𝑟个 𝑟元 ⩽1次方程作成的方程组
𝑟

∑
ℓ=1

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ𝑦ℓ = [𝑉 ]𝑝,1 − ∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ𝑐𝑗ℓ .

利用阵等式,我们可写

𝑇

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑟

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝑉 − ∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

𝑐𝑗ℓ𝑢𝑗ℓ .

因为 det (𝑇 ) ≠ 0,故,由 Cramer公式,存在 𝑟个数 𝑐𝑗1 , 𝑐𝑗2 , ⋯, 𝑐𝑗𝑟 ,使
𝑟

∑
ℓ=1

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ𝑐𝑗ℓ = [𝑉 ]𝑝,1 − ∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ𝑐𝑗ℓ ,
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其中

𝑐𝑗𝑘 = 1
det (𝑇 ) det

(
𝑇

{
𝑘, 𝑉 − ∑

𝑟<ℓ⩽𝑛
𝑐𝑗ℓ𝑢𝑗ℓ})

= 1
det (𝑇 ) det (𝑇 {𝑘, 𝑉 }) − 1

det (𝑇 ) ∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

𝑐𝑗ℓ det (𝑇 {𝑘, 𝑢𝑗ℓ})

= det (𝑇 {𝑘, 𝑉 })
det (𝑇 ) − ∑

𝑟<ℓ⩽𝑛
𝑐𝑗ℓ

det (𝑇 {𝑘, 𝑢𝑗ℓ})
det (𝑇 ) .

从而
𝑛

∑
ℓ=1

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ𝑐𝑗ℓ = [𝑉 ]𝑝,1.

注意到 [𝐶]𝑗𝑘,1 = 𝑐𝑗𝑘 .所以, 𝑈𝐶 = 𝑉 .
(2)设 𝐷适合 𝑈𝐷 = 𝑉 .则

𝑛

∑
ℓ=1

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ[𝐷]𝑗ℓ,1 = [𝑉 ]𝑝,1.

从而
𝑟

∑
ℓ=1

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ[𝐷]𝑗ℓ,1 = [𝑉 ]𝑝,1 − ∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ[𝐷]𝑗ℓ,1.

取 𝑐𝑗ℓ = [𝐷]𝑗ℓ,1, ℓ > 𝑟.考虑方程组
𝑟

∑
ℓ=1

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ𝑦ℓ = [𝑉 ]𝑝,1 − ∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

[𝑈]𝑝,𝑗ℓ𝑐𝑗ℓ .

由 (1),我们知道

𝑦𝑘 = det (𝑇 {𝑘, 𝑉 })
det (𝑇 ) − ∑

𝑟<ℓ⩽𝑛
𝑐𝑗ℓ

det (𝑇 {𝑘, 𝑢𝑗ℓ})
det (𝑇 )

(其中 𝑘 = 1, 2, ⋯, 𝑟,下同)是一个解;另一方面, 𝑦𝑘 = [𝐷]𝑗𝑘,1 也是一个解.因
为 det (𝑇 ) ≠ 0,故,由 Cramer公式,这二组解应是相同的,即

[𝐷]𝑗𝑘,1 = det (𝑇 {𝑘, 𝑉 })
det (𝑇 ) − ∑

𝑟<ℓ⩽𝑛
𝑐𝑗ℓ

det (𝑇 {𝑘, 𝑢𝑗ℓ})
det (𝑇 ) . 证毕.
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注意到,当 𝑟 = 𝑛时,不可能有数 ℓ适合 𝑟 < ℓ ⩽ 𝑛.既然没有数被加,那
么,形如

∑
𝑟<ℓ⩽𝑛

𝑓(ℓ)

的式是 0.用这个约定,我们可统一地写在 𝑟 = 𝑛与 𝑟 < 𝑛这二个情形下解的
公式.

定理 1.118 设 𝑉 是一个 𝑟 × 1阵.设 𝑈 是一个 𝑟 × 𝑛阵,其中 𝑟 ⩽ 𝑛,且 𝑈
有一个行列式非零的 𝑟级子阵

𝑇 = 𝑈(
1, 2, ⋯ , 𝑟

𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟)
,

其中 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛.从 1, 2, ⋯, 𝑛去除 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑟 后,还剩 𝑛 − 𝑟个数.
我们从小到大地叫这 𝑛 − 𝑟个数为 𝑗𝑟+1, ⋯, 𝑗𝑛.再设 𝑈 的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别是
𝑢1, 𝑢2, ⋯, 𝑢𝑛.那么, 𝑈𝑋 = 𝑉 的解恰为

𝑥𝑗𝑘 =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

det (𝑇 {𝑘, 𝑉 })
det (𝑇 ) − ∑

𝑟<ℓ⩽𝑛
𝑐𝑗ℓ

det (𝑇 {𝑘, 𝑢𝑗ℓ})
det (𝑇 ) , 𝑘 ⩽ 𝑟;

𝑐𝑗𝑘 , 𝑘 > 𝑟,

其中 𝑐𝑗𝑟+1 , ⋯, 𝑐𝑗𝑛 是任何的 𝑛 − 𝑟个数.

最后,我们总结这几节的关于线性方程组的主要结果.

定理 1.119 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐵是 𝑚 × 1阵.作一个 𝑚 × (𝑛 + 1)阵 𝐺,
其中

[𝐺]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ⩽ 𝑛;
[𝐵]𝑖,1, 𝑗 = 𝑛 + 1.

(通俗地,在 𝐴的最后一列的右侧加入一列 𝐵,得到尺寸较大的阵 𝐺.)设 𝐴有
一个行列式非零的 𝑟级子阵,但 𝐴没有行列式非零的 𝑟 + 1级子阵;设 𝐺有
一个行列式非零的 𝑠级子阵,但 𝐺没有行列式非零的 𝑠 + 1级子阵.设 𝑋 是
未知的 𝑛 × 1阵.
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(1)因为 𝐴是 𝐺的子阵,故 𝐴的子阵也是 𝐺的子阵.则 𝑠 = 𝑟或 𝑠 > 𝑟.
(2)若 𝑠 > 𝑟,则 𝐴𝑋 = 𝐵无解;也就是,若 𝐴𝑋 = 𝐵有解,必 𝑠 = 𝑟.
(3)若 𝑠 = 𝑟,则 𝐴𝑋 = 𝐵有解;也就是,若 𝐴𝑋 = 𝐵无解,必 𝑠 > 𝑟.
(4)设 𝑠 = 𝑟.则 𝐴𝑋 = 𝐵 有解.若 𝑟 = 𝑛,则 𝐴𝑋 = 𝐵 的解唯一;若 𝑟 < 𝑛,

则 𝐴𝑋 = 𝐵的解不唯一.
(5)设 𝐴 ≠ 0.设 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵

𝑇 = 𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟)

(其中 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑟 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛),但 𝐺没有行列式非零的
𝑟 + 1级子阵.则 𝑠 = 𝑟.则 𝐴𝑋 = 𝐵有解.
记 𝑟 × 𝑛阵

𝑈 = 𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟
1, 2, ⋯ , 𝑛 ).

于是,可视 𝑇 为 𝑈 的一个行列式非零的 𝑟级子阵.再记 𝑟 × 1阵

𝑉 = 𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟

1 ).

则 𝑈𝑋 = 𝑉 有解, 𝐴𝑋 = 𝐵 的解是 𝑈𝑋 = 𝑉 的解, 且 𝑈𝑋 = 𝑉 的解是
𝐴𝑋 = 𝐵的解.
从 1, 2, ⋯, 𝑛去除 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑟 后,还剩 𝑛 − 𝑟个数.我们从小到大地叫这

𝑛 − 𝑟 个数为 𝑗𝑟+1, ⋯, 𝑗𝑛. 再设 𝑈 的列 1, 2, ⋯, 𝑛 分别是 𝑢1, 𝑢2, ⋯, 𝑢𝑛. 那么,
𝑈𝑋 = 𝑉 的解 (即 𝐴𝑋 = 𝐵的解)恰为

𝑥𝑗𝑘 =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

det (𝑇 {𝑘, 𝑉 })
det (𝑇 ) − ∑

𝑟<ℓ⩽𝑛
𝑐𝑗ℓ

det (𝑇 {𝑘, 𝑢𝑗ℓ})
det (𝑇 ) , 𝑘 ⩽ 𝑟;

𝑐𝑗𝑘 , 𝑘 > 𝑟,

其中 𝑐𝑗𝑟+1 , ⋯, 𝑐𝑗𝑛 是任何的 𝑛 − 𝑟个数, 𝑇 {𝑘, 𝑌 }是以 𝑟 × 1阵 𝑌 代 𝑇 的列 𝑘后
得到的阵,且 𝑥𝑖 = [𝑋]𝑖,1, 𝑖 = 1, 2, ⋯, 𝑛.
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1.29 由 𝑚个 𝑛元 ⩽1次方程作成的方程组 (5)
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

线性方程组的故事要结束了.毕竟,我们已解决线性方程组的三个重要
的问题:

(1)一个线性方程组何时有解?
(2)一个线性方程组有解时,其解是否唯一?
(3)一个线性方程组有解时,我们如何找到它的全部的解?
我们用行列式回答了这三个问题,作了线性方程组的一个理论.所以,理

论地,给了一个线性方程组,我们可以计算一些行列式以确定它是否有解,且
有解时其解为何.
不过,计算一个方阵的行列式并不是什么简单的事情: 3级阵的行列式

的具体的公式含 6 项, 而 4 级阵的行列式的具体的公式含 24 项. 所以, 像
Cramer公式那样,我们又作了一个 “理论的”理论.
但是,此理论仍然是重要的.或许,您还记得,任给一个阵 𝐴,必存在唯一

的非负整数 𝑟,使 𝐴有一个行列式非零的 𝑟级子阵,但 𝐴没有行列式非零的
𝑟 + 1级子阵.聪明的数学家意识到,此 𝑟是重要的,故专门为它起了一个名
字, “秩”.然后,他们研究了秩,发现: (a)可以施适当的变换于阵 𝐴,得到一个
新阵 𝐸,且 𝐴与 𝐸有相同的秩; (b) “适当的变换”跟计算方阵的行列式比,有
较少的计算量 (具体地,加、减、乘、除的次数); (c) 𝐸 的秩不难计算,甚至可被
直接看出.于是,联合这个发现与我们的理论,就是一个更好的线性方程组的
理论.若您想知道更多,您可以见线性代数教材.
我就说这么多.
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1.30 Binet–Cauchy公式
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

或许, (方)阵的行列式与阵的积的定义是较复杂的,跟阵的转置、加、减、
数乘等比.不过,它们有不平凡的关系.
设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵, 𝐵 是一个 𝑛 × 𝑚阵.根据阵的积的定义, 𝐵𝐴是一

个 𝑛级阵,故它有行列式.

定理 1.120 (Binet–Cauchy公式) 设 𝐴, 𝐵分别是 𝑚 × 𝑛, 𝑛 × 𝑚阵.
(1)若 𝑛 > 𝑚,则 det (𝐵𝐴) = 0.
(2)若 𝑛 ⩽ 𝑚,则

det (𝐵𝐴)

= ∑
1⩽𝑗1<𝑗2<⋯<𝑗𝑛⩽𝑚

det (𝐵(
1, 2, ⋯ , 𝑛

𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛)) det (𝐴(
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 )).

特别地,若 𝑛 = 𝑚,则因适合条件 1 ⩽ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑛 ⩽ 𝑚的 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛,
是,且只能是, 1, 2, ⋯, 𝑛,故

det (𝐵𝐴) = det (𝐵(
1, 2, ⋯ , 𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛)) det (𝐴(

1, 2, ⋯ , 𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛))

= det (𝐵) det (𝐴).

我用二个例助您理解,此定理在说什么.

例 1.121 设

𝐴 =
[

1 3 5
2 4 6]

, 𝐵 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

7 10
8 11
9 12

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

不难算出,

𝐴𝐵 =
[

76 103
100 136]

, 𝐵𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

27 61 95
30 68 106
33 75 117

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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直接计算,可知

det (𝐴𝐵) = 76 ⋅ 136 − 100 ⋅ 103 = 36,

而

det (𝐵𝐴) = 27 ⋅ 68 ⋅ 117 + 30 ⋅ 75 ⋅ 95 + 33 ⋅ 61 ⋅ 106
− 27 ⋅ 75 ⋅ 106 − 30 ⋅ 61 ⋅ 117 − 33 ⋅ 68 ⋅ 95

= 0.

或许, 前面的计算是较复杂的. 我们试用 Binet–Cauchy 公式, 再计算
它们.
因为 𝐴, 𝐵的尺寸分别是 2 × 3, 3 × 2,而 3 > 2,根据 (1), det (𝐵𝐴) = 0 (注

意到, 𝐵𝐴是 3级阵).
因为 2 ⩽ 3,故,根据 (2),

det (𝐴𝐵)

= det (𝐴(
1, 2
1, 2)) det (𝐵(

1, 2
1, 2)) + det (𝐴(

1, 2
1, 3)) det (𝐵(

1, 3
1, 2))

+ det (𝐴(
1, 2
2, 3)) det (𝐵(

2, 3
1, 2)).

这里,要注意到,适合条件 “1 ⩽ 𝑗1 < 𝑗2 ⩽ 3”的 (𝑗1, 𝑗2)恰有三个: (1, 2), (1, 3),
(2, 3).不难写出

𝐴(
1, 2
1, 2) =

[
1 3
2 4]

, 𝐵(
1, 2
1, 2) =

[
7 10
8 11]

,

𝐴(
1, 2
1, 3) =

[
1 5
2 6]

, 𝐵(
1, 3
1, 2) =

[
7 10
9 12]

,

𝐴(
1, 2
2, 3) =

[
3 5
4 6]

, 𝐵(
2, 3
1, 2) =

[
8 11
9 12]

.

从而

det (𝐴𝐵) = (−2) ⋅ (−3) + (−4) ⋅ (−6) + (−2) ⋅ (−3) = 36.
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例 1.122 设

𝐴 =
[

2 5
3 7]

, 𝐵 =
[

9 6
4 8]

.

不难算出

𝐴𝐵 =
[

38 52
55 74]

, 𝐵𝐴 =
[

36 87
32 76]

.

可以看到, 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴.
不过, det (𝐴𝐵) = det (𝐵𝐴).一方面,我们可直接验证:

det (𝐴𝐵) = 38 ⋅ 74 − 55 ⋅ 52 = −48,
det (𝐵𝐴) = 36 ⋅ 76 − 32 ⋅ 87 = −48.

另一方面, Binet–Cauchy公式指出,

det (𝐴𝐵) = det (𝐴) det (𝐵)
= det (𝐵) det (𝐴)
= det (𝐵𝐴).

毕竟,数的乘法是可换的.

为简单地论证公式,我们要三个新事实;为证明这三个新事实的前二个,
我们要一些老的公式.

定理 1.30 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛是不超过 𝑛的正整数,
且互不相同.则

det (𝐴)
= ∑

1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) 𝑠(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛) [𝐴]𝑖1,𝑗1[𝐴]𝑖2,𝑗2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑗𝑛 .

取 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛为 1, 2, ⋯, 𝑛,并注意到 𝑠(1, 2, ⋯ , 𝑛) = 1,有

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛

𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) [𝐴]𝑖1,1[𝐴]𝑖2,2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑛.
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定理 1.38 设 𝑛级阵 𝐴的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别为 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛.设 ℓ1, ℓ2,
⋯, ℓ𝑛是不超过 𝑛的正整数,且互不相同.则

det [𝑎ℓ1 , 𝑎ℓ2 , ⋯ , 𝑎ℓ𝑛] = 𝑠(ℓ1, ℓ2, ⋯ , ℓ𝑛) det (𝐴).

现在,我要开始展现三个新事实了.

定理 1.123 设 𝐶 为 𝑛 × 𝑚阵,且 𝑚 ⩾ 𝑛.设 𝐶 的列 1, 2, ⋯, 𝑚分别为 𝑐1,
𝑐2, ⋯, 𝑐𝑚.设 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛是不超过 𝑚的正整数,且互不相同.设 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛
是 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛的自然排列.则

det [𝑐𝑘1 , 𝑐𝑘2 , ⋯ , 𝑐𝑘𝑛] = 𝑠(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) det [𝑐𝑗1 , 𝑐𝑗2 , ⋯ , 𝑐𝑗𝑛].

证 设 𝑘𝑡 在 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛 的自然排列 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛 里的位置为 𝑓(𝑘𝑡)
(𝑡 = 1, 2, ⋯, 𝑛).注意, 𝑓(𝑗𝑡) = 𝑡.并且,若 𝑘𝑡 < 𝑘𝑣,必有 𝑓(𝑘𝑡) < 𝑓(𝑘𝑣).反过
来,若 𝑓(𝑘𝑡) < 𝑓(𝑘𝑣),必有 𝑘𝑡 < 𝑘𝑣. (我用一个简单的例助您理解.设 𝑚 = 9,
𝑛 = 3.设 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 分别为 8, 9, 6.那么, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 的自然排列 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 是 6,
8, 9.故 𝑓(𝑘1) = 𝑓(𝑗2) = 𝑓(8) = 2, 𝑓(𝑘2) = 𝑓(𝑗3) = 𝑓(9) = 3, 𝑓(𝑘3) = 𝑓(𝑗1) =
𝑓(6) = 1.)从而 sgn (𝑘𝑣 − 𝑘𝑡) = sgn (𝑓(𝑘𝑣) − 𝑓(𝑘𝑡)).

作阵 𝐺 = [𝑐𝑗1 , 𝑐𝑗2 , ⋯ , 𝑐𝑗𝑛].设 𝐺的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别是 𝑔1, 𝑔2, ⋯, 𝑔𝑛.则

[𝑐𝑘1 , 𝑐𝑘2 , ⋯ , 𝑐𝑘𝑛] = [𝑔𝑓(𝑘1), 𝑔𝑓(𝑘2), ⋯ , 𝑔𝑓(𝑘𝑛)].

故

det [𝑐𝑘1 , 𝑐𝑘2 , ⋯ , 𝑐𝑘𝑛] = det [𝑔𝑓(𝑘1), 𝑔𝑓(𝑘2), ⋯ , 𝑔𝑓(𝑘𝑛)]
= 𝑠(𝑓(𝑘1), 𝑓 (𝑘2), ⋯ , 𝑓(𝑘𝑛)) det [𝑔1, 𝑔2, ⋯ , 𝑔𝑛]
= 𝑠(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) det [𝑐𝑗1 , 𝑐𝑗2 , ⋯ , 𝑐𝑗𝑛]. 证毕.

定理 1.124 设 𝐷为 𝑚 × 𝑛阵,且 𝑚 ⩾ 𝑛.设 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛是不超过 𝑚的正
整数,且 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑛.则

det (𝐷(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 ))

= ∑
𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛是

𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛的排列

𝑠(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) [𝐷]𝑘1,1[𝐷]𝑘2,2 ⋯ [𝐷]𝑘𝑛,𝑛.
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证 设

𝐻 = 𝐷(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 ).

不难看出, [𝐻]𝑢,𝑣 = [𝐷]𝑖𝑢,𝑣.
记 𝑓(𝑖𝑡) = 𝑡 (𝑡 = 1, 2, ⋯, 𝑛).设 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛 是 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 的一个排列.

那么, 𝑓(𝑘1), 𝑓(𝑘2), ⋯, 𝑓(𝑘𝑛)是 1, 2, ⋯, 𝑛的一个排列.反过来,若 𝑣1, 𝑣2, ⋯,
𝑣𝑛 是 1, 2, ⋯, 𝑛的一个排列,则 𝑖𝑣1 , 𝑖𝑣2 , ⋯, 𝑖𝑣𝑛 是 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 的一个排列.并
且,若 𝑘𝑡 < 𝑘𝑣,必有 𝑓(𝑘𝑡) < 𝑓(𝑘𝑣).反过来,若 𝑓(𝑘𝑡) < 𝑓(𝑘𝑣),必有 𝑘𝑡 < 𝑘𝑣.从
而 sgn (𝑘𝑣 − 𝑘𝑡) = sgn (𝑓(𝑘𝑣) − 𝑓(𝑘𝑡)).故

det (𝐷(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 ))

= det (𝐻)
= ∑

𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛是
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛的排列

𝑠(𝑓(𝑘1), 𝑓 (𝑘2), ⋯ , 𝑓(𝑘𝑛)) [𝐻]𝑓(𝑘1),1[𝐻]𝑓(𝑘2),2 ⋯ [𝐻]𝑓(𝑘𝑛),𝑛

= ∑
𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛是

𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛的排列

𝑠(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) [𝐷]𝑘1,1[𝐷]𝑘2,2 ⋯ [𝐷]𝑘𝑛,𝑛. 证毕.

定理 1.125 设 𝑛 ⩽ 𝑚.设数 𝑓(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) (其中 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛 过 1, 2,
⋯, 𝑚)适合:若 𝑘𝑝 = 𝑘𝑞 (1 ⩽ 𝑝 < 𝑞 ⩽ 𝑛),则 𝑓(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) = 0.那么

∑
1⩽𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛⩽𝑚

𝑓(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛)

= ∑
1⩽𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛⩽𝑚

𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛互不相同

𝑓(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛)

= ∑
1⩽𝑗1<𝑗2<⋯<𝑗𝑛⩽𝑚

∑
𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛是

𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑛的排列

𝑓(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛).

证 由 𝑓 的性质可知,前一个等式成立.后一个等式也不难.注意到,要
从 𝑚个不同的数里有前后次序地选 𝑛个不同的数 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛,我们可以这
样:先从小到大地从这 𝑚个数里选 𝑛个不同的数 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛,再有前后次序
地作这 𝑛个数的排列 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛.所以后一个等式也成立. 证毕.
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现在,我们证明 Binet–Cauchy公式.

证 设 𝐵的列 1, 2, ⋯, 𝑚分别是 𝑏1, 𝑏2, ⋯, 𝑏𝑚.设 𝐴的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别
是 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛.那么

𝐵𝐴 = [𝐵𝑎1, 𝐵𝑎2, ⋯ , 𝐵𝑎𝑛]

=
⎡⎢⎢⎣

𝑚

∑
𝑘1=1

[𝐴]𝑘1,1𝑏𝑘1 ,
𝑚

∑
𝑘2=1

[𝐴]𝑘2,2𝑏𝑘2 , ⋯ ,
𝑚

∑
𝑘𝑛=1

[𝐴]𝑘𝑛,𝑛𝑏𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎦
.

利用行列式的多线性,有

det (𝐵𝐴)

= det
⎡⎢⎢⎣

𝑚

∑
𝑘1=1

[𝐴]𝑘1,1𝑏𝑘1 ,
𝑚

∑
𝑘2=1

[𝐴]𝑘2,2𝑏𝑘2 , ⋯ ,
𝑚

∑
𝑘𝑛=1

[𝐴]𝑘𝑛,𝑛𝑏𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎦

=
𝑚

∑
𝑘1=1

[𝐴]𝑘1,1 det
⎡⎢⎢⎣
𝑏𝑘1 ,

𝑚

∑
𝑘2=1

[𝐴]𝑘2,2𝑏𝑘2 , ⋯ ,
𝑚

∑
𝑘𝑛=1

[𝐴]𝑘𝑛,𝑛𝑏𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎦

=
𝑚

∑
𝑘1=1

𝑚

∑
𝑘2=1

[𝐴]𝑘1,1[𝐴]𝑘2,2 det
⎡⎢⎢⎣
𝑏𝑘1 , 𝑏𝑘2 , ⋯ ,

𝑚

∑
𝑘𝑛=1

[𝐴]𝑘𝑛,𝑛𝑏𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎦
= ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
= ∑

1⩽𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛⩽𝑚
[𝐴]𝑘1,1[𝐴]𝑘2,2 ⋯ [𝐴]𝑘𝑛,𝑛 det [𝑏𝑘1 , 𝑏𝑘2 , ⋯ , 𝑏𝑘𝑛].

记 𝑓(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) = [𝐴]𝑘1,1[𝐴]𝑘2,2 ⋯ [𝐴]𝑘𝑛,𝑛 det [𝑏𝑘1 , 𝑏𝑘2 , ⋯ , 𝑏𝑘𝑛].根据行
列式的交错性,当 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛中有二个数相同时, 𝑓(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) = 0.

(1)若 𝑛 > 𝑚,则 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛中总有二个相同 (抽屉原理).所以,每一项
都是 0.故 det (𝐵𝐴) = 0.

(2)若 𝑛 ⩽ 𝑚,那么 det (𝐵𝐴)等于

∑
1⩽𝑗1<𝑗2<⋯<𝑗𝑛⩽𝑚

∑
𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛是

𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑛的排列

[𝐴]𝑘1,1[𝐴]𝑘2,2 ⋯ [𝐴]𝑘𝑛,𝑛 det [𝑏𝑘1 , 𝑏𝑘2 , ⋯ , 𝑏𝑘𝑛].

因为 1 ⩽ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑛 ⩽ 𝑚,且 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛是 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛的排列,故

det [𝑏𝑘1 , 𝑏𝑘2 , ⋯ , 𝑏𝑘𝑛] = 𝑠(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) det [𝑏𝑗1 , 𝑏𝑗2 , ⋯ , 𝑏𝑗𝑛],
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从而 det (𝐵𝐴)等于

∑
1⩽𝑗1<𝑗2<⋯<𝑗𝑛⩽𝑚

det [𝑏𝑗1 , 𝑏𝑗2 , ⋯ , 𝑏𝑗𝑛]

⋅ ∑
𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛是

𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑛的排列

𝑠(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) [𝐴]𝑘1,1[𝐴]𝑘2,2 ⋯ [𝐴]𝑘𝑛,𝑛.

注意到

∑
𝑘1,𝑘2,⋯,𝑘𝑛是

𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑛的排列

𝑠(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛) [𝐴]𝑘1,1[𝐴]𝑘2,2 ⋯ [𝐴]𝑘𝑛,𝑛

= det (𝐴(
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 )).

再注意到,因为 1 ⩽ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑛 ⩽ 𝑚,故,由子阵的记号的定义,

[𝑏𝑗1 , 𝑏𝑗2 , ⋯ , 𝑏𝑗𝑛] = 𝐵(
1, 2, ⋯ , 𝑛

𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛).

从而

det (𝐵𝐴)

= ∑
1⩽𝑗1<𝑗2<⋯<𝑗𝑛⩽𝑚

det (𝐵(
1, 2, ⋯ , 𝑛

𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛)) det (𝐴(
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 )).

证毕.
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1.31 杂例
例 1.126 设 𝐴是 𝑛级阵.设 𝑘是数.求证: det (𝑘𝐴) = 𝑘𝑛 det (𝐴).

这里,我展现一个用行列式定义的方法.
不过,先回想定义:

定义 1.22 (行列式) 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).定义 𝐴的行列式

det (𝐴) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

[𝐴]1,1, 𝑛 = 1;
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)), 𝑛 ⩾ 2.

证 我们用数学归纳法证明此事.取数 𝑘.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题

对任何 𝑛级阵 𝐴,

det (𝑘𝐴) = 𝑘𝑛 det (𝐴).

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
𝑃 (1)是正确的.任取 1级阵 𝐴 = [𝑎].那么, 𝑘𝐴 = [𝑘𝑎].所以,

det (𝑘𝐴) = 𝑘𝑎 = 𝑘1 det (𝐴).

现在, 我们假定 𝑃 (𝑚 − 1) 是正确的. 我们要证 𝑃 (𝑚) 也是正确的. 任取
𝑚级阵 𝐴.按 𝑘𝐴的列 1展开,有

det (𝑘𝐴) =
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝑘𝐴]𝑖,1 det ((𝑘𝐴)(𝑖|1))

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1𝑘[𝐴]𝑖,1 det ((𝑘𝐴)(𝑖|1)).

注意到,每个 (𝑘𝐴)(𝑖|1)都是𝑚−1级阵.并且,不难验证, (𝑘𝐴)(𝑖|1) = 𝑘(𝐴(𝑖|1)).
从而,根据假定,

det ((𝑘𝐴)(𝑖|1)) = 𝑘𝑚−1 det (𝐴(𝑖|1)).
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所以

det (𝑘𝐴) =
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1𝑘[𝐴]𝑖,1𝑘𝑚−1 det (𝐴(𝑖|1))

= 𝑘𝑘𝑚−1
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1))

= 𝑘𝑚 det (𝐴).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

当然,本题也有其他的解法.若您适当地运用行列式的性质,您或许能较
简单地解此题.

在讲后一个例前,我有必要提及阵的新记号.

定义 1.127 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷分别是 𝑚 × 𝑠, 𝑛 × 𝑠, 𝑚 × 𝑡, 𝑛 × 𝑡阵.我们约定,
记号

[
𝐴 𝐶
𝐵 𝐷]

表示一个 (𝑚 + 𝑛) × (𝑠 + 𝑡)-阵𝑀 ,且对任何不超过 𝑚 + 𝑛的正整数 𝑖与不超过
𝑠 + 𝑡的正整数 𝑗,

[𝑀]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑖 ⩽ 𝑚, 𝑗 ⩽ 𝑠;
[𝐵]𝑖−𝑚,𝑗 , 𝑖 > 𝑚, 𝑗 ⩽ 𝑠;
[𝐶]𝑖,𝑗−𝑠, 𝑖 ⩽ 𝑚, 𝑗 > 𝑠;
[𝐷]𝑖−𝑚,𝑗−𝑠, 𝑖 > 𝑚, 𝑗 > 𝑠.

比如,设

𝐴 =
[

10 12 14
11 13 15]

,

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

16 20 24
17 21 25
18 22 26
19 23 27

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,
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𝐶 =
[

28 30 32 34 36
29 31 33 35 37]

,

𝐷 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

38 42 46 50 54
39 43 47 51 55
40 44 48 52 56
41 45 49 53 57

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则

[
𝐴 𝐶
𝐵 𝐷]

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

10 12 14 28 30 32 34 36
11 13 15 29 31 33 35 37
16 20 24 38 42 46 50 54
17 21 25 39 43 47 51 55
18 22 26 40 44 48 52 56
19 23 27 41 45 49 53 57

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

设 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷分别是 𝑚 × 𝑠, 𝑛 × 𝑠, 𝑚 × 𝑡, 𝑛 × 𝑡阵.再设

𝑀 =
[

𝐴 𝐶
𝐵 𝐷]

.

不难验证,若 𝑖 ⩽ 𝑚,且 𝑗 ⩽ 𝑠,则

𝑀(𝑖|𝑗) =
[

𝐴(𝑖|𝑗) 𝐶(𝑖|)
𝐵(|𝑗) 𝐷 ]

,

其中 𝐵(|𝑗) 表示去除 𝐵 的列 𝑗 后得到的阵 (不去除它的行), 𝐶(𝑖|) 表示去除
𝐶 的行 𝑖后得到的阵 (不去除它的列).

例 1.128 设 𝐴, 𝐷分别是 𝑛, 𝑡级阵.设 𝐶 是 𝑛 × 𝑡阵.求证:

det
[

𝐴 𝐶
0 𝐷]

= det (𝐴) det (𝐷),

其中左下角的 0指 𝑡 × 𝑛零阵.

我还是用定义解此题.若您学过 “按多列 (行)展开行列式”,您或许能较
简单地解此题.
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证 我们用数学归纳法证明此事.取 𝑡级阵 𝐷.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题

对任何 𝑛级阵 𝐴,任何 𝑛 × 𝑡阵 𝐶 ,

det
[

𝐴 𝐶
0 𝐷]

= det (𝐴) det (𝐷),

其中左下角的 0指 𝑡 × 𝑛零阵.

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
𝑃 (1)是正确的.设 𝐴 = [𝑎].记

𝐽 =
[

𝐴 𝐶
0 𝐷]

,

其中左下角的 0指 𝑡 × 1零阵.则

det (𝐽 )

=
1+𝑡

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐽 ]𝑖,1 det (𝐽 (𝑖|1))

=
1

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐽 ]𝑖,1 det (𝐽 (𝑖|1)) +
1+𝑡

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1[𝐽 ]𝑖,1 det (𝐽 (𝑖|1))

= (−1)1+1[𝐽 ]1,1 det (𝐽 (1|1)) +
1+𝑡

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+10 det (𝐽 (𝑖|1))

= [𝐴]1,1 det (𝐷)
= det (𝐴) det (𝐷).

现在, 我们假定 𝑃 (𝑚 − 1) 是正确的. 我们要证 𝑃 (𝑚) 也是正确的. 任取
𝑚级阵 𝐴.记

𝑀 =
[

𝐴 𝐶
0 𝐷]

,



1.31 杂例 131

其中左下角的 0指 𝑡 × 𝑚零阵.则

det (𝑀)

=
𝑚+𝑡

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝑀]𝑖,1 det (𝑀(𝑖|1))

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝑀]𝑖,1 det (𝑀(𝑖|1)) +
𝑚+𝑡

∑
𝑖=𝑚+1

(−1)𝑖+1[𝑀]𝑖,1 det (𝑀(𝑖|1))

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝑀(𝑖|1)) +
𝑚+𝑡

∑
𝑖=𝑚+1

(−1)𝑖+10 det (𝑀(𝑖|1))

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝑀(𝑖|1)).

注意到, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚时,

𝑀(𝑖|1) =
[

𝐴(𝑖|1) 𝐶(𝑖|)
0 𝐷 ]

,

其中左下角的 0指 𝑡 × (𝑚 − 1)零阵.根据假定,

det (𝑀(𝑖|1)) = det (𝐴(𝑖|1)) det (𝐷).

从而

det (𝑀) =
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)) det (𝐷)

=
(

𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1))
)

det (𝐷)

= det (𝐴) det (𝐷).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.
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1.32 La lasta leciono
注 本节是选学内容. 不学本节不影响理解任何必学内容 (也就是, 未

被声明为 “选学内容”的节).

这是 “最后一课”, la lasta leciono.
这是好的!您学完了本章.我的行列式课程完了.您可能会想: “我还能再

学些什么?” 我认为, 这个问题, 难回答: 毕竟, 行列式只是一个工具而已. 比
如,学完我的课程后,可以进一步地学习线性代数.
若您想见别的文献,以下的说明或许对您是有用的.
习惯地, 几乎每一个 (说汉语的) 作者都说 “矩阵”, 而不是 “阵” (当然,

“方阵”是一个例外).
习惯地,人们叫一个 1 × 𝑛阵为一个行向量,叫一个 𝑚 × 1阵为一个列向

量.行向量与列向量可被统一地叫作向量.不过,当初我写作时,不想给您多
的挑战,故我未正式地引入 “向量”二字.
我一般表 𝐴的 (𝑖, 𝑗)-元以 [𝐴]𝑖,𝑗 .此记号自然是准确的;并且,我们甚至可

自由地代括号里的单文字 𝐴以复杂的文字,如 3𝐴 + 4𝐵 (当 𝐴, 𝐵是同尺寸的
阵时),且方便地作计算:

[3𝐴 + 4𝐵]𝑖,𝑗 = [3𝐴]𝑖,𝑗 + [4𝐵]𝑖,𝑗 = 3[𝐴]𝑖,𝑗 + 4[𝐵]𝑖,𝑗 .

其实,习惯地,多的作者不用记号 [𝐴]𝑖,𝑗 ,而用较简单的记号 𝑎𝑖𝑗 (注意到,
这儿没有逗号):

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 [𝐴]1,2 ⋯ [𝐴]1,𝑛
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]2,𝑛

⋮ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑚,1 [𝐴]𝑚,2 ⋯ [𝐴]𝑚,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

于是, 在此写法下, 𝐴 的 (2, 3)-元是 𝑎23, 𝐵 的 (4, 2)-元是 𝑏42 但是, 若 𝑖, 𝑗 的
一个不能被 “单文字” 表示, 则逗号仍被用: 比如, 𝐶 的 (11, 9)-元是 𝑐11,9. 并
且,这个记号,要求阵被 “单文字”表示.比如,设 𝐴, 𝐵分别是 𝑚 × 𝑠, 𝑠 × 𝑛阵.
习惯地,不写 𝐴𝐵 的 (𝑖, 𝑗)-元为 𝑎𝑏𝑖𝑗 (因为, 𝑎𝑏𝑖𝑗 ,习惯地,会被理解为一个数 𝑎
跟 𝐵 的 (𝑖, 𝑗)-元 𝑏𝑖𝑗 的积),而记 𝐶 = 𝐴𝐵 (也就是,为 𝐴𝐵 取 “小名” 𝐶),再说
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𝐴𝐵的 (𝑖, 𝑗)-元

𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + ⋯ + 𝑎𝑖𝑠𝑏𝑠𝑗 .

一些作者不用括号 [ ],而用括号 ( ),以包围数表,作成一个阵:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

一些作者用大写拉丁字母 𝑂表示一个零阵.
一些作者用大写拉丁字母 𝐸 表示一个单位阵.一些作者用数字 1表示

一个单位阵.
一些作者用加粗的文字表示阵.具体地,他们写 𝑨, 𝑩, 𝑪 , 𝑬, 𝑰 , 𝟏, 𝑶, 𝟎, 𝒙,

⋯,而不是 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐸, 𝐼 , 1, 𝑂, 0, 𝑥, ⋯.这好地区分了阵与不是阵的对象.不
过,加粗的文字不便被我们写,故此类记号一般是印刷专用的.
一些作者,习惯地,写一个方阵 𝐴的行列式 det (𝐴)为 |𝐴|.若 𝐴的元被

具体地写出,则有记号
|
|
|
|
|
||

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
||

=

|
|
|
|
|
||

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

|
|
|
|
|
||

= det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

其实,历史地,行列式比阵早出现;于是,行列式有专门的竖线记号.
一些作者讲行列式时,会提及 “余子式”与 “代数余子式”.通俗地,一个
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方阵 𝐴的 (𝑖, 𝑗)-元 𝑎𝑖,𝑗 的余子式𝑀𝑖,𝑗 ,是行列式

|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

𝑎1,1 ⋯ 𝑎1,𝑗−1 𝑎1,𝑗+1 ⋯ 𝑎1,𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑖−1,1 ⋯ 𝑎𝑖−1,𝑗−1 𝑎𝑖−1,𝑗+1 ⋯ 𝑎𝑖−1,𝑛
𝑎𝑖+1,1 ⋯ 𝑎𝑖+1,𝑗−1 𝑎𝑖+1,𝑗+1 ⋯ 𝑎𝑖+1,𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛,1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑗−1 𝑎𝑛,𝑗+1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

.

一个方阵 𝐴 的 (𝑖, 𝑗)-元 𝑎𝑖,𝑗 的代数余子式 𝐴𝑖,𝑗 (一些作者记其为 𝐶𝑖,𝑗), 是
(−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖,𝑗 .于是,不难看出,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖, 𝑗,

|𝐴| = (−1)𝑖+1𝑎𝑖,1𝑀𝑖,1 + (−1)𝑖+2𝑎𝑖,2𝑀𝑖,2 + ⋯ + (−1)𝑖+𝑛𝑎𝑖,𝑛𝑀𝑖,𝑛

= (−1)1+𝑗𝑎1,𝑗𝑀1,𝑗 + (−1)2+𝑗𝑎2,𝑗𝑀2,𝑗 + ⋯ + (−1)𝑛+𝑗𝑎𝑛,𝑗𝑀𝑛,𝑗 ,

或

|𝐴| = 𝑎𝑖,1𝐴𝑖,1 + 𝑎𝑖,2𝐴𝑖,2 + ⋯ + 𝑎𝑖,𝑛𝐴𝑖,𝑛

= 𝑎1,𝑗𝐴1,𝑗 + 𝑎2,𝑗𝐴2,𝑗 + ⋯ + 𝑎𝑛,𝑗𝐴𝑛,𝑗 .

我没有讲这二个概念,因为我引入了子阵及其记号 (一些作者不介绍表示子
阵的记号).其实,余子式就是子阵的行列式: 𝑀𝑖,𝑗 = det (𝐴(𝑖|𝑗)).这么看来,我
不必引入余子式,也不必引入代数余子式了.并且,我 “不想给您多的挑战”.
一些作者写方阵 𝐴的古伴 adj (𝐴)为 𝐴∗,且叫 “古伴” (即 “古典伴随阵”)

为 “伴随” “伴随阵”.
我希望,这些说明,可助您适应其他的文献上的符号.
最后,我想说,行列式并不只是代数的工具.行列式在微积分与几何里也

是有用的;您可以去相关的文献里找到更多的讨论.
我就说这么多.再见.
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本章,我们研究 2元 2次式.

135
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A.1 准备
为方便,定义

|
|
|
||

𝑎1,1 𝑎1,2 𝑎1,3
𝑎2,1 𝑎2,2 𝑎2,3
𝑎3,1 𝑎3,2 𝑎3,3

|
|
|
||

= 𝑎1,1𝑎2,2𝑎3,3 + 𝑎1,2𝑎2,3𝑎3,1 + 𝑎1,3𝑎2,1𝑎3,2

− 𝑎1,1𝑎2,3𝑎3,2 − 𝑎1,2𝑎2,1𝑎3,3 − 𝑎1,3𝑎2,2𝑎3,1.

可用此法助记此式.此式含 6项,每一项都是不同行不同列的 3个数的积.我
们在原 3行 3列的数表的右侧复写它,作成一个 3行 6列的数表.由左上至
右下的对角线 (实线)上的数的积的和减由右上至左下的对角线 (虚线)上的
数的积的和即为得数.

𝑎1,1 𝑎1,2 𝑎1,3 𝑎1,1 𝑎1,2 𝑎1,3

𝑎2,1 𝑎2,2 𝑎2,3 𝑎2,1 𝑎2,2 𝑎2,3

𝑎3,1 𝑎3,2 𝑎3,3 𝑎3,1 𝑎3,2 𝑎3,3

+ + + − − −

本章的 “数”都是复数.这是因为,在我们的讨论里,我们要 “开根”,而不
是所有的实数都能 (在实数里)开根 (比如,不存在实数 𝑥使 𝑥2 = −1).但是,
我们总可以在复数里开根.具体地,

定理 A.1 设 𝑧是复数.存在复数 𝑤使 𝑤2 = 𝑧.

有时,我们还要 “开立方根”.我们在中学里知道,每一个实数都能 (在实
数里)开立方根.不过,进一步地,我们也有

定理 A.2 设 𝑧是复数.存在复数 𝑣使 𝑣3 = 𝑧.

在此,我就不证明这二个定理了.就像在中学时,您接受 “对任何的非负
实数 𝑦,必有非负实数 𝑥使 𝑥2 = 𝑦”与 “对任何的实数 𝑦,必有实数 𝑢使 𝑢3 = 𝑦”
那样,您也接受它们就好.我们要讨论的内容并不依赖它们如何被论证.
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下面,我展现一些我们要用到的恒等式.

定理 A.3 设 𝑎, 𝑏, 𝑥是复数,且 𝑎 ≠ 0.则

𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 = (𝑎𝑥 + 𝑏)2 − 𝑏2

𝑎 .

特别,取 𝑎 = 1,知

𝑥2 + 2𝑏𝑥 = (𝑥 + 𝑏)2 − 𝑏2.

证
(𝑎𝑥 + 𝑏)2 − 𝑏2

𝑎 = (𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑏)(𝑎𝑥 + 𝑏 − 𝑏)
𝑎

= (𝑎𝑥 + 2𝑏)𝑎𝑥
𝑎

= (𝑎𝑥 + 2𝑏)𝑥
= 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥. 证毕.

定理 A.4 设 𝑎, 𝑏是复数.则

𝑎3 ± 𝑏3 = (𝑎 ± 𝑏)(𝑎2 ∓ 𝑎𝑏 + 𝑏2).

证

𝑎3 − 𝑏3 = 𝑎3 − 𝑎𝑏2 + 𝑎𝑏2 − 𝑏3

= 𝑎(𝑎2 − 𝑏2) + (𝑎 − 𝑏)𝑏2

= (𝑎 − 𝑏)𝑎(𝑎 + 𝑏) + (𝑎 − 𝑏)𝑏2

= (𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2).

最后,换 𝑏为 −𝑏,即得另一个公式. 证毕.

定理 A.5 设 𝜔 = (−1 + i√3)/2.则 𝜔2 + 𝜔 = −1,且 𝜔3 = 1.

证 注意到 2𝜔 + 1 = i√3.平方,可知

4𝜔2 + 4𝜔 + 1 = −3.
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整理,即知.
最后,注意到 1 = 12 = 13, 𝜔 = 𝜔 ⋅ 1,故

𝜔3 = 1 + (𝜔3 − 13) = 1 + (𝜔 − 1)(𝜔2 + 𝜔 ⋅ 1 + 12) = 1. 证毕.

定理 A.6 设 𝑎, 𝑏是复数.则

𝑎3 ± 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 ± 𝑏3 = (𝑎 ± 𝑏)3.

证

𝑎3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 + 𝑏3

= 𝑎3 + 𝑏3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2

= (𝑎 + 𝑏)(𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2) + (𝑎 + 𝑏)(3𝑎𝑏)
= (𝑎 + 𝑏)(𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2)
= (𝑎 + 𝑏)3.

最后,换 𝑏为 −𝑏,即得另一个公式. 证毕.

定理 A.7 设 𝑎, 𝑏, 𝑐是复数.设 𝜔 = (−1 + i√3)/2.则

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 − 3𝑎𝑏𝑐 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑐𝑎)
= (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝜔𝑏 + 𝜔2𝑐)(𝑎 + 𝜔2𝑏 + 𝜔𝑐).

证

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 − 3𝑎𝑏𝑐
= 𝑎3 + ((𝑏 + 𝑐)3 − 3𝑏2𝑐 − 3𝑏𝑐2) − 3𝑎𝑏𝑐
= 𝑎3 + (𝑏 + 𝑐)3 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(3𝑏𝑐)
= (𝑎 + (𝑏 + 𝑐))(𝑎2 − 𝑎(𝑏 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑐)2) − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(3𝑏𝑐)
= (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑐𝑎).
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注意到

4(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑐𝑎)
= 4(𝑎2 − 𝑎(𝑏 + 𝑐) + (𝑏2 − 𝑏𝑐 + 𝑐2))
= (2𝑎)2 − 2 ⋅ 2𝑎 ⋅ (𝑏 + 𝑐) + 4(𝑏2 − 𝑏𝑐 + 𝑐2)
= (2𝑎 − 𝑏 − 𝑐)2 − (𝑏 + 𝑐)2 + (4𝑏2 − 4𝑏𝑐 + 4𝑐2)
= (2𝑎 − 𝑏 − 𝑐)2 + 3(𝑏2 − 2𝑏𝑐 + 𝑐2)
= (2𝑎 − 𝑏 − 𝑐)2 − (2𝜔 + 1)2(𝑏 − 𝑐)2

= (2𝑎 − 𝑏 − 𝑐 + (2𝜔 + 1)(𝑏 − 𝑐))(2𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − (2𝜔 + 1)(𝑏 − 𝑐))
= (2𝑎 + 2𝜔𝑏 − 2(𝜔 + 1)𝑐)(2𝑎 − 2(𝜔 + 1)𝑏 + 2𝜔𝑐)
= 4(𝑎 + 𝜔𝑏 + 𝜔2𝑐)(𝑎 + 𝜔2𝑏 + 𝜔𝑐),

故

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 − 3𝑎𝑏𝑐
= (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑐𝑎)
= (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝜔𝑏 + 𝜔2𝑐)(𝑎 + 𝜔2𝑏 + 𝜔𝑐). 证毕.

定理 A.8 设 𝑥, 𝑏, 𝑐是复数.设 𝜔 = (−1 + i√3)/2.则

𝑥3 − 3𝑏𝑐𝑥 − (𝑏3 + 𝑐3) = (𝑥 − (𝑏 + 𝑐))(𝑥 − (𝜔𝑏 + 𝜔2𝑐))(𝑥 − (𝜔2𝑏 + 𝜔𝑐)).

证 代上个定理的 𝑎, 𝑏, 𝑐以 𝑥, −𝑏, −𝑐. 证毕.

上个定理允许我们解缺 2次项的 1元 3次方程.
具体地,设 𝐴𝑥3 + 𝐶𝑥 + 𝐷 = 0是缺 2次项的 1元 3次方程 (𝐴 ≠ 0).以 𝐴

除方程的二侧,有

𝑥3 + 𝐶′𝑥 + 𝐷′ = 0,

其中 𝐶′ = 𝐶/𝐴, 𝐷′ = 𝐷/𝐴.若 𝐶′ = 0,这就是开立方根问题.下设 𝐶′ ≠ 0.
考虑方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

−3𝑢𝑣 = 𝐶′,
−(𝑢3 + 𝑣3) = 𝐷′.
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若我们能找到一个解 𝑢 = 𝑢0, 𝑣 = 𝑣0,取 𝑏, 𝑐为 𝑢0, 𝑣0.则

𝑥3 + 𝐶′𝑥 + 𝐷′ = 𝑥3 − 3𝑏𝑐𝑥 − (𝑏3 + 𝑐3)
= (𝑥 − (𝑏 + 𝑐))(𝑥 − (𝜔𝑏 + 𝜔2𝑐))(𝑥 − (𝜔2𝑏 + 𝜔𝑐)).

这样,我们就找到了 𝑥3 + 𝐶′𝑥 + 𝐷′ = 0的解.
现在,我们只要解方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

−3𝑢𝑣 = 𝐶′,
−(𝑢3 + 𝑣3) = 𝐷′.

我们先考虑,若 𝑢 = 𝑢0, 𝑣 = 𝑣0是一个解,它应适合什么性质.既然 𝐶′ ≠ 0,且
−3𝑢0𝑣0 = 𝐶′,故 𝑣0 = − 𝐶′

3𝑢0
.从而

−𝑢3
0 + (𝐶′)3

27𝑢3
0

= 𝐷′.

故 𝑢3
0是 1元 2次方程

𝑧2 + 𝐷′𝑧 − (𝐶′)3

27 = 0

的解.
我们熟知, 1元 2次方程总有一个解.于是,我们设复数 𝑧0适合

𝑧2
0 + 𝐷′𝑧0 − (𝐶′)3

27 = 0.

开立方根,可知,存在一个复数 𝑏使 𝑏3 = 𝑧0.再记 𝑐 = −𝐶′

3𝑏 .不难验证,这么取
的 𝑏, 𝑐适合 −3𝑏𝑐 = 𝐶′,且 −(𝑏3 + 𝑐3) = 𝐷′.

定理 A.9 作适当的换元,每一个 1元 3次方程都可被变为缺 2次项的
方程.

证 取 1元 3次方程 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷 = 0.代 𝑥以 𝑦 − 𝐵
3𝐴 ,有

𝐴𝑦3 + (𝐶 − 𝐵2

3𝐴) 𝑦 + 𝐷 + 2𝐵3

27𝐴2 − 𝐵𝐶
3𝐴 = 0. 证毕.

所以,理论地,我们可解任何一个 1元 3次方程.不过,这个解方程的方
法是复杂的,故我们一般不用它.
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A.2 2元 2次式
设 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷, 𝐸, 𝐹 为复数.形如

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹

的式是一个 2元 ⩽2次式.若 𝐴, 𝐵, 𝐶 至少有一个不是 0,我们说, 𝑓(𝑥, 𝑦)是一
个 2元 2次式.若 𝐴, 𝐵, 𝐶 全为 0,我们说, 𝑓(𝑥, 𝑦)是一个 2元 ⩽1次式.若 𝐴,
𝐵, 𝐶 全为 0,但 𝐷, 𝐸 至少有一个不是 0,我们说, 𝑓(𝑥, 𝑦)是一个 2元 1次式.
若 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷, 𝐸 都是 0,我们说, 𝑓(𝑥, 𝑦)是一个常数.

定理 A.10 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷, 𝐸, 𝐹 为复数.设 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 +
2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 .那么,当 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷, 𝐸, 𝐹 全为 0时,对任何的复数对 (𝑧, 𝑤),
𝑓(𝑧, 𝑤) = 0.反过来,若对任何的复数对 (𝑧, 𝑤), 𝑓(𝑧, 𝑤) = 0,则 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷, 𝐸,
𝐹 全为 0.

证 前一部分是显然的,因为 0跟任何数的积都是 0.我们看后一部分.
假定, 对任何的复数对 (𝑧, 𝑤), 𝑓(𝑧, 𝑤) = 0. 因为 𝑓(0, 0) = 0, 故 𝐹 = 0.

因为 𝑓(1, 0) = 𝐴 + 2𝐷 + 𝐹 = 𝐴 + 2𝐷 = 0, 且 𝑓(−1, 0) = 𝐴 − 2𝐷 + 𝐹 =
𝐴 − 2𝐷 = 0, 故 𝐴 = 𝐷 = 0. 因为 𝑓(0, 1) = 𝐶 + 2𝐸 + 𝐹 = 𝐶 + 2𝐸 = 0,
且 𝑓(0, −1) = 𝐶 − 2𝐸 + 𝐹 = 𝐶 − 2𝐸 = 0, 故 𝐶 = 𝐸 = 0. 最后, 因为
𝑓(1, 1) = 𝐴 + 2𝐵 + 𝐶 + 2𝐷 + 2𝐸 + 𝐹 = 2𝐵 = 0,故 𝐵 = 0. 证毕.

定理 A.11 设 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐷1, 𝐷2, 𝐸1, 𝐸2, 𝐹1, 𝐹2都是复数.设
𝑓𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑖𝑥2 + 2𝐵𝑖𝑥𝑦 + 𝐶𝑖𝑦2 + 2𝐷𝑖𝑥 + 2𝐸𝑖𝑦 + 𝐹𝑖 (𝑖 = 1, 2).那么, “对任何
复数对 (𝑧, 𝑤),必 𝑓1(𝑧, 𝑤) = 𝑓2(𝑧, 𝑤)”相当于 “𝐴1 = 𝐴2, 𝐵1 = 𝐵2, 𝐶1 = 𝐶2,
𝐷1 = 𝐷2, 𝐸1 = 𝐸2, 𝐹1 = 𝐹2”.

证 设

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦) − 𝑓2(𝑥, 𝑦)
= (𝐴1 − 𝐴2)𝑥2 + 2(𝐵1 − 𝐵2)𝑥𝑦 + (𝐶1 − 𝐶2)𝑦2

+ 2(𝐷1 − 𝐷2)𝑥 + 2(𝐸1 − 𝐸2)𝑦 + (𝐹1 − 𝐹2).

施上个定理于 𝑔(𝑥, 𝑦)即可. 证毕.
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定义 A.12 设 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 .定义 𝑓(𝑥, 𝑦)
的判别式

𝛥 =
|
|
|
||

𝐴 𝐵 𝐷
𝐵 𝐶 𝐸
𝐷 𝐸 𝐹

|
|
|
||

= 𝐴𝐶𝐹 + 𝐵𝐸𝐷 + 𝐷𝐵𝐸 − 𝐴𝐸𝐸 − 𝐵𝐵𝐹 − 𝐷𝐶𝐷
= 𝐴𝐶𝐹 + 2𝐵𝐸𝐷 − (𝐴𝐸2 + 𝐶𝐷2 + 𝐹 𝐵2).

2元 ⩽2次式 𝑓(𝑥, 𝑦)的判别式是否为 0与是否可写 𝑓(𝑥, 𝑦)为二个 2元
⩽1次式的积有关.

定理 A.13 设 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3)(𝑎4𝑥 + 𝑎5𝑦 + 𝑎6).则 𝑓(𝑥, 𝑦)的判
别式为 0.

证 展开 𝑓(𝑥, 𝑦),有

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 ,

其中

𝐴 = 𝑎1𝑎4, 𝐶 = 𝑎2𝑎5, 𝐹 = 𝑎3𝑎6,
2𝐵 = 𝑎1𝑎5 + 𝑎2𝑎4,
2𝐷 = 𝑎1𝑎6 + 𝑎3𝑎4,
2𝐸 = 𝑎2𝑎6 + 𝑎3𝑎5.

从而

𝛥 = 𝐴𝐶𝐹 + 2𝐵𝐸𝐷 − (𝐴𝐸2 + 𝐶𝐷2 + 𝐹 𝐵2)

= 1
4(4𝐴𝐶𝐹 + 2𝐵 ⋅ 2𝐸 ⋅ 2𝐷) − 1

4(𝐴(2𝐸)2 + 𝐶(2𝐷)2 + 𝐹 (2𝐵)2)

= 1
4(4𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5𝑎6 + 𝑎2𝑎2

3𝑎5𝑎2
4 + 𝑎2

2𝑎3𝑎6𝑎2
4 + 𝑎1𝑎2

3𝑎2
5𝑎4 + 𝑎1𝑎2

2𝑎2
6𝑎4

+ 2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎5𝑎6𝑎4 + 𝑎2
1𝑎2𝑎5𝑎2

6 + 𝑎2
1𝑎3𝑎2

5𝑎6)

− 1
4(𝑎1𝑎2

3𝑎4𝑎2
5 + 2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎6𝑎5 + 𝑎1𝑎2

2𝑎4𝑎2
6
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+ 𝑎2𝑎2
3𝑎5𝑎2

4 + 2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎5𝑎6𝑎4 + 𝑎2
1𝑎2𝑎5𝑎2

6

+ 𝑎2
2𝑎3𝑎6𝑎2

4 + 2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎5𝑎6𝑎4 + 𝑎2
1𝑎3𝑎2

5𝑎6)
= 0. 证毕.

定理 A.14 设 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 的判别式
为 0.则存在复数 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6使

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3)(𝑎4𝑥 + 𝑎5𝑦 + 𝑎6).

证 设

𝛥 = 𝐴𝐶𝐹 + 2𝐵𝐸𝐷 − (𝐴𝐸2 + 𝐶𝐷2 + 𝐹 𝐵2) = 0.

我们分类讨论.
(1) 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 0.则

𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 = (0𝑥 + 0𝑦 + 1)(2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 ).

(2) 𝐴 = 𝐶 = 0,但 𝐵 ≠ 0.则

𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝐵𝑥𝑦 + 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹

= 2
𝐵 (𝐵𝑥 ⋅ 𝐵𝑦 + 𝐷 ⋅ 𝐵𝑥 + 𝐸 ⋅ 𝐵𝑦) + 𝐹

= 2
𝐵 (𝐵𝑥 ⋅ 𝐵𝑦 + 𝐷 ⋅ 𝐵𝑥 + 𝐸 ⋅ 𝐵𝑦 + 𝐷𝐸 − 𝐷𝐸) + 𝐹

= 2
𝐵 (𝐵𝑥 ⋅ 𝐵𝑦 + 𝐷 ⋅ 𝐵𝑥 + 𝐸 ⋅ 𝐵𝑦 + 𝐷𝐸) − 2

𝐵 ⋅ 𝐷𝐸 + 𝐹

= 2
𝐵 (𝐵𝑥 + 𝐸)(𝐵𝑦 + 𝐷) − 2𝐸𝐷 − 𝐹 𝐵

𝐵
= (1𝑥 + 0𝑦 + 𝐸

𝐵 ) (0𝑥 + 2𝐵𝑦 + 2𝐷) − 2𝐵𝐸𝐷 − 𝐹 𝐵2

𝐵2 .

因为 𝛥 = 0,且 𝐴 = 𝐶 = 0,故

𝛥 = 0 + 2𝐵𝐸𝐷 − (0 + 0 + 𝐹 𝐵2) = 2𝐵𝐸𝐷 − 𝐹 𝐵2 = 0.

从而

𝑓(𝑥, 𝑦) = (1𝑥 + 0𝑦 + 𝐸
𝐵 ) (0𝑥 + 2𝐵𝑦 + 2𝐷).
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(3) 𝐴 ≠ 0.则
𝑓(𝑥, 𝑦)

= 𝐴𝑥2 + 2(𝐵𝑦 + 𝐷)𝑥 + (𝐶𝑦2 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 )

= (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷)2 − (𝐵𝑦 + 𝐷)2

𝐴 + (𝐶𝑦2 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 )

= 1
𝐴(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷)2 + 1

𝐴((𝐴𝐶 − 𝐵2)𝑦2 + 2(𝐴𝐸 − 𝐵𝐷)𝑦) + 𝐴𝐹 − 𝐷2

𝐴 .

我们要进一步地分类讨论.
(3.1) 𝐴𝐶 − 𝐵2 = 0.此时, 𝐶 = 𝐵2

𝐴 .故

𝛥 = 𝐴 ⋅ 𝐵2

𝐴 ⋅ 𝐹 + 2𝐵𝐸𝐷 − 𝐴𝐸2 − 𝐵2𝐷2

𝐴 − 𝐹 𝐵2

= − 1
𝐴(𝐴2𝐸2 − 2𝐴𝐸𝐵𝐷 + 𝐵2𝐷2)

= − 1
𝐴(𝐴𝐸 − 𝐵𝐷)2.

因为 𝛥 = 0,故 𝐴𝐸 − 𝐵𝐷 = 0.从而

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷)2 − (𝐷2 − 𝐴𝐹 )
𝐴 .

设复数 𝑑 适合 𝑑2 = 𝐷2 − 𝐴𝐹 .则
𝑓(𝑥, 𝑦) = 1

𝐴(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷 + 𝑑)(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷 − 𝑑);

也就是,

𝑓(𝑥, 𝑦) = (1𝑥 + 𝐵
𝐴𝑦 + 𝐷 + 𝑑

𝐴 ) (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + (𝐷 − 𝑑)).

(3.2) 𝐴𝐶 − 𝐵2 ≠ 0.此时
(𝐴𝐶 − 𝐵2)𝑦2 + 2(𝐴𝐸 − 𝐵𝐷)𝑦

= 1
𝐴𝐶 − 𝐵2 ((𝐴𝐶 − 𝐵2)𝑦 + (𝐴𝐸 − 𝐵𝐷))2 − (𝐴𝐸 − 𝐵𝐷)2

𝐴𝐶 − 𝐵2 .

所以

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷)2

𝐴 − ((𝐵2 − 𝐴𝐶)𝑦 + (𝐵𝐷 − 𝐴𝐸))2

𝐴(𝐵2 − 𝐴𝐶)

+ 𝐴𝐹 − 𝐷2

𝐴 − (𝐴𝐸 − 𝐵𝐷)2

𝐴(𝐴𝐶 − 𝐵2)
;
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也就是,

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷)2

𝐴 − ((𝐵2 − 𝐴𝐶)𝑦 + (𝐵𝐷 − 𝐴𝐸))2

𝐴(𝐵2 − 𝐴𝐶)
+ 𝛥

𝐴𝐶 − 𝐵2 .

因为 𝛥 = 0,故

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷)2

𝐴 − ((𝐵2 − 𝐴𝐶)𝑦 + (𝐵𝐷 − 𝐴𝐸))2

𝐴(𝐵2 − 𝐴𝐶)
.

设复数 𝑒适合 𝑒2 = 𝐵2 − 𝐴𝐶 .设 𝑓 = 𝐵𝐷−𝐴𝐸
𝑒 .则

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷)2

𝐴 − (𝑒2𝑦 + 𝑒𝑓)2

𝐴𝑒2

= (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷)2

𝐴 − (𝑒𝑦 + 𝑓)2

𝐴
= 1

𝐴(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷 + 𝑒𝑦 + 𝑓)(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐷 − 𝑒𝑦 − 𝑓)

= (1𝑥 + 𝐵 + 𝑒
𝐴 𝑦 + 𝐷 + 𝑓

𝐴 ) (𝐴𝑥 + (𝐵 − 𝑒)𝑦 + (𝐷 − 𝑓)).

(4) 𝐶 ≠ 0.则

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑦2 + 2𝐵𝑦𝑥 + 𝐴𝑥2 + 2𝐸𝑦 + 2𝐷𝑥 + 𝐹 .

考虑 2元 ⩽2次式

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐴𝑦2 + 2𝐸𝑥 + 2𝐷𝑦 + 𝐹 .

换句话说,对任何复数对 (𝑧, 𝑤),

𝑔(𝑧, 𝑤) = 𝑓(𝑤, 𝑧).

我们计算 𝑔(𝑥, 𝑦)的判别式:

𝛥′ =
|
|
|
||

𝐶 𝐵 𝐸
𝐵 𝐴 𝐷
𝐸 𝐷 𝐹

|
|
|
||

= 𝐶𝐴𝐹 + 2𝐵𝐷𝐸 − (𝐶𝐷2 + 𝐴𝐸2 + 𝐹 𝐵2)
= 𝐴𝐶𝐹 + 2𝐵𝐸𝐷 − (𝐴𝐸2 + 𝐶𝐷2 + 𝐹 𝐵2)
= 𝛥.
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从而,由 (3),存在复数 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6使

𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3)(𝑎4𝑥 + 𝑎5𝑦 + 𝑎6).

所以
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑦, 𝑥) = (𝑎2𝑥 + 𝑎1𝑦 + 𝑎3)(𝑎5𝑥 + 𝑎4𝑦 + 𝑎6). 证毕.

综上,我们得到本章的重要的定理:

定理 A.15 设 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 .若 𝑓(𝑥, 𝑦)
的判别式为 0,则我们必可写其为二个 (复系数的) 2元 ⩽1次式的积;反过来,
若 𝑓(𝑥, 𝑦)是二个 (复系数的) 2元 ⩽1次式的积,则其判别式必为 0.

我们看二个例.

例 A.16 设

𝑏(𝑥, 𝑦) = 24𝑥2 + 20𝑥𝑦 − 16𝑦2 − 14𝑥 − 26𝑦 − 2.

𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷, 𝐸, 𝐹 分别是 24, 10, −16, −7, −13, −2.由此可知, 𝑏(𝑥, 𝑦)之判别式

𝛥 =
|
|
|
||

24 10 −7
10 −16 −13
−7 −13 −2

|
|
|
||

= −484.

所以,我们无法写其为二个 (关于 𝑥, 𝑦的) 2元 ⩽1次式的积.

例 A.17 设 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2. 不难算出, 𝑓(𝑥, 𝑦) 的判别式是 0. 所以,
𝑓(𝑥, 𝑦)可被写为二个 (关于 𝑥, 𝑦的) 2元 ⩽1次式的积.

但是,这二个 ⩽1次式的系数不能全为实数.
反设存在实数 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6使

𝑥2 + 𝑦2 = (𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3)(𝑎4𝑥 + 𝑎5𝑦 + 𝑎6).

代 𝑥, 𝑦以 0, 0,知 0 = 𝑎3𝑎6.因为乘法是可交换的,故无妨设 𝑎3 = 0.
代 𝑥, 𝑦以 1, 0,知 1 = 𝑎1(𝑎4 + 𝑎6);代 𝑥, 𝑦以 −1, 0,知 1 = −𝑎1(−𝑎4 + 𝑎6) =

𝑎1(𝑎4 − 𝑎6).由此可知 𝑎4 + 𝑎6 = 𝑎4 − 𝑎6,故 𝑎6 = 0.从而 𝑎1𝑎4 = 1.故 𝑎4 = 𝑎−1
1 .



A.2 2元 2次式 147

代 𝑥, 𝑦以 0, 1,知 𝑎2𝑎5 = 1.故 𝑎5 = 𝑎−1
2 .从而

𝑥2 + 𝑦2 = (𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦)(𝑎−1
1 𝑥 + 𝑎−1

2 𝑦).

代 𝑥, 𝑦以 1, 1,有

2 = (𝑎1 + 𝑎2) ⋅ 𝑎1 + 𝑎2
𝑎1𝑎2

,

即

𝑎2
1 + 𝑎2

2 = 0.

所以

0 = (𝑎2
1 + 𝑎2

2) ⋅ 𝑎2
5 = (𝑎1𝑎5)2 + 1.

因为 𝑎1, 𝑎5 是实数,故 𝑎1𝑎5 也是实数.但是,我们知道,任何实数的平方加 1
不可能是 0.这是矛盾.
其实,

𝑥2 + 𝑦2 = (𝑥 + i𝑦)(𝑥 − i𝑦).
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A.3 2元 2次方程组
本节,我们讨论如何求解方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0,

(A.1)

其中 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑖𝑥2 + 2𝐵𝑖𝑥𝑦 + 𝐶𝑖𝑦2 + 2𝐷𝑖𝑥 + 2𝐸𝑖𝑦 + 𝐹𝑖 (𝑖 = 1, 2).
我们看一个简单的例.

例 A.18 解方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑥 + 4 = 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 = 0.

注意到

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑥 + 4
= (𝑥2 − 4𝑥 + 4) − 𝑦2

= (𝑥 − 2)2 − 𝑦2

= (𝑥 − 2 + 𝑦)(𝑥 − 2 − 𝑦).

故

𝑥 = 2 − 𝑦 或 𝑥 = 2 + 𝑦.

联立 𝑥 = 2 − 𝑦与 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0,可解出

(𝑥, 𝑦) = (1, 1) 或 (𝑥, 𝑦) = (2, 0).

联立 𝑥 = 2 + 𝑦与 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0,可解出

(𝑥, 𝑦) = (1, −1) 或 (𝑥, 𝑦) = (2, 0).

经验证, (1, 1), (1, −1), (2, 0)都是解.



A.3 2元 2次方程组 149

不难算出 𝑓1(𝑥, 𝑦)的判别式

𝛥1 =
|
|
|
||

1 0 −2
0 −1 0

−2 0 4

|
|
|
||

= 0.

所以,理论地, 𝑓1(𝑥, 𝑦)确实可被写为二个 2元 ⩽1次式的积.不过, 𝑓2(𝑥, 𝑦)的
判别式

𝛥2 =
|
|
|
||

1 0 −1
0 1 0

−1 0 0

|
|
|
||

= −1.

所以, 𝑓2(𝑥, 𝑦)不可被写为二个 2元 ⩽1次式的积.

由此可见,若我们能写方程组 (A.1)的一个方程的左侧为二个 2元⩽1次
式的积,则我们可解二次 1元 ⩽2次方程,以算出方程组的解.
不过,不是所有的方程组都这么简单.

例 A.19 解方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 3𝑦2 + 2𝑥 − 11 = 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑥 − 3 = 0.

我们试用老方法解此方程组.不过,试了试,发现 𝑓1(𝑥, 𝑦)与 𝑓2(𝑥, 𝑦)好像
都 “不可被分解”.此时,我们来计算判别式. 𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦)的判别式分别是

𝛥1 =
|
|
|
||

1 0 1
0 3 0
1 0 −11

|
|
|
||

= −36,

𝛥2 =
|
|
|
||

3 0 −2
0 −1 0

−2 0 −3

|
|
|
||

= 13.

看来,我们没法像上个例那样简单地解此方程组.

不过,我们并非无计可施.
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定理 A.20 设 𝑘是复数.则方程组 (A.1)与方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑘𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0

(A.2)

同解.

证 任取方程组 (A.1)的一个解 (𝑠, 𝑡).于是, 𝑓1(𝑠, 𝑡) = 𝑓2(𝑠, 𝑡) = 0.从而
𝑓1(𝑠, 𝑡) + 𝑘𝑓2(𝑠, 𝑡) = 0 + 𝑘0 = 0.故方程组 (A.1)的每一个解都是方程组 (A.2)
的解.
反过来, 任取方程组 (A.2) 的一个解 (𝑢, 𝑣). 于是, 𝑓1(𝑢, 𝑣) + 𝑘𝑓2(𝑢, 𝑣) =

𝑓2(𝑢, 𝑣) = 0.从而 𝑓1(𝑢, 𝑣) = (𝑓1(𝑢, 𝑣) + 𝑘𝑓2(𝑢, 𝑣)) − 𝑘𝑓2(𝑢, 𝑣) = 0 − 𝑘0 = 0.故
方程组 (A.2)的每一个解都是方程组 (A.1)的解. 证毕.

根据上个定理,方程组 (A.1)与方程组 (A.2)同解.那么,能否取适当的
𝑘,使方程组 (A.2)的首个方程的左侧可被写为二个 2元 ⩽1次式的积?我们
计算 𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑘𝑓2(𝑥, 𝑦)的判别式:

𝛥3 =
|
|
|
||

𝐴1 + 𝑘𝐴2 𝐵1 + 𝑘𝐵2 𝐷1 + 𝑘𝐷2
𝐵1 + 𝑘𝐵2 𝐶1 + 𝑘𝐶2 𝐸1 + 𝑘𝐸2
𝐷1 + 𝑘𝐷2 𝐸1 + 𝑘𝐸2 𝐹1 + 𝑘𝐹2

|
|
|
||

= 𝛥1 + 𝑐1𝑘 + 𝑐2𝑘2 + 𝛥2𝑘3,

其中, 𝛥𝑖是 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)的判别式 (𝑖 = 1, 2),且

𝑐1 =
|
|
|
||

𝐴2 𝐵1 𝐷1
𝐵2 𝐶1 𝐸1
𝐷2 𝐸1 𝐹1

|
|
|
||

+
|
|
|
||

𝐴1 𝐵2 𝐷1
𝐵1 𝐶2 𝐸1
𝐷1 𝐸2 𝐹1

|
|
|
||

+
|
|
|
||

𝐴1 𝐵1 𝐷2
𝐵1 𝐶1 𝐸2
𝐷1 𝐸1 𝐹2

|
|
|
||
,

𝑐2 =
|
|
|
||

𝐴1 𝐵2 𝐷2
𝐵1 𝐶2 𝐸2
𝐷1 𝐸2 𝐹2

|
|
|
||

+
|
|
|
||

𝐴2 𝐵1 𝐷2
𝐵2 𝐶1 𝐸2
𝐷2 𝐸1 𝐹2

|
|
|
||

+
|
|
|
||

𝐴2 𝐵2 𝐷1
𝐵2 𝐶2 𝐸1
𝐷2 𝐸2 𝐹1

|
|
|
||
.

𝛥3 是一个 (关于 𝑘的) 1元 ⩽3次式,故 𝛥3 = 0是一个 1元 ⩽3次方程.理论
地,这是可解的.解出一个 𝑘.从而,我们可用 “老方法”解跟方程组 (A.1)同
解的方程组 (A.2),进而得到方程组 (A.1)的解.
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例 A.19 (续) 我们解当时未能求解的方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 3𝑦2 + 2𝑥 − 11 = 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑥 − 3 = 0.

待定复数 𝑘.作出同解方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0,

其中

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑘𝑓2(𝑥, 𝑦)
= (1 + 3𝑘)𝑥2 + (3 − 𝑘)𝑦2 + 2(1 − 2𝑘)𝑥 + (−3𝑘 − 11).

计算 𝑓3(𝑥, 𝑦)的判别式

𝛥3 =
|
|
|
||

1 + 3𝑘 0 1 − 2𝑘
0 3 − 𝑘 0

1 − 2𝑘 0 −3𝑘 − 11

|
|
|
||

= (𝑘 − 3)(13𝑘2 + 32𝑘 + 12).

所以,我们可取 𝑘 = 3.则

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 10𝑥2 − 10𝑥 − 20 = 10(𝑥 − 2)(𝑥 + 1).

从而 𝑥 = 2或 𝑥 = −1.联立 𝑥 = 2与 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0,可解出

(𝑥, 𝑦) = (2, 1) 或 (𝑥, 𝑦) = (2, −1).

联立 𝑥 = −1与 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0,可解出

(𝑥, 𝑦) = (−1, 2) 或 (𝑥, 𝑦) = (−1, −2).

经验证, (2, 1), (2, −1), (−1, 2), (−1, −2)都是解.
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A.4 1元 4次方程
我们知道,理论地,每一个 1元 𝑚次方程都是可被 (根式)求解的,其中

𝑚 = 1, 2, 3.现在,我展现一个解 1元 4次方程的方法.
任取一个 1元 4次方程 𝐴𝑥4 + 2𝐷𝑥3 + 𝐹 𝑥2 + 2𝐸𝑥 + 𝐶 = 0,其中 𝐴 ≠ 0.

若 𝐶 = 0,则我们可写

𝐴𝑥4 + 2𝐷𝑥3 + 𝐹 𝑥2 + 2𝐸𝑥 = 𝑥(𝐴𝑥3 + 2𝐷𝑥2 + 𝐹 𝑥 + 2𝐸).

括号里有一个 1 元 3 次式. 这, 理论地, 是可解的. 所以, 接下来, 我们假定
𝐶 ≠ 0.
假定 𝑠是 𝐴𝑥4 + 2𝐷𝑥3 + 𝐹 𝑥2 + 2𝐸𝑥 + 𝐶 = 0的一个解.因为 𝐶 ≠ 0,故

𝑠 ≠ 0.从而

𝐴𝑠2 + 2𝐷𝑠 + 𝐹 + 2𝐸
𝑠 + 𝐶

𝑠2 = 0.

由此可见, (𝑠, 1/𝑠)是 2元 2次方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 = 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 − 2 = 0

(A.3)

的一个解.
反过来,设 (𝑢, 𝑣)是这个方程组的一个解.那么, 𝑣 = 1/𝑢.从而

𝐴𝑢2 + 𝐶
𝑢2 + 2𝐷𝑢 + 2𝐸

𝑢 + 𝐹 = 0,

即

𝐴𝑢4 + 𝐶 + 2𝐷𝑢3 + 2𝐸𝑢 + 𝐹 𝑢2 = 0.

故 𝑢是 𝐴𝑥4 + 2𝐷𝑥3 + 𝐹 𝑥2 + 2𝐸𝑥 + 𝐶 = 0的一个解.
这么看来,我们可变解 1元 4次方程的问题为解 2元 2次方程组的问题.
待定复数 𝑘.作一个跟方程组 (A.3)同解的方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0,
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其中

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑘𝑓2(𝑥, 𝑦)
= 𝐴𝑥2 + 2𝑘𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + (𝐹 − 2𝑘).

计算 𝑓3(𝑥, 𝑦)的判别式

𝛥3 =
|
|
|
||

𝐴 𝑘 𝐷
𝑘 𝐶 𝐸
𝐷 𝐸 𝐹 − 2𝑘

|
|
|
||

= 2𝑘3 − 𝐹 𝑘2 − 2(𝐴𝐶 − 𝐷𝐸)𝑘 + (𝐴𝐶𝐹 − 𝐴𝐸2 − 𝐶𝐷2).

𝛥3 是一个 (关于 𝑘的) 1元 3次式,故 𝛥3 = 0是一个 1元 3次方程.理论地,
这是可解的.解出一个 𝑘.从而,我们可用 “老方法”解方程组,进而得到 1元
4次方程的解.

例 A.21 解方程

𝑥4 − 6𝑥3 + 11𝑥2 − 6𝑥 − 24 = 0.

注意到 0次项 (−24)非零,故此方程无零解.考虑解方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 6𝑥 + 11 − 6𝑦 − 24𝑦2 = 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 − 2 = 0.

此方程组的解的首个分量即为原方程的解.
待定复数 𝑘.作出同解方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0,

其中

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑘𝑓2(𝑥, 𝑦)
= 𝑥2 + 2𝑘𝑥𝑦 − 24𝑦2 − 6𝑥 − 6𝑦 + (11 − 2𝑘).
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计算 𝑓3(𝑥, 𝑦)的判别式

𝛥3 =
|
|
|
||

1 𝑘 −3
𝑘 −24 −3

−3 −3 11 − 2𝑘

|
|
|
||

= (𝑘 − 1)(2𝑘2 − 9𝑘 + 57).

所以,我们可取 𝑘 = 1.则

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 24𝑦2 − 6𝑥 − 6𝑦 + 9
= 𝑥2 + 2𝑥(𝑦 − 3) − 24𝑦2 − 6𝑦 + 9
= (𝑥 + 𝑦 − 3)2 − (𝑦 − 3)2 − 24𝑦2 − 6𝑦 + 9
= (𝑥 + 𝑦 − 3)2 − (5𝑦)2

= (𝑥 − 4𝑦 − 3)(𝑥 + 6𝑦 − 3).

所以

𝑥 − 4𝑦 − 3 = 0 或 𝑥 + 6𝑦 − 3 = 0.

从而

𝑥2 − 4𝑥𝑦 − 3𝑥 = 0 或 𝑥2 + 6𝑥𝑦 − 3𝑥 = 0.

因为 2𝑥𝑦 − 2 = 0,故

𝑥2 − 3𝑥 − 4 = 0 或 𝑥2 − 3𝑥 + 6 = 0.

注意,我们的目的是求解 (原方程的) 𝑥,而 𝑦只是辅助量,故我们用 𝑦 = 1/𝑥
消去了 𝑦,进而直接求解 𝑥.我们不必同时解出 𝑥与 𝑦.

1元 2次方程是不难求解的.不难算出

𝑥 = −1 或 𝑥 = 4 或 𝑥 = 3 + i√15
2 或 𝑥 = 3 − i√15

2 .

经验证,它们都是原方程的解.



附录 B 求和号、求积号、数学归纳法

我在这儿简要地介绍求和号、求积号、数学归纳法.
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B.1 求和号
为简便地表示求和, 人们聪明地作了 “求和号” ∑. (或许, 您知道, “和”

用 Esperanto说,是 sumo.拉丁字母 S, s对应希腊字母 Σ, σ/ς.)
设 𝑎𝑚, 𝑎𝑚+1, ⋯, 𝑎𝑛是 𝑛−𝑚+1个数 (𝑛 ⩾ 𝑚).我们可简单地写这 𝑛−𝑚+1个

数的和
𝑎𝑚 + 𝑎𝑚+1 + ⋯ + 𝑎𝑛 (B.1)

为
𝑛

∑
𝑖=𝑚

𝑎𝑖. (B.2)

比如

6 + 5𝑥 + 4𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥4 + 𝑥5 =
5

∑
𝑖=0

(6 − 𝑖)𝑥𝑖,

1 + 2 + ⋯ + (𝑛 − 1) + 𝑛 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑖.

式 (B.2)的 𝑖是 “求和指标”,它只起一个辅助的作用.当我们还原式 (B.2)
为式 (B.1)时,求和指标 𝑖不应出现.比如,我们也可写式 (B.1)为

𝑛

∑
𝑗=𝑚

𝑎𝑗 .

所以, 我们可用任何文字作求和指标, 除非此文字跟其他的文字混淆.比如,
𝑠行 𝑡列的矩形数表

𝑎1,1 𝑎1,2 ⋯ 𝑎1,𝑡
𝑎2,1 𝑎2,2 ⋯ 𝑎2,𝑡
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑠,1 𝑎𝑠,2 ⋯ 𝑎𝑠,𝑡

(B.3)

的第 𝑖行的 𝑡个数的和是

𝑎𝑖,1 + 𝑎𝑖,2 + ⋯ + 𝑎𝑖,𝑡 =
𝑡

∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗 .
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这里,我们不能用文字 𝑖作求和指标,因为
𝑡

∑
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑖

的意思是

𝑎1,1 + 𝑎2,2 + ⋯ + 𝑎𝑡,𝑡.

有时,被加的数用二个或多个指标编号.比如,我们计算矩形数表 (B.3)
的 𝑠𝑡个数的和 𝑆.因为数的加法适合结合律与交换律,故我们可按任何的次
序求和.特别地,我们可以先求行 𝑖的 𝑡个数的和

𝑎𝑖,1 + 𝑎𝑖,2 + ⋯ + 𝑎𝑖,𝑡 =
𝑡

∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗 ,

再累加每一行的和,即得

𝑆 =
𝑡

∑
𝑗=1

𝑎1,𝑗 +
𝑡

∑
𝑗=1

𝑎2,𝑗 + ⋯ +
𝑡

∑
𝑗=1

𝑎𝑠,𝑗

=
𝑠

∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡

∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠
.

为方便,我们写
𝑠

∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡

∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

=
𝑠

∑
𝑖=1

𝑡

∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗 .

这就是 “2重求和”.
当然,我们还可以先求列 𝑗 的 𝑠个数的和

𝑎1,𝑗 + 𝑎2,𝑗 + ⋯ + 𝑎𝑠,𝑗 =
𝑠

∑
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗 ,
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再累加每一列的和,即得

𝑆 =
𝑠

∑
𝑖=1

𝑎𝑖,1 +
𝑠

∑
𝑖=1

𝑎𝑖,2 + ⋯ +
𝑠

∑
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑡

=
𝑡

∑
𝑗=1 (

𝑠

∑
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗)

=
𝑡

∑
𝑗=1

𝑠

∑
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗 .

比较二次计算的结果,我们有
𝑠

∑
𝑖=1

𝑡

∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗 =
𝑡

∑
𝑗=1

𝑠

∑
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗 .

通俗地,我们可 “交换求和号的次序”,而不影响和.
类似地,我们可引入 “3重求和”

𝑠

∑
𝑖=1

𝑡

∑
𝑗=1

𝑢

∑
𝑘=1

𝑎𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑠

∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡

∑
𝑗=1

𝑢

∑
𝑘=1

𝑎𝑖,𝑗,𝑘
⎞
⎟
⎟
⎠
.

在此基础上,我们可引入 “4重求和”

𝑠

∑
𝑖=1

𝑡

∑
𝑗=1

𝑢

∑
𝑘=1

𝑣

∑
ℓ=1

𝑎𝑖,𝑗,𝑘,ℓ =
𝑠

∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡

∑
𝑗=1

𝑢

∑
𝑘=1

𝑣

∑
ℓ=1

𝑎𝑖,𝑗,𝑘,ℓ
⎞
⎟
⎟
⎠
.

⋯⋯在此基础上,我们可引入 “𝑝重求和”

𝑛1

∑
𝑖1=1

𝑛2

∑
𝑖2=1

⋯
𝑛𝑝−1

∑
𝑖𝑝−1=1

𝑛𝑝

∑
𝑖𝑝=1

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑝−1,𝑖𝑝 =
𝑛1

∑
𝑖1=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛2

∑
𝑖2=1

⋯
𝑛𝑝−1

∑
𝑖𝑝−1=1

𝑛𝑝

∑
𝑖𝑝=1

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑝−1,𝑖𝑝

⎞
⎟
⎟
⎠
.

特别地,若 𝑛1 = 𝑛2 = ⋯ = 𝑛𝑝 = 𝑛,我们可简单地写
𝑛

∑
𝑖1=1

𝑛

∑
𝑖2=1

⋯
𝑛

∑
𝑖𝑝−1=1

𝑛

∑
𝑖𝑝=1

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑝−1,𝑖𝑝 =
𝑛

∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑝=1

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑝−1,𝑖𝑝 .
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有时,虽然被加的数用若干个指标编号,但是被加的并不是其全部,而是
指标适合某些条件的那一部分.这时,我们在求和号下写出指标适合的条件.
比如

∑
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖,𝑗

= 𝑎1,2

+ 𝑎1,3 + 𝑎2,3

+ 𝑎1,4 + 𝑎2,4 + 𝑎3,4

+ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
+ 𝑎1,𝑛 + 𝑎2,𝑛 + ⋯ + 𝑎𝑛−1,𝑛.

又比如,若 ℓ是某个不超过 𝑛的正整数,则

∑
1⩽𝑖⩽𝑛

𝑖≠ℓ

𝑎𝑖 = 𝑎1 + ⋯ + 𝑎ℓ−1 + 𝑎ℓ+1 + ⋯ + 𝑎𝑛.

最后,有一件小事值得提.设 𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 是一些被编号的数.设 𝑅1, 𝑅2 是
关于指标 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 的约束.若不存在同时适合 𝑅1, 𝑅2 的指标 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛,
则,根据加法的结合律与交换律,

∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅1或𝑅2

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛

= ∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅1

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 + ∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅2

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 .
(B.4)

比如,

∑
1⩽𝑖⩽10

𝑖 = ∑
1⩽𝑖⩽4

𝑖 + ∑
5⩽𝑖⩽10

𝑖,

∑
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑖≠𝑗

𝑎𝑖,𝑗 = ∑
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖,𝑗 + ∑
1⩽𝑗<𝑖⩽𝑛

𝑎𝑖,𝑗 .

由此可见, 当不存在指标适合约束 𝑁 时 (也就是, 𝑁 是 “空约束” 时), 为使
式 (B.4)仍成立,我们定义 (或,约定)

∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑁

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 = 0. (B.5)
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比如,

∑
1⩽𝑖<𝑗⩽1

𝑎𝑖,𝑗 = 0.

为解释此约定, 我们任取一个约束 𝑅. 既然不存在指标适合约束 𝑁 , 自
然,也不存在指标同时适合𝑁 , 𝑅.再注意到, “𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛适合𝑁 或 𝑅”相当
于 “𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛适合 𝑅”.所以,

∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛

= ∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑁或𝑅

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛

= ∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑁

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 + ∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 .

消去相同的项,即得式 (B.5).
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B.2 求积号
为简便地表示求积, 人们聪明地作了 “求积号” ∏. (或许, 您知道, “积”

用 Esperanto说,是 produto.拉丁字母 P, p对应希腊字母 Π, π.)
设 𝑎𝑚, 𝑎𝑚+1, ⋯, 𝑎𝑛是 𝑛−𝑚+1个数 (𝑛 ⩾ 𝑚).我们可简单地写这 𝑛−𝑚+1个

数的积
𝑎𝑚 ⋅ 𝑎𝑚+1 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑛 (B.6)

为
𝑛

∏
𝑖=𝑚

𝑎𝑖. (B.7)

比如

6 ⋅ 5𝑥 ⋅ 4𝑥2 ⋅ 3𝑥3 ⋅ 2𝑥4 ⋅ 𝑥5 =
5

∏
𝑖=0

(6 − 𝑖)𝑥𝑖,

1 ⋅ 2 ⋅ ⋯ ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 =
𝑛

∏
𝑖=1

𝑖.

式 (B.7)的 𝑖是 “求积指标”,它只起一个辅助的作用.当我们还原式 (B.7)
为式 (B.6)时,求积指标 𝑖不应出现.比如,我们也可写式 (B.6)为

𝑛

∏
𝑗=𝑚

𝑎𝑗 .

所以, 我们可用任何文字作求积指标, 除非此文字跟其他的文字混淆.比如,
𝑠行 𝑡列的矩形数表

𝑎1,1 𝑎1,2 ⋯ 𝑎1,𝑡
𝑎2,1 𝑎2,2 ⋯ 𝑎2,𝑡
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑠,1 𝑎𝑠,2 ⋯ 𝑎𝑠,𝑡

(B.8)

的第 𝑖行的 𝑡个数的积是

𝑎𝑖,1 ⋅ 𝑎𝑖,2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑖,𝑡 =
𝑡

∏
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗 .
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这里,我们不能用文字 𝑖作求积指标,因为
𝑡

∏
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑖

的意思是

𝑎1,1 ⋅ 𝑎2,2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑡,𝑡.

有时,被乘的数用二个或多个指标编号.比如,我们计算矩形数表 (B.8)
的 𝑠𝑡个数的积 𝑃 .因为数的乘法适合结合律与交换律,故我们可按任何的次
序求积.特别地,我们可以先求行 𝑖的 𝑡个数的积

𝑎𝑖,1 ⋅ 𝑎𝑖,2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑖,𝑡 =
𝑡

∏
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗 ,

再累乘每一行的积,即得

𝑃 =
𝑡

∏
𝑗=1

𝑎1,𝑗 ⋅
𝑡

∏
𝑗=1

𝑎2,𝑗 ⋅ ⋯ ⋅
𝑡

∏
𝑗=1

𝑎𝑠,𝑗

=
𝑠

∏
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡

∏
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠
.

为方便,我们写
𝑠

∏
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡

∏
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

=
𝑠

∏
𝑖=1

𝑡

∏
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗 .

这就是 “2重求积”.
当然,我们还可以先求列 𝑗 的 𝑠个数的积

𝑎1,𝑗 ⋅ 𝑎2,𝑗 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑠,𝑗 =
𝑠

∏
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗 ,



B.2 求积号 163

再累乘每一列的积,即得

𝑃 =
𝑠

∏
𝑖=1

𝑎𝑖,1 ⋅
𝑠

∏
𝑖=1

𝑎𝑖,2 ⋅ ⋯ ⋅
𝑠

∏
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑡

=
𝑡

∏
𝑗=1 (

𝑠

∏
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗)

=
𝑡

∏
𝑗=1

𝑠

∏
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗 .

比较二次计算的结果,我们有
𝑠

∏
𝑖=1

𝑡

∏
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗 =
𝑡

∏
𝑗=1

𝑠

∏
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗 .

通俗地,我们可 “交换求积号的次序”,而不影响积.
类似地,我们可引入 “3重求积”

𝑠

∏
𝑖=1

𝑡

∏
𝑗=1

𝑢

∏
𝑘=1

𝑎𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑠

∏
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡

∏
𝑗=1

𝑢

∏
𝑘=1

𝑎𝑖,𝑗,𝑘
⎞
⎟
⎟
⎠
.

在此基础上,我们可引入 “4重求积”

𝑠

∏
𝑖=1

𝑡

∏
𝑗=1

𝑢

∏
𝑘=1

𝑣

∏
ℓ=1

𝑎𝑖,𝑗,𝑘,ℓ =
𝑠

∏
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡

∏
𝑗=1

𝑢

∏
𝑘=1

𝑣

∏
ℓ=1

𝑎𝑖,𝑗,𝑘,ℓ
⎞
⎟
⎟
⎠
.

⋯⋯在此基础上,我们可引入 “𝑝重求积”

𝑛1

∏
𝑖1=1

𝑛2

∏
𝑖2=1

⋯
𝑛𝑝−1

∏
𝑖𝑝−1=1

𝑛𝑝

∏
𝑖𝑝=1

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑝−1,𝑖𝑝 =
𝑛1

∏
𝑖1=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛2

∏
𝑖2=1

⋯
𝑛𝑝−1

∏
𝑖𝑝−1=1

𝑛𝑝

∏
𝑖𝑝=1

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑝−1,𝑖𝑝

⎞
⎟
⎟
⎠
.

特别地,若 𝑛1 = 𝑛2 = ⋯ = 𝑛𝑝 = 𝑛,我们可简单地写
𝑛

∏
𝑖1=1

𝑛

∏
𝑖2=1

⋯
𝑛

∏
𝑖𝑝−1=1

𝑛

∏
𝑖𝑝=1

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑝−1,𝑖𝑝 =
𝑛

∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑝=1

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑝−1,𝑖𝑝 .
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有时,虽然被乘的数用若干个指标编号,但是被乘的并不是其全部,而是
指标适合某些条件的那一部分.这时,我们在求积号下写出指标适合的条件.
比如

∏
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖,𝑗

= 𝑎1,2

⋅ 𝑎1,3 ⋅ 𝑎2,3

⋅ 𝑎1,4 ⋅ 𝑎2,4 ⋅ 𝑎3,4

⋅ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
⋅ 𝑎1,𝑛 ⋅ 𝑎2,𝑛 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑛−1,𝑛.

又比如,若 ℓ是某个不超过 𝑛的正整数,则

∏
1⩽𝑖⩽𝑛

𝑖≠ℓ

𝑎𝑖 = 𝑎1 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎ℓ−1 ⋅ 𝑎ℓ+1 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑛.

最后,有一件小事值得提.设 𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 是一些被编号的数.设 𝑅1, 𝑅2 是
关于指标 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 的约束.若不存在同时适合 𝑅1, 𝑅2 的指标 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛,
则,根据乘法的结合律与交换律,

∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅1或𝑅2

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛

= ∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅1

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 ⋅ ∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅2

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 .
(B.9)

比如,

∏
1⩽𝑖⩽10

𝑖 = ∏
1⩽𝑖⩽4

𝑖 ⋅ ∏
5⩽𝑖⩽10

𝑖,

∏
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑖≠𝑗

𝑎𝑖,𝑗 = ∏
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖,𝑗 ⋅ ∏
1⩽𝑗<𝑖⩽𝑛

𝑎𝑖,𝑗 .

由此可见, 当不存在指标适合约束 𝑁 时 (也就是, 𝑁 是 “空约束” 时), 为使
式 (B.9)仍成立,我们定义 (或,约定)

∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑁

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 = 1. (B.10)
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比如,

∏
1⩽𝑖<𝑗⩽1

𝑎𝑖,𝑗 = 1.

为解释此约定,我们设

𝑥 = ∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑁

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 .

我们任取一个约束 𝑅. 既然不存在指标适合约束 𝑁 , 自然, 也不存在指标同
时适合𝑁 , 𝑅.再注意到, “𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛适合𝑁 或 𝑅”相当于 “𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛适合
𝑅”.所以,

∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛

= ∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑁或𝑅

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛

= ∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑁

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 ⋅ ∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 .

特别地,代 𝑅以 𝑁 ,有 𝑥 = 𝑥2,即 𝑥 = 0或 𝑥 = 1.若我们取 𝑥 = 0,则对任何
的约束 𝑅,必有

∏
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛适合𝑅

𝑎𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 = 0;

也就是,若我们取 𝑥 = 0,则任何多个数的积都是 0.这是不合理的.所以,我
们不得不取 𝑥 = 1;也就是,我们不得不约定式 (B.10).

或许,您已经发现,因为数的加法跟乘法都适合结合律与交换律,故求和
号与求积号有类似的性质.
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B.3 数学归纳法
数学归纳法是一个证明命题的方法.

定理 B.1 (数学归纳法) 设 𝑃 (𝑛)是跟整数 𝑛有关的句子.设存在一个整
数 𝑛0使:

(1) (起始步) 𝑃 (𝑛0)为真;
(2) (递推步)对每一个不低于 𝑛0的整数 𝑛, “若 𝑃 (𝑛)为真,则 𝑃 (𝑛 + 1)为

真”是真的.
那么,对每一个不低于 𝑛0的整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是真的.

形象地,我们可视每一个 𝑃 (𝑛)为一本竖立的书.我们视 “𝑃 (𝑛)为真”为
“第 𝑛本书倒下”.假定,我们推倒了第 1本书 𝑃 (1) (这对应 “起始步”),且一本
书倒下总会使跟在它后面的那一本书倒下 (这对应 “递推步”).那么,第 1本
书,与其后面的书,都应倒下.

我们看一个具体的例.

例 B.2 设 𝑛是正整数.用数学归纳法证明

1 + 3 + ⋯ + (2𝑛 − 1) = 𝑛2. (B.11)

既然,我们要证,对正整数 𝑛,式 (B.11)是正确的,我们可试取 𝑛0 = 1,并
设命题 𝑃 (𝑛): 1 + 3 + ⋯ + (2𝑛 − 1) = 𝑛2.我们验证数学归纳法的条件,即起始
步与递推步,是否都成立.

(1) 𝑃 (𝑛0)即 𝑃 (1),即 1 = 12.这显然是对的.故起始步成立.
(2)我们假定 𝑃 (𝑛)是对的,其中 𝑛 ⩾ 𝑛0 = 1.我们要由此证明 𝑃 (𝑛 + 1)也

是对的:

1 + 3 + ⋯ + (2𝑛 − 1) + (2(𝑛 + 1) − 1)
= (1 + 3 + ⋯ + (2𝑛 − 1)) + (2𝑛 + 1)
= 𝑛2 + (2𝑛 + 1)
= (𝑛 + 1)2.
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其中,从行 2到行 3,我们用到了 “𝑃 (𝑛)为真”的假定 (我们叫这样的假定为
归纳假定).所以, (若 𝑃 (𝑛)是对的,则) 𝑃 (𝑛 + 1)是对的.故递推步成立.
根据数学归纳法原理, 𝑃 (𝑛)对任何正整数 𝑛都是成立的.

值得注意的是,数学归纳法只是证明命题的一个方法.其实,我们可用更
简单的方法证式 (B.11).我们记

𝑆𝑛 = 1 + 3 + ⋯ + (2(𝑛 − 1) − 1) + (2𝑛 − 1).

因为数的加法适合结合律与交换律,故

𝑆𝑛 = (2𝑛 − 1) + (2(𝑛 − 1) − 1) + ⋯ + 3 + 1.

从而,仍由结合律与交换律,

2𝑆𝑛 = (1 + (2𝑛 − 1)) + (3 + (2(𝑛 − 1) − 1)) + ⋯ + ((2𝑛 − 1) + 1) = 2𝑛 ⋅ 𝑛.

由此可知 𝑆𝑛 = 𝑛2.

在数学归纳法里,起始步与递推步是缺一不可的.

例 B.3 (缺起始步) 设 𝑛是正整数.用数学归纳法 “证明”

1 + 3 + ⋯ + (2𝑛 − 1) = 𝑛2 + 1. (B.12)

既然,我们要证,对正整数 𝑛,式 (B.12)是正确的,我们可试取 𝑛0 = 1,并
设命题 𝑃 ′(𝑛): 1 + 3 + ⋯ + (2𝑛 − 1) = 𝑛2 + 1.我们验证数学归纳法的条件,即
起始步与递推步,是否都成立.

(1) 𝑃 ′(𝑛0)即 𝑃 ′(1),即 1 = 12 + 1.这显然是对的.故起始步成立.
(2)我们假定 𝑃 ′(𝑛)是对的,其中 𝑛 ⩾ 𝑛0 = 1.我们要由此证明 𝑃 ′(𝑛 + 1)

也是对的:

1 + 3 + ⋯ + (2𝑛 − 1) + (2(𝑛 + 1) − 1)
= (1 + 3 + ⋯ + (2𝑛 − 1)) + (2𝑛 + 1)
= (𝑛2 + 1) + (2𝑛 + 1)
= (𝑛 + 1)2 + 1.
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其中,从行 2到行 3,我们用到了 “𝑃 ′(𝑛)为真”的假定.所以, (若 𝑃 ′(𝑛)是对
的,则) 𝑃 ′(𝑛 + 1)是对的.故递推步成立.
所以,根据数学归纳法,式 (B.12)是正确的.可是,式 (B.12)不可能是对

的!上个例说,左侧是 𝑛2,而 𝑛2跟 𝑛2 + 1不可能相等.
我在哪儿出了问题?不难看出,起始步出问题了:我 “错误地”认为 𝑃 ′(1)

是对的.
由此可见,数学归纳法的起始步是不可少的.

例 B.4 (缺递推步) 用数学归纳法 “证明”命题 𝑄(𝑛) (𝑛为正整数):对任
何 𝑛个数 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛,它 (们)都相等.

既然,我们要证,对正整数 𝑛, 𝑄(𝑛)是正确的,我们可试取 𝑛0 = 1.我们验
证数学归纳法的条件,即起始步与递推步,是否都成立.

(1) 𝑄(𝑛0)即 𝑄(1),即:对任何 1个数 𝑎1,它 (们)都相等.一般地,我们认
为,一个数总等于自己.所以, 𝑄(1)是对的.故起始步成立.

(2)我们假定 𝑄(𝑛)是对的,其中 𝑛 ⩾ 𝑛0 = 1.我们要由此证明 𝑄(𝑛 + 1)也
是对的.任取 𝑛 + 1个数 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1.考虑这 𝑛 + 1个数的前 𝑛个: 𝑎1,
𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛.因为 𝑄(𝑛)是对的,故

𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛.

再考虑这 𝑛 + 1个数的后 𝑛个: 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1.仍因 𝑄(𝑛)是对的,故
𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1.

既然 𝑎1 = 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1,故
𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1.

所以, (若 𝑄(𝑛)是对的,则) 𝑄(𝑛 + 1)是对的.故递推步成立.
所以,根据数学归纳法,对每一个正整数 𝑛, 𝑄(𝑛)是正确的.可是,这甚至

不合常识:毕竟, 0与 1就是不相同的二个数.
我在哪儿出了问题?其实, 𝑄(1)是不能推出 𝑄(2)的.但是, 𝑄(2)的确可

推出 𝑄(3); 甚至, 不难看出, 对每一个不低于 2 的整数 𝑛, “若 𝑄(𝑛) 为真, 则
𝑄(𝑛 + 1) 为真” 是对的. 虽然如此, 因存在一个不低于 𝑛0 的整数 1, 使 “若
𝑄(1)为真,则 𝑄(2)为真”是错的,故递推步不成立.
由此可见,数学归纳法的递推步也是不可少的.
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最后,我用二个有挑战的例助您更好地理解与运用数学归纳法.

例 B.5 设数列 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛, ⋯适合

𝑎𝑛 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1, 𝑛 = 1;
1, 𝑛 = 2;
𝑎𝑛−1 + 2𝑎𝑛−2, 𝑛 ⩾ 3.

用数学归纳法证明:对任何正整数 𝑛,

𝑎𝑛 = 2𝑛 − (−1)𝑛

3 .

根据前面的经验,我们试取 𝑛0 = 1,并设命题 𝑃 (𝑛): 𝑎𝑛 = (2𝑛 − (−1)𝑛)/3.
验证起始步时,没有什么问题:

21 − (−1)1

3 = 3
3 = 1 = 𝑎1.

可是,在验证递推步时,我们发现,我们无法由 𝑃 (1)推出 𝑃 (2).毕竟,此数列
的前 2项被定义为 1, 𝑎1跟 𝑎2无关.
那么,既然选 𝑛0为 1不合适,我们能否选 𝑛0为 2?首先, 𝑃 (2)也是对的:

22 − (−1)2

3 = 3
3 = 1 = 𝑎2.

可是, 我们仍无法由 𝑃 (𝑛) 推出 𝑃 (𝑛 + 1) (注意, 此处已假定 𝑛 ⩾ 2). 我们假
定 𝑃 (𝑛) 是对的; 换句话说, 我们假定 𝑎𝑛 = (2𝑛 − (−1)𝑛)/3. 我们要证 𝑎𝑛+1 =
(2𝑛+1 − (−1)𝑛+1)/3.根据此数列的定义, 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 2𝑎𝑛−1.我们可代 𝑎𝑛 以归
纳假定,但 𝑎𝑛−1不可换.
我们无妨考虑用数学归纳法证明命题 𝑄(𝑛): 𝑃 (𝑛)与 𝑃 (𝑛 + 1)是正确的.
首先, 𝑄(1)是对的;我们验证过.
然后,我们假定𝑄(𝑛)是对的.我们要由此证明𝑄(𝑛+1)是对的.既然𝑄(𝑛)

是对的,那么 𝑃 (𝑛)跟 𝑃 (𝑛 + 1)都是对的.为了证明 𝑄(𝑛 + 1)是对的,我们要
证 𝑃 (𝑛 + 1)与 𝑃 ((𝑛 + 1) + 1),即 𝑃 (𝑛 + 1)与 𝑃 (𝑛 + 2)都是对的.根据假定,
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𝑃 (𝑛 + 1)是对的.我们只要证 𝑃 (𝑛 + 2)也是对的,即可知, 𝑄(𝑛 + 1)是对的:

𝑎𝑛+2 = 𝑎𝑛+1 + 2𝑎𝑛

= 2𝑛+1 − (−1)𝑛+1

3 + 2 ⋅ 2𝑛 − (−1)𝑛

3
= 2

3 ⋅ 2𝑛 + 1
3 ⋅ (−1)𝑛 + 2

3 ⋅ 2𝑛 − 2
3 ⋅ (−1)𝑛

= 4
3 ⋅ 2𝑛 − 1

3 ⋅ (−1)𝑛

= 2𝑛+2 − (−1)𝑛+2

3 .

所以, (若 𝑄(𝑛)是对的,则) 𝑄(𝑛 + 1)是对的.
根据数学归纳法原理, 𝑄(𝑛)对任何正整数 𝑛都是成立的.进而, 𝑃 (𝑛)对

任何正整数 𝑛是成立的.
当然,我们还可考虑,用数学归纳法证命题 𝑅(𝑛) (𝑛为不低于 2的整数):

对任何不超过 𝑛的正整数 𝑘, 𝑃 (𝑘)是正确的. (注意,此处的 𝑛0 = 2;并且,我
留此事为您的习题.)这样,我们也能证明, 𝑃 (𝑛)对任何正整数 𝑛是成立的.
由此可见:
(1)不是每一个跟整数相关的命题都能直接地被数学归纳法证明.
(2)有时,为运用数学归纳法,我们要恰当地作辅助命题.
(3)有时,辅助命题的作法多于一个.

例 B.6 设 𝑎, 𝑏是正整数.若存在正整数 𝑐使 𝑎 = 𝑏𝑐,我们就说, 𝑏是 𝑎的
一个因子.
注意到, 1是每一个正整数的因子.
显然,每一个正整数 𝑎都有因子 1, 𝑎 (注意,这不一定是二个互不相同的

数,除非 𝑎 > 1).我们说,这是 𝑎的平凡的因子.
设正整数 𝑎 > 1.若 𝑎没有不是平凡的因子 (也就是, 𝑎有且只有平凡的

因子),我们说, 𝑎是一个素数.比如, 2, 3, 5, 7都是素数,但 4, 6, 8, 9都不是素
数. (根据定义, 1也不是素数.)
我们证明: 可写一个高于 1 的整数为若干个素数的积. 具体地, 设命题

𝑃 (𝑛):存在若干个素数 𝑝1, 𝑝2, ⋯, 𝑝𝑘使

𝑛 = 𝑝1𝑝2 ⋯ 𝑝𝑘.
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那么,我们的目标就是,当 𝑛 ⩾ 2时, 𝑃 (𝑛)是正确的.
我们试直接用数学归纳法证 𝑃 (𝑛).取 𝑛0 = 2.因为 2是一个素数,故它

当然是 “一个素数的积” (即自己).但是,我们似乎无法由 𝑃 (𝑛)推出 𝑃 (𝑛 + 1),
因为, 𝑛跟 𝑛 + 1的因子似乎没有 “有意思的关系”. (因子的定义涉及乘法,而
跟加法的关系不那么大.试想:若您知道 2是 𝑛的因子,那您知道 𝑛 + 1有哪
些不是平凡的因子的因子吗?这或许是难的.)
根据上个例的经验, 我们试作辅助命题 𝑄(𝑛): 𝑃 (𝑛) 与 𝑃 (𝑛 + 1) 是正确

的.取 𝑛0 = 2.不难验证, 𝑄(𝑛0)是正确的.但是,我们似乎仍无法由 𝑄(𝑛)推出
𝑄(𝑛 + 1).
现在, 您看我的表演. 我作辅助命题 𝑅(𝑛): 对每一个高于 1 且不低于 𝑛

的整数 𝑖, 𝑃 (𝑖)是正确的.现在,我要用数学归纳法证:当 𝑛 ⩾ 2时, 𝑅(𝑛)是正
确的.
取 𝑛0 = 2.不难验证, 𝑅(𝑛0)是正确的.
现在, 设 𝑅(𝑚 − 1) 是正确的. 我要由此证 𝑅(𝑚) 也是正确的. (这跟 “设

𝑅(𝑛)是正确的,由此证 𝑅(𝑛 + 1)是正确的”的本质是一样的;我只是换 𝑛为
𝑚 − 1而已.毕竟, 𝑛, 𝑚 − 1只是 “编号”.)
因为 𝑅(𝑚 − 1)是正确的,故 𝑃 (2), ⋯, 𝑃 (𝑚 − 1)都是正确的.所以,若我们

能由此证明 𝑃 (𝑚)是正确的,则 𝑅(𝑚)是正确的.
若 𝑚 是一个素数, 则 𝑚 当然是 “一个素数的积” (即自己). 那, 若 𝑚 不

是一个素数,会如何?既然 𝑚不是一个素数,那么,按定义,它就有不是平凡
的因子的因子 𝑏; 也就是, 存在一个高于 1, 且低于 𝑚 的整数 𝑏, 存在一个整
数 𝑐, 使 𝑚 = 𝑏𝑐. 不难看出, 此 𝑐 也是高于 1, 且低于 𝑚 的. 所以, 𝑃 (𝑏), 𝑃 (𝑐)
是正确的. 则存在素数 𝑝1, ⋯, 𝑝𝑢 使 𝑏 = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑢, 且存在素数 𝑝𝑢+1, ⋯, 𝑝𝑣 使
𝑐 = 𝑝𝑢+1 ⋯ 𝑝𝑣.从而

𝑚 = 𝑏𝑐 = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑢𝑝𝑢+1 ⋯ 𝑝𝑣

也是若干个素数的积.
由此可见, 𝑅(𝑚)是正确的.
根据数学归纳法原理, 𝑅(𝑛) 对任何高于 1 的整数 𝑛 都是成立的. 进而,

𝑃 (𝑛)对任何高于 1的整数 𝑛是成立的.



172 附录 B 求和号、求积号、数学归纳法

B.4 结合律、交换律、分配律
本节,我想讨论结合律、交换律、分配律.
我们知道,数的加法适合结合律与交换律;数的乘法也适合结合律与交

换律; 并且, 乘法与加法适合分配律. 具体地, 我们设 𝑎, 𝑏, 𝑐 是 (任何的) 三
个数.那么,加法的结合律就是 (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐);乘法的结合律就是
(𝑎 ⋅ 𝑏) ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑐);加法的交换律就是 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎;乘法的交换律就是
𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎;分配律是 𝑎 ⋅ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑎 ⋅ 𝑐与 (𝑎 + 𝑏) ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ 𝑐 + 𝑏 ⋅ 𝑐,其中,
形如 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑐 ⋅ 𝑑 的文字应被理解为 (𝑎 ⋅ 𝑏) + (𝑐 ⋅ 𝑑) (我们通常先算乘法,再算
加法).
这些运算律看上去抽象,但我们一直在用它们作计算.

例 B.7 在小学,我们学过乘法表.利用乘法表与数的运算律,我们可以
作二个数的乘法.比如,

23 ⋅ 57
= 23 ⋅ (50 + 7)
= 23 ⋅ 50 + 23 ⋅ 7
= 23 ⋅ (5 ⋅ 10) + 23 ⋅ 7
= (23 ⋅ 5) ⋅ 10 + 23 ⋅ 7
= (23 ⋅ 5) ⋅ 10 + 23 ⋅ 7
= ((20 + 3) ⋅ 5) ⋅ 10 + (20 + 3) ⋅ 7
= (20 ⋅ 5 + 3 ⋅ 5) ⋅ 10 + (20 ⋅ 7 + 3 ⋅ 7)
= (100 + 15) ⋅ 10 + (140 + 21)
= 115 ⋅ 10 + 161
= 1 150 + 161
= (1 000 + 150) + 161
= 1 000 + (150 + 161)
= 1 000 + ((100 + 50) + (100 + 61))
= 1 000 + (((100 + 50) + 100) + 61)
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= 1 000 + ((100 + (50 + 100)) + 61)
= 1 000 + ((100 + (100 + 50)) + 61)
= 1 000 + (((100 + 100) + 50) + 61)
= 1 000 + ((100 + 100) + (50 + 61))
= 1 000 + (200 + (50 + (60 + 1)))
= 1 000 + (200 + ((50 + 60) + 1))
= 1 000 + (200 + ((50 + (50 + 10)) + 1))
= 1 000 + (200 + (((50 + 50) + 10) + 1))
= 1 000 + (200 + ((100 + 10) + 1))
= 1 000 + ((200 + (100 + 10)) + 1)
= 1 000 + (((200 + 100) + 10) + 1)
= 1 000 + ((200 + 100) + (10 + 1))
= 1 000 + (300 + (10 + 1))
= 1 000 + (300 + 11)
= 1 000 + 311
= 1 311.

其实,我还是略了几步;完整地写出计算过程过于复杂了.

在小学, 我们就知道, 因为加法 (乘法) 适合结合律与交换律, 故当我们
求若干个数的和 (积)时,我们可随意地交换这些数的次序,且可以任何方式
作加法 (乘法).比如,

((23 + 52) + 77) + 48
= (23 + 52) + (77 + 48)
= (23 + 52) + (48 + 77)
= (23 + (52 + 48)) + 77
= (23 + 100) + 77
= (100 + 23) + 77
= 100 + (23 + 77)
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= 100 + 100
= 200.

不过, 小学教材没有证明此事; 初中教材似乎也没有证明此事; 高中教材似
乎也没有证明此事.所以,此事的论证,留给了其他人.
现在,我接受这个挑战.不过,为了方便说话,我要一些新的概念.

定义 B.8 设 𝑎, 𝑏是二个文字.我们叫形如 (𝑎, 𝑏)的文字为有序对.
再设 𝑐, 𝑑 也是二个文字.说二个有序对 (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)相等,就是说, 𝑎 = 𝑐

且 𝑏 = 𝑑.

定义 B.9 集是具有某个特定性质的对象作成的一个整体.我们叫它的
对象为元.
无元的集是空集.自然地,至少含一个元的集,是非空的.
若 𝑎是集 𝐴的元,则写 𝑎 ∈ 𝐴或 𝐴 ∋ 𝑎,说 𝑎属于 𝐴或 𝐴包含 𝑎.若 𝑎不

是集 𝐴的元,则写 𝑎 ∉ 𝐴或 𝐴 ∌ 𝑎,说 𝑎不属于 𝐴或 𝐴不包含 𝑎.
一般地,若集 𝐴由元 𝑎, 𝑏, 𝑐, ⋯作成,我们写

𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, ⋯ }.

还有一个记号.设集 𝐴是由具有某个性质 𝑝的对象作成.我们写

𝐴 = {𝑥 ∣ 𝑥具有性质 𝑝}.

例 B.10 当我们视所有的整数为一个整体时,这个整体,就是整数集.习
惯地,我们表之以 ℤ.
我们常记由全体非负整数 (自然数)作成的集为ℕ.那么,我们可写

ℕ = {0, 1, 2, ⋯ }.

不难看出, −1 ∈ ℤ,但 −1 ∉ ℕ.
我们可写

ℤ = {0, 1, −1, 2, −2, ⋯ }.

我们也可写

ℤ = {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ ℕ或 −𝑥 ∈ ℕ}.
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定义 B.11 设 𝑆, 𝑇 是二个非空的集.定义

𝑆 × 𝑇 = {(𝑠, 𝑡) ∣ 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑇 }.

例 B.12 设 𝐴 = {1, 2, 3}, 𝐵 = {4, 5}.那么,

𝐴 × 𝐵 = {(1, 4), (1, 5), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5)}.

不过,

𝐵 × 𝐴 = {(4, 1), (4, 2), (4, 3), (5, 1), (5, 2), (5, 3)}.

可以看到, 虽然 𝐴 × 𝐵 与 𝐵 × 𝐴 的元的数目是相同的, 但二者的元是不一
样的.

抽象地看, 𝑎 + 𝑏的 +,其实是一个对应法则: +变一个有序对 (𝑎, 𝑏)为某
一个唯一确定的数 𝑠;这个数,可被表示为 𝑎+𝑏.类似地, ⋅变一个有序对 (𝑎, 𝑏)
为某一个唯一确定的数 𝑝;这个数,可被表示为 𝑎 ⋅ 𝑏;甚至,特别地,它也可被
表示为 𝑎𝑏.

定义 B.13 设 𝑆 是一个非空的集.设对应法则 ∘适合:任取 𝑆 × 𝑆 的一
个有序对 (𝑎, 𝑏),必存在 𝑆 里的唯一的一个元 𝑟,使在对应法则 ∘下, (𝑎, 𝑏)跟 𝑟
对应 (也就是: (a)任取 𝑆 的二元 𝑎, 𝑏 (不必互不相同),存在 𝑆 的元 𝑟,使在对
应法则 ∘下, (𝑎, 𝑏)跟 𝑟对应; (b)若在对应法则 ∘下, (𝑎, 𝑏)跟 𝑟对应,且 (𝑎, 𝑏)
跟 𝑡对应,则 𝑟 = 𝑡).那么,我们说, ∘是 𝑆 的一个二元运算.
设在对应法则 ∘下, (𝑎, 𝑏)跟 𝑟对应.我们表此事以 𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑟.

例 B.14 加法与乘法都是 ℕ的二元运算:二个给定的非负整数 𝑎, 𝑏的
和 (或积)是被唯一确定的非负整数 𝑎 + 𝑏 (或 𝑎𝑏).不过,减法不是:二个非负
整数的差不一定是非负整数.
但是,减法是 ℤ的二元运算.当然,加法与乘法也是.

设 𝑆 为非空的集.设 ∘是 𝑆 的一个二元运算.文字 𝑎 ∘ 𝑏 ∘ 𝑐是否有意义?
显然,我们并没有定义它的含义;毕竟,二元运算每次只对二个元作运算.但
是,我们总可以先挑二个元作运算,然后再作一次运算.比如,先施 ∘于 𝑎, 𝑏,
可得 (𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐;先施 ∘于 𝑏, 𝑐,可得 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐).二者不一定相同;毕竟,二元运
算是相当自由的.
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例 B.15 (11 − 5) − 2 ≠ 11 − (5 − 2).

不过,当然,也有 (𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐 总等于 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐)的情形.

定义 B.16 设 𝑆是一个非空的集.设 ∘是 𝑆的一个二元运算.若对 𝑆的
任何三元 𝑎, 𝑏, 𝑐 (不一定是互不相同的,下同),必有

(𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐 = 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐),

我们说, ∘适合结合律.

通俗地,结合律说,若非空的集 𝑆 的二元运算 ∘适合结合律, 𝑎, 𝑏, 𝑐 为 𝑆
的任何三元,则无论如何加括号 (但不改元的前后次序),其结果都是相等的.
所以, 𝑎 ∘ 𝑏 ∘ 𝑐是有意义的.

我们看结合律有什么用.
设 𝑆 是非空的集.设 ∘是 𝑆 的一个二元运算.设 ∘适合结合律.设 𝑎, 𝑏,

𝑐, 𝑑 是 𝑆 的 4个元.考虑文字 𝑎 ∘ 𝑏 ∘ 𝑐 ∘ 𝑑.显然,它并没有什么含义 (二元运
算每次只对二个元作运算).不过,我们总可以二个二个地作运算.具体地,我
们有如下 5个结合 (加括号)方式:

𝑟4,1 = ((𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐) ∘ 𝑑,
𝑟4,2 = (𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐)) ∘ 𝑑,
𝑟4,3 = (𝑎 ∘ 𝑏) ∘ (𝑐 ∘ 𝑑),
𝑟4,4 = 𝑎 ∘ ((𝑏 ∘ 𝑐) ∘ 𝑑),
𝑟4,5 = 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ (𝑐 ∘ 𝑑)).

不难用结合律验证, 𝑟4,2, 𝑟4,3, 𝑟4,4, 𝑟4,5都等于 𝑟4,1:

𝑟4,5 = 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ (𝑐 ∘ 𝑑))
= 𝑎 ∘ ((𝑏 ∘ 𝑐) ∘ 𝑑) (𝑟4,4)
= (𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐)) ∘ 𝑑 (𝑟4,2)
= ((𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐) ∘ 𝑑 (𝑟4,1)
= (𝑎 ∘ 𝑏) ∘ (𝑐 ∘ 𝑑). (𝑟4,3)
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所以,通俗地,若非空的集 𝑆的二元运算 ∘适合结合律, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑为 𝑆的任何
4元,则无论如何加括号 (但不改元的前后次序),其结果都是相等的.
我们有理由认为,改 3, 4为任何高于 2的整数,此事仍成立.为证明它,

我们引入一个小的记号.

定义 B.17 设 ∘是 𝑆 的一个二元运算.设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 是 𝑆 的 𝑛个元.
定义

[𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛] =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑎1, 𝑛 = 1;
𝑎1 ∘ 𝑎2, 𝑛 = 2;
[𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1] ∘ 𝑎𝑛, 𝑛 ⩾ 3.

由此可见, [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]就是从前向后地,二个二个地施 ∘于 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛得
到的结果.

为方便,我们说,施 ∘于 𝑆 的一个元 𝑎的结果就是 𝑎自己.
现在我们证明一件重要的事.

定理 B.18 设非空的集 𝑆 的二元运算 ∘适合结合律, 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 为 𝑆
的任何 𝑛元.则无论如何加括号 (但不改元的前后次序),其结果都是相等的.

证 注意到,有限多个元,只有有限多个加括号的方式.设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛
有 𝑠𝑛 个加括号的方式 (比如, 𝑠1 = 𝑠2 = 1, 𝑠3 = 2, 𝑠4 = 5).设以第 𝑖个加括号
的方式算出的结果为 𝑟𝑛,𝑖.我们证明:它们都等于 [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛] (值得注意的
是,这也是一个加括号的方式,故它必跟 𝑟𝑛,1, 𝑟𝑛,2, ⋯, 𝑟𝑛,𝑠𝑛 中的一个有相同的
计算式).具体地,设命题 𝑃 (𝑛)为

任取 𝑆 的 𝑛元 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛,无论如何加括号 (但不改元的前后次序),施
∘于此 𝑛元的结果都等于 [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛].

我们再作一个辅助命题 𝑄(𝑛):

对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖, 𝑃 (𝑖)是正确的.

我们用数学归纳法证明:对每一个正整数 𝑛, 𝑄(𝑛)是正确的.
取 𝑛0 = 3.显然, 𝑄(3)是正确的.
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现在,我们假定, 𝑄(𝑚 − 1)是正确的.我们要证, 𝑄(𝑚)也是正确的.
因为 𝑄(𝑚 − 1)是正确的,故 𝑃 (1), 𝑃 (2), ⋯, 𝑃 (𝑚 − 1)都是正确的.所以,

若我们能由此证明 𝑃 (𝑚)是正确的,则 𝑄(𝑚)是正确的.
任取 𝑆 的 𝑚 元 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚. 任取一个 𝑟𝑚,𝑖. 注意到, 无论如何加括号

作计算,最后的那一步总是二个元的计算 (可回想 4个元时的情形).我们设
𝑟𝑚,𝑖 = 𝑏1 ∘ 𝑏2,其中 𝑏1 是结合 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚 的前 𝑘个元的结果,而 𝑏2 是结合
𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚的后 𝑚 − 𝑘个元的结果.注意到 𝑘, 𝑚 − 𝑘都低于 𝑚,也都不低于
1 (因为 𝑘 ⩾ 1),故,由假定,

𝑏1 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘], 𝑏2 = [𝑎𝑘+1, ⋯ , 𝑎𝑚].

若 𝑚 − 𝑘 = 1,那么 𝑏2就是 𝑎𝑚自己.故

𝑟𝑚,𝑖 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚−1] ∘ 𝑎𝑚 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚].

若 𝑚 − 𝑘 > 1,则

𝑟𝑚,𝑖 = 𝑏1 ∘ 𝑏2

= [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘] ∘ [𝑎𝑘+1, ⋯ , 𝑎𝑚−1, 𝑎𝑚]
= [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘] ∘ ([𝑎𝑘+1, ⋯ , 𝑎𝑚−1] ∘ 𝑎𝑚)
= ([𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘] ∘ [𝑎𝑘+1, ⋯ , 𝑎𝑚−1]) ∘ 𝑎𝑚

= [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1, ⋯ , 𝑎𝑚−1] ∘ 𝑎𝑚

= [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚].

所以, 𝑄(𝑚)是正确的.
根据数学归纳法原理, 𝑄(𝑛)对任何正整数 𝑛都是成立的.进而, 𝑃 (𝑛)对

任何正整数 𝑛是成立的. 证毕.

设 ∘是非空的集 𝑆 的一个适合结合律的二元运算.设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛为 𝑆
的任何 𝑛元.以后,我们简单地写

[𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]

为

𝑎1 ∘ 𝑎2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑛.
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当然,因为结合律,我们也可表任何一个加括号的方式以上式.

设 𝑆 为非空的集.设 ∘是 𝑆 的一个二元运算.设 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆.自然地, 𝑎 ∘ 𝑏
与 𝑏 ∘ 𝑎都有意义.因为二元运算是相当自由的,故二者不一定相等.

例 B.19 7 − 3 ≠ 3 − 7.

不过,当然,也有 𝑎 ∘ 𝑏总等于 𝑏 ∘ 𝑎的情形.

定义 B.20 设 𝑆是一个非空的集.设 ∘是 𝑆的一个二元运算.若对 𝑆的
任何二元 𝑎, 𝑏,必有

𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑏 ∘ 𝑎,

我们说, ∘适合交换律.

现在, 我们证明前面提到的重要事实: 当我们求若干个数的和 (积) 时,
我们可随意地交换这些数的次序,且可以任何方式作加法 (乘法).

定理 B.21 设非空的集 𝑆的二元运算 ∘适合结合律与交换律, 𝑎1, 𝑎2, ⋯,
𝑎𝑛为 𝑆 的任何 𝑛元.则无论如何加括号与交换元的前后次序,其结果都是相
等的.

证 设命题 𝑃 (𝑛)为

任取 𝑆 的 𝑛元 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛,无论如何加括号与交换元的前后次序,施 ∘
于此 𝑛元的结果都等于 𝑎1 ∘ 𝑎2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑛.

我们用数学归纳法证明:对每一个正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
𝑃 (1)是对的,因为没法换.
𝑃 (2)是对的,因为交换律.
现在,我们假定, 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的.我们要证, 𝑃 (𝑚)也是正确的.
任取 𝑆 的 𝑚元 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚.设 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑚是不超过 𝑚的正整数,且互

不相同.因为结合律,故,无论如何加括号,施 ∘于 𝑎𝑖1 , 𝑎𝑖2 , ⋯, 𝑎𝑖𝑚 的结果都等
于 𝑎𝑖1 ∘ 𝑎𝑖2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑚 .我们证它等于 𝑎1 ∘ 𝑎2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑚即可.
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若 𝑖𝑚 = 𝑚,则 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑚−1是不超过 𝑚 − 1的正整数,且互不相同.故

𝑎𝑖1 ∘ 𝑎𝑖2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑚−1 ∘ 𝑎𝑖𝑚
= (𝑎𝑖1 ∘ 𝑎𝑖2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑚−1) ∘ 𝑎𝑚

= (𝑎1 ∘ 𝑎2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑚−1) ∘ 𝑎𝑚

= 𝑎1 ∘ 𝑎2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑚−1 ∘ 𝑎𝑚.

若 𝑖𝑚 ≠ 𝑚,我们设 𝑖𝑗 = 𝑚.则 (若 𝑖1 = 𝑚,则 𝑎𝑖1 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑗−1 不出现)

𝑎𝑖1 ∘ 𝑎𝑖2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑚
= (𝑎𝑖1 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑗−1) ∘ (𝑎𝑖𝑗 ∘ (𝑎𝑖𝑗+1 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑚))

= (𝑎𝑖1 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑗−1) ∘ ((𝑎𝑖𝑗+1 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑚) ∘ 𝑎𝑖𝑗 )

= ((𝑎𝑖1 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑗−1) ∘ (𝑎𝑖𝑗+1 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑖𝑚)) ∘ 𝑎𝑚

= (𝑎1 ∘ 𝑎2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑚−1) ∘ 𝑎𝑚

= 𝑎1 ∘ 𝑎2 ∘ ⋯ ∘ 𝑎𝑚−1 ∘ 𝑎𝑚.

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.根据数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

值得注意的是, 只有交换律而没有结合律的二元运算是没有这个好性
质的.

例 B.22 定义 ℤ上的二元运算 𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑎𝑏 − (𝑎 + 𝑏).不难验证, ∘适合交
换律.我们取 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 为 2, 3, 5, 7.于是,

(2 ∘ 3) ∘ (5 ∘ 7) = 1 ∘ 23 = −1,
(2 ∘ 5) ∘ (3 ∘ 7) = 3 ∘ 11 = 19.

不难发现, ∘不适合结合律:

(1 ∘ 0) ∘ 0 = −1 ∘ 0 = 1,
1 ∘ (0 ∘ 0) = 1 ∘ 0 = −1.

最后,我们看分配律.
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定义 B.23 设 𝑆 是一个非空的集.设 ∘是 𝑆 的一个二元运算.设 ⊕也
是 𝑆 的一个二元运算.
若对 𝑆 的任何三元 𝑎, 𝑏, 𝑐,必有

𝑎 ∘ (𝑏 ⊕ 𝑐) = (𝑎 ∘ 𝑏) ⊕ (𝑎 ∘ 𝑐),

我们说, ∘与⊕适合左分配律.
若对 𝑆 的任何三元 𝑎, 𝑏, 𝑐,必有

(𝑎 ⊕ 𝑏) ∘ 𝑐 = (𝑎 ∘ 𝑐) ⊕ (𝑏 ∘ 𝑐),

我们说, ∘与⊕适合右分配律.
若 ∘与 ⊕既适合左分配律,也适合右分配律,我们说, ∘与 ⊕适合分配

律.

若⊕适合结合律,我们可得到如下三个结果.

定理 B.24 设 𝑆 是一个非空的集.设 ∘是 𝑆 的一个二元运算.设 ⊕是
𝑆 的一个二元运算,且适合结合律.再设 ∘与 ⊕适合左分配律.则对 𝑆 的任
何 𝑛 + 1元 𝑏, 𝑎1, 𝑎2 ⋯, 𝑎𝑛,

𝑏 ∘ (𝑎1 ⊕ 𝑎2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎𝑛) = (𝑏 ∘ 𝑎1) ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎2) ⊕ ⋯ ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎𝑛).

证 设命题 𝑃 (𝑛)为

任取 𝑆 的 𝑛 + 1元 𝑏, 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛,

𝑏 ∘ (𝑎1 ⊕ 𝑎2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎𝑛) = (𝑏 ∘ 𝑎1) ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎2) ⊕ ⋯ ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎𝑛).

我们用数学归纳法证明:对每一个正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
𝑃 (1)是对的 (显然).
𝑃 (2)是对的,因为左分配律.
现在,我们假定, 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的.我们要证, 𝑃 (𝑚)也是正确的.
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任取 𝑆 的 𝑚 + 1元 𝑏, 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚.则

𝑏 ∘ (𝑎1 ⊕ 𝑎2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎𝑚)
= 𝑏 ∘ ((𝑎1 ⊕ 𝑎2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎𝑚−1) ⊕ 𝑎𝑚)
= (𝑏 ∘ (𝑎1 ⊕ 𝑎2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎𝑚−1)) ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎𝑚)
= ((𝑏 ∘ 𝑎1) ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎2) ⊕ ⋯ ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎𝑚−1)) ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎𝑚)
= (𝑏 ∘ 𝑎1) ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎2) ⊕ ⋯ ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎𝑚).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.根据数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

您可用完全类似的方法,证明如下二个事实.我就不证了.

定理 B.25 设 𝑆 是一个非空的集.设 ∘是 𝑆 的一个二元运算.设 ⊕是
𝑆 的一个二元运算,且适合结合律.再设 ∘与 ⊕适合右分配律.则对 𝑆 的任
何 𝑛 + 1元 𝑏, 𝑎1, 𝑎2 ⋯, 𝑎𝑛,

(𝑎1 ⊕ 𝑎2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎𝑛) ∘ 𝑏 = (𝑎1 ∘ 𝑏) ⊕ (𝑎2 ∘ 𝑏) ⊕ ⋯ ⊕ (𝑎𝑛 ∘ 𝑏).

定理 B.26 设 𝑆 是一个非空的集.设 ∘是 𝑆 的一个二元运算.设 ⊕是
𝑆 的一个二元运算,且适合结合律.再设 ∘与 ⊕适合分配律.则对 𝑆 的任何
𝑛 + 1元 𝑏, 𝑎1, 𝑎2 ⋯, 𝑎𝑛,

𝑏 ∘ (𝑎1 ⊕ 𝑎2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎𝑛) = (𝑏 ∘ 𝑎1) ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎2) ⊕ ⋯ ⊕ (𝑏 ∘ 𝑎𝑛),
(𝑎1 ⊕ 𝑎2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎𝑛) ∘ 𝑏 = (𝑎1 ∘ 𝑏) ⊕ (𝑎2 ∘ 𝑏) ⊕ ⋯ ⊕ (𝑎𝑛 ∘ 𝑏).
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我其实还有一些想说的话.不过,这些话不适合在第一章讲;当然,也不
适合在附录 A或附录 B讲.所以,我就在这儿讲.

183
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C.1 我要如何定义行列式?
行列式是什么?我认为,就像迹那样 (注: 𝑛级阵𝐴的迹是 [𝐴]1,1 +[𝐴]2,2 +

⋯ + [𝐴]𝑛,𝑛),行列式也只是方阵一个属性而已.不过,这个看法可能是不全面
的;毕竟,这可能会使人认为, “行列式就是个 ‘新定义运算’而已”.行列式是
有用的;至少,不说线性代数,它在微积分与几何里,也是有用的.
出于多的原因,我决定,写一本行列式的入门教材.既然是入门教材,它

自然要简单.我能想到至少三个 (有大的差别的)定义方式:

定义 C.1 (归纳定义) 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).定义 𝐴的行列式

det (𝐴) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

[𝐴]1,1, 𝑛 = 1;
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)), 𝑛 ⩾ 2.

定义 C.2 (组合定义) 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).定义 𝐴的行列式
det (𝐴) = ∑

1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) [𝐴]𝑖1,1[𝐴]𝑖2,2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑛,

其中
𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) = ∏

1⩽𝑝<𝑞⩽𝑛
sgn (𝑖𝑞 − 𝑖𝑝)

是文字列 (或者, “排列”,因为这里的 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 是互不相同的) 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛
的符号.

定义 C.3 (公理定义) 设 𝑓 是定义在全体 𝑛级阵上的函数.若 𝑓 适合如
下三条, 则说 𝑓 是 (𝑛 级阵的)一个行列式函数 (自然地, 若 𝐴 是 𝑛 级阵, 则
𝑓(𝐴)是 𝐴的一个行列式):

(1) (规范性)若 𝐼 是 𝑛级单位阵,则 𝑓(𝐼) = 1.
(2) (多线性)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎1, ⋯,

𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有
𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛])

= 𝑠𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).
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(3) (交错性)若 𝑛级阵 𝐴有二列相同,则 𝑓(𝐴) = 0.

值得注意的是,这里的定义是关于列的.我们知道,一个阵的行列式等于
其转置的行列式,故阵的行与阵的列在行列式里的地位是一样的,进而我们
也可用关于行的版本定义行列式.这,我认为,只是个人的喜好而已.毕竟,行
或列不是本质的.规范性、多线性、交错性是本质.
大体地,我想到的三个定义,对初学行列式的人,都是有一些挑战的,因

为它们都涉及了 “非高中数学内容”.归纳定义不好,因为学生不一定熟悉数
学归纳法.当我是高中生时,数学归纳法至少是必学的;可是,过了几年,新教
材里的数学归纳法是选学内容, 且新高考也不再考它. 组合定义不好, 因为
学生不一定熟悉 (比数学归纳法抽象的)排列或置换.并且,在一些线性代数
教材里,排列或置换的理论似乎只为行列式所用.公理定义不好,因为它是抽
象的.这要一些准备.据说,老的中学数学有 “2级行列式” “3级行列式” (即,
2级阵的行列式与 3级阵的行列式);可是,我是高中生时, (必学的)教材没有
了行列式; (必学的)新教材也没有行列式.我认为,这么讲行列式,会使更多
的初学者不解 (若学生没有什么准备知识).
虽然这三个定义都对初学者有一些挑战,我还是选了归纳定义;毕竟,我

想,数学归纳法应是每一个 (学数学的)人都了解的 (基础的)原理.
于是,我开始写本书的第一章.
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C.2 我要讲阵吗?
理论地,我可不用阵讲行列式.具体地,我可以这么定义行列式.

定义 C.4 我们叫下面用二条竖线围起来的由 𝑛行 𝑛列元作成的式为一
个 𝑛级行列式:

𝐷 =

|
|
|
|
|
||

𝑎1,1 𝑎1,2 ⋯ 𝑎1,𝑛
𝑎2,1 𝑎2,2 ⋯ 𝑎2,𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛,1 𝑎𝑛,2 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

|
|
|
|
|
||

. (C.1)

它由 𝑛行 𝑛列,共 𝑛2 个元作成.我们叫行 𝑖的 𝑛个元 𝑎𝑖,1, 𝑎𝑖,2, ⋯, 𝑎𝑖,𝑛 为行列
式𝐷的行 𝑖,叫列 𝑗的 𝑛个元 𝑎1,𝑗 , 𝑎2,𝑗 , ⋯, 𝑎𝑛,𝑗 为行列式𝐷的列 𝑗.我们叫行 𝑖,
列 𝑗 交点上的元 𝑎𝑖,𝑗 为行列式 𝐷的 (𝑖, 𝑗)-元.

我们定义 𝑎𝑖,𝑗 的余子式 𝑀𝑖,𝑗 为由行列式 𝐷 中去除行 𝑖 列 𝑗 后剩下的
𝑛 − 1行与 𝑛 − 1列元作成的行列式:

𝑀𝑖,𝑗 =

|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

𝑎1,1 ⋯ 𝑎1,𝑗−1 𝑎1,𝑗+1 ⋯ 𝑎1,𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑖−1,1 ⋯ 𝑎𝑖−1,𝑗−1 𝑎𝑖−1,𝑗+1 ⋯ 𝑎𝑖−1,𝑛
𝑎𝑖+1,1 ⋯ 𝑎𝑖+1,𝑗−1 𝑎𝑖+1,𝑗+1 ⋯ 𝑎𝑖+1,𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛,1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑗−1 𝑎𝑛,𝑗+1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

.

当 𝑛 = 1时,定义式 (C.1)为

𝐷 = 𝑎1,1. (C.2)

当 𝑛 ⩾ 2时,归纳地定义式 (C.1)为

𝐷 = 𝑎1,1𝑀1,1 − 𝑎2,1𝑀2,1 + ⋯ + (−1)𝑛+1𝑎𝑛,1𝑀𝑛,1

=
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1𝑎𝑖,1𝑀𝑖,1.
(C.3)

可以看到,在这个定义里, “行列式”至少有二个意思:一是形如式 (C.1)
的方形数表的式,二是由式 (C.2), (C.3)定义的一个数.既然式 (C.1)只是一
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个式,又因为二个式相等是指它们的结果相等,故,有不一样的元的二个 𝑛级
行列式可能相等.
我如何定义行列式?我先定义阵 (矩形数表),再定义方阵 (方形数表)的

行列式是施某规则于方阵得到的数. (具体地,您看第一章,节 5, 6即知.)
由此可见,这个定义跟第一章的定义,在思想上,是有一些区别的.我用

的定义视行列式为方阵的一个属性,而这个定义,是一个 “形如式 (C.1)的方
形数表的式”,或 “由式 (C.2), (C.3)确定的数”.
历史地,行列式比阵早出现.所以,这个不涉及阵的定义,是古典的.逻辑

地,它没有什么问题.不过,教学地,一些学生区分行列式与阵是有挑战的.毕
竟,二者长得差不多,且阵 (的运算)与行列式对线性代数的初学者都是有一
些挑战的.
我想到的解决此问题的方法就是先讲阵 (至少,先讲阵的记号),再讲行

列式.这样,初学者更能体会,行列式是方阵的一个属性.至少,我不想在入门
课给学生多的挑战.
类似地,历史地,对数比指数早出现.可是,我们在高中学数学时,也并没

有先讲对数,再讲指数.相反,教材用指数讲对数.

最后,我以一个形象的例结束本节.
我在前面说过, 𝑛级阵 𝐴的迹是 [𝐴]1,1 + [𝐴]2,2 + ⋯ + [𝐴]𝑛,𝑛.能否不用阵

定义迹?我想,理论地,当然可以.我试作了一个定义.您看它如何.

定义 C.5 我们叫下面用括号 { } (注意, 这只是我自己选的一个记号)
围起来的由 𝑛行 𝑛列元作成的式为一个 𝑛级迹:

𝑇 =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑎1,1 𝑎1,2 ⋯ 𝑎1,𝑛
𝑎2,1 𝑎2,2 ⋯ 𝑎2,𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛,1 𝑎𝑛,2 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

⎫⎪
⎪
⎬
⎪
⎪⎭

. (C.4)

它由 𝑛行 𝑛列,共 𝑛2 个元作成.我们叫行 𝑖的 𝑛个元 𝑎𝑖,1, 𝑎𝑖,2, ⋯, 𝑎𝑖,𝑛 为迹 𝑇
的行 𝑖,叫列 𝑗的 𝑛个元 𝑎1,𝑗 , 𝑎2,𝑗 , ⋯, 𝑎𝑛,𝑗 为迹 𝑇 的列 𝑗.我们叫行 𝑖,列 𝑗交点
上的元 𝑎𝑖,𝑗 为迹 𝑇 的 (𝑖, 𝑗)-元.
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我们定义式 (C.4)为

𝑇 = 𝑎1,1 + 𝑎2,2 + ⋯ + 𝑎𝑛,𝑛.

这是一个个人喜好问题.不同的人,会有不同的想法.
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C.3 行列式的性质
设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛, 𝑥, 𝑦是 𝑛 + 2个 𝑛 × 1阵.设 𝐴 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛].设 𝑠是一

个数.行列式有如下性质:

(1)一个方阵与其转置的行列式相等.于是,我不必同时讲行的性质与列
的性质, 因为您总可用转置, 译列的性质为行的性质 (或译行的性质为列的
性质).

(2)若一个阵的某一列是二组数的和,那么此阵的行列式等于二个阵的
行列式的和,而这二个阵,除这一列以外,全与原阵的对应的列一样.用公式
写,就是

det [⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥 + 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ ]
= det [⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ ] + det [⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ ],

其中,未写的列是不变的,下同.
(3)以一个数乘阵的一列后得到的阵的行列式等于以此数乘原阵的行列

式.用公式写,就是

det [⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ ] = 𝑠 det [⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ ].

(4)若一个阵有二列相同,则其行列式为 0.
(5)若交换一个阵的二列,则其行列式变号.
(6)若一个阵有二列成比例,则其行列式为 0. (利用性质 (3) (4)即知.)
(7)若加一个阵的一列的倍于另一列,则其行列式不变. (利用性质 (2) (6)

即知.)
(8)单位阵的行列式是 1.
(9)设 𝑗 是不超过 𝑛的正整数.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

不难看出, (2) (3)的联合是多线性,且 (4)就是交错性.
这些性质是有用的.我们看几个例.
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例 C.6 设 𝑛级阵 𝐴适合:当 1 ⩽ 𝑗 < 𝑖 ⩽ 𝑛时, [𝐴]𝑖,𝑗 = 0.形象地,

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 [𝐴]1,2 ⋯ [𝐴]1,𝑛−1 [𝐴]1,𝑛
0 [𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]2,𝑛−1 [𝐴]2,𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 [𝐴]𝑛−1,𝑛
0 0 ⋯ 0 [𝐴]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

我们计算 det (𝐴).
按列 1展开,有

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1))

= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) +
𝑛

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1))

= [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) +
𝑛

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1 0 det (𝐴(𝑖|1))

= [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)).

不难看出,当 1 ⩽ 𝑗 < 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1时,也有 [𝐴(1|1)]𝑖,𝑗 = 0.于是,类似地,

det (𝐴(1|1)) = [𝐴(1|1)]1,1 det ((𝐴(1|1))(1|1)) = [𝐴]2,2 det (𝐴(1, 2|1, 2)).

故

det (𝐴) = [𝐴]1,1[𝐴]2,2 det (𝐴(1, 2|1, 2)).

⋯⋯
最后,我们得到

det (𝐴) = [𝐴]1,1[𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 det (𝐴(1, 2, ⋯ , 𝑛 − 1|1, 2, ⋯ , 𝑛 − 1))
= [𝐴]1,1[𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1[𝐴]𝑛,𝑛

= [𝐴]1,1[𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑛.



C.3 行列式的性质 191

例 C.7 设 𝑛级阵 𝐴适合:当 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛时, [𝐴]𝑖,𝑗 = 0.形象地,

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0
[𝐴]𝑛,1 [𝐴]𝑛,2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑛−1 [𝐴]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

我们计算 det (𝐴).
不难看出, 𝐴的转置 𝐴T适合:当 1 ⩽ 𝑗 < 𝑖 ⩽ 𝑛时, [𝐴T]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑗,𝑖 = 0.由

性质 (1)与上例的结果,

det (𝐴) = det (𝐴T)
= [𝐴T]1,1[𝐴T]2,2 ⋯ [𝐴T]𝑛,𝑛

= [𝐴]1,1[𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑛.

例 C.8 运用性质 (7),可作出一些 0,使计算简单.比如,设

𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

4 9 2
3 5 7
8 1 6

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则

det (𝐴) = det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

4 9 2 + 9
3 5 7 + 5
8 1 6 + 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

4 9 2 + 9 + 4
3 5 7 + 5 + 3
8 1 6 + 1 + 8

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

4 9 15
3 5 15
8 1 15

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

4 9 − 15 ⋅ 1
15 15

3 5 − 15 ⋅ 1
15 15

8 1 − 15 ⋅ 1
15 15

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦
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= det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

4 − 15 ⋅ 8
15 8 15

3 − 15 ⋅ 8
15 4 15

8 − 15 ⋅ 8
15 0 15

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−4 8 15
−5 4 15
0 0 15

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−4 + 8 ⋅ 5
4 8 15

−5 + 4 ⋅ 5
4 4 15

0 + 0 ⋅ 5
4 0 15

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

6 8 15
0 4 15
0 0 15

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= 6 ⋅ 4 ⋅ 15
= 360.

我们用 3级阵的行列式的公式验证结果:

det (𝐴) = 4 ⋅ 5 ⋅ 6 + 3 ⋅ 1 ⋅ 2 + 8 ⋅ 9 ⋅ 7 − 4 ⋅ 1 ⋅ 7 − 3 ⋅ 9 ⋅ 6 − 8 ⋅ 5 ⋅ 2
= 120 + 6 + 504 − 28 − 162 − 80
= 360.

例 C.9 设

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则

det (𝐴) = det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

16 3 − 2 2 13
5 10 − 11 11 8
9 6 − 7 7 12
4 15 − 14 14 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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= det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

16 − 13 3 − 2 2 13
5 − 8 10 − 11 11 8
9 − 12 6 − 7 7 12
4 − 1 15 − 14 14 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

3 1 2 13
−3 −1 11 8
−3 −1 7 12
3 1 14 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

利用性质 (6)可知,最后一个阵的行列式为 0.所以, 𝐴的行列式也是 0.
我们当然也可用 4级阵的行列式的公式验证结果.不过,这是复杂的.首

先,根据定义,

det (𝐴)
= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) + (−1)2+1[𝐴]2,1 det (𝐴(2|1))

+ (−1)3+1[𝐴]3,1 det (𝐴(3|1)) + (−1)4+1[𝐴]4,1 det (𝐴(4|1)).

可算出

det (𝐴(1|1)) = det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

10 11 8
6 7 12
15 14 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= 136,

det (𝐴(2|1)) = det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

3 2 13
6 7 12
15 14 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= −408,

det (𝐴(3|1)) = det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

3 2 13
10 11 8
15 14 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= −408,

det (𝐴(4|1)) = det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

3 2 13
10 11 8
6 7 12

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= 136.

所以
det (𝐴) = 16 ⋅ 136 − 5 ⋅ (−408) + 9 ⋅ (−408) − 4 ⋅ 136 = 0.
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例 C.10 设 𝑥, 𝑦是数.作 𝑛级阵 𝐴如下:

[𝐴]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥, 𝑖 = 𝑗;
𝑦, 𝑖 ≠ 𝑗.

形象地,

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥 𝑦 ⋯ 𝑦 𝑦
𝑦 𝑥 ⋯ 𝑦 𝑦
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑦 𝑦 ⋯ 𝑥 𝑦
𝑦 𝑦 ⋯ 𝑦 𝑥

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

我们计算 det (𝐴).
我们加 𝐴的列 1, 2, ⋯, 𝑛 − 1于列 𝑛,得 𝑛级阵

𝐴1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥 𝑦 ⋯ 𝑦 𝑥 + (𝑛 − 1)𝑦
𝑦 𝑥 ⋯ 𝑦 𝑥 + (𝑛 − 1)𝑦
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑦 𝑦 ⋯ 𝑥 𝑥 + (𝑛 − 1)𝑦
𝑦 𝑦 ⋯ 𝑦 𝑥 + (𝑛 − 1)𝑦

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

注意到, 𝐴1 的前 𝑛 − 1 列与 𝐴 的前 𝑛 − 1 列一样, 但 𝐴1 的列 𝑛 的元全为
𝑥 + (𝑛 − 1)𝑦.用 𝑛 − 1次性质 (7),有 det (𝐴) = det (𝐴1).
作 𝑛级阵

𝐴2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥 𝑦 ⋯ 𝑦 1
𝑦 𝑥 ⋯ 𝑦 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑦 𝑦 ⋯ 𝑥 1
𝑦 𝑦 ⋯ 𝑦 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

注意到, 𝐴2 的前 𝑛 − 1列与 𝐴1 的前 𝑛 − 1列一样,但 𝐴2 的列 𝑛的元全为 1.
用性质 (3),有 det (𝐴) = det (𝐴1) = (𝑥 + (𝑛 − 1)𝑦) det (𝐴2).
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我们加 𝐴2 的列 𝑛 的 −𝑦 倍于列 1, 列 𝑛 的 −𝑦 倍于列 2, ⋯⋯, 列 𝑛 的
−𝑦倍于列 𝑛 − 1,得 𝑛级阵

𝐴3 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥 − 𝑦 0 ⋯ 0 1
0 𝑥 − 𝑦 ⋯ 0 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑥 − 𝑦 1
0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

用 𝑛 − 1次性质 (7),有 det (𝐴) = (𝑥 + (𝑛 − 1)𝑦) det (𝐴2) = (𝑥 + (𝑛 − 1)𝑦) det (𝐴3).
注意到, 1 ⩽ 𝑗 < 𝑖 ⩽ 𝑛时,有 [𝐴3]𝑖,𝑗 = 0.故

det (𝐴3) = (𝑥 − 𝑦)𝑛−1 ⋅ 1 = (𝑥 − 𝑦)𝑛−1.

故

det (𝐴) = (𝑥 + (𝑛 − 1)𝑦) det (𝐴3) = (𝑥 + (𝑛 − 1)𝑦)(𝑥 − 𝑦)𝑛−1.

例 C.11 设 𝑥1, 𝑥2, ⋯, 𝑥𝑛是数.作 𝑛级阵 𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)如下:

[𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)]𝑖,𝑗 = 𝑥𝑗−1
𝑖 .

形象地,

𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 𝑥1 𝑥2
1 ⋯ 𝑥𝑛−2

1 𝑥𝑛−1
1

1 𝑥2 𝑥2
2 ⋯ 𝑥𝑛−2

2 𝑥𝑛−1
2

1 𝑥3 𝑥2
3 ⋯ 𝑥𝑛−2

3 𝑥𝑛−1
3

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 𝑥𝑛−1 𝑥2

𝑛−1 ⋯ 𝑥𝑛−2
𝑛−1 𝑥𝑛−1

𝑛−1
1 𝑥𝑛 𝑥2

𝑛 ⋯ 𝑥𝑛−2
𝑛 𝑥𝑛−1

𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

我们计算 det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)).
我们加 𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)的列 𝑛 − 1的 −𝑥𝑛 倍于列 𝑛,列 𝑛 − 2的 −𝑥𝑛 倍
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于列 𝑛 − 1,⋯⋯,列 1的 −𝑥𝑛倍于列 2,得 𝑛级阵

𝐴

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 𝑥1 − 𝑥𝑛 𝑥2
1 − 𝑥1𝑥𝑛 ⋯ 𝑥𝑛−2

1 − 𝑥𝑛−3
1 𝑥𝑛 𝑥𝑛−1

1 − 𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛

1 𝑥2 − 𝑥𝑛 𝑥2
2 − 𝑥2𝑥𝑛 ⋯ 𝑥𝑛−2

2 − 𝑥𝑛−3
2 𝑥𝑛 𝑥𝑛−1

2 − 𝑥𝑛−2
2 𝑥𝑛

1 𝑥3 − 𝑥𝑛 𝑥2
3 − 𝑥3𝑥𝑛 ⋯ 𝑥𝑛−2

3 − 𝑥𝑛−3
3 𝑥𝑛 𝑥𝑛−1

3 − 𝑥𝑛−2
3 𝑥𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛 𝑥2

𝑛−1 − 𝑥𝑛−1𝑥𝑛 ⋯ 𝑥𝑛−2
𝑛−1 − 𝑥𝑛−3

𝑛−1𝑥𝑛 𝑥𝑛−1
𝑛−1 − 𝑥𝑛−2

𝑛−1𝑥𝑛
1 0 0 ⋯ 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 𝑥1 − 𝑥𝑛 𝑥1(𝑥1 − 𝑥𝑛) ⋯ 𝑥𝑛−3
1 (𝑥1 − 𝑥𝑛) 𝑥𝑛−2

1 (𝑥1 − 𝑥𝑛)
1 𝑥2 − 𝑥𝑛 𝑥2(𝑥2 − 𝑥𝑛) ⋯ 𝑥𝑛−3

2 (𝑥2 − 𝑥𝑛) 𝑥𝑛−2
2 (𝑥2 − 𝑥𝑛)

1 𝑥3 − 𝑥𝑛 𝑥3(𝑥3 − 𝑥𝑛) ⋯ 𝑥𝑛−3
3 (𝑥3 − 𝑥𝑛) 𝑥𝑛−2

3 (𝑥3 − 𝑥𝑛)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛 𝑥𝑛−1(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛) ⋯ 𝑥𝑛−3

𝑛−1(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛) 𝑥𝑛−2
𝑛−1(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛)

1 0 0 ⋯ 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

;

具体地,

[𝐴]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 𝑗 = 1;
𝑥𝑗−1

𝑖 − 𝑥𝑗−2
𝑖 𝑥𝑛 = 𝑥𝑗−2

𝑖 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑛), 𝑗 > 2.

由性质 (7),有

det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)) = det (𝐴).

按行 𝑛展开,有

det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)) = det (𝐴) = (−1)𝑛+1 det (𝐵),

其中 𝐵 = 𝐴(𝑛|1),且 [𝐵]𝑖,𝑗 = 𝑥𝑗−1
𝑖 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑛);形象地,

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1 − 𝑥𝑛 𝑥1(𝑥1 − 𝑥𝑛) ⋯ 𝑥𝑛−3
1 (𝑥1 − 𝑥𝑛) 𝑥𝑛−2

1 (𝑥1 − 𝑥𝑛)
𝑥2 − 𝑥𝑛 𝑥2(𝑥2 − 𝑥𝑛) ⋯ 𝑥𝑛−3

2 (𝑥2 − 𝑥𝑛) 𝑥𝑛−2
2 (𝑥2 − 𝑥𝑛)

𝑥3 − 𝑥𝑛 𝑥3(𝑥3 − 𝑥𝑛) ⋯ 𝑥𝑛−3
3 (𝑥3 − 𝑥𝑛) 𝑥𝑛−2

3 (𝑥3 − 𝑥𝑛)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛 𝑥𝑛−1(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛) ⋯ 𝑥𝑛−3
𝑛−1(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛) 𝑥𝑛−2

𝑛−1(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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用 𝑛 − 1次性质 (3) (关于行),有

det (𝐵) = (𝑥1 − 𝑥𝑛)(𝑥2 − 𝑥𝑛) ⋯ (𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛) det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛−1))
= (−1)𝑛−1(𝑥𝑛 − 𝑥1)(𝑥𝑛 − 𝑥2) ⋯ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1) det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛−1)).

故

det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛))
= (−1)𝑛+1 det (𝐵)
= (−1)𝑛+1(−1)𝑛−1(𝑥𝑛 − 𝑥1)(𝑥𝑛 − 𝑥2) ⋯ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1) det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛−1))
= (𝑥𝑛 − 𝑥1)(𝑥𝑛 − 𝑥2) ⋯ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1) det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛−1)).

类似地,

det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛−1))
= (𝑥𝑛−1 − 𝑥1)(𝑥𝑛−1 − 𝑥2) ⋯ (𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2) det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛−2)).

故

det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)) = (𝑥𝑛 − 𝑥1)(𝑥𝑛 − 𝑥2) ⋯ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)
⋅ (𝑥𝑛−1 − 𝑥1)(𝑥𝑛−1 − 𝑥2) ⋯ (𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2)
⋅ det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛−2)).

⋯⋯
最后,我们有

det (𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)) = (𝑥𝑛 − 𝑥1)(𝑥𝑛 − 𝑥2) ⋯ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)
⋅ (𝑥𝑛−1 − 𝑥1)(𝑥𝑛−1 − 𝑥2) ⋯ (𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2)
⋅ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
⋅ (𝑥3 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)
⋅ (𝑥2 − 𝑥1)
⋅ det (𝑉 (𝑥1))

= (𝑥𝑛 − 𝑥1)(𝑥𝑛 − 𝑥2) ⋯ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)
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⋅ (𝑥𝑛−1 − 𝑥1)(𝑥𝑛−1 − 𝑥2) ⋯ (𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2)
⋅ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
⋅ (𝑥3 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)
⋅ (𝑥2 − 𝑥1)
⋅ 1

= ∏
2⩽𝑣⩽𝑛

∏
1⩽𝑢⩽𝑣−1

(𝑥𝑣 − 𝑥𝑢)

= ∏
1⩽𝑢<𝑣⩽𝑛

(𝑥𝑣 − 𝑥𝑢).

不难看出,若 𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)的行列式非零,则 𝑥1, 𝑥2, ⋯, 𝑥𝑛 互不相同;
反过来,若 𝑥1, 𝑥2, ⋯, 𝑥𝑛互不相同,则 𝑉 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)的行列式非零.

例 C.12 设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛是 𝑛个数.作 𝑛级阵 𝐶(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)如下:

[𝐶(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

−𝑎𝑛−𝑖+1, 𝑗 = 𝑛;
1, 2 ⩽ 𝑖 = 𝑗 + 1 ⩽ 𝑛;
0, 其他.

形象地,

𝐶(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 ⋯ 0 0 −𝑎𝑛
1 0 ⋯ 0 0 −𝑎𝑛−1
0 1 ⋯ 0 0 −𝑎𝑛−2
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 −𝑎2
0 0 ⋯ 0 1 −𝑎1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

设 𝑥是一个数.记 𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛) = 𝑥𝐼𝑛 − 𝐶(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛).形象地,

𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥 0 ⋯ 0 0 𝑎𝑛
−1 𝑥 ⋯ 0 0 𝑎𝑛−1
0 −1 ⋯ 0 0 𝑎𝑛−2
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ −1 𝑥 𝑎2
0 0 ⋯ 0 −1 𝑥 + 𝑎1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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我们计算 det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)).
注意到,当 1 < 𝑗 < 𝑛时, [𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)]1,𝑗 = 0.于是,按行 1展开,

有
det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))

= (−1)1+1[𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)]1,1 det ((𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))(1|1))
+ (−1)1+𝑛[𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)]1,𝑛 det ((𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))(1|𝑛)).

不难写出,

[𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)]1,1 = 𝑥, [𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)]1,𝑛 = 𝑎𝑛.

不难写出,

(𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))(1|1) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥 ⋯ 0 0 𝑎𝑛−1
−1 ⋯ 0 0 𝑎𝑛−2
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ −1 𝑥 𝑎2
0 ⋯ 0 −1 𝑥 + 𝑎1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1).

故
det ((𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))(1|1)) = det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1)).

不难写出,

(𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))(1|𝑛) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1 𝑥 ⋯ 0 0
0 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ −1 𝑥
0 0 ⋯ 0 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

;

具体地,

[(𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))(1|𝑛)]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

−1, 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑛 − 1;
𝑥, 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 − 1 ⩽ 𝑛 − 2;
0, 其他.
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故 1 ⩽ 𝑗 < 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1时,有 [(𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))(1|𝑛)]𝑖,𝑗 = 0.则

det ((𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))(1|𝑛)) = (−1)𝑛−1.

综上,

det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))
= (−1)1+1[𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)]1,1 det ((𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))(1|1))

+ (−1)1+𝑛[𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)]1,𝑛 det ((𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛))(1|𝑛))
= 𝑥 det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1)) + (−1)1+𝑛𝑎𝑛(−1)𝑛−1

= 𝑥 det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1)) + 𝑎𝑛.

类似地,

det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1)) = 𝑥 det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−2)) + 𝑎𝑛−1.

故

det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)) = 𝑥 det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1)) + 𝑎𝑛

= 𝑥(𝑥 det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−2)) + 𝑎𝑛−1) + 𝑎𝑛

= 𝑥2 det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−2)) + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛.

⋯⋯
最后,我们有

det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)) = 𝑥 det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1)) + 𝑎𝑛

= 𝑥2 det (𝑃 (𝑥; 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−2)) + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛

= ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
= 𝑥𝑛−1 det (𝑃 (𝑥; 𝑎1)) + 𝑎2𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛

= 𝑥𝑛−1(𝑥 + 𝑎1) + 𝑎2𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛

= 𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + 𝑎2𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛.

虽然我写了多的例, 我并不想在本书具体地介绍如何计算一个阵的行
列式; 那或许不是我的事. 我的目标只是带您入门行列式; 这些例的目的是
使您更好地理解行列式的性质. 若您想知道计算一个阵的行列式的更多的
方法,您可以见一些线性代数教材,或者找相关的文献.
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C.4 排列
一般地,在以组合定义定义行列式的教材里,排列 (或置换)的一些基本

的性质是必要的, 因为它们对论证行列式的性质有用 (通俗地, 这些教材用
排列研究行列式).我想在本节用行列式研究排列 (通俗地,我要反过来作).
研究排列时,有一个行为是重要的.

定义 C.13 (对换) 设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛是一个排列.设 𝑖, 𝑗是不超过 𝑛的二个
不等的正整数.我们交换此排列的第 𝑖个文字与第 𝑗 个文字 (也就是,交换文
字 𝑎𝑖, 𝑎𝑗),且不改变其他的文字,则,我们得到了一个新的排列 𝑏1, 𝑏2, ⋯, 𝑏𝑛,
其中

𝑏𝑘 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑎𝑗 , 𝑘 = 𝑖;
𝑎𝑖, 𝑘 = 𝑗;
𝑎𝑘, 其他.

我们说,变 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛为 𝑏1, 𝑏2, ⋯, 𝑏𝑛的行为是一次对换.特别地,若 𝑗 = 𝑖+1
或 𝑗 = 𝑖 − 1 (通俗地, 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 ,或 𝑎𝑗 , 𝑎𝑖,在 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛里,是相邻的二个文字),
我们说,这一次对换是一次相邻对换.

例 C.14 考虑排列 I: 3, 2, 5, 1, 4.交换 3与 1的位置,得到排列 II: 1, 2, 5,
3, 4.我们说,变 I为 II的行为是一次对换.
还是考虑排列 I.交换 1与 4的位置,得到排列 III: 3, 2, 5, 4, 1.变 I为 III

的行为当然也是一次对换.不过,因为 1, 4在 I里是相邻的二个文字,故我们
也可说,变 I为 III的行为是一次相邻对换.

值得注意的是,一次对换的结果可以跟多次相邻对换的结果一样.比如,
为了变 I为 II,我们可以这么作:
交换 3与 2的位置,得排列 IV: 2, 3, 5, 1, 4;
交换 3与 5的位置,得排列 V: 2, 5, 3, 1, 4;
交换 3与 1的位置,得排列 VI: 2, 5, 1, 3, 4;
交换 5与 1的位置,得排列 VII: 2, 1, 5, 3, 4;
交换 2与 1的位置,得排列 VIII: 1, 2, 5, 3, 4.
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可以看到,我们利用 5次相邻对换实现了一次 (不是相邻的)对换.注意
到,这是一个奇数.
其实,不难看出这么一件事.设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛是一个排列, 𝑖, 𝑗 是不超过 𝑛

的二个不等的正整数,且 𝑖 < 𝑗.则,我们可作 2(𝑗 − 𝑖) − 1次相邻对换以交换
此排列的第 𝑖个文字与第 𝑗 个文字.

相邻对换与逆序数有如下关系.

定理 C.15 设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 是互不相同的 𝑛个整数.设排列 I: 𝑎1, 𝑎2, ⋯,
𝑎𝑛 的逆序数 𝜏(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛) = 𝑇 .那么,我们可作 𝑇 次相邻对换变排列 I为
其自然排列.

证 我们先设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛是 1, 2, ⋯, 𝑛的排列.作命题 𝑃 (𝑛):

任取 1, 2, ⋯, 𝑛的一个排列 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛,我们可作 𝜏(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)次相
邻对换变其为自然排列 1, 2, ⋯, 𝑛.

我们用数学归纳法证明,对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)成立.
𝑃 (1)是正确的.毕竟, 1只有 1个排列: 1.我们不必作任何对换,它已是

自然排列.排列 1的逆序数自然是 0.
现在, 我们设 𝑃 (𝑚 − 1) 是正确的. 我们证 𝑃 (𝑚) 也是正确的. 任取 1, 2,

⋯, 𝑚 的一个排列 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚. 那么, 恰存在一个不超过 𝑚 的正整数 𝑘, 使
𝑎𝑘 = 𝑚.我们交换 𝑚与 𝑎𝑘+1,再交换 𝑚与 𝑎𝑘+2,⋯⋯,再交换 𝑚与 𝑎𝑚,从而可
变 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚 为 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘+1, ⋯, 𝑎𝑚, 𝑚.这 𝑚 − 𝑘次相邻对换使 𝑚是
最后一个数 (若 𝑎𝑚 = 𝑚,则不必作对换了,故此关系仍成立),且新排列的前
𝑚 − 1个整数 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘+1, ⋯, 𝑎𝑚是 1, 2, ⋯, 𝑚 − 1的排列.由假定,我们
可作 𝑇𝑚−1 = 𝜏(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘+1, ⋯ , 𝑎𝑚)次相邻对换,变 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘+1, ⋯,
𝑎𝑚 为其自然排列 1, 2, ⋯, 𝑚 − 1.所以,我们可作 𝑇𝑚−1 + (𝑚 − 𝑘)次相邻对换
变 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚为其自然排列 1, 2, ⋯, 𝑚.

注意到,每一个适合条件 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑚的有序整数对 (𝑖, 𝑗)恰适合以下
三个条件之一: (a) 𝑖 ≠ 𝑘且 𝑗 ≠ 𝑘; (b) 𝑖 = 𝑘且 𝑘 < 𝑗 ⩽ 𝑚; (c) 1 ⩽ 𝑖 < 𝑘且
𝑗 = 𝑘.再注意到,对每一个不等于 𝑘,且不超过 𝑚的正整数 ℓ,必有 𝑎ℓ < 𝑚.
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故

𝜏(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚)
= ∑

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑚
𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗)

= ∑
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑚

𝑖,𝑗≠𝑘

𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) + ∑
𝑘<𝑗⩽𝑚

𝜌(𝑎𝑘, 𝑎𝑗) + ∑
1⩽𝑖<𝑘

𝜌(𝑎𝑖, 𝑎𝑘)

= 𝜏(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘+1, ⋯ , 𝑎𝑚) + ∑
𝑘<𝑗⩽𝑚

1 + ∑
1⩽𝑖<𝑘

0

= 𝑇𝑚−1 + (𝑚 − 𝑘).

从而,我们可作 𝜏(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚)次相邻对换变 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚 为其自然排列 1,
2, ⋯, 𝑚.
所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)成立.
最后,我们看一般的情形.
设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛的自然排列是 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛.我们记 𝑓(𝑐𝑖) = 𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋯,

𝑛). (通俗地, 𝑓(𝑎𝑖)表示 𝑎𝑖是第 𝑓(𝑎𝑖)小的数.)那么,不难看出,若 𝑑1, 𝑑2, ⋯, 𝑑𝑛
是 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 的一个排列,则 𝑓(𝑑1), 𝑓(𝑑2), ⋯, 𝑓(𝑑𝑛)是 1, 2, ⋯, 𝑛的一个排
列;反过来,若 𝑣1, 𝑣2, ⋯, 𝑣𝑛是 1, 2, ⋯, 𝑛的一个排列,则 𝑐𝑣1 , 𝑐𝑣2 , ⋯, 𝑐𝑣𝑛 是 𝑐1,
𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛的一个排列.也不难看出,若 𝑑𝑡 < 𝑑𝑣,必有 𝑓(𝑑𝑡) < 𝑓(𝑑𝑣).反过来,若
𝑓(𝑑𝑡) < 𝑓(𝑑𝑣),必有 𝑑𝑡 < 𝑑𝑣.从而, 𝑓(𝑎1), 𝑓(𝑎2), ⋯, 𝑓(𝑎𝑛)的逆序数等于 𝑎1, 𝑎2,
⋯, 𝑎𝑛 的逆序数.我们分别为 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 取 “小名” 𝑓(𝑎1), 𝑓(𝑎2), ⋯, 𝑓(𝑎𝑛),
即可用老方法,作跟 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 的逆序数一样多的次数的相邻对换,变 𝑎1,
𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛 为其自然排列 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛. (注意到,我们总可用类似的方法,变一
般的排列的研究为 1, 2, ⋯, 𝑛的排列的研究.所以,当我们得到 1, 2, ⋯, 𝑛的
排列的只跟逆序有关的性质后,我们总可译其为一般的排列的性质.) 证毕.

定理 C.16 设排列 I: 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛.施一次对换于排列 I,得排列 II: 𝑏1, 𝑏2,
⋯, 𝑏𝑛.则

𝑠(𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛) = −𝑠(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛).

(通俗地,一次对换变排列的号.)
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证 无妨设排列 I, II都是 1, 2, ⋯, 𝑛的排列;可用我之前提到的方法推
广此事于任何的排列.
设 𝑛 级单位阵 𝐼 = [𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛]. 作二个 𝑛 级阵 𝐴 = [𝑒𝑎1 , 𝑒𝑎2 , ⋯ , 𝑒𝑎𝑛],

𝐵 = [𝑒𝑏1 , 𝑒𝑏2 , ⋯ , 𝑒𝑏𝑛].那么, 𝐵可被认为是交换了 𝐴的二列,且不变其他列得
到的阵.从而,

𝑠(𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛)
= 𝑠(𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛) det (𝐼)
= det (𝐵)
= − det (𝐴)
= −𝑠(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛) det (𝐼)
= −𝑠(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛). 证毕.

定理 C.17 设 𝑛 ⩾ 2.设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛是 𝑛个互不相同的整数.那么,在 𝑎1,
𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛的全部排列中,符号为 1的排列跟符号为 −1的排列的数目相等.

证 设 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛的自然排列是 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛.不难看出,每一个 𝑎1, 𝑎2,
⋯, 𝑎𝑛的排列都是 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛的排列,且每一个 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛的排列都是 𝑎1,
𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛的排列,
无妨设 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 分别为 1, 2, ⋯, 𝑛;可用我之前提到的方法推广此事

于任何的排列.
作 𝑛级阵 𝑈 ,其中 [𝑈]𝑖,𝑗 = 1 (通俗地, 𝑈 的每一个元都是 1).根据交错

性, det (𝑈) = 0.根据完全展开 (取 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛为 1, 2, ⋯, 𝑛),

0 = det (𝑈)
= ∑

1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) [𝑈]𝑖1,1[𝑈]𝑖2,2 ⋯ [𝑈]𝑖𝑛,𝑛

= ∑
1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛

𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛).

我问一个简单的问题:设有 𝑘个数,每一个都是 1或 −1.若它们的和为 0,请
问,有几个 1,有几个 −1?我想,您能答出, 1跟 −1的个数都是 𝑘/2. 证毕.
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由此可见,完全展开 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 2)的行列式的公式里,符号为 1的项跟
符号为 −1的项的数目都是 (𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ ⋯ ⋅ 2 ⋅ 1)/2.

最后,我想说公理定义的事.
或许,您还记得,我在第一章,节 14, “用行列式的性质确定行列式”里说

过,行列式的规范性、多线性、交错性可确定行列式:

定理 C.18 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合:
(1) (多线性)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎1, ⋯,

𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有
𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛])

= 𝑠𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).

(2) (交错性)若 𝑛级阵 𝐴有二列相同,则 𝑓(𝐴) = 0.
那么,对任何 𝑛级阵 𝐴, 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴).
特别地,若 𝑓(𝐼) = 1 (规范性),则 𝑓 就是行列式.

还记得我如何证此事吗?我作了一个辅助函数
𝑔(𝐴) = 𝑓(𝐴) − 𝑓(𝐼) det (𝐴).

可以验证, 𝑔 是多线性的、交错性的,且 𝑔(𝐼) = 0.于是,设法证对任何 𝑛级阵
𝐴, 𝑔(𝐴) = 0即可.我为什么要作这个 𝑔?

为解释此事,我们看,若我不作此 𝑔,会如何.首先,因为 𝑓 的多线性与交
错性,我们可类似地写出

𝑓(𝐴) = ∑
1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛

𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

[𝐴]𝑖1,1[𝐴]𝑖2,2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑛 𝑓([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]),

其中 𝑒𝑘是 𝑛级单位阵 𝐼 的列 𝑘.
然后, 我们要确定 𝑓([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]). 由多线性与交错性, 我们可推

出反称性. 这样, 我们可以适当地交换 [𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛] 的列, 可变其为
[𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛], 即 𝑛 级单位阵 𝐼 . 从而, 存在一个由 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 确定的数
𝜎(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛),它等于 1或 −1,使

𝑓([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]) = 𝜎(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) 𝑓 (𝐼).
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故

𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) ∑
1⩽𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛⩽𝑛

𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛互不相同

𝜎(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) [𝐴]𝑖1,1[𝐴]𝑖2,2 ⋯ [𝐴]𝑖𝑛,𝑛.

问题来了: 𝜎(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛)究竟是什么?
我们回想, 任给 1, 2, ⋯, 𝑛 的一个排列 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛, 我们总可作

𝜏(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛)次相邻对换变其为自然排列.所以,我们可作 𝜏(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛)次
列的交换 (每次交换二列),变 [𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛]为 𝐼 .由反称性,

𝑓([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛])
= (−1)𝜏(𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛)𝑓([𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛])
= 𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛) 𝑓 (𝐼).

所以, 𝜎(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛)其实就是 𝑠(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛).再根据完全展开 (取 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛
为 1, 2, ⋯, 𝑛),可知 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴).
由此可见,理论地,不作辅助函数 𝑔 也是可证此事的.但是,跟作辅助函

数 𝑔的论证相比,这个试直接计算 𝑓(𝐴)的论证至少用到了二件事:
(1)作跟逆序数一样多的次数的相邻对换,可变一个排列为其自然排列;
(2)完全展开行列式的公式.
注意到, (1)是我已提到的,而 (2) (在我的教学里)是选学的内容.所以,

为了使论证更好地被理解,也为了使论证简单,我作了辅助函数. 𝑔的一个特
点是 𝑔(𝐼) = 0.所以,利用反称性变 𝑔([𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛])为 𝑔(𝐼)时,我们不必关
注变了几次号,也不必关注如何变 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 为 1, 2, ⋯, 𝑛 (比如,要变 3, 2,
5, 1, 4为 1, 2, 3, 4, 5,可以考虑交换 5, 4的位置,再交换 4, 1的位置,再交换
3, 1的位置);我们知道,可适当地交换文字的位置,变 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 为 1, 2, ⋯,
𝑛,即可. “0跟任何数的积都是 0”起了大的作用.
用同样的方法,可证

定理 C.19 设 𝑐是常数.设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合:
(1) (多线性)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎1, ⋯,
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𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛])
= 𝑠𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).

(2) (交错性)若 𝑛级阵 𝐴有二列相同,则 𝑓(𝐴) = 0.
(3) (“规范性”) 𝑓(𝐼) = 𝑐.
设定义在全体 𝑛 级阵上的函数 ℎ 也适合这三条性质. 则对任何 𝑛 级阵

𝐴, 𝑓(𝐴) = ℎ(𝐴).

证 作辅助函数 𝑔(𝐴) = 𝑓(𝐴) − ℎ(𝐴). 此 𝑔 也有多线性与交错性, 且
𝑔(𝐼) = 0.然后,用我 (在第一章,节 14)用过的方法即可. (注意,此事甚至没
提到 “行列式” “det”等文字.) 证毕.
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C.5 Binet–Cauchy公式
我要介绍证 Binet–Cauchy公式的另一个方法.
在第一章,节 30里,我用完全展开行列式的公式证明了它.这个证法至

少有二个好处:
(1)记号简单;
(2) 方便您对比选学内容 “Binet–Cauchy 公式” 与必学内容 “Binet–

Cauchy公式 (青春版)”.
当然,此证法的一个大的缺点是 “用到了完全展开 (或,组合定义相关的

公式)”.若您真地不会 (或,不想用)完全展开,且您又想了解如何证明 Binet–
Cauchy 公式, 我在这儿给一个利用按多列展开行列式的公式的证明. 至少,
按多列展开行列式 (及其论证)不涉及 “排列” “逆序数” “符号”等概念.

这个论证是我初学 Binet–Cauchy 公式时学到的证明. 这个论证体现了
重要思想 “算二次”;聪明的数学家利用此原则,得到了多的有名的等式.
为方便,请允许我引用按多列展开行列式公式与 Binet–Cauchy公式.

定理 C.20 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑘是不超过 𝑛的正整数.设 𝑗1, 𝑗2,
⋯, 𝑗𝑘是不超过 𝑛的正整数,且 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑘.则

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘))

⋅ (−1)𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑘+𝑗1+𝑗2+⋯+𝑗𝑘 det (𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘)).

定理 C.21 (Binet–Cauchy公式) 设 𝐴, 𝐵分别是 𝑚 × 𝑛, 𝑛 × 𝑚阵.
(1)若 𝑛 > 𝑚,则 det (𝐵𝐴) = 0.
(2)若 𝑛 ⩽ 𝑚,则

det (𝐵𝐴)

= ∑
1⩽𝑗1<𝑗2<⋯<𝑗𝑛⩽𝑚

det (𝐵(
1, 2, ⋯ , 𝑛

𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛)) det (𝐴(
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 )).

特别地,若 𝑛 = 𝑚,则因适合条件 1 ⩽ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑛 ⩽ 𝑚的 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑛,
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是,且只能是, 1, 2, ⋯, 𝑛,故

det (𝐵𝐴) = det (𝐵(
1, 2, ⋯ , 𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛)) det (𝐴(

1, 2, ⋯ , 𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛))

= det (𝐵) det (𝐴).

有几件事值得提.
(1)若一个方阵有一行的元全为 0,则其行列式为 0.
可以直接用定义 (按列 1 展开行列式) 论证此事; 可用按一行展开行列

式的公式论证此事; 当然, 也可利用 (关于行的) 多线性论证此事. 我就不在
这儿证了.

(2)若加一个阵的一列的倍于另一列,则其行列式不变.
这就是我在前面提到的行列式的一个性质.
(3)设 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷分别是 𝑚 × 𝑠, 𝑛 × 𝑠, 𝑚 × 𝑡, 𝑛 × 𝑡阵.那么,

[
𝐴 𝐶
𝐵 𝐷]

表示一个 (𝑚 + 𝑛) × (𝑠 + 𝑡)-阵𝑀 ,且对任何不超过 𝑚 + 𝑛的正整数 𝑖与不超过
𝑠 + 𝑡的正整数 𝑗,

[𝑀]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑖 ⩽ 𝑚, 𝑗 ⩽ 𝑠;
[𝐵]𝑖−𝑚,𝑗 , 𝑖 > 𝑚, 𝑗 ⩽ 𝑠;
[𝐶]𝑖,𝑗−𝑠, 𝑖 ⩽ 𝑚, 𝑗 > 𝑠;
[𝐷]𝑖−𝑚,𝑗−𝑠, 𝑖 > 𝑚, 𝑗 > 𝑠.

这是我们在第一章,节 31里见过的记号.现在,我要进一步地发展此记
号.具体地,设 𝐴, 𝐵分别是 𝑚 × 𝑠, 𝑛 × 𝑠阵.那么,

[
𝐴
𝐵]

表示一个 (𝑚 + 𝑛) × 𝑠-阵 𝐿,且对任何不超过 𝑚 + 𝑛的正整数 𝑖与不超过 𝑠的
正整数 𝑗,

[𝐿]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑖 ⩽ 𝑚;
[𝐵]𝑖−𝑚,𝑗 , 𝑖 > 𝑚.
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类似地,设 𝐴, 𝐶 分别是 𝑚 × 𝑠, 𝑚 × 𝑡阵.那么,

[𝐴 𝐶]

表示一个 𝑚 × (𝑠 + 𝑡)-阵 𝐻 ,且对任何不超过 𝑚的正整数 𝑖与不超过 𝑠 + 𝑡的
正整数 𝑗,

[𝐻]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ⩽ 𝑠;
[𝐶]𝑖,𝑗−𝑠, 𝑗 > 𝑠.

证 设 𝐴, 𝐵分别是 𝑚 × 𝑛, 𝑛 × 𝑚阵.作 𝑚 + 𝑛级阵

𝐽 =
[

𝐼𝑚 𝐴
−𝐵 0]

,

其中左上角的 𝐼𝑚是 𝑚级单位阵,右下角的 0是 𝑛 × 𝑛零阵 (元全为 0的阵).
我们用二个方式计算 𝐽 的行列式.
一方面,我们按列 𝑚 + 1, 𝑚 + 2, ⋯, 𝑚 + 𝑛展开,有

det (𝐽 ) = ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑛⩽𝑚+𝑛

det (𝐽(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛

𝑚 + 1, 𝑚 + 2, ⋯ , 𝑚 + 𝑛))

⋅ (−1)𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛+(𝑚+1)+(𝑚+2)+⋯+(𝑚+𝑛)

⋅ det (𝐽 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛|𝑚 + 1, 𝑚 + 2, ⋯ , 𝑚 + 𝑛)).

注意到,若 𝑖𝑛 > 𝑚,则因 𝐽(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛

𝑚 + 1, 𝑚 + 2, ⋯ , 𝑚 + 𝑛)的行 𝑛的元全为 0,故这
个子阵的行列式为 0.特别地,若 𝑛 > 𝑚,则 𝑖𝑛必高于 𝑚 (抽屉原理).故 𝑛 > 𝑚
时, 𝐽 的行列式为 0.
当 𝑛 ⩽ 𝑚时,我们去除使 𝑖𝑛 > 𝑚的 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛,有

det (𝐽 ) = ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑛⩽𝑚

det (𝐽(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛

𝑚 + 1, 𝑚 + 2, ⋯ , 𝑚 + 𝑛))

⋅ (−1)𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛+(𝑚+1)+(𝑚+2)+⋯+(𝑚+𝑛)

⋅ det (𝐽 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛|𝑚 + 1, 𝑚 + 2, ⋯ , 𝑚 + 𝑛)).
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不难看出,因为 1 ⩽ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑛 ⩽ 𝑚,

𝐽(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛

𝑚 + 1, 𝑚 + 2, ⋯ , 𝑚 + 𝑛) = 𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 ),

且

𝐽(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛|𝑚 + 1, 𝑚 + 2, ⋯ , 𝑚 + 𝑛) =
[

𝐼𝑚(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛|)
−𝐵 ]

,

其中 𝐼𝑚(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛|)表示去除 𝐼𝑚 的行 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 后 (不改变列)得到的阵.
按列 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 展开 𝑇𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛 = 𝐽(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛|𝑚 + 1, 𝑚 + 2, ⋯ , 𝑚 + 𝑛)的行
列式,有

det (𝑇𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛)

= ∑
1⩽𝑘1<𝑘2<⋯<𝑘𝑛⩽𝑚

det (𝑇𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛(
𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛 ))

⋅ (−1)𝑘1+𝑘2+⋯+𝑘𝑛+𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛 det (𝑇𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛(𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛|𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛)).

注意到,若 𝑘1 ⩽ 𝑚 − 𝑛,则因 𝑇𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛(
𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛 )的行 1的元全为 0,故

这个子阵的行列式为 0.并且,若 𝑘1 > 𝑚 − 𝑛,则 𝑘1, 𝑘2, ⋯, 𝑘𝑛 是,且只能是
𝑚 − 𝑛 + 1, 𝑚 − 𝑛 + 2, ⋯, 𝑚.故

det (𝑇𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛)

= det (𝑇𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛(
𝑚 − 𝑛 + 1, 𝑚 − 𝑛 + 2, ⋯ , 𝑚

𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛 ))
⋅ (−1)(𝑚−𝑛+1)+(𝑚−𝑛+2)+⋯+𝑚+𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛

⋅ det (𝑇𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑛(𝑚 − 𝑛 + 1, 𝑚 − 𝑛 + 2, ⋯ , 𝑚|𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛))

= det ((−𝐵)(
1, 2, ⋯ , 𝑛

𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛))
⋅ (−1)(𝑚−𝑛+1)+(𝑚−𝑛+2)+⋯+(𝑚−𝑛+𝑛)+𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛

⋅ det (𝐼𝑚(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛|𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛))

= (−1)(𝑚−𝑛+1)+(𝑚−𝑛+2)+⋯+(𝑚−𝑛+𝑛)+𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛 (−1)𝑛 det (𝐵(
1, 2, ⋯ , 𝑛

𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛)).
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从而

det (𝐽 ) = ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑛⩽𝑚

det (𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 ))

⋅ (−1)𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛+(𝑚+1)+(𝑚+2)+⋯+(𝑚+𝑛)

⋅ (−1)(𝑚−𝑛+1)+(𝑚−𝑛+2)+⋯+(𝑚−𝑛+𝑛)+𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛 (−1)𝑛

⋅ det (𝐵(
1, 2, ⋯ , 𝑛

𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛)).

注意到

(−1)𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛+(𝑚+1)+(𝑚+2)+⋯+(𝑚+𝑛)

⋅ (−1)(𝑚−𝑛+1)+(𝑚−𝑛+2)+⋯+(𝑚−𝑛+𝑛)+𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛 ⋅ (−1)𝑛

= (−1)2(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑛) ⋅ (−1)2𝑚𝑛 ⋅ (−1)2(1+2+⋯+𝑛) ⋅ (−1)𝑛−𝑛2

= (−1)−𝑛(𝑛−1)

= 1,

故

det (𝐽 ) = ∑
1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑛⩽𝑚

det (𝐵(
1, 2, ⋯ , 𝑛

𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛)) det (𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 )).

另一方面,我们也可用行列式的性质,施适当的变换于 𝐽 ,得一个新阵𝐾 ,
且 𝐽 , 𝐾 的行列式相等.具体地,我们加 𝐽 的列 1的 −[𝐴]1,1 倍于其列 𝑚 + 1,
列 2的 −[𝐴]2,1倍于其列 𝑚 + 1,⋯⋯,列 𝑚的 −[𝐴]𝑚,1倍于其列 𝑚 + 1,得

𝐽1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0 0 [𝐴]1,2 ⋯ [𝐴]1,𝑛
0 1 ⋯ 0 0 [𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]2,𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 [𝐴]𝑚,2 ⋯ [𝐴]𝑚,𝑛

−[𝐵]1,1 −[𝐵]1,2 ⋯ −[𝐵]1,𝑚 𝑝1,1 0 ⋯ 0
−[𝐵]2,1 −[𝐵]2,2 ⋯ −[𝐵]2,𝑚 𝑝2,1 0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
−[𝐵]𝑛,1 −[𝐵]𝑛,2 ⋯ −[𝐵]𝑛,𝑚 𝑝𝑛,1 0 ⋯ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,
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其中

𝑝𝑘,1 = (−[𝐵]𝑘,1)(−[𝐴]1,1) + (−[𝐵]𝑘,2)(−[𝐴]2,1) + ⋯ + (−[𝐵]𝑘,𝑚)(−[𝐴]𝑚,1)
= [𝐵]𝑘,1[𝐴]1,1 + [𝐵]𝑘,2[𝐴]2,1 + ⋯ + [𝐵]𝑘,𝑚[𝐴]𝑚,1

= [𝐵𝐴]𝑘,1.

根据行列式的性质, det (𝐽 ) = det (𝐽1).
我们加 𝐽1 的列 1 的 −[𝐴]1,2 倍于其列 𝑚 + 2, 列 2 的 −[𝐴]2,2 倍于其

列 𝑚 + 2,⋯⋯,列 𝑚的 −[𝐴]𝑚,2倍于其列 𝑚 + 2,得

𝐽2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ [𝐴]1,𝑛
0 1 ⋯ 0 0 0 ⋯ [𝐴]2,𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 0 ⋯ [𝐴]𝑚,𝑛

−[𝐵]1,1 −[𝐵]1,2 ⋯ −[𝐵]1,𝑚 𝑝1,1 𝑝1,2 ⋯ 0
−[𝐵]2,1 −[𝐵]2,2 ⋯ −[𝐵]2,𝑚 𝑝2,1 𝑝2,2 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
−[𝐵]𝑛,1 −[𝐵]𝑛,2 ⋯ −[𝐵]𝑛,𝑚 𝑝𝑛,1 𝑝𝑛,2 ⋯ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

其中

𝑝𝑘,2 = (−[𝐵]𝑘,1)(−[𝐴]1,2) + (−[𝐵]𝑘,2)(−[𝐴]2,2) + ⋯ + (−[𝐵]𝑘,𝑚)(−[𝐴]𝑚,2)
= [𝐵]𝑘,1[𝐴]1,2 + [𝐵]𝑘,2[𝐴]2,2 + ⋯ + [𝐵]𝑘,𝑚[𝐴]𝑚,2

= [𝐵𝐴]𝑘,2.

根据行列式的性质, det (𝐽1) = det (𝐽2),故 det (𝐽 ) = det (𝐽2).
⋯⋯
我们加 𝐽𝑛−1 的列 1 的 −[𝐴]1,𝑛 倍于其列 𝑚 + 𝑛, 列 2 的 −[𝐴]2,𝑛 倍于其
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列 𝑚 + 𝑛,⋯⋯,列 𝑚的 −[𝐴]𝑚,𝑛倍于其列 𝑚 + 𝑛,得

𝐽𝑛 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 0 ⋯ 0

−[𝐵]1,1 −[𝐵]1,2 ⋯ −[𝐵]1,𝑚 𝑝1,1 𝑝1,2 ⋯ 𝑝1,𝑛
−[𝐵]2,1 −[𝐵]2,2 ⋯ −[𝐵]2,𝑚 𝑝2,1 𝑝2,2 ⋯ 𝑝2,𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
−[𝐵]𝑛,1 −[𝐵]𝑛,2 ⋯ −[𝐵]𝑛,𝑚 𝑝𝑛,1 𝑝𝑛,2 ⋯ 𝑝𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=
[

𝐼𝑚 0
−𝐵 𝐵𝐴]

,

其中右上角的 0是 𝑚 × 𝑛零阵,且
𝑝𝑘,𝑛 = (−[𝐵]𝑘,1)(−[𝐴]1,𝑛) + (−[𝐵]𝑘,2)(−[𝐴]2,𝑛) + ⋯ + (−[𝐵]𝑘,𝑚)(−[𝐴]𝑚,𝑛)

= [𝐵]𝑘,1[𝐴]1,𝑛 + [𝐵]𝑘,2[𝐴]2,𝑛 + ⋯ + [𝐵]𝑘,𝑚[𝐴]𝑚,𝑛

= [𝐵𝐴]𝑘,𝑛.

根据行列式的性质, det (𝐽𝑛) = det (𝐽𝑛−1),故 det (𝐽 ) = det (𝐽𝑛).
我们要如何计算 𝐽𝑛 的行列式? 我给您三条路: (a) 用第一章, 节 31 的

第 2个例 (计算 𝐽𝑛的转置的行列式); (b)按行 1, 2, ⋯, 𝑚展开; (c)按列 𝑚 + 1,
𝑚 + 2, ⋯, 𝑚 + 𝑛展开.总之,若您没错,您可算出,

det (𝐽 ) = det (𝐽𝑛) = det (𝐼𝑚) det (𝐵𝐴) = det (𝐵𝐴).

现在,我们比较二次计算的结果.这就是 Binet–Cauchy公式. 证毕.

我还想说一些话.
设 𝐴, 𝐵 分别是 𝑠 × 𝑛与 𝑚 × 𝑠阵.不难看出, 𝐵𝐴有意义,且 𝐵𝐴是一个

𝑚 × 𝑛阵. 𝐵𝐴可能不是一个方阵,故说 𝐵𝐴的行列式可能是无意义的.但是,
我们仍可说 𝐵𝐴的子阵的行列式,若这个子阵是正方的.设 𝑘是一个既不超
过𝑚,也不超过 𝑛的正整数.设 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑘 ⩽ 𝑚;设 1 ⩽ ℓ1 < ⋯ < ℓ𝑘 ⩽ 𝑛.
我们说,我们可以用 𝐵与 𝐴的 𝑘级子阵的行列式写出 𝐵𝐴的 𝑘级子阵

𝐹 = (𝐵𝐴)(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘

ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘)



C.5 Binet–Cauchy公式 215

的行列式.
首先,我们注意到

(𝐵𝐴)(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘

ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘) = 𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
1, ⋯ , 𝑠 ) 𝐴(

1, ⋯ , 𝑠
ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘).

为说明此事,我们设

𝐷 = 𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
1, ⋯ , 𝑠 ), 𝐶 = 𝐴(

1, ⋯ , 𝑠
ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘).

则 𝐷, 𝐶 分别是 𝑘 × 𝑠, 𝑠 × 𝑘阵,且 [𝐷]𝑢,𝑗 = [𝐵]𝑖𝑢,𝑗 , [𝐶]𝑖,𝑣 = [𝐴]𝑖,ℓ𝑣 .则

[𝐷𝐶]𝑢,𝑣 =
𝑠

∑
𝑝=1

[𝐷]𝑢,𝑗[𝐶]𝑗,𝑣

=
𝑠

∑
𝑝=1

[𝐵]𝑖𝑢,𝑗[𝐴]𝑗,ℓ𝑣

= [𝐵𝐴]𝑖𝑢,ℓ𝑣

= [𝐹 ]𝑢,𝑣.

现在,我们可以对 𝐶 , 𝐷 用 Binet–Cauchy公式了.我再说一次, 𝐶 是 𝑠 ×
𝑘的,且 𝐷是 𝑘 × 𝑠的.于是:

(1)若 𝑘 > 𝑠,则 det (𝐷𝐶) = 0;
(2)若 𝑘 ⩽ 𝑠,则

det (𝐷𝐶)

= ∑
1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑠

det (𝐷(
1, ⋯ , 𝑘

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐶(
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
1, ⋯ , 𝑘 ))

= ∑
1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑠

det (𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐴(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘)).

综上,我们有

定理 C.22 设 𝐴, 𝐵分别是 𝑠 × 𝑛与 𝑚 × 𝑠阵.设 𝑘是一个既不超过 𝑚,也
不超过 𝑛的正整数.设 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑘 ⩽ 𝑚;设 1 ⩽ ℓ1 < ⋯ < ℓ𝑘 ⩽ 𝑛.
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(1)若 𝑘 > 𝑠,则

det ((𝐵𝐴)(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘

ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘)) = 0;

(2)若 𝑘 ⩽ 𝑠,则

det ((𝐵𝐴)(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘

ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘))

= ∑
1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑠

det (𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐴(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘)).

可视此事为 Binet–Cauchy 公式的一个推广: 若 𝑚 = 𝑛, 𝑘 = 𝑛, 且 𝑖𝑢 =
ℓ𝑢 = 𝑢 (𝑢 = 1, 2, ⋯, 𝑛),则这就是 Binet–Cauchy公式.

若我们取 𝑚 = 𝑛 = 𝑠,则

定理 C.23 设 𝐴, 𝐵 是 𝑛 级阵. 设 𝑘 是一个不超过 𝑛 的正整数. 设 1 ⩽
𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑘 ⩽ 𝑛;设 1 ⩽ ℓ1 < ⋯ < ℓ𝑘 ⩽ 𝑛.则

det ((𝐵𝐴)(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘

ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘))

= ∑
1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛

det (𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐴(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘)).

我们知道, 𝐴 的一个子阵不但可被认为是取 𝐴 的一些行与一些列交叉
处的元按原来的次序作成的新阵, 还可被认为是去除 𝐴 的一些行与一些列
后,剩下的元按原来的次序作成的阵.所以,我们也可如此改写前面的结论:

定理 C.24 设 𝐴, 𝐵 是 𝑛 级阵. 设 𝑘 是一个不超过 𝑛 的正整数. 设 1 ⩽
𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑘 ⩽ 𝑛;设 1 ⩽ ℓ1 < ⋯ < ℓ𝑘 ⩽ 𝑛.则

det ((𝐵𝐴)(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘|ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘))
= ∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛
det (𝐵(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐴(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|ℓ1, ⋯ , ℓ𝑘)).
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C.6 按一行展开行列式
本节,我想用定义 (按列 1展开),证明按一行展开行列式的公式.

定理 C.25 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 1).设 𝑖为整数,且 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

证 我们用数学归纳法证明此事.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题

对任何 𝑛级阵 𝐴,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
𝑃 (1)显然是正确的.
可以验证, 𝑃 (2)也是正确的 (习题).
现在, 我们假定 𝑃 (𝑚 − 1) 是正确的. 我们要证 𝑃 (𝑚) 也是正确的.

任取一个 𝑚 级阵 𝐴. 任取不超过 𝑚 的正整数 𝑖. 为方便, 我们记 𝑓 =
(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)).则 (第 2个等号利用了假定,并注意到, 𝐴的行 𝑖 (其
中 𝑘 ≠ 𝑖)对应 𝐴(𝑘|1)的行 𝑖 − 𝜌(𝑖, 𝑘), 𝐴的列 𝑗 (其中 𝑗 ≠ 1)对应 𝐴(𝑘|1)的
列 𝑗 − 1)

det (𝐴)
= 𝑓 + ∑

1⩽𝑘⩽𝑚
𝑘≠𝑖

(−1)𝑘+1[𝐴]𝑘,1 det (𝐴(𝑘|1))

= 𝑓 + ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

𝑘≠𝑖

(−1)𝑘+1[𝐴]𝑘,1

𝑚

∑
𝑗=2

(−1)𝑖−𝜌(𝑖,𝑘)+𝑗−1[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑘, 𝑖|1, 𝑗))

= 𝑓 + ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

𝑘≠𝑖

𝑚

∑
𝑗=2

(−1)𝑘+1[𝐴]𝑘,1(−1)𝑖−𝜌(𝑖,𝑘)+𝑗−1[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑘, 𝑖|1, 𝑗))
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= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑗=2

∑
1⩽𝑘⩽𝑚

𝑘≠𝑖

(−1)𝑘+1[𝐴]𝑘,1(−1)𝑖−𝜌(𝑖,𝑘)+𝑗−1[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑘, 𝑖|1, 𝑗))

= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑗=2

∑
1⩽𝑘⩽𝑚

𝑘≠𝑖

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗(−1)𝑘−𝜌(𝑘,𝑖)+1[𝐴]𝑘,1 det (𝐴(𝑘, 𝑖|1, 𝑗))

= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑗=2

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

𝑘≠𝑖

(−1)𝑘−𝜌(𝑘,𝑖)+1[𝐴]𝑘,1 det (𝐴(𝑘, 𝑖|1, 𝑗))

= 𝑓 +
𝑚

∑
𝑗=2

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.
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C.7 方阵与其转置的行列式相等
本节,我想证明:一个方阵与其转置的行列式相等.
其实,在第一章,节 15,我已用定义 (按列 1展开)与按行 1展开证明了

它.不过,我想,知道别的证明也好.
以下,设 𝑃 (𝑛)为命题

对任何 𝑛级阵 𝐴,

det (𝐴T) = det (𝐴).

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.

证 (同时用按列 1展开与按行 1展开) 见第一章,节 15. 证毕.

证 (用按一列展开) 𝑃 (1)是正确的.毕竟, 1级阵的转置就是自己.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的.我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.
任取一个 𝑚级阵 𝐴.一方面,我们知道,对任何数 𝑥,与任何正整数 𝑠,必

有

𝑥 = 1
𝑠

𝑠

∑
𝑗=1

𝑥.

另一方面,我们已知,对每一个 𝑠级阵 𝐵,与每一个不超过 𝑠的正整数 𝑗,

det (𝐵) =
𝑠

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐵]𝑖,𝑗 det (𝐵(𝑖|𝑗)).

最后, 注意到, 既然 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐴T]𝑗,𝑖, 则, 不难验证, 𝐴T(𝑖|𝑗) = (𝐴(𝑗|𝑖))T. 结合
这三件事,与用过多次的加法的结合律与交换律,并利用假定 (第 4个等号),
我们有

det (𝐴T)

= 1
𝑚

𝑚

∑
𝑗=1

det (𝐴T)
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= 1
𝑚

𝑚

∑
𝑗=1

𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴T]𝑖,𝑗 det (𝐴T(𝑖|𝑗))

= 1
𝑚

𝑚

∑
𝑗=1

𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑗,𝑖 det ((𝐴(𝑗|𝑖))T)

= 1
𝑚

𝑚

∑
𝑗=1

𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑗,𝑖 det (𝐴(𝑗|𝑖))

= 1
𝑚

𝑚

∑
𝑗=1

𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑗+𝑖[𝐴]𝑗,𝑖 det (𝐴(𝑗|𝑖))

= 1
𝑚

𝑚

∑
𝑖=1

𝑚

∑
𝑗=1

(−1)𝑗+𝑖[𝐴]𝑗,𝑖 det (𝐴(𝑗|𝑖))

= 1
𝑚

𝑚

∑
𝑖=1

det (𝐴)

= det (𝐴).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

证 (用按列 1展开) 作辅助命题 𝑄(𝑛):

𝑃 (𝑛 − 1)与 𝑃 (𝑛)是正确的.

我们用数学归纳法证明:对任何高于 1的整数 𝑛, 𝑄(𝑛)是正确的.由此,我们
可知,对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
不难验证 𝑄(2)是正确的.
现在, 我们假定 𝑄(𝑚 − 1) 是正确的. 我们要证 𝑄(𝑚) 也是正确的. 既然

𝑄(𝑚 − 1)是正确的,则 𝑃 (𝑚 − 2)与 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的.所以,若我们能由此
证明 𝑃 (𝑚)是正确的,则 𝑄(𝑚)是正确的.
任取一个 𝑚级阵 𝐴.则

det (𝐴T)

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴T]𝑖,1 det (𝐴T(𝑖|1))

= (−1)1+1[𝐴T]1,1 det (𝐴T(1|1))
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+
𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1[𝐴T]𝑖,1 det (𝐴T(𝑖|1))

= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) (1)

+
𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1[𝐴T]𝑖,1 det (𝐴(1|𝑖)) (2)

= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))

+
𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1[𝐴T]𝑖,1

𝑚

∑
𝑘=2

(−1)𝑘−1+1[𝐴]𝑘,1 det (𝐴(1, 𝑘|𝑖, 1)) (3)

= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))

+
𝑚

∑
𝑖=2

𝑚

∑
𝑘=2

(−1)𝑖+1[𝐴T]𝑖,1(−1)𝑘−1+1[𝐴]𝑘,1 det (𝐴(1, 𝑘|𝑖, 1))

= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))

+
𝑚

∑
𝑘=2

𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖+1[𝐴T]𝑖,1(−1)𝑘−1+1[𝐴]𝑘,1 det (𝐴(1, 𝑘|𝑖, 1))

= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))

+
𝑚

∑
𝑘=2

𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑘+1[𝐴]𝑘,1(−1)𝑖−1+1[𝐴T]𝑖,1 det (𝐴(1, 𝑘|𝑖, 1))

= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))

+
𝑚

∑
𝑘=2

(−1)𝑘+1[𝐴]𝑘,1

𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖−1+1[𝐴T]𝑖,1 det (𝐴(1, 𝑘|𝑖, 1))

= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))

+
𝑚

∑
𝑘=2

(−1)𝑘+1[𝐴]𝑘,1

𝑚

∑
𝑖=2

(−1)𝑖−1+1[𝐴T]𝑖,1 det (𝐴T(𝑖, 1|1, 𝑘)) (4)

= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))

+
𝑚

∑
𝑘=2

(−1)𝑘+1[𝐴]𝑘,1 det (𝐴T(1|𝑘)) (5)

= (−1)1+1[𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))
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+
𝑚

∑
𝑘=2

(−1)𝑘+1[𝐴]𝑘,1 det (𝐴(𝑘|1)) (6)

=
𝑚

∑
𝑘=1

(−1)𝑘+1[𝐴]𝑘,1 det (𝐴(𝑘|1))

= det (𝐴).

所以, 𝑃 (𝑚) 是正确的. 所以, 𝑄(𝑚) 是正确的. 由数学归纳法原理, 待证命题
成立.
我简单地作解释.
(1) (2)都利用了假定 𝑃 (𝑚 − 1).注意, 𝐴T(𝑖|1)的转置是 𝐴(1|𝑖).
(3)利用了按列 1展开.注意, [𝐴]𝑘,1是 𝐴(1|𝑖)的 (𝑘 − 1, 1)-元 (𝑖, 𝑘 > 1).
(4)利用了假定 𝑃 (𝑚 − 2).注意, 𝐴(1, 𝑘|𝑖, 1)的转置是 𝐴T(𝑖, 1|1, 𝑘).
(5)利用了按列 1展开.注意, [𝐴T]𝑖,1是 𝐴T(1|𝑘)的 (𝑖 − 1, 1)-元 (𝑖, 𝑘 > 1).
(6)利用了假定 𝑃 (𝑚 − 1).注意, 𝐴T(1|𝑘)的转置是 𝐴(𝑘|1). 证毕.
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C.8 (关于列的)多线性
本节,我想证明 (关于列的)多线性.
其实,在第一章,节 13,我已用按一列展开行列式的公式证明了它.不过,

我想,知道别的证明也好.
以下,设 𝑃 (𝑛)为命题
对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯,

𝑎𝑛,任何二个 𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]
= 𝑠 det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛] + 𝑡 det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛].

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.

证 (用按一列展开) 见第一章,节 13. 证毕.

证 (用按列 1展开) 不难验证 𝑃 (1)是正确的.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的.我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.
任取不超过 𝑚的正整数 𝑗.任取 𝑚 − 1个 𝑚 × 1阵 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯,

𝑎𝑚.任取二个𝑚×1阵 𝑥, 𝑦,任取二个数 𝑠, 𝑡.作三个𝑚级阵𝐴, 𝐵, 𝐶: 𝐴, 𝐵, 𝐶的
列 𝑘为 𝑎𝑘 (𝑘 ≠ 𝑗); 𝐴的列 𝑗 为 𝑥; 𝐵的列 𝑗 为 𝑦; 𝐶 的列 𝑗 为 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦.那么,

det (𝐴) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑚],
det (𝐵) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑚],
det (𝐶) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑚].

不难发现,若 𝑘 ≠ 𝑗,则 [𝐴]𝑖,𝑘 = [𝐵]𝑖,𝑘 = [𝐶]𝑖,𝑘,故 𝐴(𝑖|𝑗) = 𝐵(𝑖|𝑗) = 𝐶(𝑖|𝑗).
设 𝑗 = 1.那么

det (𝐶)

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐶]𝑖,𝑗 det (𝐶(𝑖|𝑗))

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗(𝑠[𝐴]𝑖,𝑗 + 𝑡[𝐵]𝑖,𝑗) det (𝐶(𝑖|𝑗))
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= 𝑠
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐶(𝑖|𝑗)) + 𝑡
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐵]𝑖,𝑗 det (𝐶(𝑖|𝑗))

= 𝑠
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)) + 𝑡
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐵]𝑖,𝑗 det (𝐵(𝑖|𝑗))

= 𝑠 det (𝐴) + 𝑡 det (𝐵).

设 𝑗 > 1.设 𝐴(𝑖|1), 𝐵(𝑖|1), 𝐶(𝑖|1)的列 𝑗 − 1分别是 𝑝, 𝑞, 𝑟.则 𝑟 = 𝑠𝑝 + 𝑡𝑞.
由假定, det (𝐶(𝑖|1)) = 𝑠 det (𝐴(𝑖|1)) + 𝑡 det (𝐵(𝑖|1)).从而

det (𝐶)

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐶]𝑖,1 det (𝐶(𝑖|1))

=
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐶]𝑖,1(𝑠 det (𝐴(𝑖|1)) + 𝑡 det (𝐵(𝑖|1)))

= 𝑠
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐶]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)) + 𝑡
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐶]𝑖,1 det (𝐵(𝑖|1))

= 𝑠
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)) + 𝑡
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐵]𝑖,1 det (𝐵(𝑖|1))

= 𝑠 det (𝐴) + 𝑡 det (𝐵).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

证 (用按行 1展开) 不难验证 𝑃 (1)是正确的.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的.我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.
任取不超过 𝑚的正整数 𝑗.任取 𝑚 − 1个 𝑚 × 1阵 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯,

𝑎𝑚.任取二个𝑚×1阵 𝑥, 𝑦,任取二个数 𝑠, 𝑡.作三个𝑚级阵𝐴, 𝐵, 𝐶: 𝐴, 𝐵, 𝐶的
列 𝑘为 𝑎𝑘 (𝑘 ≠ 𝑗); 𝐴的列 𝑗 为 𝑥; 𝐵的列 𝑗 为 𝑦; 𝐶 的列 𝑗 为 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦.那么,

det (𝐴) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑚],
det (𝐵) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑚],
det (𝐶) = det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑚].
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一方面, 若 𝑘 = 𝑗, 则 [𝐶]1,𝑘 = 𝑥[𝐴]1,𝑘 + 𝑦[𝐵]1,𝑘, 且 𝐴(1|𝑘) = 𝐵(1|𝑘) =
𝐶(1|𝑘). 另一方面, 若 𝑘 ≠ 𝑗, 则 [𝐴]𝑖,𝑘 = [𝐵]𝑖,𝑘 = [𝐶]𝑖,𝑘. 设 𝐴(1|𝑘), 𝐵(1|𝑘),
𝐶(1|𝑘)的列 𝑗 − 𝜌(𝑗, 𝑘)分别是 𝑝, 𝑞, 𝑟.则 𝑟 = 𝑠𝑝 + 𝑡𝑞.由假定, det (𝐶(1|𝑘)) =
𝑠 det (𝐴(1|𝑘)) + 𝑡 det (𝐵(1|𝑘)).从而

det (𝐶)

=
𝑚

∑
𝑘=1

(−1)1+𝑘[𝐶]1,𝑘 det (𝐶(1|𝑘))

= (−1)1+𝑗[𝐶]1,𝑗 det (𝐶(1|𝑗)) + ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

𝑘≠𝑗

(−1)1+𝑘[𝐶]1,𝑘 det (𝐶(1|𝑘))

= (−1)1+𝑗(𝑠[𝐴]1,𝑗 + 𝑡[𝐵]1,𝑗) det (𝐶(1|𝑗))
+ ∑

1⩽𝑘⩽𝑚
𝑘≠𝑗

(−1)1+𝑘[𝐶]1,𝑘(𝑠 det (𝐴(1|𝑘)) + 𝑡 det (𝐵(1|𝑘)))

= 𝑠(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐶(1|𝑗)) + 𝑡(−1)1+𝑗[𝐵]1,𝑗 det (𝐶(1|𝑗))
+ 𝑠 ∑

1⩽𝑘⩽𝑚
𝑘≠𝑗

(−1)1+𝑘[𝐶]1,𝑘 det (𝐴(1|𝑘))

+ 𝑡 ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

𝑘≠𝑗

(−1)1+𝑘[𝐶]1,𝑘 det (𝐵(1|𝑘))

= 𝑠(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) + 𝑡(−1)1+𝑗[𝐵]1,𝑗 det (𝐵(1|𝑗))
+ 𝑠 ∑

1⩽𝑘⩽𝑚
𝑘≠𝑗

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘 det (𝐴(1|𝑘))

+ 𝑡 ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

𝑘≠𝑗

(−1)1+𝑘[𝐵]1,𝑘 det (𝐵(1|𝑘))

= 𝑠(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) + 𝑠 ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

𝑘≠𝑗

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘 det (𝐴(1|𝑘))

+ 𝑡(−1)1+𝑗[𝐵]1,𝑗 det (𝐵(1|𝑗)) + 𝑡 ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

𝑘≠𝑗

(−1)1+𝑘[𝐵]1,𝑘 det (𝐵(1|𝑘))
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= 𝑠
𝑚

∑
𝑘=1

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘 det (𝐴(1|𝑘)) + 𝑡
𝑚

∑
𝑘=1

(−1)1+𝑘[𝐵]1,𝑘 det (𝐵(1|𝑘))

= 𝑠 det (𝐴) + 𝑡 det (𝐵).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.
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C.9 按前二列展开行列式
本节,我想证明一个公式.它在交错性的一个证明与反称性的一个证明

里有用.

定理 C.26 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 2).则

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑖<𝑘⩽𝑛

det
[

[𝐴]𝑖,1 [𝐴]𝑖,2
[𝐴]𝑘,1 [𝐴]𝑘,2]

(−1)𝑖+𝑘+1+2 det (𝐴(𝑖, 𝑘|1, 2)).

证 注意到,当 𝑑2 ≠ 𝑑1时, [𝐴]𝑑2,2是 𝐴(𝑑1|1)的 (𝑑2 − 𝜌(𝑑2, 𝑑1), 1)-元.从
而

det (𝐴)

=
𝑛

∑
𝑑1=1

(−1)𝑑1+1[𝐴]𝑑1,1 det (𝐴(𝑑1|1))

=
𝑛

∑
𝑑1=1

(−1)𝑑1+1[𝐴]𝑑1,1 ∑
1⩽𝑑2⩽𝑛
𝑑2≠𝑑1

(−1)𝑑2−𝜌(𝑑2,𝑑1)+1[𝐴]𝑑2,2 det (𝐴(𝑑1, 𝑑2|1, 2))

=
𝑛

∑
𝑑1=1

∑
1⩽𝑑2⩽𝑛
𝑑2≠𝑑1

(−1)𝑑1+1[𝐴]𝑑1,1(−1)𝑑2−𝜌(𝑑2,𝑑1)+1[𝐴]𝑑2,2 det (𝐴(𝑑1, 𝑑2|1, 2))

= ∑
1⩽𝑑1,𝑑2⩽𝑛

𝑑1≠𝑑2

(−1)𝑑1+1[𝐴]𝑑1,1(−1)𝑑2−𝜌(𝑑2,𝑑1)+1[𝐴]𝑑2,2 det (𝐴(𝑑1, 𝑑2|1, 2))

= ∑
1⩽𝑑1,𝑑2⩽𝑛

𝑑1≠𝑑2

(−1)𝜌(𝑑1,𝑑2)[𝐴]𝑑1,1[𝐴]𝑑2,2(−1)𝑑1+𝑑2+1+2 det (𝐴(𝑑1, 𝑑2|1, 2))

= ∑
1⩽𝑑1,𝑑2⩽𝑛

𝑑1<𝑑2

(−1)𝜌(𝑑1,𝑑2)[𝐴]𝑑1,1[𝐴]𝑑2,2(−1)𝑑1+𝑑2+1+2 det (𝐴(𝑑1, 𝑑2|1, 2))

+ ∑
1⩽𝑑1,𝑑2⩽𝑛

𝑑1>𝑑2

(−1)𝜌(𝑑1,𝑑2)[𝐴]𝑑1,1[𝐴]𝑑2,2(−1)𝑑1+𝑑2+1+2 det (𝐴(𝑑1, 𝑑2|1, 2))
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= ∑
1⩽𝑖,𝑘⩽𝑛

𝑖<𝑘

(−1)𝜌(𝑖,𝑘)[𝐴]𝑖,1[𝐴]𝑘,2(−1)𝑖+𝑘+1+2 det (𝐴(𝑖, 𝑘|1, 2))

+ ∑
1⩽𝑘,𝑖⩽𝑛

𝑘>𝑖

(−1)𝜌(𝑘,𝑖)[𝐴]𝑘,1[𝐴]𝑖,2(−1)𝑘+𝑖+1+2 det (𝐴(𝑘, 𝑖|1, 2))

= ∑
1⩽𝑖<𝑘⩽𝑛

([𝐴]𝑖,1[𝐴]𝑘,2 − [𝐴]𝑘,1[𝐴]𝑖,2) (−1)𝑖+𝑘+1+2 det (𝐴(𝑖, 𝑘|1, 2))

= ∑
1⩽𝑖<𝑘⩽𝑛

det
[

[𝐴]𝑖,1 [𝐴]𝑖,2
[𝐴]𝑘,1 [𝐴]𝑘,2]

(−1)𝑖+𝑘+1+2 det (𝐴(𝑖, 𝑘|1, 2)). 证毕.
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C.10 (关于列的)交错性
本节,我想证明 (关于列的)交错性.
其实,在第一章,节 13,我已用按一列展开行列式的公式证明了它.不过,

我想,知道别的证明也好.
以下,设 𝑃 (𝑛)为命题

对每一个有相同的二列的 𝑛级阵 𝐴,其行列式必为 0.

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.

证 (用按一列展开) 见第一章,节 13. 证毕.

在介绍其他的证明前,我要介绍二个有用的事实.

定理 C.27 设命题 I: 若一个方阵有相邻的二列相同, 则其行列式为 0.
设命题 II:交换方阵 𝐴的相邻的二列,得方阵 𝐵,则 det (𝐵) = − det (𝐴).则,用
行列式的 (关于列的)多线性,我们可由 I推出 II.

证 设 𝐴是一个 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 2).设 𝐴的列 1, 2, ⋯, 𝑛为 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛.设
1 ⩽ 𝑗 < 𝑛.交换 𝐴的列 𝑗, 𝑗 + 1,得 𝐵.记

𝑓𝑗(𝑥, 𝑦) = det [⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑦, 𝑎𝑗+2, ⋯ ].

那么, 𝑓𝑗(𝑎𝑗 , 𝑎𝑗+1) = det (𝐴), 𝑓𝑗(𝑎𝑗+1, 𝑎𝑗) = det (𝐵).则

0 = 𝑓𝑗(𝑎𝑗 + 𝑎𝑗+1, 𝑎𝑗 + 𝑎𝑗+1)
= 𝑓𝑗(𝑎𝑗 , 𝑎𝑗 + 𝑎𝑗+1) + 𝑓𝑗(𝑎𝑗+1, 𝑎𝑗 + 𝑎𝑗+1)
= (𝑓𝑗(𝑎𝑗 , 𝑎𝑗) + 𝑓𝑗(𝑎𝑗 , 𝑎𝑗+1)) + (𝑓𝑗(𝑎𝑗+1, 𝑎𝑗) + 𝑓𝑗(𝑎𝑗+1, 𝑎𝑗+1))
= 𝑓𝑗(𝑎𝑗 , 𝑎𝑗+1) + 𝑓𝑗(𝑎𝑗+1, 𝑎𝑗)
= det (𝐴) + det (𝐵). 证毕.

定理 C.28 设命题 II:交换方阵𝐴的相邻的二列,得方阵𝐵,则 det (𝐵) =
− det (𝐴). 设命题 III: 交换方阵 𝐴 的二列, 得方阵 𝐵, 则 det (𝐵) = − det (𝐴).
则,我们可由 II推出 III.
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证 设 𝐴是 𝑛级阵,设交换 𝐴的列 𝑝, 𝑞后得到的阵为 𝐵 (𝑝 < 𝑞).我们证
明: det (𝐵) = − det (𝐴).
我们交换𝐴的列 𝑝, 𝑝+1,得阵𝐵1.则 det (𝐵1) = − det (𝐴)(−1)1 det (𝐴).我

们交换 𝐵1的列 𝑝 + 1, 𝑝 + 2,得阵 𝐵2.则 det (𝐵2) = − det (𝐵1) = (−1)2 det (𝐴).
⋯⋯我们交换𝐵𝑞−𝑝−1的列 𝑞−1, 𝑞,得阵𝐵𝑞−𝑝.则 det (𝐵𝑞−𝑝) = − det (𝐵𝑞−𝑝−1) =
(−1)𝑞−𝑝 det (𝐴).
记 𝐶0 = 𝐵𝑞−𝑝. 则 det (𝐶0) = (−1)𝑞−𝑝 det (𝐴). 我们交换 𝐶0 的列 𝑞 − 2,

𝑞 − 1,得阵 𝐶1.则 det (𝐶1) = − det (𝐶0) = (−1)𝑞−𝑝+1 det (𝐴).我们交换 𝐶1 的
列 𝑞 − 3, 𝑞 − 2, 得阵 𝐶2. 则 det (𝐶2) = − det (𝐶1) = (−1)𝑞−𝑝+2 det (𝐴).
⋯⋯我们交换 𝐶𝑞−𝑝−2 的列 𝑝, 𝑝 + 1, 得阵 𝐶𝑞−𝑝−1. 则 det (𝐶𝑞−𝑝−1) =
− det (𝐶𝑞−𝑝−2) = (−1)𝑞−𝑝+(𝑞−𝑝−1) det (𝐴). 不难看出, 𝐵 = 𝐶𝑞−𝑝−1. 所以,
det (𝐵) = (−1)2(𝑞−𝑝)−1 det (𝐴) = − det (𝐴). 证毕.

好的.现在,我介绍交错性的其他的证明.

证 (同时用按列 1展开与按前二列展开) 𝑃 (1)不证自明.
不难验证 𝑃 (2)是正确的.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的 (𝑚 ⩾ 3).我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.
任取一个 𝑚级阵 𝐴.
设 𝐴的列 1, 2相同.则

det (𝐴) = ∑
1⩽𝑖<𝑘⩽𝑚

det
[

[𝐴]𝑖,1 [𝐴]𝑖,2
[𝐴]𝑘,1 [𝐴]𝑘,2]

(−1)𝑖+𝑘+1+2 det (𝐴(𝑖, 𝑘|1, 2))

= ∑
1⩽𝑖<𝑘⩽𝑚

det
[

[𝐴]𝑖,1 [𝐴]𝑖,1
[𝐴]𝑘,1 [𝐴]𝑘,1]

(−1)𝑖+𝑘+1+2 det (𝐴(𝑖, 𝑘|1, 2))

= ∑
1⩽𝑖<𝑘⩽𝑚

0 (−1)𝑖+𝑘+1+2 det (𝐴(𝑖, 𝑘|1, 2))

= 0.

设 𝐴的列 𝑗, 𝑗 + 1相同 (1 < 𝑗 < 𝑚).则

det (𝐴) =
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)).
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注意, 𝐴(𝑖|1)的列 𝑗 − 1, 𝑗 相同.由假定, det (𝐴(𝑖|1)) = 0.故 det (𝐴) = 0.
综上,若 𝐴的相邻的二列相同,则其行列式为 0.
现假定 𝐴的列 𝑝, 𝑞相同 (1 ⩽ 𝑝 < 𝑞 ⩽ 𝑚).若 𝑞 − 𝑝 = 1,则这是相邻的二

列,故 det (𝐴) = 0.若 𝑞 − 𝑝 > 1,则交换列 𝑝, 𝑞 − 1,得阵 𝐵. 𝐵有相邻的二列相
同,故 det (𝐵) = 0.从而,由 “有用的事实”, det (𝐴) = − det (𝐵) = 0.
所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

注意到,因为在按列 1展开行列式的公式里,列 1与其他列的地位不一
样,用它证明一个关于二列的性质对列 1与其他列成立是有挑战的.不过,若
我们用按行 1展开行列式的公式,则这是简单的.

证 (用按行 1展开) 𝑃 (1)不证自明.
不难验证 𝑃 (2)是正确的.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的 (𝑚 ⩾ 3).我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.
设 𝐴的列 𝑗, 𝑗 + 1相同 (1 ⩽ 𝑗 < 𝑚).
注意, [𝐴]1,𝑗 = [𝐴]1,𝑗+1,且 𝐴(1|𝑗) = 𝐴(1|𝑗 + 1).再注意,若 𝑘 ≠ 𝑗, 𝑗 + 1,则

𝐴(1|𝑘)有 (相邻的)二列相同.由假定, det (𝐴(1|𝑘)) = 0.从而

det (𝐴)

=
𝑚

∑
𝑘=1

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘 det (𝐴(1|𝑘))

= (−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) + (−1)1+𝑗+1[𝐴]1,𝑗+1 det (𝐴(1|𝑗 + 1))
+ ∑

1⩽𝑘⩽𝑚
𝑘≠𝑗,𝑗+1

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘 det (𝐴(1|𝑘))

= (−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) + (−1)1+𝑗+1[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗))
+ ∑

1⩽𝑘⩽𝑚
𝑘≠𝑗,𝑗+1

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘 0

= (−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) − (−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗))
= 0.

综上,若 𝐴的相邻的二列相同,则其行列式为 0.
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现假定 𝐴的列 𝑝, 𝑞相同 (1 ⩽ 𝑝 < 𝑞 ⩽ 𝑚).若 𝑞 − 𝑝 = 1,则这是相邻的二
列,故 det (𝐴) = 0.若 𝑞 − 𝑝 > 1,则交换列 𝑝, 𝑞 − 1,得阵 𝐵. 𝐵有相邻的二列相
同,故 det (𝐵) = 0.从而,由 “有用的事实”, det (𝐴) = − det (𝐵) = 0.
所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.
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C.11 (关于列的)反称性
本节,我想证明 (关于列的)反称性.
其实,在第一章,节 13,我已用多线性与交错性证明了它.不过,我想,知

道别的证明也好.
以下,设 𝑃 (𝑛)为命题

对任何 𝑛级阵 𝐴,对任何不超过 𝑛且高于 1的整数 𝑞,对任何低于 𝑞的正
整数 𝑝,必 det (𝐵) = − det (𝐴),其中 𝐵是交换 𝐴的列 𝑝, 𝑞后得到的阵.

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.

证 (用按一列展开) 𝑃 (1)不证自明.
不难验证 𝑃 (2)是正确的.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的 (𝑚 ⩾ 3).我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.
任取一个 𝑚级阵 𝐴.任取一个不超过 𝑚且高于 1的整数 𝑞.任取一个低

于 𝑞的正整数 𝑝.交换 𝐴的列 𝑝, 𝑞,得 𝐵.在 1, 2, ⋯, 𝑚这 𝑚个数里,我们必定
能找到一个数 𝑗,它既不等于 𝑝,也不等于 𝑞.则

det (𝐵) =
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐵]𝑖,𝑗 det (𝐵(𝑖|𝑗)).

注意, [𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑖,𝑗 .再注意, 𝐵(𝑖|𝑗)可被认为是交换 𝐴(𝑖|𝑗)的二列所得到的
𝑚 − 1级阵.由假定, det (𝐵(𝑖|𝑗)) = − det (𝐴(𝑖|𝑗)).从而

det (𝐵) =
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗(− det (𝐴(𝑖|𝑗)))

= −
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗))

= − det (𝐴).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

在介绍其他的证明前,我要介绍一个有用的事实.
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定理 C.28 设命题 II:交换方阵𝐴的相邻的二列,得方阵𝐵,则 det (𝐵) =
− det (𝐴). 设命题 III: 交换方阵 𝐴 的二列, 得方阵 𝐵, 则 det (𝐵) = − det (𝐴).
则,我们可由 II推出 III.

证 略. 证毕.

好的.现在,我介绍反称性的其他的证明.

证 (同时用按列 1展开与按前二列展开) 𝑃 (1)不证自明.
不难验证 𝑃 (2)是正确的.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的 (𝑚 ⩾ 3).我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.
任取一个 𝑚级阵 𝐴.任取一个低于 𝑚的正整数 𝑗.交换 𝐴的列 𝑗, 𝑗 + 1,

得 𝐵.
设 𝑗 = 1.注意到, 𝑖 ≠ 𝑘时, 𝐴(𝑖, 𝑘|1, 2) = 𝐵(𝑖, 𝑘|1, 2).则

det (𝐵) = ∑
1⩽𝑖<𝑘⩽𝑚

det
[

[𝐵]𝑖,1 [𝐵]𝑖,2
[𝐵]𝑘,1 [𝐵]𝑘,2]

(−1)𝑖+𝑘+1+2 det (𝐵(𝑖, 𝑘|1, 2))

= ∑
1⩽𝑖<𝑘⩽𝑚

det
[

[𝐴]𝑖,2 [𝐴]𝑖,1
[𝐴]𝑘,2 [𝐴]𝑘,1]

(−1)𝑖+𝑘+1+2 det (𝐴(𝑖, 𝑘|1, 2))

= ∑
1⩽𝑖<𝑘⩽𝑚 (

− det
[

[𝐴]𝑖,1 [𝐴]𝑖,2
[𝐴]𝑘,1 [𝐴]𝑘,2])

(−1)𝑖+𝑘+1+2 det (𝐴(𝑖, 𝑘|1, 2))

= − det (𝐴).

设 𝑗 > 1.则

det (𝐵) =
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐵]𝑖,1 det (𝐵(𝑖|1)).

注意, [𝐵]𝑖,1 = [𝐴]𝑖,1.再注意, 𝐵(𝑖|1)可被认为是交换 𝐴(𝑖|1)的二列所得到的
𝑚 − 1级阵.由假定, det (𝐵(𝑖|1)) = − det (𝐴(𝑖|1)).从而

det (𝐵) =
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1(− det (𝐴(𝑖|1)))

= −
𝑚

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1))
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= − det (𝐴).

综上,交换方阵的相邻的二列,则其行列式变号.
由 “有用的事实”,交换方阵的二列,则其行列式变号.
所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

注意到,因为在按列 1展开行列式的公式里,列 1与其他列的地位不一
样,用它证明一个关于二列的性质对列 1与其他列成立是有挑战的.不过,若
我们用按行 1展开行列式的公式,则这是简单的.

证 (用按行 1展开) 𝑃 (1)不证自明.
不难验证 𝑃 (2)是正确的.
现在,我们假定 𝑃 (𝑚 − 1)是正确的 (𝑚 ⩾ 3).我们要证 𝑃 (𝑚)也是正确的.
任取一个 𝑚级阵 𝐴.任取一个低于 𝑚的正整数 𝑗.交换 𝐴的列 𝑗, 𝑗 + 1,

得 𝐵.
注意, [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑗+1, [𝐴]𝑖,𝑗+1 = [𝐵]𝑖,𝑗 .再注意, 𝑘 ≠ 𝑗, 𝑗 + 1时, [𝐴]𝑖,𝑘 =

[𝐵]𝑖,𝑘.则𝐴(𝑖|𝑗) = 𝐵(𝑖|𝑗+1), 𝐴(𝑖|𝑗+1) = 𝐵(𝑖|𝑗).若 𝑘 ≠ 𝑗, 𝑗+1,则𝐵(𝑖|𝑘)可被认
为是交换 𝐴(𝑖|𝑘)的 (相邻的)二列所得到的 𝑚 − 1级阵.由假定, det (𝐵(𝑖|𝑘)) =
− det (𝐴(𝑖|𝑘)).从而

det (𝐵)

=
𝑚

∑
𝑘=1

(−1)1+𝑘[𝐵]1,𝑘 det (𝐵(1|𝑘))

= (−1)1+𝑗[𝐵]1,𝑗 det (𝐵(1|𝑗)) + (−1)1+𝑗+1[𝐵]1,𝑗+1 det (𝐵(1|𝑗 + 1))
+ ∑

1⩽𝑘⩽𝑚
𝑘≠𝑗,𝑗+1

(−1)1+𝑘[𝐵]1,𝑘 det (𝐵(1|𝑘))

= (−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗+1 det (𝐴(1|𝑗 + 1)) + (−1)1+𝑗+1[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗))
+ ∑

1⩽𝑘⩽𝑚
𝑘≠𝑗,𝑗+1

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘(− det (𝐴(1|𝑘)))

= −(−1)1+𝑗+1[𝐴]1,𝑗+1 det (𝐴(1|𝑗 + 1)) − (−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗))
− ∑

1⩽𝑘⩽𝑚
𝑘≠𝑗,𝑗+1

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘 det (𝐴(1|𝑘))
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= −
𝑚

∑
𝑘=1

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘 det (𝐴(1|𝑘))

= − det (𝐴).

综上,交换方阵的相邻的二列,则其行列式变号.
由 “有用的事实”,交换方阵的二列,则其行列式变号.
所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.
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C.12 反称性的应用
反称性是有用的.
由行列式的定义,不难证明,对任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑏2, ⋯, 𝑏𝑛,任何二个

𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

det [𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛] = 𝑠 det [𝑥, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛] + 𝑡 det [𝑦, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛].

利用反称性,当 𝑗 > 1时,

det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]
= − det [𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑎1, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]
= −(𝑠 det [𝑥, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑎1, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛] + 𝑡 det [𝑦, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑎1, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛])
= 𝑠(− det [𝑥, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑎1, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡(− det [𝑦, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑎1, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛])
= 𝑠 det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛] + 𝑡 det [𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛].

我们也可由反称性推出交错性.设方阵 𝐴的列 𝑝, 𝑞是相同的 (𝑝 < 𝑞).我
们交换 𝐴的列 𝑝, 𝑞,得阵 𝐵.根据反称性, det (𝐵) = − det (𝐴).不过,因为 𝐴的
列 𝑝, 𝑞是相同的,故 𝐵 = 𝐴.所以, det (𝐴) = − det (𝐴).由此可知 det (𝐴) = 0.
我们可由反称性得到按 (任何)一列展开行列式的公式.设𝐴是一个 𝑛级

阵 (𝑛 ⩾ 2).设 𝑗 ≠ 1.交换 𝐴的列 𝑗 − 1, 𝑗,得阵 𝐵1.交换 𝐵1的列 𝑗 − 2, 𝑗 − 1,
得阵 𝐵2.⋯⋯交换 𝐵𝑗−2的列 1, 2,得阵 𝐵𝑗−1.此时,可以发现, 𝐵𝑗−1的列 1即
为 𝐴的列 𝑗 (即 [𝐵𝑗−1]𝑖,1 = [𝐴]𝑖,𝑗),且 𝐵𝑗−1(𝑖|1) = 𝐴(𝑖|𝑗).我们作了 𝑗 − 1次 (相
邻的)列的交换,故

det (𝐴) = (−1)𝑗−1 det (𝐵𝑗−1)

= (−1)𝑗−1
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐵]𝑖,1 det (𝐵𝑗−1(𝑖|1))

=
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑗−1(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|𝑗))

=
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗)).



238 附录 C 后日谈

C.13 用行列式的性质确定行列式
本节,我想讨论如何用行列式的性质确定行列式.
我们知道,多线性与交错性可 “基本确定”行列式:

定理 C.29 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合:
(1) (多线性)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎1, ⋯,

𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛])
= 𝑠𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑦, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).

(2) (交错性)若 𝑛级阵 𝐴有二列相同,则 𝑓(𝐴) = 0.
那么,对任何 𝑛级阵 𝐴, 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴).
特别地,若 𝑓(𝐼) = 1 (规范性),则 𝑓 就是行列式.

现在,我要展示一些变体.

定理 C.30 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合:
(1)对任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎2, 𝑎3, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二

个数 𝑠, 𝑡,有

𝑓([𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) = 𝑠𝑓([𝑥, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡𝑓([𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]).

(2) (反称性) 设 𝐴 是 𝑛 级阵, 设交换 𝐴 的列 𝑝 与列 𝑞 后得到的阵为 𝐵
(𝑝 < 𝑞).则 𝑓(𝐵) = −𝑓(𝐴).
那么,对任何 𝑛级阵 𝐴, 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴).
特别地,若 𝑓(𝐼) = 1 (规范性),则 𝑓 就是行列式.

证 见上节的讨论.我们可由 (1)与反称性,得到多线性;我们可由反称
性,得到交错性. 证毕.

我们也可代反称性以 “相邻反称性”: “设 𝐴是 𝑛级阵,设交换 𝐴的列 𝑝
与列 𝑝 + 1后得到的阵为 𝐵 (𝑝 < 𝑛).则 𝑓(𝐵) = −𝑓(𝐴).”毕竟,相邻反称性可
推出反称性.
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我们也可代交错性以 “相邻交错性”: “若 𝑛 级阵 𝐴 有相邻的二列相同,
则 𝑓(𝐴) = 0.”毕竟,多线性与相邻交错性可推出相邻反称性,相邻反称性可
推出反称性,且相邻交错性与反称性可推出交错性 (见 “(关于列的)交错性”
的讨论).
然后,我要展现一个 “大不一样的”变体.不过,我要先定义一个行为:

定义 C.31 (倍加) 设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵.设 𝑝, 𝑞是二个不超过 𝑛的正整
数,且 𝑝 ≠ 𝑞.设 𝑠是一个数.作 𝑚 × 𝑛阵 𝐵,其中

[𝐵]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑞 + 𝑠[𝐴]𝑖,𝑝, 𝑗 = 𝑞.

(通俗地,我们加 𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,得阵 𝐵.)我们说,
变 𝐴为 𝐵的行为是一次 (列的)倍加.

注意到, 𝑠可以取 0,而这相当于 𝐵 = 𝐴.所以,我们认为, “什么都不变”
也是一次倍加.
利用多线性与交错性,我们有

定理 C.32 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 多线性与交错性.则 𝑓 适
合 “倍加不变性”:

设 𝐴是一个 𝑛级阵.设 𝑝, 𝑞 是二个不超过 𝑛的正整数,且 𝑝 ≠ 𝑞.设 𝑠是
一个数.作 𝑛级阵 𝐵,其中

[𝐵]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑞 + 𝑠[𝐴]𝑖,𝑝, 𝑗 = 𝑞.

则 𝑓(𝐵) = 𝑓(𝐴).

证 设 𝐴 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛].
先设 𝑝 < 𝑞.为方便说话,我们写

𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑝−1, 𝑢, 𝑎𝑝+1, ⋯ , 𝑎𝑞−1, 𝑣, 𝑎𝑞+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).
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于是, 𝑔(𝑎𝑝, 𝑎𝑞)就是 𝑓(𝐴),而 𝑔(𝑎𝑝, 𝑎𝑞 + 𝑠𝑎𝑝)就是 𝑓(𝐵).利用多线性与交错性,

𝑓(𝐵) = 𝑔(𝑎𝑝, 𝑎𝑞 + 𝑠𝑎𝑝)
= 𝑔(𝑎𝑝, 𝑎𝑞) + 𝑠𝑔(𝑎𝑝, 𝑎𝑝)
= 𝑔(𝑎𝑝, 𝑎𝑞) + 𝑠0
= 𝑔(𝑎𝑝, 𝑎𝑞)
= 𝑓(𝐴).

再设 𝑝 > 𝑞.为方便说话,我们写
ℎ(𝑢, 𝑣) = 𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑞−1, 𝑢, 𝑎𝑞+1, ⋯ , 𝑎𝑝−1, 𝑣, 𝑎𝑝+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).

于是, ℎ(𝑎𝑞, 𝑎𝑝)就是 𝑓(𝐴),而 ℎ(𝑎𝑞 + 𝑠𝑎𝑝, 𝑎𝑝)就是 𝑓(𝐵).利用多线性与交错性,

𝑓(𝐵) = ℎ(𝑎𝑞 + 𝑠𝑎𝑝, 𝑎𝑝)
= ℎ(𝑎𝑞, 𝑎𝑝) + 𝑠ℎ(𝑎𝑝, 𝑎𝑝)
= ℎ(𝑎𝑞, 𝑎𝑝) + 𝑠0
= ℎ(𝑎𝑞, 𝑎𝑝)
= 𝑓(𝐴). 证毕.

现在,我要引出本节的主要结论.

定理 C.33 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合:
(1)倍加不变性.
(2) (多齐性)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎1, ⋯,

𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何 𝑛 × 1阵 𝑥,任何数 𝑠,有
𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]) = 𝑠𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).

那么,对任何 𝑛级阵 𝐴, 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴).
特别地,若 𝑓(𝐼) = 1 (规范性),则 𝑓 就是行列式.

此事是重要的,故我会给二个证明.

不难看出,倍加不变性与多齐性可推出交错性.具体地,设𝐴的列 𝑝, 𝑞相
同,且 𝑝 ≠ 𝑞.加 𝐴的列 𝑞的 −1倍于列 𝑝,得阵 𝐵.那么, 𝐵的列 𝑝的元全为 0.
由多齐性, 𝑓(𝐵) = 0.由倍加不变性, 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐵) = 0.
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倍加不变性与多齐性还可推出反称性.设 𝑝 < 𝑞.记

𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑝−1, 𝑢, 𝑎𝑝+1, ⋯ , 𝑎𝑞−1, 𝑣, 𝑎𝑞+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).

则

𝑔(𝑎𝑞, 𝑎𝑝) = 𝑔(𝑎𝑞 + 1𝑎𝑝, 𝑎𝑝)
= 𝑔(𝑎𝑝 + 𝑎𝑞, 𝑎𝑝)
= 𝑔(𝑎𝑝 + 𝑎𝑞, 𝑎𝑝 + (−1)(𝑎𝑝 + 𝑎𝑞))
= 𝑔(𝑎𝑝 + 𝑎𝑞, −𝑎𝑞)
= 𝑔(𝑎𝑝 + 𝑎𝑞 + 1(−𝑎𝑞), −𝑎𝑞)
= 𝑔(𝑎𝑝, (−1)𝑎𝑞)
= (−1)𝑔(𝑎𝑝, 𝑎𝑞)
= −𝑔(𝑎𝑝, 𝑎𝑞).

若我们能推出,对任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎2, 𝑎3, ⋯, 𝑎𝑛,任何二个 𝑛 × 1阵
𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

𝑓([𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) = 𝑠𝑓([𝑥, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡𝑓([𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]),

那么,利用反称性,我们即得多线性.
在第一章,节 27里,有如下结论:

定理 C.34 设 𝐴 是 𝑚 × 𝑛 阵, 且 𝐴 ≠ 0. 设 𝐴 有一个行列式非零的
𝑟级子阵

𝐴𝑟 = 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟)

(其中 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑟 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛),但 𝐴没有行列式非零的
𝑟 + 1级子阵.设 𝐴的行 1, 2, ⋯, 𝑚为 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑚.那么,对任何不超过 𝑚的
正整数 𝑝,存在 𝑟个数 𝑑𝑝,1, 𝑑𝑝,2, ⋯, 𝑑𝑝,𝑟,使

𝑎𝑝 = 𝑑𝑝,1𝑎𝑖1 + 𝑑𝑝,2𝑎𝑖2 + ⋯ + 𝑑𝑝,𝑟𝑎𝑖𝑟

=
𝑟

∑
𝑠=1

𝑑𝑝,𝑠𝑎𝑖𝑠 .



242 附录 C 后日谈

利用类似的方法,或利用转置,我们可证

定理 C.35 设 𝐴 是 𝑚 × 𝑛 阵, 且 𝐴 ≠ 0. 设 𝐴 有一个行列式非零的
𝑟级子阵

𝐴𝑟 = 𝐴(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟)

(其中 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑟 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛),但 𝐴没有行列式非零的
𝑟 + 1级子阵.设 𝐴的列 1, 2, ⋯, 𝑛为 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛.那么,对任何不超过 𝑛的
正整数 𝑞,存在 𝑟个数 𝑑1,𝑞, 𝑑2,𝑞, ⋯, 𝑑𝑟,𝑞,使

𝑎𝑞 = 𝑑1,𝑞𝑎𝑗1 + 𝑑2,𝑞𝑎𝑗2 + ⋯ + 𝑑𝑟,𝑞𝑎𝑗𝑟

=
𝑟

∑
𝑠=1

𝑑𝑠,𝑞𝑎𝑗𝑠 .

利用此事,我们即可证明,对任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎2, 𝑎3, ⋯, 𝑎𝑛,任何二
个 𝑛 × 1阵 𝑥, 𝑦,任何二个数 𝑠, 𝑡,有

𝑓([𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) = 𝑠𝑓([𝑥, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡𝑓([𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]).

由此,我们可证多线性.

证 作 𝑛 × (𝑛 − 1)阵 𝐵 = [𝑎2, 𝑎3, ⋯ , 𝑎𝑛];也就是, 𝐵的列 𝑗 − 1是 𝑎𝑗 .
若 𝐵 = 0,由多齐性,

0 = 𝑓([𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) = 𝑓([𝑥, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) = 𝑓([𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]).

下设 𝐵 ≠ 0.那么,存在一个低于 𝑛的正整数 𝑟,使 𝐵 有一个行列式非零
的 𝑟级子阵

𝐵𝑟 = 𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟

𝑗1 − 1, ⋯ , 𝑗𝑟 − 1)

(其中 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑟 ⩽ 𝑛, 2 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑟 ⩽ 𝑛),但 𝐵 没有行列式非零的
𝑟 + 1级子阵.
若 𝑟 < 𝑛 − 1, 那么, 必存在不等于 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑟 的正整数 𝑞, 与 𝑟 个数 𝑑1,𝑞,

𝑑2,𝑞, ⋯, 𝑑𝑟,𝑞,使

𝑎𝑞 = 𝑑1,𝑞𝑎𝑗1 + 𝑑2,𝑞𝑎𝑗2 + ⋯ + 𝑑𝑟,𝑞𝑎𝑗𝑟 .
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任取 𝑛 × 1阵 𝑧.记

𝑔(𝑢) = 𝑓([𝑧, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑞−1, 𝑢, 𝑎𝑞+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).

利用倍加不变性,

𝑔(𝑎𝑞) = 𝑔(𝑎𝑞 + (−𝑑1,𝑞)𝑎𝑗1)
= ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
= 𝑔(𝑎𝑞 + (−𝑑1,𝑞)𝑎𝑗1 + ⋯ + (−𝑑𝑟,𝑞)𝑎𝑗𝑟)
= 𝑔(𝑎𝑞 − (𝑑1,𝑞𝑎𝑗1 + ⋯ + 𝑑𝑟,𝑞𝑎𝑗𝑟))
= 𝑔(0).

利用多齐性, 𝑔(0) = 0.故 𝑔(𝑎𝑞) = 0.所以,

0 = 𝑓([𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) = 𝑓([𝑥, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) = 𝑓([𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]).

下设 𝑟 = 𝑛 − 1.
设从 1, 2, ⋯, 𝑛去除 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛−1 后,还剩一个数 𝑖𝑛.设 𝑎1 是 𝑛级单位

阵的列 𝑖𝑛.作 𝑛级阵 𝐴 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛].则 𝐴(𝑖𝑛|1) = 𝐵𝑟.不难算出, det (𝐴) =
(−1)𝑖𝑛+1 det (𝐵𝑟) ≠ 0.
作 𝑛 × (𝑛 + 2)阵 𝐶 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛, 𝑥, 𝑦].于是, 𝐶 有一个行列式非零的

𝑛级子阵𝐴,但𝐶没有行列式非零的 𝑛+1级子阵.所以,存在 𝑛个数 𝑑1, 𝑑2, ⋯,
𝑑𝑛,使 𝑥 = 𝑑1𝑎1 + 𝑑2𝑎2 + ⋯ + 𝑑𝑛𝑎𝑛,也存在 𝑛个数 𝑑′

1, 𝑑′
2, ⋯, 𝑑′

𝑛,使 𝑦 = 𝑑′
1𝑎1 +

𝑑′
2𝑎2 +⋯+𝑑′

𝑛𝑎𝑛.所以, 𝑠𝑥+𝑡𝑦 = (𝑠𝑑1 +𝑡𝑑′
1)𝑎1 +(𝑠𝑑2 +𝑡𝑑′

2)𝑎2 +⋯+(𝑠𝑑𝑛 +𝑡𝑑′
𝑛)𝑎𝑛.

记 ℎ(𝑧) = 𝑓([𝑧, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]).则

𝑓([𝑥, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) = ℎ(𝑥)
= ℎ(𝑥 − 𝑑2𝑎2)
= ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
= ℎ(𝑥 − 𝑑2𝑎2 − ⋯ − 𝑑𝑛𝑎𝑛)
= ℎ(𝑑1𝑎1)
= 𝑑1ℎ(𝑎1).
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同理,

𝑓([𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) = 𝑑′
1ℎ(𝑎1),

𝑓 ([𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) = (𝑠𝑑1 + 𝑡𝑑′
1)ℎ(𝑎1).

比较,得

𝑓([𝑠𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛])
= 𝑠𝑓([𝑥, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]) + 𝑡𝑓([𝑦, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]). 证毕.

接下来,我展现另一个证明.此证明或许更有意思.

定理 C.36 设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵.利用若干次 (列的)倍加,我们可变 𝐴
为一个 𝑚 × 𝑛阵 𝐵,使当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐵]𝑖,𝑗 = 0.

证 我们用数学归纳法证明此事.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题

对任何正整数 𝑚,对任何 𝑚 × 𝑛阵,利用若干次倍加 (指 “列的倍加”,下
同),我们可变 𝐴为一个 𝑚 × 𝑛阵 𝐵,使当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐵]𝑖,𝑗 = 0.

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
𝑃 (1)显然是对的.
假定 𝑃 (𝑛 − 1)是对的.我们由此证 𝑃 (𝑛)也是对的.
任取正整数 𝑚.任取一个 𝑚 × 𝑛阵 𝐴.
我们先说明,利用若干次倍加,我们可变𝐴为一个𝑚×𝑛阵 𝐶 ,使当 1 < 𝑗

时, [𝐶]1,𝑗 = 0.
若 𝐴的行 1的元全为 0,我们 “什么都不变”,取 𝐶 为 𝐴.
若 [𝐴]1,1 ≠ 0, 我们可加 𝐴 的列 1 的 −[𝐴]1,2/[𝐴]1,1 倍于列 2, 得阵 𝐴2.

那么, [𝐴2]1,2 = 0, 且 [𝐴2]1,𝑗 = [𝐴]1,1 (𝑗 ≠ 2). 然后, 我们可加 𝐴2 的列 1 的
−[𝐴2]1,3/[𝐴2]1,1 倍于列 3,得阵 𝐴3.那么, [𝐴3]1,𝑘 = 0 (𝑘 = 2, 3),且 [𝐴3]1,𝑗 =
[𝐴2]1,𝑗 (𝑗 ≠ 3).⋯⋯然后,我们可加 𝐴𝑛−1 的列 1的 −[𝐴𝑛−1]1,𝑛/[𝐴𝑛−1]1,1 倍于
列 𝑛,得阵 𝐴𝑛.那么, [𝐴𝑛]1,𝑘 = 0 (𝑘 = 2, 3, ⋯, 𝑛).我们取 𝐶 为 𝐴𝑛.

若 [𝐴]1,1 = 0,但有某 [𝐴]1,𝑗 ≠ 0 (𝑗 ≠ 1),我们加 𝐴的列 𝑗 的 1倍于列 1,
得阵 𝐷.那么, [𝐷]1,1 ≠ 0,这就变问题为前面讨论过的情形.
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综上, 作若干次倍加, 我们可变 𝐴 为一个 𝑚 × 𝑛 阵 𝐶 , 使当 1 < 𝑗 时,
[𝐶]1,𝑗 = 0.
考虑 𝐶 的右下角的 (𝑚 − 1) × (𝑛 − 1)子阵 𝐶(1|1).由假定,作若干次倍加,

我们可变 𝐶(1|1)为一个 (𝑚 − 1) × (𝑛 − 1)阵 𝐺,使当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐺]𝑖,𝑗 = 0.
注意到, 既然当 1 < 𝑗 时, [𝐶]1,𝑗 = 0, 那么, 无论如何对 𝐶 的不是列 1

的列作倍加, 所得的阵的 (1, 𝑗)-元是 0. 那么, 作若干次倍加后, 我们可变 𝐶
为一个 𝑚 × 𝑛 阵 𝐵, 使当 𝑖 或 𝑗 为 1 时, [𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐶]𝑖,𝑗 , 且 𝑖 与 𝑗 不为 1 时,
[𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐺]𝑖−1,𝑗−1.所以,当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐵]𝑖,𝑗 = 0.
所以, 𝑃 (𝑛)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

定理 C.37 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合倍加不变性与多齐性.
设 𝐴是一个 𝑛级阵,且当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐴]𝑖,𝑗 = 0.则 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼𝑛) det (𝐴).

证 我们用数学归纳法证明此事.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题
设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合倍加不变性与多齐性.设 𝐴是一

个 𝑛级阵,且当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐴]𝑖,𝑗 = 0.则 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼𝑛) det (𝐴).

则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
𝑃 (1)显然是对的.
假定 𝑃 (𝑛 − 1)是对的.我们由此证 𝑃 (𝑛)也是对的.
任取一个 𝑛级阵 𝐴,且当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐴]𝑖,𝑗 = 0.所以, 𝐴形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0
[𝐴]𝑛,1 [𝐴]𝑛,2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑛−1 [𝐴]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

那么,由多齐性,

𝑓(𝐴) = [𝐴]𝑛,𝑛𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0
[𝐴]𝑛,1 [𝐴]𝑛,2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑛−1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.
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利用 𝑛 − 1次倍加不变性,

𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0
[𝐴]𝑛,1 [𝐴]𝑛,2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑛−1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0

0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

故

𝑓(𝐴) = 𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0

0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

[𝐴]𝑛,𝑛.

考虑定义在全体 𝑛 − 1级阵上的函数

𝑔(𝑋) = 𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝑋]1,1 [𝑋]1,2 ⋯ [𝑋]1,𝑛−1 0
[𝑋]2,1 [𝑋]2,2 ⋯ [𝑋]2,𝑛−1 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
[𝑋]𝑛−1,1 [𝑋]𝑛−1,2 ⋯ [𝑋]𝑛−1,𝑛−1 0

0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

不难验证, 𝑔适合倍加不变性与多齐性.注意到,若 𝑖 < 𝑗,则 𝐴(𝑛|𝑛)的 (𝑖, 𝑗)-元
为 0.故,由假定,

𝑔(𝐴(𝑛|𝑛)) = 𝑔(𝐼𝑛−1) det (𝐴(𝑛|𝑛)) = 𝑓(𝐼𝑛) det (𝐴(𝑛|𝑛)).
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从而

𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0

0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑔(𝐴(𝑛|𝑛)) = 𝑓(𝐼𝑛) det (𝐴(𝑛|𝑛)).

则

𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼𝑛) det (𝐴(𝑛|𝑛)) [𝐴]𝑛,𝑛 = 𝑓(𝐼𝑛) det (𝐴).

所以, 𝑃 (𝑛)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

有了这些准备,我们即可证明本节的主要结论.

证 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合倍加不变性与多齐性.
任取一个 𝑛级阵 𝐴.利用若干次倍加,我们可变 𝐴为一个 𝑛级阵 𝐵,使

当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐵]𝑖,𝑗 = 0.因为倍加不变性, 𝑓(𝐵) = 𝑓(𝐴).由上个定理, 𝑓(𝐵) =
𝑓(𝐼) det (𝐵).故 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐵) = 𝑓(𝐼) det (𝐴). (反过来,不难验证,若我
们定义 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴),则 𝑓 适合倍加不变性与多齐性.) 证毕.
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C.14 类行列式
在上节,我们知道,若定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合倍加不变性与

多齐性,则 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) det (𝐴).我们用了二个方法证明此事:一个方法证明
𝑓 适合多线性,并使用已知的确定行列式的定理;另一个方法不使用多线性,
也不使用已知的确定行列式的定理. 后一个方法可被推广, 得到确定 “类行
列式”的定理.不过,我们先定义一类函数.

定义 C.38 设 𝑚是定义在数上的函数.若 𝑚(1) = 1,且对任何数 𝑠, 𝑡,有
𝑚(𝑠𝑡) = 𝑚(𝑠) 𝑚(𝑡),则 𝑚是保乘的.

显然,恒等函数 𝑚(𝑡) = 𝑡是保乘的.若 𝑘是正整数,由次方的性质,可以
验证, 𝑚(𝑡) = 𝑡𝑘 也是保乘的.此外,绝对值函数 𝑚(𝑡) = |𝑡|也是保乘的 (因为
|1| = 1,且对任何数 𝑎, 𝑏,有 |𝑎𝑏| = |𝑎| |𝑏|).

定理 C.39 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合:
(1)倍加不变性.
(2) (“多齐性的变体”)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵

𝑎1, ⋯, 𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1, ⋯, 𝑎𝑛,任何 𝑛 × 1阵 𝑥,任何数 𝑠,有

𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]) = 𝑚(𝑠)𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]),

其中,定义在数上的函数 𝑚是保乘的: 𝑚(1) = 1,且对任何数 𝑠, 𝑡,有 𝑚(𝑠𝑡) =
𝑚(𝑠) 𝑚(𝑡).
那么,对任何 𝑛级阵 𝐴, 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) 𝑚(det (𝐴)).

为证明此事,我们先证如下命题.

定理 C.40 设定义在全体 𝑛 级阵上的函数 𝑓 适合倍加不变性与 “多
齐性的变体”. 设 𝐴 是一个 𝑛 级阵, 且当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐴]𝑖,𝑗 = 0. 则 𝑓(𝐴) =
𝑓(𝐼𝑛) 𝑚(det (𝐴)).

证 我们用数学归纳法证明此事.具体地,设 𝑃 (𝑛)为命题
设定义在全体 𝑛 级阵上的函数 𝑓 适合倍加不变性与 “多齐性的变体”.

设 𝐴是一个 𝑛级阵,且当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐴]𝑖,𝑗 = 0.则 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼𝑛) 𝑚(det (𝐴)).
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则,我们的目标是:对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是正确的.
𝑃 (1)显然是对的.
假定 𝑃 (𝑛 − 1)是对的.我们由此证 𝑃 (𝑛)也是对的.
任取一个 𝑛级阵 𝐴,且当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐴]𝑖,𝑗 = 0.所以, 𝐴形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0
[𝐴]𝑛,1 [𝐴]𝑛,2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑛−1 [𝐴]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

那么,由 “多齐性的变体”,

𝑓(𝐴) = 𝑚([𝐴]𝑛,𝑛)𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0
[𝐴]𝑛,1 [𝐴]𝑛,2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑛−1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

利用 𝑛 − 1次倍加不变性,

𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0
[𝐴]𝑛,1 [𝐴]𝑛,2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑛−1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0

0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,



250 附录 C 后日谈

故

𝑓(𝐴) = 𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0

0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑚([𝐴]𝑛,𝑛).

考虑定义在全体 𝑛 − 1级阵上的函数

𝑔(𝑋) = 𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝑋]1,1 [𝑋]1,2 ⋯ [𝑋]1,𝑛−1 0
[𝑋]2,1 [𝑋]2,2 ⋯ [𝑋]2,𝑛−1 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
[𝑋]𝑛−1,1 [𝑋]𝑛−1,2 ⋯ [𝑋]𝑛−1,𝑛−1 0

0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

不难验证, 𝑔 适合倍加不变性与 “多齐性的变体”.注意到,若 𝑖 < 𝑗,则 𝐴(𝑛|𝑛)
的 (𝑖, 𝑗)-元为 0.故,由假定,

𝑔(𝐴(𝑛|𝑛)) = 𝑔(𝐼𝑛−1) 𝑚(det (𝐴(𝑛|𝑛))) = 𝑓(𝐼𝑛) 𝑚(det (𝐴(𝑛|𝑛))).

从而

𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 0

0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑔(𝐴(𝑛|𝑛)) = 𝑓(𝐼𝑛) 𝑚(det (𝐴(𝑛|𝑛))).

则

𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼𝑛) 𝑚(det (𝐴(𝑛|𝑛))) 𝑚([𝐴]𝑛,𝑛)
= 𝑓(𝐼𝑛) 𝑚(det (𝐴(𝑛|𝑛)) [𝐴]𝑛,𝑛)
= 𝑓(𝐼𝑛) 𝑚(det (𝐴)).

所以, 𝑃 (𝑛)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.
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有了这些准备,我们即可证明本节的主要结论.

证 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合倍加不变性与 “多齐性的变
体”.
任取一个 𝑛级阵 𝐴.利用若干次倍加,我们可变 𝐴为一个 𝑛级阵 𝐵,使

当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐵]𝑖,𝑗 = 0.因为倍加不变性, 𝑓(𝐵) = 𝑓(𝐴).由上个定理, 𝑓(𝐵) =
𝑓(𝐼) 𝑚(det (𝐵)).故 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) 𝑚(det (𝐵)) = 𝑓(𝐼) 𝑚(det (𝐴)). (反过来,不难验
证,若我们定义 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) 𝑚(det (𝐴)),则 𝑓 适合倍加不变性与 “多齐性的
变体”.) 证毕.

特别地,取 𝑚为绝对值函数,我们有

定理 C.41 设定义在全体 𝑛级阵上的函数 𝑓 适合:
(1)倍加不变性.
(2)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,任何 𝑛 − 1个 𝑛 × 1阵 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗+1,

⋯, 𝑎𝑛,任何 𝑛 × 1阵 𝑥,任何数 𝑠,有

𝑓([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑠𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]) = |𝑠|𝑓 ([𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑗−1, 𝑥, 𝑎𝑗+1, ⋯ , 𝑎𝑛]).

那么,对任何 𝑛级阵 𝐴, 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐼) |det (𝐴)|.

设您在研究某数学问题.设您发现,您研究的一个量可被认为是定义在
𝑛级阵上的函数 (𝑛是某个正整数),且适合倍加不变性与 “多齐性的变体”.那
么,由本节的定理,它是一个跟行列式有关的量.这不是偶然的;这是必然的.
这是好的,我想.
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C.15 绝对值的性质 (1)
设 𝑎是实数.则 𝑎的绝对值

|𝑎| =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑎, 𝑎 ⩾ 0;
−𝑎, 𝑎 < 0.

如下命题是正确的.
(1) |0| = 0;若实数 𝑎适合 |𝑎| = 0,则 𝑎 = 0.
因为 0 ⩾ 0,故 |0| = 0.
若 𝑎 > 0,则 |𝑎| = 𝑎 > 0;若 𝑎 < 0,则 |𝑎| = −𝑎 > 0.于是,若 |𝑎| = 0,则 𝑎

不能是正数,也不能是负数,故 𝑎 = 0.
(2)对任何实数 𝑎,必 |𝑎| ⩾ 0.
我们已知,若 𝑎 > 0或 𝑎 < 0,则 |𝑎| > 0.另外, |0| = 0.
(3)对任何实数 𝑎,必 |𝑎| ⩾ 𝑎 ⩾ −|𝑎|.
若 𝑎 ⩾ 0,则 |𝑎| = 𝑎.故 |𝑎| = 𝑎 ⩾ −𝑎 = −|𝑎|;若 𝑎 < 0,则 |𝑎| = −𝑎.故

|𝑎| = −𝑎 > 𝑎 = −|𝑎|.
(4)设 𝑎, 𝑏是非负实数.若 𝑎 ⩾ 𝑏,则 𝑎2 ⩾ 𝑏2;反过来,若 𝑎2 ⩾ 𝑏2,则 𝑎 ⩾ 𝑏.
若 𝑎 > 𝑏 ⩾ 0,则 𝑎𝑎 > 𝑏𝑏,故 𝑎2 > 𝑏2;若 𝑎 = 𝑏 ⩾ 0,则 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏,故 𝑎2 = 𝑏2;

若 0 ⩽ 𝑎 < 𝑏,则 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏,故 𝑎2 < 𝑏2.所以,若 𝑎 ⩾ 𝑏,则 𝑎2 ⩾ 𝑏2;反过来,若
𝑎2 ⩾ 𝑏2,则因 𝑎 < 𝑏无法推出 𝑎2 ⩾ 𝑏2,故必 𝑎 ⩾ 𝑏.

(5)对任何实数 𝑎,必 |𝑎|2 = 𝑎2.所以,对任何实数 𝑎,必√𝑎2 = |𝑎|.
若 𝑎 ⩾ 0,则 |𝑎|2 = 𝑎2;若 𝑎 < 0,则 |𝑎|2 = (−𝑎)2 = 𝑎2.因为非负实数 |𝑎|

适合 |𝑎|2 = 𝑎2,故由√的定义, √𝑎2 = |𝑎|.
(6)对任何实数 𝑎, 𝑏,必 |𝑎𝑏| = |𝑎| |𝑏|.
若 𝑎 ⩾ 0, 𝑏 ⩾ 0, 则 𝑎𝑏 ⩾ 0, 故 |𝑎𝑏| = 𝑎𝑏 = |𝑎| |𝑏|; 若 𝑎 ⩾ 0, 𝑏 < 0,

则 𝑎𝑏 ⩽ 0, 故 |𝑎𝑏| = −𝑎𝑏 = 𝑎(−𝑏) = |𝑎| |𝑏|; 若 𝑎 < 0, 𝑏 ⩾ 0, 则 𝑎𝑏 ⩽ 0, 故
|𝑎𝑏| = −𝑎𝑏 = (−𝑎)𝑏 = |𝑎| |𝑏|; 若 𝑎 < 0, 𝑏 < 0, 则 𝑎𝑏 ⩾ 0, 故 |𝑎𝑏| = 𝑎𝑏 =
(−𝑎)(−𝑏) = |𝑎| |𝑏|.

(7)对任何实数 𝑎, 𝑏,必 |𝑎 + 𝑏| ⩽ |𝑎| + |𝑏|.
若 𝑎 + 𝑏 ⩾ 0, 则 |𝑎 + 𝑏| = 𝑎 + 𝑏 ⩽ |𝑎| + |𝑏|; 若 𝑎 + 𝑏 < 0, 则 |𝑎 + 𝑏| =

−(𝑎 + 𝑏) = (−𝑎) + (−𝑏) ⩽ |−𝑎| + |−𝑏| = |𝑎| + |𝑏|.



C.15 绝对值的性质 (1) 253

类似地,若 𝑎1, ⋯, 𝑎𝑛是实数,则

|𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑛| ⩽ |𝑎1| + ⋯ + |𝑎𝑛|.

可用数学归纳法证它.
(8)对任何实数 𝑎, 𝑏,必 |𝑎 − 𝑏| ⩾ |𝑎| − |𝑏|.
因为 |𝑎 − 𝑏| + |𝑏| ⩾ |(𝑎 − 𝑏) + 𝑏| = |𝑎|.

这些事实会是有用的.
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C.16 绝对值的性质 (2)
设 𝑧 = 𝑎 + i𝑏 是复数 (其中, i 是虚数单位, 𝑎, 𝑏 是实数, 下同). 则 𝑧 的

绝对值

|𝑧| = √𝑎2 + 𝑏2.

如下命题是正确的.
(1) |0| = 0;若复数 𝑧适合 |𝑧| = 0,则 𝑧 = 0.
首先, |0| = |0 + i0| = √02 + 02 = 0.
若 𝑧 = 𝑎 + i𝑏适合 |𝑧| = 0,则√𝑎2 + 𝑏2 = 0.则 𝑎2 + 𝑏2 = 0.则 𝑎 = 𝑏 = 0.

则 𝑧 = 0.
(2)对任何复数 𝑧,必 |𝑧| ⩾ 0.
由√的定义,这是显然的.
(3)对任何复数 𝑧, 𝑤,必 |𝑧𝑤| = |𝑧| |𝑤|.
设 𝑧 = 𝑎 + i𝑏,且 𝑤 = 𝑐 + i𝑑.则

|𝑧𝑤|2 = |(𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + i(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)|2

= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)2 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2

= 𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑑2 + 𝑎2𝑑2 + 𝑏2𝑐2

= (𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2)
= |𝑧|2|𝑤|2

= (|𝑧| |𝑤|)2.

因为 |𝑧𝑤|与 |𝑧| |𝑤|是非负实数,故 |𝑧𝑤| = |𝑧| |𝑤|.
顺便,注意到,对任何实数 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑,有

(𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)2 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2 ⩾ (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)2.

(4)对任何复数 𝑧, 𝑤,必 |𝑧 + 𝑤| ⩽ |𝑧| + |𝑤|.
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设 𝑧 = 𝑎 + i𝑏,且 𝑤 = 𝑐 + i𝑑.则

|𝑧 + 𝑤|2 = |(𝑎 + 𝑐) + i(𝑏 + 𝑑)|2

= (𝑎 + 𝑐)2 + (𝑏 + 𝑑)2

= 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 + 2(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)
= |𝑧|2 + |𝑤|2 + 2(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)
⩽ |𝑧|2 + |𝑤|2 + 2|𝑎𝑐 + 𝑏𝑑|

= |𝑧|2 + |𝑤|2 + 2√(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)2

= |𝑧|2 + |𝑤|2 + 2√(𝑎𝑐 − (−𝑏)𝑑)2

⩽ |𝑧|2 + |𝑤|2 + 2√(𝑎2 + (−𝑏)2)(𝑐2 + 𝑑2)

⩽ |𝑧|2 + |𝑤|2 + 2√(|𝑧| |𝑤|)2

⩽ |𝑧|2 + |𝑤|2 + 2√|𝑧|2|𝑤|2

= |𝑧|2 + |𝑤|2 + 2|𝑧| |𝑤|
= (|𝑧| + |𝑤|)2.

因为 |𝑧 + 𝑤|与 |𝑧| + |𝑤|是非负实数,故 |𝑧 + 𝑤| ⩽ |𝑧| + |𝑤|.
类似地,若 𝑧1, ⋯, 𝑧𝑛是复数,则

|𝑧1 + ⋯ + 𝑧𝑛| ⩽ |𝑧1| + ⋯ + |𝑧𝑛|.

可用数学归纳法证它.
(5)对任何复数 𝑧, 𝑤,必 |𝑧 − 𝑤| ⩾ |𝑧| − |𝑤|.
因为 |𝑧 − 𝑤| + |𝑤| ⩾ |(𝑧 − 𝑤) + 𝑤| = |𝑧|.

这些事实会是有用的.



256 附录 C 后日谈

C.17 绝对值的性质 (3)
设 𝑧, 𝑤是数.设 𝑧的绝对值是 |𝑧|.则:
(1) |0| = 0;若数 𝑧适合 |𝑧| = 0,则 𝑧 = 0.
(2) |𝑧| ⩾ 0.
(3) |𝑧𝑤| = |𝑧| |𝑤|.
(4) |𝑧 + 𝑤| ⩽ |𝑧| + |𝑤|.
(5) |𝑧 − 𝑤| ⩾ |𝑧| − |𝑤|.

这些事实会是有用的.



C.18 关于实数的大小的几个事实 257

C.18 关于实数的大小的几个事实
设 𝑦1, 𝑦2, ⋯, 𝑦𝑛是若干个实数.我们总可从大到小地排它们,故

定理 C.42 设 𝑦1, 𝑦2, ⋯, 𝑦𝑛 是若干个实数.则存在不超过 𝑛的正整数 𝑖,
使对任何不超过 𝑛的正整数 𝑘,必 𝑦𝑖 ⩾ 𝑦𝑘.

定理 C.43 设 𝑦1, 𝑦2, ⋯, 𝑦𝑛是若干个实数 (𝑛 ⩾ 2).
(1)存在不超过 𝑛,且不等的正整数 𝑖, 𝑗,使对任何不超过 𝑛,且不等于 𝑖的

正整数 𝑘,必 𝑦𝑖 ⩾ 𝑦𝑗 ⩾ 𝑦𝑘.
(2)对任何不超过 𝑛,且不等于 𝑖的正整数 𝑘,必 𝑦𝑗 ⩾ 𝑦𝑘.
(3)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑘,必 𝑦𝑖 ⩾ 𝑦𝑘.

设 𝑦1, 𝑦2, ⋯, 𝑦𝑛是若干个非负实数,且不全为 0.从而有某不超过 𝑛的正
整数 𝑝,使 𝑦𝑝 > 0.再设某不超过 𝑛的正整数 𝑖适合:对任何不超过 𝑛的正整
数 𝑘,必 𝑦𝑖 ⩾ 𝑦𝑘.则 𝑦𝑖 ⩾ 𝑦𝑝 > 0.所以

定理 C.44 设 𝑦1, 𝑦2, ⋯, 𝑦𝑛是若干个非负实数,且不全为 0.则存在不超
过 𝑛的正整数 𝑖,使对任何不超过 𝑛的正整数 𝑘,必 𝑦𝑖 ⩾ 𝑦𝑘,且 𝑦𝑖 > 0.

定理 C.45 设 𝑦1, 𝑦2, ⋯, 𝑦𝑛是若干个非负实数,且不全为 0 (𝑛 ⩾ 2).
(1)存在不超过 𝑛,且不等的正整数 𝑖, 𝑗,使对任何不超过 𝑛,且不等于 𝑖的

正整数 𝑘,必 𝑦𝑖 ⩾ 𝑦𝑗 ⩾ 𝑦𝑘,且 𝑦𝑖 > 0.
(2)对任何不超过 𝑛,且不等于 𝑖的正整数 𝑘,必 𝑦𝑗 ⩾ 𝑦𝑘.
(3)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑘,必 𝑦𝑖 ⩾ 𝑦𝑘.
(4)有一个特别的情形值得提.设 𝑦𝑗 = 0.由 (2)知,对任何不超过 𝑛,且

不等于 𝑖的正整数 𝑘,必 0 = 𝑦𝑗 ⩾ 𝑦𝑘 ⩾ 0.故对任何不超过 𝑛,且不等于 𝑖的正
整数 𝑘,必 𝑦𝑘 = 0.
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C.19 行列式为 0的阵的性质
本节,我们讨论行列式为 0的阵的几个性质.

定理 C.46 设 𝐴是一个 𝑛级阵.设 det (𝐴) = 0.则存在不超过 𝑛的正整
数 𝑖,使

|[𝐴]𝑖,𝑖| ⩽ ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|. (C.5)

证 因为 det (𝐴) = 0, 故有非零的 𝑛 × 1 阵 𝑥, 使 𝐴𝑥 = 0 (见第一章,
节 23).
考虑不全为 0的非负实数 |[𝑥]1,1|, |[𝑥]2,1|, ⋯, |[𝑥]𝑛,1|.则有不超过 𝑛的正

整数 𝑖,使对任何不超过 𝑛的正整数 𝑢,有 |[𝑥]𝑖,1| ⩾ |[𝑥]𝑢,1|,且 |[𝑥]𝑖,1| > 0.则

0 = [0]𝑖,1

= [𝐴𝑥]𝑖,1

= ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

[𝐴]𝑖,𝑢[𝑥]𝑢,1

= ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

[𝐴]𝑖,𝑢[𝑥]𝑢,1 + [𝐴]𝑖,𝑖[𝑥]𝑖,1.

则

|[𝐴]𝑖,𝑖| |[𝑥]𝑖,1| = |[𝐴]𝑖,𝑖[𝑥]𝑖,1|
= |−[𝐴]𝑖,𝑖[𝑥]𝑖,1|

= | ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

[𝐴]𝑖,𝑢[𝑥]𝑢,1|

⩽ ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢[𝑥]𝑢,1|

= ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢| |[𝑥]𝑢,1|
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⩽ ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢| |[𝑥]𝑖,1|

= ( ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|)|[𝑥]𝑖,1|.

因为 |[𝑥]𝑖,1| > 0,故式 (C.5)是对的. 证毕.

不过,此事反过来不一定是对的.

例 C.47 设 𝐴 =
[

0 1
−1 0]

是一个 2级阵.取 𝑖 = 1或 𝑖 = 2,即有

|[𝐴]𝑖,1| = 0 ⩽ 1 = ∑
1⩽𝑢⩽2

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|.

可是, det (𝐴) = 1 ≠ 0.

定理 C.48 设 𝐴是一个 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 2).设 det (𝐴) = 0.则存在不超过 𝑛,
且不等的正整数 𝑗, 𝑘,使

|[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝐴]𝑘,𝑘| ⩽ ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|). (C.6)

证 因为 det (𝐴) = 0, 故有非零的 𝑛 × 1 阵 𝑥, 使 𝐴𝑥 = 0 (见第一章,
节 23).
考虑不全为 0的非负实数 |[𝑥]1,1|, |[𝑥]2,1|, ⋯, |[𝑥]𝑛,1|.则有不超过 𝑛,且

不等的正整数 𝑗, 𝑘,使对任何不超过 𝑛,且不等于 𝑗 的正整数 𝑝,有 |[𝑥]𝑗,1| ⩾
|[𝑥]𝑘,1| ⩾ |[𝑥]𝑝,1|,且 |[𝑥]𝑗,1| > 0.

注意到,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑢,有

0 = [0]𝑢,1

= [𝐴𝑥]𝑢,1

= ∑
1⩽𝑣⩽𝑛

[𝐴]𝑢,𝑣[𝑥]𝑣,1
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= ∑
1⩽𝑣⩽𝑛

𝑣≠𝑢

[𝐴]𝑢,𝑣[𝑥]𝑣,1 + [𝐴]𝑢,𝑢[𝑥]𝑢,1.

故

−[𝐴]𝑢,𝑢[𝑥]𝑢,1 = ∑
1⩽𝑣⩽𝑛

𝑣≠𝑢

[𝐴]𝑢,𝑣[𝑥]𝑣,1.

则

|[𝐴]𝑢,𝑢| |[𝑥]𝑢,1| = |[𝐴]𝑢,𝑢[𝑥]𝑢,1|
= |−[𝐴]𝑢,𝑢[𝑥]𝑢,1|

= | ∑
1⩽𝑣⩽𝑛

𝑣≠𝑢

[𝐴]𝑢,𝑣[𝑥]𝑣,1|

⩽ ∑
1⩽𝑣⩽𝑛

𝑣≠𝑢

|[𝐴]𝑢,𝑣[𝑥]𝑣,1|

= ∑
1⩽𝑣⩽𝑛

𝑣≠𝑢

|[𝐴]𝑢,𝑣| |[𝑥]𝑣,1|.

则 (取 𝑢 = 𝑗,并注意到对任何不超过 𝑛,且不等于 𝑗 的正整数 𝑝,有 |[𝑥]𝑝,1| ⩽
|[𝑥]𝑘,1|)

|[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝑥]𝑗,1| ⩽ ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝| |[𝑥]𝑝,1|

⩽ ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝| |[𝑥]𝑘,1|

= ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)|[𝑥]𝑘,1|,
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且 (取 𝑢 = 𝑘,并注意到对任何不超过 𝑛的正整数 𝑞,有 |[𝑥]𝑞,1| ⩽ |[𝑥]𝑗,1|)

|[𝐴]𝑘,𝑘| |[𝑥]𝑘,1| ⩽ ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞| |[𝑥]𝑞,1|

⩽ ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞| |[𝑥]𝑗,1|

= ( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|)|[𝑥]𝑗,1|.

故

(|[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝐴]𝑘,𝑘|) (|[𝑥]𝑗,1| |[𝑥]𝑘,1|)

⩽ ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|)(|[𝑥]𝑗,1| |[𝑥]𝑘,1|).

因为 |[𝑥]𝑗,1| > 0,故

(|[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝐴]𝑘,𝑘|) |[𝑥]𝑘,1| ⩽ ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|)|[𝑥]𝑘,1|.

若 |[𝑥]𝑘,1| > 0,则式 (C.6)当然是对的.若 |[𝑥]𝑘,1| = 0,则对任何不超过
𝑛, 且不等于 𝑗 的正整数 𝑝, 有 0 = |[𝑥]𝑘,1| ⩾ |[𝑥]𝑝,1| ⩾ 0. 故 |[𝑥]𝑝,1| = 0. 故
[𝑥]𝑝,1 = 0.则

−[𝐴]𝑗,𝑗[𝑥]𝑗,1 = ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

[𝐴]𝑗,𝑝[𝑥]𝑝,1 = 0.

因为 |[𝑥]𝑗,1| > 0,故 [𝑥]𝑗,1 ≠ 0.从而 [𝐴]𝑗,𝑗 = 0.则式 (C.6)的左侧是 0. 证毕.

此事反过来也不一定是对的:考虑上个例的 𝐴即可.
我们说,若存在不超过 𝑛,且不等的正整数 𝑗, 𝑘,使式 (C.6)是对的,则存

在不超过 𝑛的正整数 𝑖,使式 (C.5)是对的.用反证法,不难看出,若式 (C.6)是
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对的,则

|[𝐴]𝑗,𝑗| > ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|

与

|[𝐴]𝑘,𝑘| > ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|

不能全是对的.故

|[𝐴]𝑗,𝑗| ⩽ ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|

与

|[𝐴]𝑘,𝑘| ⩽ ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|

的至少一个是对的.取 𝑖为 𝑗 或 𝑘即可.

或许,您会想:

设 𝐴是一个 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 3).设 det (𝐴) = 0.则存在不超过 𝑛,且互不相同
的正整数 𝑗, 𝑘, ℓ,使

|[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝐴]𝑘,𝑘| |[𝐴]ℓ,ℓ|

⩽ ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|)( ∑
1⩽𝑟⩽𝑛

𝑟≠ℓ

|[𝐴]ℓ,𝑟|).

不过,这不是对的.
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例 C.49 设 𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1
1 1 1
1 1 10

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

是一个 3级阵.不难算出, det (𝐴) = 0.可是

(此处 𝑗, 𝑘, ℓ分别是 1, 2, 3)

|[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝐴]𝑘,𝑘| |[𝐴]ℓ,ℓ|
= 1 ⋅ 1 ⋅ 10
> 2 ⋅ 2 ⋅ 2

= ( ∑
1⩽𝑝⩽3

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽3

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|)( ∑
1⩽𝑟⩽3

𝑟≠ℓ

|[𝐴]ℓ,𝑟|).

𝑗, 𝑘, ℓ取其他的数时,也有类似的结果.

最后, 注意到, 一个阵与其转置的行列式相等: 若 det (𝐴) = 0, 则
det (𝐴T) = det (𝐴) = 0.应用前二个定理于 𝐴T,立得

定理 C.50 设 𝐴是一个 𝑛级阵.设 det (𝐴) = 0.则存在不超过 𝑛的正整
数 𝑖,使

|[𝐴]𝑖,𝑖| ⩽ ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑢,𝑖|.

定理 C.51 设 𝐴是一个 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 2).设 det (𝐴) = 0.则存在不超过 𝑛,
且不等的正整数 𝑗, 𝑘,使

|[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝐴]𝑘,𝑘| ⩽ ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑝,𝑗|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑞,𝑘|).
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C.20 判断阵的行列式不是 0的方法
我们知道,若一个阵的行列式是 0,则有形如式 (C.5), (C.6)的不等式成

立.利用反证法,我们立得判断阵的行列式不是 0的方法:

定理 C.52 设 𝐴是一个 𝑛级阵.设对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,必

|[𝐴]𝑖,𝑖| > ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|.

则 det (𝐴) ≠ 0.

定理 C.53 设 𝐴是一个 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 2).设对任何不超过 𝑛,且不等的正
整数 𝑗, 𝑘,必

|[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝐴]𝑘,𝑘| > ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|).

则 det (𝐴) ≠ 0.

当然,如下命题也是正确的 (利用转置):

定理 C.54 设 𝐴是一个 𝑛级阵.设对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,必

|[𝐴]𝑖,𝑖| > ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑢,𝑖|.

则 det (𝐴) ≠ 0.

定理 C.55 设 𝐴是一个 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 2).设对任何不超过 𝑛,且不等的正
整数 𝑗, 𝑘,必

|[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝐴]𝑘,𝑘| > ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑝,𝑗|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑞,𝑘|).

则 det (𝐴) ≠ 0.
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这些定理的一个应用或许是,对于一类阵,即使我们不计算行列式,我们
也可判断行列式不是 0.这是好的.

例 C.56 设𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

9 6 2
4 8 3
5 1 7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

是一个 3级阵.不难算出, |9| > |6|+|2|, |8| >

|4| + |3|,且 |7| > |5| + |1|.于是, det (𝐴) ≠ 0. (其实,不难算出, det (𝐴) = 327.)

有时, 一个方阵 𝐴 可能不适合定理的条件, 故我们无法直接地用定理.
不过, 既然我们研究是否 det (𝐴) ≠ 0, 我们可找二个跟 𝐴 同尺寸的阵 𝐵,
𝐶 , 使 𝐵𝐴𝐶 适合定理的条件. 则 det (𝐵𝐴𝐶) ≠ 0. 因为 0 ≠ det (𝐵𝐴𝐶) =
det (𝐵) det (𝐴) det (𝐶),必 det (𝐴) ≠ 0.

例 C.57 设 𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

20 11 1
4 15 1
13 15 3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

是一个 3级阵.不难验算,我们无法直接地

用前 4个定理的任何一个判断 det (𝐴)是否非零.
取

𝐵 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 2 0
0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐶 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 10

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则

𝐵𝐴𝐶 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

20 11 10
8 30 20
13 15 30

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

不难算出

𝑅1 = ∑
1⩽𝑢⩽3

𝑢≠1

|[𝐵𝐴𝐶]1,𝑢| = |11| + |10| = 21,

𝑅2 = ∑
1⩽𝑢⩽3

𝑢≠2

|[𝐵𝐴𝐶]2,𝑢| = |8| + |20| = 28,
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𝑅3 = ∑
1⩽𝑢⩽3

𝑢≠3

|[𝐵𝐴𝐶]3,𝑢| = |13| + |15| = 28,

且

|[𝐵𝐴𝐶]1,1| |[𝐵𝐴𝐶]2,2| = 600 > 588 = 𝑅1𝑅2,
|[𝐵𝐴𝐶]1,1| |[𝐵𝐴𝐶]3,3| = 600 > 588 = 𝑅1𝑅3,
|[𝐵𝐴𝐶]2,2| |[𝐵𝐴𝐶]3,3| = 302 > 282 = 𝑅2𝑅3.

(注意到,既然我们已算出,每个 |[𝐵𝐴𝐶]𝑗,𝑗| |[𝐵𝐴𝐶]𝑘,𝑘|都大于 𝑅𝑗𝑅𝑘 (𝑗 < 𝑘),
由乘法的交换律, 我们不必再判断每个 |[𝐵𝐴𝐶]𝑗,𝑗| |[𝐵𝐴𝐶]𝑘,𝑘| 是否都大于
𝑅𝑗𝑅𝑘 (𝑗 > 𝑘).)故 det (𝐵𝐴𝐶) ≠ 0.则 det (𝐴) ≠ 0. (其实,不难算出, det (𝐴) =
476.)

例 C.58 设 𝑛 ⩾ 2.设 𝑛级阵 𝐴适合

[𝐴]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

2, 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑛;
1或 −1, 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 − 1 ⩽ 𝑛 − 1;
1或 −1, 2 ⩽ 𝑖 = 𝑗 + 1 ⩽ 𝑛;
0, 其他.

形象地,当 𝑛 = 4时, 𝐴形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 ±1 0 0
±1 2 ±1 0
0 ±1 2 ±1
0 0 ±1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

(这里,正负号可自由地组合.)
不难算出,对 𝑖 = 1或 𝑖 = 𝑛,有

|[𝐴]𝑖,𝑖| = 2 > 1 = ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|;
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对 1 < 𝑖 < 𝑛,有

|[𝐴]𝑖,𝑖| = 2 = 2 = ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|.

于是,对 𝑛 = 2,我们可用第 1个定理,得到 det (𝐴) ≠ 0;对 𝑛 = 3,我们可用
第 2个定理,得到 det (𝐴) ≠ 0;对 𝑛 ⩾ 4,这 4个定理无法直接地被使用.
我们试找一个 𝑛级阵𝐶 ,使𝐴𝐶适合某个定理的条件,从而有 det (𝐴) ≠ 0.

无妨设

𝐶 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑐1 0 ⋯ 0
0 𝑐2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑐𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

其中 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛是待定的非零数.具体地,

[𝐶]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑐𝑖, 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑛;
0, 其他.

考虑到,在后面的计算中, 𝑐𝑖会被经常地取绝对值.既然如此,为方便,我们不
如要求 𝑐𝑖 > 0.不难算出, [𝐴𝐶]𝑖,𝑗 = 𝑐𝑗[𝐴]𝑖,𝑗 ;特别地, |[𝐴𝐶]𝑖,𝑖| = 2𝑐𝑖.记

𝑅𝑖 = ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴𝐶]𝑖,𝑢|.

则

𝑅𝑖 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑐2, 𝑖 = 1;
𝑐𝑖−1 + 𝑐𝑖+1, 1 < 𝑖 < 𝑛;
𝑐𝑛−1, 𝑖 = 𝑛.
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我们希望,找正数 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛,使 |[𝐴𝐶]𝑖,𝑖| > 𝑅𝑖,即

2𝑐1 > 𝑐2,
2𝑐2 > 𝑐1 + 𝑐3,
2𝑐3 > 𝑐2 + 𝑐4,

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
2𝑐𝑛−1 > 𝑐𝑛−2 + 𝑐𝑛,

2𝑐𝑛 > 𝑐𝑛−1.

这些不等式相当于

𝑐1 > 𝑐2 − 𝑐1,
𝑐2 − 𝑐1 > 𝑐3 − 𝑐2,
𝑐3 − 𝑐2 > 𝑐4 − 𝑐3,

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,
𝑐𝑛−1 − 𝑐𝑛−2 > 𝑐𝑛 − 𝑐𝑛−1,

𝑐𝑛 − 𝑐𝑛−1 > −𝑐𝑛.

我们可试取

𝑐1 = 1
1 ⋅ 2 = 1 − 1

2,

𝑐2 − 𝑐1 = 1
2 ⋅ 3 = 1

2 − 1
3,

𝑐3 − 𝑐2 = 1
3 ⋅ 4 = 1

3 − 1
4,

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ,

𝑐𝑛−1 − 𝑐𝑛−2 = 1
(𝑛 − 1)𝑛 = 1

𝑛 − 1 − 1
𝑛,

𝑐𝑛 − 𝑐𝑛−1 = 1
𝑛(𝑛 + 1) = 1

𝑛 − 1
𝑛 + 1.

即

𝑐𝑘 = 1 − 1
𝑘 + 1 = 𝑘

𝑘 + 1, 𝑘 = 1, 2, ⋯, 𝑛.
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不难验证, 𝑐𝑘是正数,且

|[𝐴𝐶]1,1| − 𝑅1 = 2𝑐1 − 𝑐2 = 1 − 2
3 > 0,

|[𝐴𝐶]𝑛,𝑛| − 𝑅𝑛 = 2𝑐𝑛 − 𝑐𝑛−1 = 𝑛 − 1
𝑛 + 1 + 1

𝑛 > 0,

|[𝐴𝐶]𝑖,𝑖| − 𝑅𝑖 = (𝑐𝑖 − 𝑐𝑖−1) − (𝑐𝑖+1 − 𝑐𝑖) = 1
𝑖(𝑖 + 1) − 1

(𝑖 + 1)(𝑖 + 2) > 0.

故 𝐴𝐶 适合第 1个定理的条件.则 det (𝐴𝐶) ≠ 0.故 det (𝐴) ≠ 0.
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C.21 判断实阵的行列式大于 0的方法
最后,我介绍判断实阵的行列式大于 0的方法.

定理 C.59 设 𝐴是一个 𝑛级实阵.设对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,必

[𝐴]𝑖,𝑖 > ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|.

则 det (𝐴) > 0.

我想给二个证明.第 1个证明的计算较多,但它较直接.

证 (法 1) 作命题 𝑃 (𝑛):

对任何适合如下条件的 𝑛级实阵 𝐴,必 det (𝐴) > 0:

对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,必

[𝐴]𝑖,𝑖 > ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|.

我们用数学归纳法证明,对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是对的.
𝑃 (1)是对的;这是显然的.
𝑃 (2)是对的.任取 2级实阵

𝐴 =
[

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]

,

其中 𝑎 > |𝑏|,且 𝑑 > |𝑐|.则

det (𝐴) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 > |𝑏| |𝑐| − 𝑏𝑐 = |𝑏𝑐| − 𝑏𝑐 ⩾ 0.

设 𝑃 (𝑛 − 1)是对的.我们要由此证 𝑃 (𝑛)是对的.
设 𝐴是一个 𝑛级实阵,且对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,必

[𝐴]𝑖,𝑖 > ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|.
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因为 [𝐴]𝑖,𝑖 大于一个非负数,故 0 < [𝐴]𝑖,𝑖 = |[𝐴]𝑖,𝑖|.作 𝑛级实阵 𝐵1 = 𝐴.则
[𝐵1]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑖,𝑗 ,且 det (𝐵1) = det (𝐴).
我们加 𝐵1的行 1的 −[𝐴]2,1/[𝐴]1,1倍到 𝐵1的行 2,得 𝑛级实阵 𝐵2.则

[𝐵2]𝑖,𝑗 = [𝐵1]𝑖,𝑗 , 𝑖 < 2;
[𝐵2]2,1 = 0;

[𝐵2]2,𝑗 = [𝐴]2,𝑗 −
[𝐴]2,1
[𝐴]1,1

[𝐴]1,𝑗 ;

det (𝐵2) = det (𝐵1) = det (𝐴).

我们加 𝐵2的行 1的 −[𝐴]3,1/[𝐴]1,1倍到 𝐵2的行 3,得 𝑛级实阵 𝐵3.则
[𝐵3]𝑖,𝑗 = [𝐵2]𝑖,𝑗 , 𝑖 < 3;
[𝐵3]3,1 = 0;

[𝐵3]3,𝑗 = [𝐴]3,𝑗 −
[𝐴]3,1
[𝐴]1,1

[𝐴]1,𝑗 ;

det (𝐵3) = det (𝐵2) = det (𝐴).

⋯⋯
我们加 𝐵𝑛−1 的行 1的 −[𝐴]𝑛,1/[𝐴]1,1 倍到 𝐵𝑛−1 的行 𝑛,得 𝑛级实阵 𝐵𝑛.

则
[𝐵𝑛]𝑖,𝑗 = [𝐵𝑛−1]𝑖,𝑗 , 𝑖 < 𝑛;
[𝐵𝑛]𝑛,1 = 0;

[𝐵𝑛]𝑛,𝑗 = [𝐴]𝑛,𝑗 −
[𝐴]𝑛,1
[𝐴]1,1

[𝐴]1,𝑗 ;

det (𝐵𝑛) = det (𝐵𝑛−1) = det (𝐴).

综上,我们作出了一个 𝑛级实阵 𝐵𝑛适合如下条件:

[𝐵𝑛]1,𝑗 = [𝐴]1,𝑗 ;
[𝐵𝑛]𝑖,1 = 0, 𝑖 > 1;

[𝐵𝑛]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑖,𝑗 −
[𝐴]𝑖,1
[𝐴]1,1

[𝐴]1,𝑗 , 𝑖 > 1;

det (𝐵𝑛) = det (𝐴).
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作 𝑛 − 1级实阵 𝐶 = 𝐵𝑛(1|1).则

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵𝑛]𝑖+1,𝑗+1 = [𝐴]𝑖+1,𝑗+1 −
[𝐴]𝑖+1,1
[𝐴]1,1

[𝐴]1,𝑗+1;

det (𝐴) = det (𝐵𝑛) = [𝐵𝑛]1,1 det (𝐵𝑛(1|1)) = [𝐴]1,1 det (𝐶).

注意到,若 𝑗 ≠ 𝑘,则

[𝐴]𝑘,𝑘 > ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑢| ⩾ |[𝐴]𝑘,𝑗|,

故

[𝐶]𝑖,𝑖 = [𝐴]𝑖+1,𝑖+1 −
[𝐴]𝑖+1,1
[𝐴]1,1

[𝐴]1,𝑖+1

=
[𝐴]𝑖+1,𝑖+1[𝐴]1,1 − [𝐴]1,𝑖+1[𝐴]𝑖+1,1

[𝐴]1,1

>
|[𝐴]1,𝑖+1| |[𝐴]𝑖+1,1| − [𝐴]1,𝑖+1[𝐴]𝑖+1,1

[𝐴]1,1

=
|[𝐴]1,𝑖+1[𝐴]𝑖+1,1| − [𝐴]1,𝑖+1[𝐴]𝑖+1,1

[𝐴]1,1

⩾ 0.

故 0 < [𝐶]𝑖,𝑖 = |[𝐶]𝑖,𝑖|.
注意到

|[𝐶]𝑖,𝑖| = |[𝐴]𝑖+1,𝑖+1 −
[𝐴]𝑖+1,1
[𝐴]1,1

[𝐴]1,𝑖+1|

⩾ |[𝐴]𝑖+1,𝑖+1| − |
[𝐴]𝑖+1,1
[𝐴]1,1

[𝐴]1,𝑖+1|

= |[𝐴]𝑖+1,𝑖+1| −
|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| |[𝐴]1,𝑖+1|,
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且

∑
1⩽𝑣⩽𝑛−1

𝑣≠𝑖

|[𝐶]𝑖,𝑣|

= ∑
2⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

|[𝐶]𝑖,ℓ−1|

= ∑
2⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

|[𝐴]𝑖+1,ℓ −
[𝐴]𝑖+1,1
[𝐴]1,1

[𝐴]1,ℓ|

⩽ ∑
2⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

(|[𝐴]𝑖+1,ℓ| + |
[𝐴]𝑖+1,1
[𝐴]1,1

[𝐴]1,ℓ|)

= ∑
2⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

(|[𝐴]𝑖+1,ℓ| +
|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| |[𝐴]1,ℓ|)

= ∑
2⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

|[𝐴]𝑖+1,ℓ| +
|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| ∑

2⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

|[𝐴]1,ℓ|

= ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

|[𝐴]𝑖+1,ℓ| − |[𝐴]𝑖+1,1| +
|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| ∑

2⩽ℓ⩽𝑛
|[𝐴]1,ℓ|

−
|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| |[𝐴]1,𝑖+1|

= ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

|[𝐴]𝑖+1,ℓ| −
|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| |[𝐴]1,1| +

|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| ∑

2⩽ℓ⩽𝑛
|[𝐴]1,ℓ|

−
|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| |[𝐴]1,𝑖+1|

= ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

|[𝐴]𝑖+1,ℓ| −
|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| (|[𝐴]1,1| − ∑

2⩽ℓ⩽𝑛
|[𝐴]1,ℓ|)

−
|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| |[𝐴]1,𝑖+1|
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⩽ ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

|[𝐴]𝑖+1,ℓ| −
|[𝐴]𝑖+1,1|
|[𝐴]1,1| |[𝐴]1,𝑖+1|.

故

|[𝐶]𝑖,𝑖| − ∑
1⩽𝑣⩽𝑛−1

𝑣≠𝑖

|[𝐶]𝑖,𝑣| ⩾ |[𝐴]𝑖+1,𝑖+1| − ∑
1⩽ℓ⩽𝑛
ℓ≠𝑖+1

|[𝐴]𝑖+1,ℓ| > 0.

综上,由假定, det (𝐶) > 0.
既然 [𝐴]1,1 > 0,且 det (𝐶) > 0,故 det (𝐴) = [𝐴]1,1 det (𝐶) > 0.
所以, 𝑃 (𝑛)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

第 2个证明的计算较少.不过,我们要注意一件小事.

定理 C.60 设 𝑚, 𝑏 是实数. 设 𝑏 > 0, 且对任何不超过 1 的正数 𝑡, 有
𝑚𝑡 + 𝑏 ≠ 0.则 𝑚 + 𝑏 > 0.

证 用反证法. 反设 𝑚 + 𝑏 ⩽ 0. 则 0 < 𝑏 ⩽ −𝑚. 设 𝑠 = 𝑏/(−𝑚). 则
0 < 𝑠 ⩽ 1.可是, 𝑚𝑠 + 𝑏 = 0.这是矛盾. 证毕.

证 (法 2) 作命题 𝑃 (𝑛):

对任何适合如下条件的 𝑛级实阵 𝐴,必 det (𝐴) > 0:

对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,必

[𝐴]𝑖,𝑖 > ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|.

我们用数学归纳法证明,对任何正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是对的.
𝑃 (1)是对的;这是显然的.
设 𝑃 (𝑛 − 1)是对的.我们要由此证 𝑃 (𝑛)是对的.
设 𝐴是一个 𝑛级实阵,且对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,必

[𝐴]𝑖,𝑖 > ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|.
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因为 [𝐴]𝑖,𝑖大于一个非负数,故 0 < [𝐴]𝑖,𝑖 = |[𝐴]𝑖,𝑖|.
作 𝑛 × 𝑛实阵 𝐴𝑡如下:

[𝐴𝑡]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑖 ≠ 1;
[𝐴]1,1, 𝑖 = 𝑗 = 1;
𝑡 [𝐴]1,𝑗 , 其他.

我们考虑 𝐴𝑡的行列式.按行 1展开,有

det (𝐴𝑡) = ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

(−1)1+𝑗[𝐴𝑡]1,𝑗 det (𝐴𝑡(1|𝑗))

= ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

(−1)1+𝑗[𝐴𝑡]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗))

= ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠1

(−1)1+𝑗[𝐴𝑡]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) + (−1)1+1[𝐴𝑡]1,1 det (𝐴(1|1))

= ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠1

(−1)1+𝑗𝑡 [𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) + [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))

= 𝑡 ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) + [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)).

记

𝑚 = ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)),

𝑏 = [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)).

则 𝑚, 𝑏是实数,且 det (𝐴𝑡) = 𝑚𝑡 + 𝑏.
作 𝑛 − 1级实阵 𝐶 = 𝐴(1|1),则 [𝐶]𝑤,𝑦 = [𝐴]𝑤+1,𝑦+1.且对 𝑤 < 𝑛,

[𝐶]𝑤,𝑤 = [𝐴]𝑤+1,𝑤+1

> ∑
1⩽𝑢⩽𝑛
𝑢≠𝑤+1

|[𝐴]𝑤+1,𝑢|
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⩾ ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠1,𝑤+1

|[𝐴]𝑤+1,𝑢|

= ∑
1⩽𝑦⩽𝑛−1

𝑦≠𝑤

|[𝐴]𝑤+1,𝑦+1|

= ∑
1⩽𝑦⩽𝑛−1

𝑦≠𝑤

|[𝐶]𝑤,𝑦|.

所以,由假定, det (𝐴(1|1)) = det (𝐶) > 0.因为 [𝐴]1,1 > 0,我们有 𝑏 > 0.
设 𝑡是不超过 1的正数.则 0 ⩽ |𝑡| = 𝑡 ⩽ 1.任取不超过 𝑛的正整数 𝑖.若

𝑖 ≠ 1,则

|[𝐴𝑡]𝑖,𝑖| = |[𝐴]𝑖,𝑖|
= [𝐴]𝑖,𝑖

> ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|

= ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴𝑡]𝑖,𝑢|.

若 𝑖 = 1,则

|[𝐴𝑡]𝑖,𝑖| = |[𝐴]𝑖,𝑖|
= [𝐴]𝑖,𝑖

> ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|

⩾ |𝑡| ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑖,𝑢|

= ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|𝑡| |[𝐴]𝑖,𝑢|

= ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|𝑡 [𝐴]𝑖,𝑢|
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= ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴𝑡]𝑖,𝑢|.

则 det (𝐴𝑡) ≠ 0.从而,对任何不超过 1的正数 𝑡,有 𝑚𝑡 + 𝑏 ≠ 0.
既然 𝑏 > 0, 且对任何不超过 1 的正数 𝑡, 有 𝑚𝑡 + 𝑏 ≠ 0, 我们能推出

𝑚 + 𝑏 > 0.故 det (𝐴) = det (𝐴1) = 𝑚 + 𝑏 > 0.
所以, 𝑃 (𝑛)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

当然,如下命题也是正确的 (利用转置):

定理 C.61 设 𝐴是一个 𝑛级实阵.设对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,必

[𝐴]𝑖,𝑖 > ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴]𝑢,𝑖|.

则 det (𝐴) > 0.

我们回看上节的例.

例 C.56 (续) 设𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

9 6 2
4 8 3
5 1 7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

是一个 3级实阵.不难算出, 9 > |6|+|2|,

8 > |4|+|3|,且 7 > |5|+|1|.于是, det (𝐴) > 0. (其实,不难算出, det (𝐴) = 327.)

有时,一个实方阵 𝐴可能不适合定理的条件,故我们无法直接地用定理.
不过, 既然我们研究是否 det (𝐴) > 0, 我们可找二个跟 𝐴 同尺寸的实阵 𝐵,
𝐶 ,使 det (𝐵) det (𝐶) > 0,且 𝐵𝐴𝐶 适合定理的条件.则 det (𝐵𝐴𝐶) > 0.因为
0 < det (𝐵𝐴𝐶) = det (𝐵) det (𝐴) det (𝐶),且 det (𝐵) det (𝐶) > 0,故 det (𝐴) > 0.

例 C.58 (续) 设 𝑛 ⩾ 2.设 𝑛级实阵 𝐴适合

[𝐴]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

2, 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑛;
1或 −1, 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 − 1 ⩽ 𝑛 − 1;
1或 −1, 2 ⩽ 𝑖 = 𝑗 + 1 ⩽ 𝑛;
0, 其他.
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我们无法直接地用定理说明 det (𝐴) > 0.
记 𝑐𝑘 = 1 − 1/(𝑘 + 1) = 𝑘/(𝑘 + 1) > 0, 𝑘 = 1, 2, ⋯, 𝑛.作 𝑛级实阵

𝐶 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑐1 0 ⋯ 0
0 𝑐2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑐𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

;

具体地,

[𝐶]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑐𝑖, 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑛;
0, 其他.

不难算出, det (𝐶) > 0 (其实, det (𝐶) = 1/(𝑛 + 1)).
现在,我们证明, det (𝐴𝐶) > 0.
首先, 𝐴𝐶 当然是一个实阵. 不难算出, [𝐴𝐶]𝑖,𝑗 = 𝑐𝑗 [𝐴]𝑖,𝑗 ; 特别地,

[𝐴𝐶]𝑖,𝑖 = 2𝑐𝑖.记

𝑅𝑖 = ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠𝑖

|[𝐴𝐶]𝑖,𝑢|.

则

𝑅𝑖 =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑐2, 𝑖 = 1;
𝑐𝑖−1 + 𝑐𝑖+1, 1 < 𝑖 < 𝑛;
𝑐𝑛−1, 𝑖 = 𝑛.

不难验证,

[𝐴𝐶]1,1 − 𝑅1 = 2𝑐1 − 𝑐2 = 1 − 2
3 > 0,

[𝐴𝐶]𝑛,𝑛 − 𝑅𝑛 = 2𝑐𝑛 − 𝑐𝑛−1 = 𝑛 − 1
𝑛 + 1 + 1

𝑛 > 0,

[𝐴𝐶]𝑖,𝑖 − 𝑅𝑖 = (𝑐𝑖 − 𝑐𝑖−1) − (𝑐𝑖+1 − 𝑐𝑖) = 1
𝑖(𝑖 + 1) − 1

(𝑖 + 1)(𝑖 + 2) > 0.

于是, det (𝐴𝐶) > 0.
既然 0 < det (𝐴𝐶) = det (𝐴) det (𝐶),且 det (𝐶) > 0,故 det (𝐴) > 0.
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我们还有如下定理.

定理 C.62 设 𝐴是一个 𝑛级实阵 (𝑛 ⩾ 2).设对任何不超过 𝑛的正整数
𝑖,必 [𝐴]𝑖,𝑖 > 0.设对任何不超过 𝑛,且不等的正整数 𝑗, 𝑘,必

[𝐴]𝑗,𝑗 [𝐴]𝑘,𝑘 > ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|).

则 det (𝐴) > 0.

证 作命题 𝑃 (𝑛):

对任何适合如下条件的 𝑛级实阵 𝐴,必 det (𝐴) > 0:

(1)对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,必 [𝐴]𝑖,𝑖 > 0;
(2)对任何不超过 𝑛,且不等的正整数 𝑗, 𝑘,必

[𝐴]𝑗,𝑗 [𝐴]𝑘,𝑘 > ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|).

我们用数学归纳法证明,对任何高于 1的正整数 𝑛, 𝑃 (𝑛)是对的.
𝑃 (2)是对的.任取 2级实阵

𝐴 =
[

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]

,

其中 𝑎𝑑 > |𝑏| |𝑐|.则

det (𝐴) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 > |𝑏| |𝑐| − 𝑏𝑐 = |𝑏𝑐| − 𝑏𝑐 ⩾ 0.

设 𝑃 (𝑛 − 1)是对的.我们要由此证 𝑃 (𝑛)是对的.
设 𝐴是一个 𝑛级实阵.设对任何不超过 𝑛的正整数 𝑖,必 [𝐴]𝑖,𝑖 > 0.设对

任何不超过 𝑛,且不等的正整数 𝑗, 𝑘,必

[𝐴]𝑗,𝑗 [𝐴]𝑘,𝑘 > ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|).
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作 𝑛 × 𝑛实阵 𝐴𝑡如下:

[𝐴𝑡]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑖 ≠ 1;
[𝐴]1,1, 𝑖 = 𝑗 = 1;
𝑡 [𝐴]1,𝑗 , 其他.

我们考虑 𝐴𝑡的行列式.按行 1展开,有

det (𝐴𝑡) = ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

(−1)1+𝑗[𝐴𝑡]1,𝑗 det (𝐴𝑡(1|𝑗))

= ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

(−1)1+𝑗[𝐴𝑡]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗))

= ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠1

(−1)1+𝑗[𝐴𝑡]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) + (−1)1+1[𝐴𝑡]1,1 det (𝐴(1|1))

= ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠1

(−1)1+𝑗𝑡 [𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) + [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1))

= 𝑡 ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)) + [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)).

记

𝑚 = ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)),

𝑏 = [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)).

则 𝑚, 𝑏是实数,且 det (𝐴𝑡) = 𝑚𝑡 + 𝑏.
作 𝑛 − 1级实阵 𝐶 = 𝐴(1|1).则 [𝐶]𝑤,𝑦 = [𝐴]𝑤+1,𝑦+1,且对 𝑣, 𝑤 < 𝑛,且

𝑣 ≠ 𝑤,

[𝐶]𝑣,𝑣 [𝐶]𝑤,𝑤 = [𝐴]𝑣+1,𝑣+1 [𝐴]𝑤+1,𝑤+1

> ( ∑
1⩽𝑢⩽𝑛
𝑢≠𝑣+1

|[𝐴]𝑣+1,𝑢|)( ∑
1⩽𝑢⩽𝑛
𝑢≠𝑤+1

|[𝐴]𝑤+1,𝑢|)
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⩾ ( ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠1,𝑣+1

|[𝐴]𝑣+1,𝑢|)( ∑
1⩽𝑢⩽𝑛

𝑢≠1,𝑤+1

|[𝐴]𝑤+1,𝑢|)

= ( ∑
1⩽𝑦⩽𝑛−1

𝑦≠𝑣

|[𝐴]𝑣+1,𝑦+1|)( ∑
1⩽𝑦⩽𝑛−1

𝑦≠𝑤

|[𝐴]𝑤+1,𝑦+1|)

= ( ∑
1⩽𝑦⩽𝑛−1

𝑦≠𝑣

|[𝐶]𝑣,𝑦|)( ∑
1⩽𝑦⩽𝑛−1

𝑦≠𝑤

|[𝐶]𝑤,𝑦|).

所以,由假定, det (𝐴(1|1)) = det (𝐶) > 0.因为 [𝐴]1,1 > 0,我们有 𝑏 > 0.
设 𝑡是不超过 1的正数.则 0 ⩽ |𝑡| = 𝑡 ⩽ 1.任取不超过 𝑛的正整数 𝑗, 𝑘,

且 𝑗 ≠ 𝑘.若 𝑗 ≠ 1且 𝑘 ≠ 1,则

|[𝐴𝑡]𝑗,𝑗| |[𝐴𝑡]𝑘,𝑘| = |[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝐴]𝑘,𝑘|
= [𝐴]𝑗,𝑗 [𝐴]𝑘,𝑘

> ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|)

= ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴𝑡]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴𝑡]𝑘,𝑞|).

若 𝑗 = 1且 𝑘 ≠ 𝑗,则

|[𝐴𝑡]𝑗,𝑗| |[𝐴𝑡]𝑘,𝑘| = |[𝐴]𝑗,𝑗| |[𝐴]𝑘,𝑘|
= [𝐴]𝑗,𝑗 [𝐴]𝑘,𝑘

> ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|)

⩾ |𝑡| ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|)

= ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|𝑡| |[𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|)
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= ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|𝑡 [𝐴]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑘,𝑞|)

= ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴𝑡]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴𝑡]𝑘,𝑞|).

若 𝑘 = 1且 𝑗 ≠ 𝑘,类似地,我们也有

|[𝐴𝑡]𝑗,𝑗| |[𝐴𝑡]𝑘,𝑘| > ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴𝑡]𝑗,𝑝|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴𝑡]𝑘,𝑞|).

则 det (𝐴𝑡) ≠ 0.从而,对任何不超过 1的正数 𝑡,有 𝑚𝑡 + 𝑏 ≠ 0.
既然 𝑏 > 0, 且对任何不超过 1 的正数 𝑡, 有 𝑚𝑡 + 𝑏 ≠ 0, 我们能推出

𝑚 + 𝑏 > 0.故 det (𝐴) = det (𝐴1) = 𝑚 + 𝑏 > 0.
所以, 𝑃 (𝑛)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

当然,如下命题也是正确的 (利用转置):

定理 C.63 设 𝐴是一个 𝑛级实阵 (𝑛 ⩾ 2).设对任何不超过 𝑛的正整数
𝑖,必 [𝐴]𝑖,𝑖 > 0.设对任何不超过 𝑛,且不等的正整数 𝑗, 𝑘,必

[𝐴]𝑗,𝑗 [𝐴]𝑘,𝑘 > ( ∑
1⩽𝑝⩽𝑛

𝑝≠𝑗

|[𝐴]𝑝,𝑗|)( ∑
1⩽𝑞⩽𝑛

𝑞≠𝑘

|[𝐴]𝑞,𝑘|).

则 det (𝐴) > 0.

例 C.57 (续) 设 𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

20 11 1
4 15 1
13 15 3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

是一个 3级实阵.

取实阵

𝐵 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 2 0
0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐶 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 10

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

不难算出, det (𝐵) > 0,且 det (𝐶) > 0.
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不难算出

𝐵𝐴𝐶 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

20 11 10
8 30 20
13 15 30

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

由此可见, 𝐵𝐴𝐶 是实阵,且 [𝐵𝐴𝐶]𝑖,𝑖 > 0.
不难算出

𝑅1 = ∑
1⩽𝑢⩽3

𝑢≠1

|[𝐵𝐴𝐶]1,𝑢| = |11| + |10| = 21,

𝑅2 = ∑
1⩽𝑢⩽3

𝑢≠2

|[𝐵𝐴𝐶]2,𝑢| = |8| + |20| = 28,

𝑅3 = ∑
1⩽𝑢⩽3

𝑢≠3

|[𝐵𝐴𝐶]3,𝑢| = |13| + |15| = 28,

且

[𝐵𝐴𝐶]1,1 [𝐵𝐴𝐶]2,2 = 600 > 588 = 𝑅1𝑅2,
[𝐵𝐴𝐶]1,1 [𝐵𝐴𝐶]3,3 = 600 > 588 = 𝑅1𝑅3,
[𝐵𝐴𝐶]2,2 [𝐵𝐴𝐶]3,3 = 302 > 282 = 𝑅2𝑅3.

(注意到,既然我们已算出,每个 [𝐵𝐴𝐶]𝑗,𝑗 [𝐵𝐴𝐶]𝑘,𝑘 都大于 𝑅𝑗𝑅𝑘 (𝑗 < 𝑘),由
乘法的交换律, 我们不必再判断每个 [𝐵𝐴𝐶]𝑗,𝑗 [𝐵𝐴𝐶]𝑘,𝑘 是否都大于 𝑅𝑗𝑅𝑘
(𝑗 > 𝑘).)故 det (𝐵𝐴𝐶) > 0.

既然 0 < det (𝐵𝐴𝐶) = det (𝐵) det (𝐴) det (𝐶),且 det (𝐵) > 0, det (𝐶) > 0,
故 det (𝐴) > 0. (其实,不难算出, det (𝐴) = 476.)
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C.22 消去律
本节,我们讨论一些运算的消去律.

定理 C.64 设 𝑥, 𝑦, 𝑧是数.若 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑧,或 𝑦 + 𝑥 = 𝑧 + 𝑥,则 𝑦 = 𝑧.

我们知道:
(1)存在数 0,使对任何数 𝑎,必 0 + 𝑎 = 𝑎 = 𝑎 + 0;
(2)对任何数 𝑎,必存在数 −𝑎,使 (−𝑎) + 𝑎 = 0 = 𝑎 + (−𝑎).
那么,若 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑧,则

(−𝑥) + (𝑥 + 𝑦) = (−𝑥) + (𝑥 + 𝑧).

由结合律,有

((−𝑥) + 𝑥) + 𝑦 = ((−𝑥) + 𝑥) + 𝑧,

即

0 + 𝑦 = 0 + 𝑧.

故 𝑦 = 𝑧.
类似地,我们可证,若 𝑦 + 𝑥 = 𝑧 + 𝑥,则 𝑦 = 𝑧.
类似地:
(3)存在 𝑚 × 𝑛阵 0,使对任何 𝑚 × 𝑛阵 𝑋,必 0 + 𝑋 = 𝑋 = 𝑋 + 0;
(4)对任何𝑚×𝑛阵𝑋,必存在𝑚×𝑛阵 −𝑋,使 (−𝑋)+𝑋 = 0 = 𝑋 +(−𝑋).
于是,我们也有,

定理 C.65 设𝐴, 𝐵, 𝐶都是𝑚×𝑛阵.若𝐴+𝐵 = 𝐴+𝐶 ,或𝐵 +𝐴 = 𝐶 +𝐴,
则 𝐵 = 𝐶 .

又设 𝑥, 𝑦, 𝑧是数.那么,若 𝑥𝑦 = 𝑥𝑧,或 𝑦𝑥 = 𝑧𝑥,还有 𝑦 = 𝑧吗?不一定.
毕竟,对任何数 𝑎,必 0𝑎 = 0 = 𝑎0.于是,虽然 0 ⋅ 1 = 0 ⋅ 2,但 1 ≠ 2.
可是,若我们还要求 𝑥 ≠ 0,则 𝑦 = 𝑧是对的.毕竟:
(5)存在数 1,使对任何数 𝑎,必 1𝑎 = 𝑎 = 𝑎1;
(6)对任何非零的数 𝑎,必存在数 𝑎−1,使 𝑎−1𝑎 = 1 = 𝑎𝑎−1.
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设 𝑥 ≠ 0, 且 𝑥𝑦 = 𝑥𝑧. 则 𝑥−1(𝑥𝑦) = 𝑥−1(𝑥𝑧). 由结合律, 有 (𝑥−1𝑥)𝑦 =
(𝑥−1𝑥)𝑧.则 1𝑦 = 1𝑧.则 𝑦 = 𝑧.
类似地,可证,若 𝑥 ≠ 0,且 𝑦𝑥 = 𝑧𝑥,则 𝑦 = 𝑧.总之,

定理 C.66 设 𝑥, 𝑦, 𝑧是数,且 𝑥 ≠ 0.若 𝑥𝑦 = 𝑥𝑧,或 𝑦𝑥 = 𝑧𝑥,则 𝑦 = 𝑧.

阵的积也有类似的性质.不过,由于阵的积是较复杂的,相关的事实的论
证也是较不简单的.
先看一个简单的事实.

定理 C.67 设 𝐴, 𝐵 是 𝑚 × 𝑛 阵. 设 𝑥 ≠ 0 是一个数. 若 𝑥𝐴 = 𝑥𝐵, 则
𝐴 = 𝐵.

证 任取正整数 𝑖 ⩽ 𝑚与 𝑗 ⩽ 𝑛.则

𝑥[𝐴]𝑖,𝑗 = [𝑥𝐴]𝑖,𝑗 = [𝑥𝐵]𝑖,𝑗 = 𝑥[𝐵]𝑖,𝑗 .

由数的积的性质,既然 𝑥 ≠ 0,则必 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑗 . 证毕.

以下是本节的主要结论.

定理 C.68 设 𝐴是一个 𝑛级阵,且 det (𝐴) ≠ 0.
设 𝑛 × 𝑚阵 𝐵, 𝐶 适合 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 .则 𝐵 = 𝐶 .
设 𝑚 × 𝑛阵 𝐹 , 𝐺适合 𝐹 𝐴 = 𝐺𝐴.则 𝐹 = 𝐺.

证 我证第 1个;我留第 2个为您的习题.
设 𝐴是一个 𝑛级阵,且 det (𝐴) ≠ 0.又设 𝑛 × 𝑚阵 𝐵, 𝐶 适合 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 .

则

adj (𝐴) (𝐴𝐵) = adj (𝐴) (𝐴𝐶).

由结合律,

(adj (𝐴) 𝐴)𝐵 = (adj (𝐴) 𝐴)𝐶.

由古伴的性质,

(det (𝐴) 𝐼)𝐵 = (det (𝐴) 𝐼)𝐶,
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即

det (𝐴) (𝐼𝐵) = det (𝐴) (𝐼𝐶),

即

det (𝐴) 𝐵 = det (𝐴) 𝐶.

因为 det (𝐴) ≠ 0,我们有 𝐵 = 𝐶 . 证毕.

以上结论也可被推广.不过,还是以上结论更常用,更常见.

定理 C.69 设 𝐴是一个 𝑠 × 𝑛阵.设 𝐴有一个行列式非零的 𝑛级子阵

𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 ),

其中 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑛 ⩽ 𝑠.设 𝑛 × 𝑚阵 𝐵, 𝐶 适合 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 .则 𝐵 = 𝐶 .
设𝐻 是一个 𝑛 × 𝑡阵.设𝐻 有一个行列式非零的 𝑛级子阵

𝐻(
1, 2, ⋯ , 𝑛

𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑛),

其中 1 ⩽ 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑛 ⩽ 𝑡.设 𝑚 × 𝑛阵 𝐹 , 𝐺适合 𝐹 𝐻 = 𝐺𝐻 .则 𝐹 = 𝐺.

证 我证第 1个;我留第 2个为您的习题.
记

𝐿 = 𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛
1, 2, ⋯ , 𝑛 ).

注意到, [𝐿]𝑝,𝑣 = [𝐴]𝑖𝑝,𝑣.
从 1, 2, ⋯, 𝑠去除 𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑛 后,还剩 𝑠 − 𝑛个数.我们从小到大地叫这

𝑠 − 𝑛个数为 𝑖𝑛+1, ⋯, 𝑖𝑠.
作 𝑛 × 𝑠阵 𝑋 如下:

[𝑋]𝑢,𝑖𝑝 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[adj (𝐿)]𝑢,𝑝, 𝑝 ⩽ 𝑛;
0, 𝑝 > 𝑛.
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则

[𝑋𝐴]𝑢,𝑣 =
𝑠

∑
𝑝=1

[𝑋]𝑢,𝑝[𝐴]𝑝,𝑣

=
𝑠

∑
𝑝=1

[𝑋]𝑢,𝑖𝑝[𝐴]𝑖𝑝,𝑣

=
𝑛

∑
𝑝=1

[𝑋]𝑢,𝑖𝑝[𝐴]𝑖𝑝,𝑣 +
𝑠

∑
𝑝=𝑛+1

[𝑋]𝑢,𝑖𝑝[𝐴]𝑖𝑝,𝑣

=
𝑛

∑
𝑝=1

[adj (𝐿)]𝑢,𝑝[𝐿]𝑝,𝑣 +
𝑠

∑
𝑝=𝑛+1

0 [𝐴]𝑖𝑝,𝑣

= [adj (𝐿) 𝐿]𝑢,𝑣 + 0
= [det (𝐿) 𝐼𝑛]𝑢,𝑣.

故 𝑋𝐴 = det (𝐿) 𝐼𝑛.
由 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 ,知

𝑋(𝐴𝐵) = 𝑋(𝐴𝐶),

即

(𝑋𝐴)𝐵 = (𝑋𝐴)𝐶,

即

(det (𝐿) 𝐼𝑛)𝐵 = (det (𝐿) 𝐼𝑛)𝐶,

即

det (𝐿) (𝐼𝑛𝐵) = det (𝐿) (𝐼𝑛𝐶),

即

det (𝐿) 𝐵 = det (𝐿) 𝐶.

因为 det (𝐿) ≠ 0,故 𝐵 = 𝐶 . 证毕.
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C.23 古伴的性质 (1)
本节,我们认识古伴的二个性质.
一个 𝑛级阵 𝐴的古伴 adj (𝐴)是一个 𝑛级阵,其 (𝑖, 𝑗)-元

[adj (𝐴)]𝑖,𝑗 = (−1)𝑗+𝑖 det (𝐴(𝑗|𝑖)).

对任何方阵 𝐴,有

adj (𝐴) 𝐴 = det (𝐴) 𝐼 = 𝐴 adj (𝐴).

定理 C.70 设 𝐴是 𝑛级阵.则 adj (𝐴T) = (adj (𝐴))T.

证 注意到 𝐴T(𝑗|𝑖) = (𝐴(𝑖|𝑗))T,故

[adj (𝐴T)]𝑖,𝑗 = (−1)𝑗+𝑖 det (𝐴T(𝑗|𝑖))
= (−1)𝑗+𝑖 det ((𝐴(𝑖|𝑗))T)
= (−1)𝑖+𝑗 det (𝐴(𝑖|𝑗))
= [adj (𝐴)]𝑗,𝑖

= [(adj (𝐴))T]𝑖,𝑗 . 证毕.

定理 C.71 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 2).则 det (adj (𝐴)) = (det (𝐴))𝑛−1.

证 不难看出,若 𝐵是 𝑛级阵, 𝑘是数,则 det (𝑘𝐵) = 𝑘𝑛 det (𝐵).于是

det (𝐴) (det (𝐴))𝑛−1 = (det (𝐴))𝑛

= (det (𝐴))𝑛 det (𝐼)
= det (det (𝐴)𝐼)
= det (𝐴 adj (𝐴))
= det (𝐴) det (adj (𝐴)).

若 det (𝐴) ≠ 0,我们可在等式的二侧消去它,即得结论.
若 𝐴 = 0,则 adj (𝐴) = 0,故 det (adj (𝐴)) = 0.
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若 𝐴 ≠ 0, 且 det (𝐴) = 0, 我们用反证法说明 det (adj (𝐴)) = 0. 反设
det (adj (𝐴)) ≠ 0.则

adj (𝐴) 𝐴 = det (𝐴) 𝐼 = 0 = adj (𝐴) 0.

因为 det (adj (𝐴)) ≠ 0,由消去律,有 𝐴 = 0.这是矛盾. 证毕.
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C.24 古伴的性质 (2)
本节,我们讨论古伴的子阵的行列式.

定理 C.72 设 𝐴是 𝑛级阵.设 𝑘是不超过 𝑛的正整数.设正整数 𝑖1, 𝑖2,
⋯, 𝑖𝑘 不超过 𝑛,且是从小到大的.设正整数 𝑗1, 𝑗2, ⋯, 𝑗𝑘 不超过 𝑛,且是从小
到大的.则

det ((adj (𝐴))(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

= (det (𝐴))𝑘−1 (−1)𝑗1+⋯+𝑗𝑘+𝑖1+⋯+𝑖𝑘 det (𝐴(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘)).
(C.7)

此事对 𝑘 = 1是正确的.此时,等式的左侧即为 adj (𝐴)的 (𝑖1, 𝑗1)-元,而
等式的右侧是 1 (−1)𝑗1+𝑖1 det (𝐴(𝑗1|𝑖1)).这正是古伴的定义.
以下设 𝑘 > 1.
从 1, 2, ⋯, 𝑛去除 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑘后,还剩 𝑛−𝑘个数.我们从小到大地叫这 𝑛−𝑘

个数为 𝑖𝑘+1, ⋯, 𝑖𝑛.类似地,从 1, 2, ⋯, 𝑛去除 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑘后,还剩 𝑛 − 𝑘个数.我
们从小到大地叫这 𝑛 − 𝑘个数为 𝑗𝑘+1, ⋯, 𝑗𝑛.作 𝑛级阵 𝐵如下:

[𝐵]𝑖,𝑗𝑞 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[adj (𝐴)]𝑖,𝑗𝑞 , 𝑞 ⩽ 𝑘;
[𝐼𝑛]𝑖,𝑖𝑞 , 𝑞 > 𝑘.

形象地, 𝐵 的列 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑘 分别与 adj (𝐴)的列 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑘 相等,但 𝐵 的列 𝑗𝑘+1,
⋯, 𝑗𝑛分别是 𝑛级单位阵 𝐼𝑛的列 𝑖𝑘+1, ⋯, 𝑖𝑛.由此可见,

𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘) = 𝐵(𝑖𝑘+1, ⋯ , 𝑖𝑛|𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛) = (adj (𝐴))(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘),

且

𝐵(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘) = 𝐵(
𝑖𝑘+1, ⋯ , 𝑖𝑛
𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛) = 𝐼𝑛−𝑘.

按列 𝑗𝑘+1展开 det (𝐵),有

det (𝐵) = (−1)𝑖𝑘+1+𝑗𝑘+1 1 det (𝐵(𝑖𝑘+1|𝑗𝑗+1)).
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注意到 𝐵 的列 𝑗𝑘+2 即为 𝐵(𝑖𝑘+1|𝑗𝑘+1) 的列 𝑗𝑘+2 − 1. 按列 𝑗𝑘+2 − 1 展开
det (𝐵(𝑖𝑘+1|𝑗𝑘+1)),有

det (𝐵(𝑖𝑘+1|𝑗𝑘+1)) = (−1)𝑖𝑘+2−1+𝑗𝑘+2−1 1 det (𝐵(𝑖𝑘+1, 𝑖𝑘+2|𝑗𝑘+1, 𝑗𝑘+2)).

故

det (𝐵) = (−1)𝑖𝑘+1+𝑖𝑘+2+𝑗𝑘+1+𝑗𝑘+2 det (𝐵(𝑖𝑘+1, 𝑖𝑘+2|𝑗𝑘+1, 𝑗𝑘+2)).

⋯⋯最后,我们有

det (𝐵) = (−1)𝑖𝑘+1+⋯+𝑖𝑛+𝑗𝑘+1+⋯+𝑗𝑛 det (𝐵(𝑖𝑘+1, ⋯ , 𝑖𝑛|𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛)).

我们考虑 𝐴𝐵的行列式.一方面,

det (𝐴𝐵) = det (𝐴) det (𝐵)

= (−1)𝑖𝑘+1+⋯+𝑖𝑛+𝑗𝑘+1+⋯+𝑗𝑛 det (𝐴) det ((adj (𝐴))(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)).

另一方面,当 𝑞 ⩽ 𝑘时,

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗𝑞 =
𝑛

∑
𝑢=1

[𝐴]𝑖,𝑢[𝐵]𝑢,𝑗𝑞

=
𝑛

∑
𝑢=1

[𝐴]𝑖,𝑢[adj (𝐴)]𝑢,𝑗𝑞

= [𝐴 adj (𝐴)]𝑖,𝑗𝑞

= [det (𝐴) 𝐼𝑛]𝑖,𝑗𝑞 ;

当 𝑞 > 𝑘时,

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗𝑞 =
𝑛

∑
𝑢=1

[𝐴]𝑖,𝑢[𝐵]𝑢,𝑗𝑞

=
𝑛

∑
𝑢=1

[𝐴]𝑖,𝑢[𝐼𝑛]𝑢,𝑖𝑞

= [𝐴𝐼𝑛]𝑖,𝑖𝑞

= [𝐴]𝑖,𝑖𝑞 .
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形象地, 𝐴𝐵 的列 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑘 分别与 det (𝐴) 𝐼𝑛 的列 𝑗1, ⋯, 𝑗𝑘 相等,但 𝐴𝐵 的列
𝑗𝑘+1, ⋯, 𝑗𝑛分别是 𝐴的列 𝑖𝑘+1, ⋯, 𝑖𝑛.由此可见,

(𝐴𝐵)(
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘) = (𝐴𝐵)(𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛|𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛) = det (𝐴) 𝐼𝑘,

且

(𝐴𝐵)(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘) = (𝐴𝐵)(
𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛
𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛) = 𝐴(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘).

按列 𝑗1展开 det (𝐴𝐵),有

det (𝐴𝐵) = (−1)𝑗1+𝑗1 det (𝐴) det ((𝐴𝐵)(𝑗1|𝑗1)).

注意到 𝐴𝐵 的列 𝑗2 即为 (𝐴𝐵)(𝑗1|𝑗1) 的列 𝑗2 − 1. 按列 𝑗2 − 1 展开
det ((𝐴𝐵)(𝑗1|𝑗1)),有

det ((𝐴𝐵)(𝑗1|𝑗1)) = (−1)𝑗2−1+𝑗2−1 det (𝐴) det ((𝐴𝐵)(𝑗1, 𝑗2|𝑗1, 𝑗2)).

故

det (𝐴𝐵) = (det (𝐴))2 det ((𝐴𝐵)(𝑖1, 𝑖2|𝑗1, 𝑗2)).

⋯⋯最后,我们有

det (𝐴𝐵) = (det (𝐴))𝑘 det ((𝐴𝐵)(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)).

比较二次计算的结果,我们应有

(−1)𝑖𝑘+1+⋯+𝑖𝑛+𝑗𝑘+1+⋯+𝑗𝑛 det (𝐴) det ((adj (𝐴))(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

= (det (𝐴))𝑘 det (𝐴(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘)).

注意到

𝑖𝑘+1 + ⋯ + 𝑖𝑛 + 𝑗𝑘+1 + ⋯ + 𝑗𝑛

= ((1 + 2 + ⋯ + 𝑛) − (𝑖1 + ⋯ + 𝑖𝑘)) + ((1 + 2 + ⋯ + 𝑛) − (𝑗1 + ⋯ + 𝑗𝑘))
= 2(1 + 2 + ⋯ + 𝑛) − (𝑗1 + ⋯ + 𝑗𝑘 + 𝑖1 + ⋯ + 𝑖𝑘),
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故

det (𝐴) det ((adj (𝐴))(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

= det (𝐴) (det (𝐴))𝑘−1 (−1)𝑗1+⋯+𝑗𝑘+𝑖1+⋯+𝑖𝑘 det (𝐴(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘)).

若 det (𝐴) ≠ 0, 我们可在等式的二侧消去它, 得式 (C.7). 不过, 若
det (𝐴) = 0,会发生什么?

定理 C.73 设 𝐴是一个 𝑛级阵.设 det (𝐴) = 0.则存在不超过 𝑛的正整
数 𝑠,使对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗,存在数 𝑚𝑗 ,使对任何不超过 𝑛的正整数
𝑖,有 [adj (𝐴)]𝑖,𝑗 = 𝑚𝑗[adj (𝐴)]𝑖,𝑠;通俗地,存在不超过 𝑛的正整数 𝑠,使 adj (𝐴)
的任何一列都是 adj (𝐴)的列 𝑠的数乘.

有了此事,不难看出,若 det (𝐴) = 0,且 𝑘 > 1,则

det ((adj (𝐴))(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) = 0,

故式 (C.7)仍是正确的.
那么,若我们证明了此事,则我们也就证明了式 (C.7).

证 若 adj (𝐴) = 0,则 adj (𝐴)的每一列都是 0.从而 adj (𝐴)的每一列都
是 adj (𝐴)的列 1的数乘.
下设 adj (𝐴) ≠ 0. 则有不超过 𝑛 的正整数 𝑠, 𝑡, 使 [adj (𝐴)]𝑡,𝑠 ≠ 0. 则

(−1)𝑠+𝑡 det (𝐴(𝑠|𝑡)) ≠ 0.作 𝑛 − 1级阵 𝐶 = 𝐴(𝑠|𝑡).则 det (𝐶) ≠ 0.
从 1, 2, ⋯, 𝑛去除 𝑡后,还剩 𝑛 − 1个数.我们从小到大地叫这 𝑛 − 1个数

为 𝑖1, ⋯, 𝑖𝑛−1.类似地,从 1, 2, ⋯, 𝑛去除 𝑠后,还剩 𝑛 − 1个数.我们从小到大
地叫这 𝑛 − 1个数为 ℓ1, ⋯, ℓ𝑛−1.则 [𝐶]𝑝,𝑞 = [𝐴]ℓ𝑝,𝑖𝑞 .再记 𝑖𝑛 = 𝑡,且 ℓ𝑛 = 𝑠.
设 𝑗 是不超过 𝑛的正整数.作 (𝑛 − 1) × 1阵 𝑦𝑗 如下:

[𝑦𝑗]𝑢,1 = [adj (𝐴)]𝑖𝑢,𝑗 ;

通俗地,若𝐷𝑗是 adj (𝐴)的列 𝑗,则 𝑦𝑗是去除𝐷𝑗的行 𝑡后的那个 (𝑛−1)×1阵.



294 附录 C 后日谈

则对 𝑝 < 𝑛,

[𝐶𝑦𝑗]𝑝,1 =
𝑛−1

∑
𝑢=1

[𝐶]𝑝,𝑢[𝑦𝑗]𝑢,1

=
𝑛−1

∑
𝑢=1

[𝐴]ℓ𝑝,𝑖𝑢[adj (𝐴)]𝑖𝑢,𝑗

=
𝑛

∑
𝑢=1

[𝐴]ℓ𝑝,𝑖𝑢[adj (𝐴)]𝑖𝑢,𝑗 − [𝐴]ℓ𝑝,𝑖𝑛[adj (𝐴)]𝑖𝑛,𝑗

=
𝑛

∑
𝑢=1

[𝐴]ℓ𝑝,𝑢[adj (𝐴)]𝑢,𝑗 − [𝐴]ℓ𝑝,𝑡[adj (𝐴)]𝑡,𝑗

= [𝐴 adj (𝐴)]ℓ𝑝,𝑗 − [𝐴]ℓ𝑝,𝑡[adj (𝐴)]𝑡,𝑗

= [det (𝐴) 𝐼𝑛]ℓ𝑝,𝑗 − [𝐴]ℓ𝑝,𝑡[adj (𝐴)]𝑡,𝑗

= −[adj (𝐴)]𝑡,𝑗[𝐴]ℓ𝑝,𝑡.

作 (𝑛 − 1) × 1阵 𝑧如下:

[𝑧]𝑢,1 = [𝐴]ℓ𝑢,𝑡;

通俗地,若 𝑤是 𝐴的列 𝑡,则 𝑧是去除 𝑤的行 𝑠后的那个 (𝑛 − 1) × 1阵.
由前面的计算, 𝐶𝑦𝑗 = −[adj (𝐴)]𝑡,𝑗𝑧,且 𝐶𝑦𝑠 = −[adj (𝐴)]𝑡,𝑠𝑧.记

𝑚𝑗 =
−[adj (𝐴)]𝑡,𝑗
−[adj (𝐴)]𝑡,𝑠

.

则

𝐶(𝑚𝑗𝑦𝑠) = 𝑚𝑗(𝐶𝑦𝑠) = 𝑚𝑗(−[adj (𝐴)]𝑡,𝑠𝑧) = (𝑚𝑗(−[adj (𝐴)]𝑡,𝑠))𝑧
= −[adj (𝐴)]𝑡,𝑗𝑧
= 𝐶𝑦𝑗 .

因为 det (𝐶) ≠ 0,故 𝑚𝑗𝑦𝑠 = 𝑦𝑗 .故 𝑚𝑗[adj (𝐴)]𝑖𝑢,𝑠 = [adj (𝐴)]𝑖𝑢,𝑗 ,对 𝑢 < 𝑛.则
𝑚𝑗[adj (𝐴)]𝑖,𝑠 = [adj (𝐴)]𝑖,𝑗 ,对 𝑖 ⩽ 𝑛. 证毕.
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C.25 古伴的性质 (3)
本节,我们再认识古伴的二个性质.

定理 C.74 设 𝐴是 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 2).则 adj (adj (𝐴)) = (det (𝐴))𝑛−2 𝐴.

证 设 𝑛 = 2. 不难算出, 2 级阵 𝐴 =
[

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]

的古伴是
[

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎 ]

. 则

[
𝑑 −𝑏

−𝑐 𝑎 ]
的古伴是

[
𝑎 −(−𝑏)

−(−𝑐) 𝑑 ]
,即𝐴.注意到, (det (𝐴))2−2𝐴 = 1𝐴 = 𝐴.

下设 𝑛 > 2.一方面,

adj (𝐴) adj (adj (𝐴)) = det (adj (𝐴)) 𝐼𝑛 = (det (𝐴))𝑛−1 𝐼𝑛;

另一方面,

adj (𝐴) ((det (𝐴))𝑛−2 𝐴) = (det (𝐴))𝑛−2 (adj (𝐴)𝐴)
= (det (𝐴))𝑛−2 (det (𝐴) 𝐼𝑛)
= (det (𝐴))𝑛−1 𝐼𝑛.

故

adj (𝐴) adj (adj (𝐴)) = adj (𝐴) ((det (𝐴))𝑛−2𝐴).

若 det (𝐴) ≠ 0,则 det (adj (𝐴)) = (det (𝐴))𝑛−1 ≠ 0.由消去律,我们可在等式的
二侧消去 adj (𝐴),即得结论.
若 det (𝐴) = 0,由上节的结论, adj (𝐴)的每一个 𝑛 − 1级子阵的行列式都

是 0.故 adj (adj (𝐴)) = 0 = 0𝐴 = (det (𝐴))𝑛−2 𝐴. 证毕.

定理 C.75 设 𝐴, 𝐵是 𝑛级阵.则

adj (𝐵𝐴) = adj (𝐴) adj (𝐵).
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证 注意到
(𝐵𝐴) adj (𝐵𝐴) = det (𝐵𝐴) 𝐼

= (det (𝐵) det (𝐴)) 𝐼
= (det (𝐴) det (𝐵)) 𝐼
= det (𝐴) (det (𝐵) 𝐼)
= det (𝐴) (𝐵 adj (𝐵))
= 𝐵(det (𝐴) adj (𝐵))
= 𝐵(det (𝐴) (𝐼 adj (𝐵)))
= 𝐵((det (𝐴) 𝐼) adj (𝐵))
= 𝐵((𝐴 adj (𝐴)) adj (𝐵))
= 𝐵(𝐴 (adj (𝐴) adj (𝐵)))
= (𝐵𝐴) (adj (𝐴) adj (𝐵)),

若 det (𝐵𝐴) ≠ 0,由消去律,即得结论.
若 det (𝐵𝐴) = 0,我们这么作.由阵的积的定义,

[adj (𝐴) adj (𝐵)]𝑖,𝑗 =
𝑛

∑
𝑢=1

[adj (𝐴)]𝑖,𝑢[adj (𝐵)]𝑢,𝑗

=
𝑛

∑
𝑢=1

(−1)𝑢+𝑖 det (𝐴(𝑢|𝑖)) (−1)𝑗+𝑢 det (𝐵(𝑗|𝑢))

=
𝑛

∑
𝑢=1

(−1)𝑢+𝑖(−1)𝑗+𝑢 det (𝐴(𝑢|𝑖)) det (𝐵(𝑗|𝑢))

=
𝑛

∑
𝑢=1

(−1)𝑗+𝑖 det (𝐵(𝑗|𝑢)) det (𝐴(𝑢|𝑖))

= (−1)𝑗+𝑖
𝑛

∑
𝑢=1

det (𝐵(𝑗|𝑢)) det (𝐴(𝑢|𝑖))

= (−1)𝑗+𝑖 det ((𝐵𝐴)(𝑗|𝑖))
= [adj (𝐵𝐴)]𝑖,𝑗 .

这里,我们用了 Binet–Cauchy公式的推广. 证毕.



C.26 阵的积,分块地写 297

C.26 阵的积,分块地写
我们知道,若 𝐵是 𝑠 × 𝑚阵,且 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛是 𝑚 × 1阵,则

𝐵 [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛] = [𝐵𝑎1, 𝐵𝑎2, ⋯ , 𝐵𝑎𝑛].

形象地,这是分块地写阵的积.证明 det (𝐵𝐴) = det (𝐵) det (𝐴) (𝐴, 𝐵 是同级
的方阵)时,我们用了此事,使推理更简单.
我要介绍另一个分块地写阵的积的方式.

定理 C.76 设 𝐴1,1, 𝐴1,2, 𝐴2,1, 𝐴2,2, 𝐵1,1, 𝐵1,2, 𝐵2,1, 𝐵2,2 是阵. 设 𝐴1,1,
𝐴1,2都有 𝑟1行;设 𝐴2,1, 𝐴2,2都有 𝑟2行;设 𝐴1,1, 𝐴2,1都有 𝑢1列;设 𝐴1,2, 𝐴2,2
都有 𝑢2列.设 𝐵1,1, 𝐵1,2都有 𝑢1行;设 𝐵2,1, 𝐵2,2都有 𝑢2行;设 𝐵1,1, 𝐵2,1都有
𝑐1列;设 𝐵1,2, 𝐵2,2都有 𝑐2列.作 (𝑟1 + 𝑟2) × (𝑢1 + 𝑢2)阵

𝐴 =
[

𝐴1,1 𝐴1,2
𝐴2,1 𝐴2,2]

;

具体地,

[𝐴]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐴1,1]𝑖,𝑗 , 𝑖 ⩽ 𝑟1, 𝑗 ⩽ 𝑢1;
[𝐴1,2]𝑖,𝑗−𝑢1 , 𝑖 ⩽ 𝑟1, 𝑗 > 𝑢1;
[𝐴2,1]𝑖−𝑟1,𝑗 , 𝑖 > 𝑟1, 𝑗 ⩽ 𝑢1;
[𝐴2,2]𝑖−𝑟1,𝑗−𝑢1 , 𝑖 > 𝑟1, 𝑗 > 𝑢1.

作 (𝑢1 + 𝑢2) × (𝑐1 + 𝑐2)阵

𝐵 =
[

𝐵1,1 𝐵1,2
𝐵2,1 𝐵2,2]

;

具体地,

[𝐵]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐵1,1]𝑖,𝑗 , 𝑖 ⩽ 𝑢1, 𝑗 ⩽ 𝑐1;
[𝐵1,2]𝑖,𝑗−𝑐1 , 𝑖 ⩽ 𝑢1, 𝑗 > 𝑐1;
[𝐵2,1]𝑖−𝑢1,𝑗 , 𝑖 > 𝑢1, 𝑗 ⩽ 𝑐1;
[𝐵2,2]𝑖−𝑢1,𝑗−𝑐1 , 𝑖 > 𝑢1, 𝑗 > 𝑐1.
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因为 𝐴的列数等于 𝐵的行数,故 𝐴𝐵有意义.
记 𝐶𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖,1𝐵1,𝑗 + 𝐴𝑖,2𝐵2,𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2.不难看出, 𝐶𝑖,𝑗 是 𝑟𝑖 × 𝑐𝑗 阵.作

(𝑟1 + 𝑟2) × (𝑐1 + 𝑐2)阵

𝐶 =
[

𝐶1,1 𝐶1,2
𝐶2,1 𝐶2,2]

;

具体地,

[𝐶]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐶1,1]𝑖,𝑗 , 𝑖 ⩽ 𝑟1, 𝑗 ⩽ 𝑐1;
[𝐶1,2]𝑖,𝑗−𝑐1 , 𝑖 ⩽ 𝑟1, 𝑗 > 𝑐1;
[𝐶2,1]𝑖−𝑟1,𝑗 , 𝑖 > 𝑟1, 𝑗 ⩽ 𝑐1;
[𝐶2,2]𝑖−𝑟1,𝑗−𝑐1 , 𝑖 > 𝑟1, 𝑗 > 𝑐1.

则 𝐴𝐵 = 𝐶 .
形象地,

[
𝐴1,1 𝐴1,2
𝐴2,1 𝐴2,2] [

𝐵1,1 𝐵1,2
𝐵2,1 𝐵2,2]

=
[

𝐴1,1𝐵1,1 + 𝐴1,2𝐵2,1 𝐴1,1𝐵1,2 + 𝐴1,2𝐵2,2
𝐴2,1𝐵1,1 + 𝐴2,2𝐵2,1 𝐴2,1𝐵1,2 + 𝐴2,2𝐵2,2]

.

于是,形式地,分块地写阵的积与直接用定义写阵的积没有区别.

证 注意到

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗 =
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗

=
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗 .

若 𝑗 ⩽ 𝑐1,则

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗 =
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗

=
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵1,1]𝑘,𝑗 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵2,1]𝑘−𝑢1,𝑗 .
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当 𝑖 ⩽ 𝑟1时,

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗 =
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵1,1]𝑘,𝑗 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵2,1]𝑘−𝑢1,𝑗

=
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴1,1]𝑖,𝑘[𝐵1,1]𝑘,𝑗 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴1,2]𝑖,𝑘−𝑢1[𝐵2,1]𝑘−𝑢1,𝑗

= [𝐴1,1𝐵1,1]𝑖,𝑗 + [𝐴1,2𝐵2,1]𝑖,𝑗

= [𝐴1,1𝐵1,1 + 𝐴1,2𝐵2,1]𝑖,𝑗

= [𝐶1,1]𝑖,𝑗

= [𝐶]𝑖,𝑗 .

当 𝑖 > 𝑟1时,

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗 =
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵1,1]𝑘,𝑗 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵2,1]𝑘−𝑢1,𝑗

=
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴2,1]𝑖−𝑟1,𝑘[𝐵1,1]𝑘,𝑗 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴2,2]𝑖−𝑟1,𝑘−𝑢1[𝐵2,1]𝑘−𝑢1,𝑗

= [𝐴2,1𝐵1,1]𝑖−𝑟1,𝑗 + [𝐴2,2𝐵2,1]𝑖−𝑟1,𝑗

= [𝐴2,1𝐵1,1 + 𝐴2,2𝐵2,1]𝑖−𝑟1,𝑗

= [𝐶2,1]𝑖−𝑟1,𝑗

= [𝐶]𝑖,𝑗 .

若 𝑗 > 𝑐1,则

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗 =
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵]𝑘,𝑗

=
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵1,2]𝑘,𝑗−𝑐1 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵2,2]𝑘−𝑢1,𝑗−𝑐1 .
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当 𝑖 ⩽ 𝑟1时,

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗 =
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵1,2]𝑘,𝑗−𝑐1 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵2,2]𝑘−𝑢1,𝑗−𝑐1

=
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴1,1]𝑖,𝑘[𝐵1,2]𝑘,𝑗−𝑐1 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴1,2]𝑖,𝑘−𝑢1[𝐵2,2]𝑘−𝑢1,𝑗−𝑐1

= [𝐴1,1𝐵1,2]𝑖,𝑗−𝑐1 + [𝐴1,2𝐵2,2]𝑖,𝑗−𝑐1

= [𝐴1,1𝐵1,2 + 𝐴1,2𝐵2,2]𝑖,𝑗−𝑐1

= [𝐶1,2]𝑖,𝑗−𝑐1

= [𝐶]𝑖,𝑗 .

当 𝑖 > 𝑟1时,

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗 =
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵1,2]𝑘,𝑗−𝑐1 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴]𝑖,𝑘[𝐵2,2]𝑘−𝑢1,𝑗−𝑐1

=
𝑢1

∑
𝑘=1

[𝐴2,1]𝑖−𝑟1,𝑘[𝐵1,2]𝑘,𝑗−𝑐1 +
𝑢1+𝑢2

∑
𝑘=𝑢1+1

[𝐴2,2]𝑖−𝑟1,𝑘−𝑢1[𝐵2,2]𝑘−𝑢1,𝑗−𝑐1

= [𝐴2,1𝐵1,2]𝑖−𝑟1,𝑗−𝑐1 + [𝐴2,2𝐵2,2]𝑖−𝑟1,𝑗−𝑐1

= [𝐴2,1𝐵1,2 + 𝐴2,2𝐵2,2]𝑖−𝑟1,𝑗−𝑐1

= [𝐶2,2]𝑖−𝑟1,𝑗−𝑐1

= [𝐶]𝑖,𝑗 . 证毕.
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C.27 转置的性质
本节,我们讨论转置的一些性质.
设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵.则 𝐴的转置 𝐴T 是一个 𝑛 × 𝑚阵,且对 𝑖 ⩽ 𝑛与

𝑗 ⩽ 𝑚,有 [𝐴T]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑗,𝑖.
我们已知,若 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵,则 (𝐴T)T = 𝐴.我们还知道,若 𝐴是一

个 𝑛级阵,则 det (𝐴) = det (𝐴T).
转置当然还有一些性质;我只是还没提到它们.

定理 C.77 设 𝐴, 𝐵是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝐶 是 𝑛 × 𝑠阵.设 𝑘是数.则:
(1) (𝐴 + 𝐵)T = 𝐴T + 𝐵T;
(2) (𝑘𝐴)T = 𝑘𝐴T;
(3) (𝐴𝐶)T = 𝐶T𝐴T.

证 您验证,等式 (1)与 (2)的二侧的阵的尺寸是一样的;我验证,等式
(3)的二侧的阵的尺寸是一样的.

(1)对 𝑖 ⩽ 𝑛与 𝑗 ⩽ 𝑚,

[(𝐴 + 𝐵)T]𝑖,𝑗 = [𝐴 + 𝐵]𝑗,𝑖

= [𝐴]𝑗,𝑖 + [𝐵]𝑗,𝑖

= [𝐴T]𝑖,𝑗 + [𝐵T]𝑖,𝑗

= [𝐴T + 𝐵T]𝑖,𝑗 .

(2)对 𝑖 ⩽ 𝑛与 𝑗 ⩽ 𝑚,

[(𝑘𝐴)T]𝑖,𝑗 = [𝑘𝐴]𝑗,𝑖

= 𝑘[𝐴]𝑗,𝑖

= 𝑘[𝐴T]𝑖,𝑗

= [𝑘𝐴T]𝑖,𝑗 .

(3) 𝐴是 𝑚 × 𝑛的, 𝐶 是 𝑛 × 𝑠的,故 𝐴𝐶 是 𝑚 × 𝑠的,故 (𝐴𝐶)T是 𝑠 × 𝑚的.
另一方面, 𝐶T 是 𝑠 × 𝑛的, 𝐴T 是 𝑛 × 𝑚的,故 𝐶T𝐴T 是 𝑠 × 𝑚的.对 𝑖 ⩽ 𝑠与
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𝑗 ⩽ 𝑚,

[(𝐴𝐶)T]𝑖,𝑗 = [𝐴𝐶]𝑗,𝑖

=
𝑛

∑
𝑝=1

[𝐴]𝑗,𝑝[𝐶]𝑝,𝑖

=
𝑛

∑
𝑝=1

[𝐴T]𝑝,𝑗[𝐶T]𝑖,𝑝

=
𝑛

∑
𝑝=1

[𝐶T]𝑖,𝑝[𝐴T]𝑝,𝑗

= [𝐶T𝐴T]𝑖,𝑗 . 证毕.

为方便,我记下一个简单的推广.设 𝐴, 𝐵, 𝐶 分别是 𝑚 × 𝑠, 𝑠 × 𝑡, 𝑡 × 𝑛阵.
则

(𝐴𝐵𝐶)T = ((𝐴𝐵)𝐶)T

= 𝐶T(𝐴𝐵)T

= 𝐶T(𝐵T𝐴T)
= 𝐶T𝐵T𝐴T.

一般地,我们有

定理 C.78 设 𝐴1, 𝐴2, ⋯, 𝐴𝑛 分别是 𝑚0 × 𝑚1, 𝑚1 × 𝑚2, ⋯, 𝑚𝑛−1 × 𝑚𝑛 阵
(也就是, 𝐴𝑘的列数等于 𝐴𝑘+1的行数, 𝑘 = 1, 2, ⋯, 𝑛 − 1).则

(𝐴1𝐴2 ⋯ 𝐴𝑛)T = 𝐴T
𝑛 ⋯ 𝐴T

2 𝐴T
1 .

证 请允许我留此事为您的习题.您用数学归纳法即可. 证毕.
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C.28 辛阵
设 2𝑚是一个不低于 2的偶数.作 2𝑚级阵

𝐾𝑚 =
[

0 𝐼𝑚
−𝐼𝑚 0 ]

,

其中 0是 𝑚级零阵;具体地,

[𝐾𝑚]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[0]𝑖,𝑗 , 𝑖 ⩽ 𝑚, 𝑗 ⩽ 𝑚;
[𝐼𝑚]𝑖,𝑗−𝑚, 𝑖 ⩽ 𝑚, 𝑗 > 𝑚;
[−𝐼𝑚]𝑖−𝑚,𝑗 , 𝑖 > 𝑚, 𝑗 ⩽ 𝑚;
[0]𝑖−𝑚,𝑗−𝑚, 𝑖 > 𝑚, 𝑗 > 𝑚.

更具体地,

[𝐾𝑚]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1, 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 − 𝑚 ⩽ 𝑚;
−1, 1 ⩽ 𝑖 − 𝑚 = 𝑗 ⩽ 𝑚;
0, 其他.

不难算出, 𝐾T
𝑚 = −𝐾𝑚,且 𝐾𝑚𝐾𝑚 = −𝐼2𝑚.

按列 1展开 det (𝐾𝑚),有

det (𝐾𝑚) = (−1)𝑚+1(−1) det (𝐾𝑚(𝑚 + 1|1)) = (−1)𝑚 det
[

0 𝐼𝑚
−𝐼𝑚−1 0 ]

.

再按行 1展开 det (𝐾𝑚(𝑚 + 1|1)),有

det (𝐾𝑚(𝑚 + 1|1)) = (−1)1+𝑚−1 1 det (𝐾𝑚(𝑚 + 1, 1|1, 𝑚 + 1))
= (−1)𝑚 det (𝐾𝑚−1).

则 det (𝐾𝑚) = det (𝐾𝑚−1),当 𝑚 > 1.不难算出 det (𝐾1) = 1.则 det (𝐾𝑚) = 1,
对 𝑚 ⩾ 1.
现在,我们可定义辛阵 (simplektika matrico)了.

定义 C.79 设 𝐴是一个 2𝑚级阵.若 𝐴T𝐾𝑚𝐴 = 𝐾𝑚,则 𝐴是一个辛阵.
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我们可写出辛阵的一些性质.
不难看出, 2𝑚 级单位阵 𝐼2𝑚 是一个辛阵. 由 𝐾𝑚 的性质, 不难验证, 𝐾𝑚

也是一个辛阵.
设 𝐴, 𝐵是 2𝑚级辛阵.则

(𝐴𝐵)T𝐾𝑚(𝐴𝐵) = (𝐵T𝐴T)(𝐾𝑚𝐴)𝐵
= 𝐵T(𝐴T𝐾𝑚𝐴)𝐵
= 𝐵T𝐾𝑚𝐵
= 𝐾𝑚.

因为

det (𝐾𝑚) = det (𝐴T𝐾𝑚𝐴) = det (𝐴T) det (𝐾𝑚) det (𝐴) = det (𝐾𝑚) (det (𝐴))2,

且 det (𝐾𝑚) = 1,故 (det (𝐴))2 = 1.
若数 𝑡适合 𝑡2 = 1,则

(𝑡𝐴)T𝐾𝑚(𝑡𝐴) = (𝑡𝐴T)𝐾𝑚(𝑡𝐴) = 𝑡2(𝐴T𝐾𝑚𝐴) = 1𝐾𝑚 = 𝐾𝑚.

注意到 det (𝐾𝑚𝐴) = det (𝐾𝑚) det (𝐴) ≠ 0,且

((𝐴T)T𝐾𝑚𝐴T)(𝐾𝑚𝐴) = (𝐴𝐾𝑚𝐴T)(𝐾𝑚𝐴)
= (𝐴𝐾𝑚)(𝐴T𝐾𝑚𝐴)
= (𝐴𝐾𝑚)𝐾𝑚

= 𝐴(𝐾𝑚𝐾𝑚)
= 𝐴(−𝐼2𝑚)
= (−𝐼2𝑚)𝐴
= (𝐾𝑚𝐾𝑚)𝐴
= 𝐾𝑚(𝐾𝑚𝐴),

故 (𝐴T)T𝐾𝑚𝐴T = 𝐾𝑚.
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最后,注意到

(adj (𝐴))T 𝐾𝑚 adj (𝐴) = (adj (𝐴))T (𝐴T𝐾𝑚𝐴) adj (𝐴)
= ((adj (𝐴))T 𝐴T) 𝐾𝑚 (𝐴 adj (𝐴))
= (𝐴 adj (𝐴))T 𝐾𝑚 (𝐴 adj (𝐴))
= (det (𝐴) 𝐼2𝑚)T 𝐾𝑚 (det (𝐴) 𝐼2𝑚)
= (det (𝐴) 𝐼T

2𝑚) 𝐾𝑚 (det (𝐴) 𝐼2𝑚)
= (det (𝐴))2 (𝐼T

2𝑚𝐾𝑚𝐼2𝑚)
= 𝐾𝑚.

总结这些结果,我们有

定理 C.80 (1) 𝐼2𝑚与 𝐾𝑚是 2𝑚级辛阵.
(2) 2𝑚级辛阵 𝐴的行列式的平方为 1.
(3)设 𝐴, 𝐵是 2𝑚级辛阵.设数 𝑡适合 𝑡2 = 1.则 𝐴𝐵, 𝑡𝐴, 𝐴T, adj (𝐴)也是

辛阵.

本书是关于行列式的. 于是, 一个自然的问题是, 辛阵的行列式是多少.
我们知道,辛阵的行列式的平方是 1,故辛阵的行列式是 1或 −1.不过,不平
凡地,辛阵的行列式必是 1.我们现有的知识无法解决此事.我会在后面的几
节,介绍更多的知识,以解决它.
虽然如此,我们还是能解决 2𝑚 = 2的情形.设

𝐴 =
[

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]

是一个 2级辛阵.由 𝐴T𝐾1𝐴 = 𝐾1,知

[
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑] [

0 1
−1 0] [

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]

=
[

0 1
−1 0]

,

即

[
0 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

−(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) 0 ]
=

[
0 1

−1 0]
.

故 det (𝐴) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1.
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C.29 反称阵
从本节开始,我们讨论反称阵与其性质.

定义 C.81 设 𝐴是一个 𝑛级阵.若 [𝐴]𝑖,𝑖 = 0,且 [𝐴]𝑖,𝑗 + [𝐴]𝑗,𝑖 = 0,则 𝐴
是一个反称阵.

例 C.82 不难看出, 1级反称阵即为 [0], 2级反称阵形如

[
0 𝑎

−𝑎 0]
,

3级反称阵形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑎 𝑏
−𝑎 0 𝑐
−𝑏 −𝑐 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,

4级反称阵形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑎 𝑏 𝑐
−𝑎 0 𝑑 𝑒
−𝑏 −𝑑 0 𝑓
−𝑐 −𝑒 −𝑓 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

例 C.83 不难验证, 2𝑚级阵 𝐾𝑚 =
[

0 𝐼𝑚
−𝐼𝑚 0 ]

是反称阵.

不难看出, [𝐴]𝑖,𝑗 + [𝐴]𝑗,𝑖 = 0相当于 𝐴T = −𝐴:注意到 [𝐴T]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑗,𝑖 与
[−𝐴]𝑖,𝑗 = −[𝐴]𝑖,𝑗 .有时,这更方便应用.

定理 C.84 设 𝐴, 𝐵是 𝑛级反称阵.设 𝑘是数.设 𝑋 是 𝑛 × 𝑚阵.
(1) 𝑛级阵 0是反称阵.
(2) 𝐴 + 𝐵是反称阵.
(3) 𝑘𝐴是反称阵;特别地, (−1)𝐴 = −𝐴 = 𝐴T也是反称阵.
(4) 𝑋T𝐴𝑋 是反称阵.



C.29 反称阵 307

证 (1) 0T = 0 = −0,且 [0]𝑖,𝑖 = 0.
(2)由转置的性质, (𝐴 + 𝐵)T = 𝐴T + 𝐵T = (−𝐴) + (−𝐵) = −(𝐴 + 𝐵).再

注意到

[𝐴 + 𝐵]𝑖,𝑖 = [𝐴]𝑖,𝑖 + [𝐵]𝑖,𝑖 = 0 + 0 = 0.

(3)由转置的性质, (𝑘𝐴)T = 𝑘𝐴T = 𝑘(−𝐴) = −(𝑘𝐴).再注意到

[𝑘𝐴]𝑖,𝑖 = 𝑘[𝐴]𝑖,𝑖 = 𝑘0 = 0.

(4) 𝑋 是 𝑛 × 𝑚 的, 则 𝐴𝑋 是 𝑛 × 𝑚 的; 𝑋T 是 𝑚 × 𝑛 的, 则 𝑋T𝐴𝑋 是
𝑚 × 𝑚的.由转置的性质,

(𝑋T𝐴𝑋)T = 𝑋T𝐴T(𝑋T)T = 𝑋T(−𝐴)𝑋 = −(𝑋T𝐴𝑋).

由阵的积的定义,

[𝑋T𝐴𝑋]𝑖,𝑖

= [𝑋T(𝐴𝑋)]𝑖,𝑖

=
𝑛

∑
ℓ=1

[𝑋T]𝑖,ℓ[𝐴𝑋]ℓ,𝑖

=
𝑛

∑
ℓ=1

[𝑋]ℓ,𝑖[𝐴𝑋]ℓ,𝑖

=
𝑛

∑
ℓ=1

[𝑋]ℓ,𝑖 (

𝑛

∑
𝑘=1

[𝐴]ℓ,𝑘[𝑋]𝑘,𝑖)

=
𝑛

∑
ℓ=1

𝑛

∑
𝑘=1

[𝑋]ℓ,𝑖[𝐴]ℓ,𝑘[𝑋]𝑘,𝑖

=
𝑛

∑
ℓ,𝑘=1

[𝑋]ℓ,𝑖[𝑋]𝑘,𝑖[𝐴]ℓ,𝑘

= ∑
1⩽ℓ=𝑘⩽𝑛

[𝑋]ℓ,𝑖[𝑋]𝑘,𝑖[𝐴]ℓ,𝑘 + ∑
1⩽ℓ<𝑘⩽𝑛

[𝑋]ℓ,𝑖[𝑋]𝑘,𝑖[𝐴]ℓ,𝑘

+ ∑
1⩽𝑘<ℓ⩽𝑛

[𝑋]ℓ,𝑖[𝑋]𝑘,𝑖[𝐴]ℓ,𝑘
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= ∑
1⩽ℓ=𝑘⩽𝑛

[𝑋]ℓ,𝑖[𝑋]𝑘,𝑖 0 + ∑
1⩽ℓ<𝑘⩽𝑛

[𝑋]ℓ,𝑖[𝑋]𝑘,𝑖[𝐴]ℓ,𝑘

+ ∑
1⩽ℓ<𝑘⩽𝑛

[𝑋]𝑘,𝑖[𝑋]ℓ,𝑖[𝐴]𝑘,ℓ

= 0 + ∑
1⩽ℓ<𝑘⩽𝑛

[𝑋]ℓ,𝑖[𝑋]𝑘,𝑖([𝐴]ℓ,𝑘 + [𝐴]𝑘,ℓ)

= ∑
1⩽ℓ<𝑘⩽𝑛

[𝑋]ℓ,𝑖[𝑋]𝑘,𝑖 0

= 0.

于是, 𝑋T𝐴𝑋 是一个 𝑚级反称阵. 证毕.
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C.30 奇数级反称阵的行列式为 0
我们讨论反称阵的行列式.
我们先计算小级反称阵的行列式.

例 C.85 设 𝐴是 1级反称阵.则 𝐴 = [0].故 det (𝐴) = 0.

例 C.86 设 𝐴是 2级反称阵.则 𝐴形如

[
0 𝑎

−𝑎 0]
.

则 det (𝐴) = 𝑎2,即 det (𝐴) = [𝐴]2
1,2.

例 C.87 设 𝐴是 3级反称阵.则 𝐴形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑎 𝑏
−𝑎 0 𝑐
−𝑏 −𝑐 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则

det (𝐴) = 0 det
[

0 𝑐
−𝑐 0]

− (−𝑎) det
[

𝑎 𝑏
−𝑐 0]

+ (−𝑏) det
[

𝑎 𝑏
0 𝑐]

= 𝑎(𝑏𝑐) + (−𝑏)(𝑎𝑐)
= 0.

例 C.88 设 𝐴是 4级反称阵.则 𝐴形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑎 𝑏 𝑐
−𝑎 0 𝑑 𝑒
−𝑏 −𝑑 0 𝑓
−𝑐 −𝑒 −𝑓 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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则

det (𝐴)

= 0 det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑑 𝑒
−𝑑 0 𝑓
−𝑒 −𝑓 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

− (−𝑎) det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎 𝑏 𝑐
−𝑑 0 𝑓
−𝑒 −𝑓 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+ (−𝑏) det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎 𝑏 𝑐
0 𝑑 𝑒

−𝑒 −𝑓 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

− (−𝑐) det
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎 𝑏 𝑐
0 𝑑 𝑒

−𝑑 0 𝑓

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝑎(𝑑𝑓𝑐 − 𝑒𝑏𝑓 + 𝑎𝑓𝑓) − 𝑏(−𝑒𝑏𝑒 + 𝑎𝑓𝑒 + 𝑒𝑑𝑐) + 𝑐(𝑎𝑑𝑓 − 𝑑𝑏𝑒 + 𝑑𝑑𝑐)
= 𝑎𝑓(𝑎𝑓 − 𝑏𝑒 + 𝑐𝑑) − 𝑏𝑒(𝑎𝑓 − 𝑏𝑒 + 𝑐𝑑) + 𝑐𝑑(𝑎𝑓 − 𝑏𝑒 + 𝑐𝑑)
= (𝑎𝑓 − 𝑏𝑒 + 𝑐𝑑)2,

即

det (𝐴) = ([𝐴]1,2[𝐴]3,4 − [𝐴]1,3[𝐴]2,4 + [𝐴]1,4[𝐴]2,3)2.

我们发现, 1级反称阵与 3级反称阵的行列式为 0.一般地,我们有

定理 C.89 设 𝐴是一个奇数级反称阵.则 det (𝐴) = 0.

我的论证会用如下几个事实.
(1)设 𝐴是一个 𝑛级阵.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

(−1)𝑖+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(𝑖|1)).

这就是按列 1展开行列式.
(2)设 𝐴是一个 𝑛级阵.则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗)).

这就是按行 1展开行列式.
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(3)设 𝐴是一个 𝑛级阵 (𝑛 ⩾ 3).同时用 (1) (2),有

det (𝐴)

= [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) +
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1|𝑗))

= [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) +
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗

𝑛

∑
𝑖=2

(−1)𝑖−1+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(1, 𝑖|𝑗, 1))

= [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) +
𝑛

∑
𝑗=2

𝑛

∑
𝑖=2

(−1)1+𝑗[𝐴]1,𝑗(−1)𝑖−1+1[𝐴]𝑖,1 det (𝐴(1, 𝑖|𝑗, 1))

= [𝐴]1,1 det (𝐴(1|1)) +
𝑛

∑
𝑖,𝑗=2

(−1)𝑖+𝑗−1[𝐴]𝑖,1[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗)).

特别地,若 𝐴还是一个反称阵,则

det (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖,𝑗=2

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗)).

(4) 设 𝐴 是一个 𝑛 级阵. 则 det (𝐴T) = det (𝐴). 这就是行列式与转置的
关系.

(5)设 𝐴是一个 𝑛级阵.设 𝑢是一个数.则 det (𝑢𝐴) = 𝑢𝑛 det (𝐴).特别地,
det (−𝐴) = (−1)𝑛 det (𝐴).

(6)设 𝐴是一个 𝑛级反称阵 (𝑛 ⩾ 3).设 𝑟是不超过 𝑛的正整数.设 𝑠, 𝑡是
二个不超过 𝑛的正整数,且 𝑠 ≠ 𝑟, 𝑡 ≠ 𝑟.则 𝐴(𝑟, 𝑡|𝑟, 𝑠) = −(𝐴(𝑟, 𝑠|𝑟, 𝑡))T.并且,
𝐴(𝑟, 𝑠|𝑟, 𝑠)是一个 𝑛 − 2级反称阵.

(7) 每一个适合条件 “𝑖, 𝑗 都是不低于 𝑝, 且不低于 𝑞 的整数” 的有序对
(𝑖, 𝑗) 恰适合以下三个条件之一: (a) 𝑝 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑞; (b) 𝑝 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑞; (c)
𝑝 ⩽ 𝑗 < 𝑖 ⩽ 𝑞.

(8)任取一个正奇数 𝑛,存在一个正整数 𝑘使 𝑛 = 2𝑘 − 1.

介绍完这几件事后,我总算可以证明定理了.

证 记命题 𝑃 (𝑘)为

每一个 2𝑘 − 1级反称阵的行列式都是 0.
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我们用数学归纳法证明,对任何正整数 𝑘, 𝑃 (𝑘)是正确的.
不难验证 𝑃 (1)是正确的.
现在,我们假定 𝑃 (𝑘 − 1)是正确的 (𝑘 ⩾ 2).我们要证 𝑃 (𝑘)也是正确的.

记 𝑛 = 2𝑘 − 1.设 𝐴是一个 𝑛级反称阵.那么

det (𝐴)

=
𝑛

∑
𝑖,𝑗=2

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑖=𝑗⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))

+ ∑
2⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))

+ ∑
2⩽𝑗<𝑖⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑖⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑖[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑖 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑖))

+ ∑
2⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))

+ ∑
2⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗+𝑖[𝐴]1,𝑗[𝐴]1,𝑖 det (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑖))

= ∑
2⩽𝑖⩽𝑛

[𝐴]2
1,𝑖 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑖))

+ ∑
2⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))

+ ∑
2⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (−(𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))T)

= ∑
2⩽𝑖⩽𝑛

[𝐴]2
1,𝑖 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑖))

+ ∑
2⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))

+ ∑
2⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗(−1)𝑛−2 det ((𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))T)

= ∑
2⩽𝑖⩽𝑛

[𝐴]2
1,𝑖 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑖))
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+ ∑
2⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))

+ ∑
2⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗(−1)𝑛 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑖⩽𝑛

[𝐴]2
1,𝑖 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑖))

+ (1 + (−1)𝑛) ∑
2⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑖+𝑗[𝐴]1,𝑖[𝐴]1,𝑗 det (𝐴(1, 𝑖|1, 𝑗)).

注意到 𝐴(1, 𝑖|1, 𝑖)是 𝑛 − 2级,即 2(𝑘 − 1) − 1级反称阵;由假定,其行列式为
0.再注意到 𝑛 = 2𝑘 − 1,故 1 + (−1)𝑛 = 0.所以, det (𝐴) = 0.
所以, 𝑃 (𝑘)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

我们还不了解偶数级反称阵的行列式.不过,我们之后会了解它的.



314 附录 C 后日谈

C.31 阵的积与倍加
前面,在研究行列式的性质时,我们引入了一个叫 “倍加”的行为:

定义 C.31 (倍加) 设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵.设 𝑝, 𝑞是二个不超过 𝑛的正整
数,且 𝑝 ≠ 𝑞.设 𝑠是一个数.作 𝑚 × 𝑛阵 𝐵,其中

[𝐵]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑞 + 𝑠[𝐴]𝑖,𝑝, 𝑗 = 𝑞.

(通俗地,我们加 𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,得阵 𝐵.)我们说,
变 𝐴为 𝐵的行为是一次 (列的)倍加.

我们说,有列的倍加,也有行的倍加.具体地,加 𝐴的一行的倍于另一行,
且不改变其他的行,是一次行的倍加.
回想,行列式有倍加不变性.具体地,若我们加方阵 𝐴的一列 (行)的倍

于另一列 (行),且不改变其他的列 (行),得方阵 𝐵,则 det (𝐵) = det (𝐴).
本节,我们讨论阵的积与倍加的关系.
设 𝐴 是 𝑚 × 𝑛 阵. 设 𝐴 的列 1, 2, ⋯, 𝑛 分别是 𝑎1, 𝑎2, ⋯, 𝑎𝑛. 则 𝐴 =

[𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]. 再设 𝑛 级单位阵 𝐼𝑛 的列 1, 2, ⋯, 𝑛 分别是 𝑒1, 𝑒2, ⋯, 𝑒𝑛. 则
𝐼𝑛 = [𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛].由 𝐴𝐼𝑛 = 𝐴,知

[𝐴𝑒1, 𝐴𝑒2, ⋯ , 𝐴𝑒𝑛] = 𝐴[𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛] = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛].

故 𝐴𝑒𝑗 = 𝑎𝑗 ,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗.
设 𝑝 ≠ 𝑞.我们加 𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,得 𝑛级阵 𝐵.

设 𝐵 的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别是 𝑏1, 𝑏2, ⋯, 𝑏𝑛.则 𝐵 = [𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛].则 𝑗 ≠ 𝑞 时,
有 𝑏𝑗 = 𝑎𝑗 ,且 𝑏𝑞 = 𝑎𝑞 + 𝑠𝑎𝑝.则 𝑗 ≠ 𝑞时,

𝐵𝑒𝑗 = 𝑏𝑗 = 𝑎𝑗 = 𝐴𝑒𝑗 ,

且

𝐵𝑒𝑞 = 𝑏𝑞 = 𝑎𝑞 + 𝑠𝑎𝑝 = 𝐴𝑒𝑞 + 𝑠(𝐴𝑒𝑝) = 𝐴(𝑒𝑞 + 𝑠𝑒𝑝).
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作 𝑛级阵 𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠) = [𝑓1, 𝑓2, ⋯ , 𝑓𝑛],其中

𝑓𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑒𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑞;
𝑒𝑞 + 𝑠𝑒𝑝, 𝑗 = 𝑞.

则 𝐵𝑒𝑗 = 𝐴𝑓𝑗 ,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑗.则

𝐵 = 𝐵𝐼𝑛 = [𝐵𝑒1, 𝐵𝑒2, ⋯ , 𝐵𝑒𝑛] = [𝐴𝑓1, 𝐴𝑓2, ⋯ , 𝐴𝑓𝑛] = 𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠).

不难写出

[𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑠, 𝑖 = 𝑝,且 𝑗 = 𝑞;
[𝐼𝑛], 其他.

于是,我们有

定理 C.90 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝑝, 𝑞 是不超过 𝑛的正整数,且 𝑝 ≠ 𝑞.设
𝑠是数.作 𝑛级阵 𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)如下:

[𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑠, 𝑖 = 𝑝,且 𝑗 = 𝑞;
[𝐼𝑛], 其他.

(通俗地,加 𝐼𝑛的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,得 𝑛级阵 𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠).)
那么,加 𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,得 𝑚 × 𝑛阵 𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠).

证 前面的说明就是一个证明.当然,不考虑前面的说明,我们也可直接
用阵的积的定义验证它.毕竟,我们的目标是

[𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑞 + 𝑠[𝐴]𝑖,𝑝, 𝑗 = 𝑞.

证毕.

列的倍加可用阵的积实现.行的倍加当然也可用阵的积实现.具体地,

定理 C.91 设 𝐴是 𝑚 × 𝑛阵.设 𝑝, 𝑞是不超过 𝑚的正整数,且 𝑝 ≠ 𝑞.设
𝑠是数.作 𝑚级阵 𝐸(𝑚; 𝑞, 𝑝; 𝑠)如下:

[𝐸(𝑚; 𝑞, 𝑝; 𝑠)]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑠, 𝑖 = 𝑞,且 𝑗 = 𝑝;
[𝐼𝑚], 其他.
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(通俗地,加 𝐼𝑚的行 𝑝的 𝑠倍于行 𝑞,不改变其他的行,得𝑚级阵𝐸(𝑚; 𝑞, 𝑝; 𝑠).)
那么,加 𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,得 𝑚 × 𝑛阵 𝐸(𝑚; 𝑞, 𝑝; 𝑠)𝐴.

证 请允许我留此事为您的习题.当然,我想给您一个提示:证明此事的
要点是验证

[𝐸(𝑚; 𝑞, 𝑝; 𝑠)𝐴]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑞,𝑗 + 𝑠[𝐴]𝑝,𝑗 , 𝑖 = 𝑞.

证毕.

我再说几件事.设 𝑝, 𝑞是不超过 𝑛的正整数,且 𝑝 ≠ 𝑞.
不难看出, 𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)的行列式为 1:毕竟,这是对单位阵作一次倍加后

得到的方阵,且单位阵的行列式为 1.
不难验证, 𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)的转置是 𝐸(𝑛; 𝑞, 𝑝; 𝑠);比较这二个阵的元即可.
最后,我说,用阵的积表示倍加是好的.我们知道,阵的积适合一些运算

律;于是,我们或可用阵的运算律发现倍加的某些规律.反过来,我们也或可
用倍加发现阵的一些性质.
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C.32 反称阵与倍加
本节,我们用倍加研究反称阵.
先看一个简单的结果.

定理 C.92 设 𝐴是 𝑛级反称阵.设 𝑝, 𝑞 是不超过 𝑛的正整数,且 𝑝 ≠ 𝑞.
设 𝑠是数.

(1)加 𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,得 𝑛级阵 𝐵.加 𝐵的行 𝑝
的 𝑠倍于行 𝑞,不改变其他的行,得 𝑛级阵 𝐶 .则 𝐶 是反称阵.通俗地,对反称
阵先作一次列的倍加,再作一次对应的行的倍加,则二次倍加后的阵仍是反
称阵.

(2)在 (1)中,先行后列不影响结果.具体地,设加 𝐴的行 𝑝的 𝑠倍于行 𝑞,
不改变其他的行,得 𝑛级阵 𝐹 .加 𝐹 的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,
得 𝑛级阵 𝐺.则 𝐺 = 𝐶 .

证 (1)我用二个方法证明此事.
法 1:设加 𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,得 𝑛级阵 𝐵.则

[𝐵]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑞 + 𝑠[𝐴]𝑖,𝑝, 𝑗 = 𝑞.

设加 𝐵的行 𝑝的 𝑠倍于行 𝑞,不改变其他的行,得 𝑛级阵 𝐶 .则

[𝐶]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐵]𝑖,𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑞;
[𝐵]𝑞,𝑗 + 𝑠[𝐵]𝑝,𝑗 , 𝑖 = 𝑞.

当 𝑖 = 𝑞,且 𝑗 ≠ 𝑞时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑞,𝑗 + 𝑠[𝐵]𝑝,𝑗 = [𝐴]𝑞,𝑗 + 𝑠[𝐴]𝑝,𝑗 ;

当 𝑗 = 𝑞,且 𝑖 ≠ 𝑞时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑞 = [𝐴]𝑖,𝑞 + 𝑠[𝐴]𝑖,𝑝;
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当 𝑖 = 𝑞 = 𝑗 时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑞,𝑞 + 𝑠[𝐵]𝑝,𝑞

= ([𝐴]𝑞,𝑞 + 𝑠[𝐴]𝑞,𝑝) + 𝑠([𝐴]𝑝,𝑞 + 𝑠[𝐴]𝑝,𝑝)
= [𝐴]𝑞,𝑞 + 𝑠([𝐴]𝑞,𝑝 + 𝑠[𝐴]𝑝,𝑞) + 𝑠2[𝐴]𝑝,𝑝

= 0 + 𝑠0 + 𝑠20
= 0
= [𝐴]𝑖,𝑗 ;

当 𝑖 ≠ 𝑞,且 𝑗 ≠ 𝑞时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑖,𝑗 .

由此,不难验证, 𝐶 是一个反称阵.
法 2:设 𝑢, 𝑣是不超过 𝑛的正整数,且 𝑢 ≠ 𝑣.作 𝑛级阵 𝐸(𝑛; 𝑢, 𝑣; 𝑠)如下:

[𝐸(𝑛; 𝑢, 𝑣; 𝑠)]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑠, 𝑖 = 𝑢,且 𝑗 = 𝑣;
[𝐼𝑛], 其他.

于是,加𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,得 𝑛级阵𝐵 = 𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠).
进一步地, 加 𝐵 的行 𝑝 的 𝑠 倍于行 𝑞, 不改变其他的行, 得 𝑛 级阵 𝐶 =
𝐸(𝑛; 𝑞, 𝑝; 𝑠)𝐵.则

𝐶 = 𝐸(𝑛; 𝑞, 𝑝; 𝑠)(𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)) = (𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠))T𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠).

故 𝐶 是一个反称阵.
注意到,法 2利用了已有的阵的运算律:法 1较直接;法 2较聪明.
(2)不难写出,

𝐹 = 𝐸(𝑛; 𝑞, 𝑝; 𝑠)𝐴 = (𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠))T𝐴,

且

𝐺 = 𝐹 𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠) = ((𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠))T𝐴)𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠).

因为结合律,我们有

𝐺 = (𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠))T(𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)) = 𝐶. 证毕.
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利用此事,我们可证明如下重要的定理.

定理 C.93 设 𝐴是 𝑛级反称阵.利用若干次列的倍加,与对应的行的倍
加,我们可变 𝐴为形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑏1 0 0 ⋯ 0 0
−𝑏1 0 0 0 ⋯ 0 0

0 0 0 𝑏2 ⋯ 0 0
0 0 −𝑏2 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 0 𝑏𝑚
0 0 0 0 ⋯ −𝑏𝑚 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(C.8)

(若 𝑛是偶数),或

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑏1 0 0 ⋯ 0 0 0
−𝑏1 0 0 0 ⋯ 0 0 0

0 0 0 𝑏2 ⋯ 0 0 0
0 0 −𝑏2 0 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 0 𝑏𝑘 0
0 0 0 0 ⋯ −𝑏𝑘 0 0
0 0 0 0 ⋯ 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(C.9)

(若 𝑛是奇数)的反称阵.
我们约定,作倍加时,我们先列后行,交替地作.具体地,我们先作一次列

的倍加 (比如,加列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,其中 𝑝 ≠ 𝑞),然后立即作一次对应的行的
倍加 (加行 𝑝的 𝑠倍于行 𝑞).然后再作一次列的,且再作一次对应的行的 (若
还有)⋯⋯.
当然,若 𝑛 = 2,则 𝐴已形如

[
0 𝑎

−𝑎 0]

(取式 (C.8)的 𝑚为 1);若 𝑛 = 1,则 𝐴已形如 [0] (取式 (C.9)的 𝑘为 0).
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证 作命题 𝑃 (𝑛): 对任何 𝑛 级反称阵 𝐴, 存在若干次列的倍加, 与对应
的行的倍加,变 𝐴为一个形如式 (C.8) (若 𝑛是偶数)或式 (C.9) (若 𝑛是奇数)
的反称阵.再作命题 𝑄(𝑛): 𝑃 (𝑛 − 1)与 𝑃 (𝑛)是对的.我们用数学归纳法证明:
对任何高于 1的整数 𝑛, 𝑄(𝑛)是对的.

𝑄(2)是对的,因为 𝑃 (1)与 𝑃 (2)是对的;注意到,我们可加一列 (行)的
0倍于另一列 (行),从而 “什么也不变”.
我们设 𝑄(𝑛 − 1)是对的 (𝑛 ⩾ 3).则 𝑃 (𝑛 − 2)与 𝑃 (𝑛 − 1)是对的.我们要

由此证明 𝑄(𝑛)是对的,即 𝑃 (𝑛 − 1)与 𝑃 (𝑛)是对的. 𝑃 (𝑛 − 1)当然是对的,由
假定.所以,我们由假定 “𝑃 (𝑛 − 2)与 𝑃 (𝑛 − 1)是对的”证 𝑃 (𝑛)是对的,即得
𝑄(𝑛)是对的.
任取一个 𝑛级反称阵 𝐴.我们先说明:存在若干次列的倍加,与对应的行

的倍加,变 𝐴为一个反称阵 𝐶 ,其中 [𝐶]1,𝑗 = [𝐶]2,𝑗 = 0, [𝐶]𝑗,1 = [𝐶]𝑗,2 = 0,
对任何高于 2,且不超过 𝑛的正整数 𝑗.
若对任何高于 2, 且不超过 𝑛 的正整数 𝑗, 已有 [𝐴]1,𝑗 = [𝐴]2,𝑗 = 0,

[𝐴]𝑗,1 = [𝐴]𝑗,2 = 0,我们 “什么也不变”,取 𝐶 = 𝐴即可.
若 [𝐴]1,2 ≠ 0,则 [𝐴]2,1 当然也不是 0.我们加 𝐴的列 2的 −[𝐴]1,3/[𝐴]1,2

倍于列 3, 且加行 2 的 −[𝐴]3,1/[𝐴]2,1 = −[𝐴]1,3/[𝐴]1,2 倍于行 3, 得阵 𝐹3. 则
𝐹3 是一个反称阵, [𝐹3]1,3 = 0, [𝐹3]3,1 = 0,且 [𝐹3]1,𝑗 = [𝐴]1,𝑗 , [𝐹3]𝑗,1 = [𝐴]𝑗,1
(𝑗 ≠ 3). 然后, 我们加 𝐹3 的列 2 的 −[𝐹3]1,4/[𝐹3]1,2 倍于列 4, 且加行 2 的
−[𝐹3]4,1/[𝐹3]2,1 = −[𝐹3]1,4/[𝐹3]1,2 倍于行 4, 得阵 𝐹4. 则 𝐹4 是一个反称阵,
[𝐹4]1,3 = [𝐹4]1,4 = 0, [𝐹4]3,1 = [𝐹4]4,1 = 0, 且 [𝐹4]1,𝑗 = [𝐹3]1,𝑗 , [𝐹4]𝑗,1 =
[𝐹3]𝑗,1 (𝑗 ≠ 4). ⋯⋯然后, 我们加 𝐹𝑛−1 的列 2 的 −[𝐹𝑛−1]1,𝑛/[𝐹𝑛−1]1,2 倍于
列 𝑛, 且加行 2 的 −[𝐹𝑛−1]𝑛,1/[𝐹𝑛−1]2,1 = −[𝐹𝑛−1]1,𝑛/[𝐹𝑛−1]1,2 倍于行 𝑛, 得阵
𝐹𝑛. 则 𝐹𝑛 是一个反称阵, [𝐹𝑛]1,𝑗 = 0, [𝐹𝑛]𝑗,1 = 0 (𝑗 = 3, 4, ⋯), 且 [𝐹𝑛]1,2 =
−[𝐹𝑛]2,1 = [𝐴]1,2 ≠ 0. 然后, 我们加 𝐹𝑛 的列 1 的 −[𝐹𝑛]2,3/[𝐹𝑛]2,1 倍于列 3,
且加行 1 的 −[𝐹𝑛]3,2/[𝐹𝑛]1,2 = −[𝐹𝑛]2,3/[𝐹𝑛]2,1 倍于行 3, 得阵 𝐺3. 则 𝐺3 是
一个反称阵, [𝐺3]2,3 = 0, [𝐺3]3,2 = 0, 且 [𝐺3]2,𝑗 = [𝐹𝑛]2,𝑗 , [𝐺3]𝑗,2 = [𝐹𝑛]𝑗,2
(𝑗 ≠ 3). 然后, 我们加 𝐺3 的列 1 的 −[𝐺3]2,4/[𝐺3]2,1 倍于列 4, 且加行 1 的
−[𝐺3]4,2/[𝐺3]1,2 = −[𝐺3]2,4/[𝐺3]2,1 倍于行 4, 得阵 𝐺4. 则 𝐺4 是一个反称阵,
[𝐺4]2,3 = [𝐺4]2,4 = 0, [𝐺4]3,2 = [𝐺4]4,2 = 0, 且 [𝐺4]2,𝑗 = [𝐹𝑛]2,𝑗 , [𝐺4]𝑗,2 =
[𝐹𝑛]𝑗,2 (𝑗 ≠ 4). ⋯⋯最后, 我们加 𝐺𝑛−1 的列 1 的 −[𝐺𝑛−1]2,𝑛/[𝐺𝑛−1]2,1 倍于
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列 𝑛,且加行 1的 −[𝐺𝑛−1]𝑛,2/[𝐺𝑛−1]1,2 = −[𝐺𝑛−1]2,𝑛/[𝐺𝑛−1]2,1 倍于行 𝑛,得阵
𝐺𝑛. 则 𝐺𝑛 是一个反称阵, [𝐺𝑛]1,𝑗 = 0, [𝐺𝑛]𝑗,1 = 0, [𝐺𝑛]2,𝑗 = 0, [𝐺𝑛]𝑗,2 = 0,
(𝑗 = 3, 4, ⋯).取 𝐶 为 𝐺𝑛即可.
若 [𝐴]1,2 = −[𝐴]2,1 = 0,但有某个 [𝐴]ℓ,𝑗 ≠ 0 (ℓ = 1或 2,且 𝑗 > 2),我

们可加 𝐴的列 𝑗 于列 3 − ℓ,且加行 𝑗 于行 3 − ℓ (注意到,当 ℓ = 1或 2时,
3 − ℓ = 2或 1,分别地),得阵 𝐷.则 [𝐷]ℓ,3−ℓ ≠ 0,这就变问题为前面讨论过
的情形.
综上, 作若干次列的倍加, 与对应的行的倍加, 我们可变 𝐴 为一个反称

阵 𝐶 ,其中 [𝐶]1,𝑗 = [𝐶]2,𝑗 = 0, [𝐶]𝑗,1 = [𝐶]𝑗,2 = 0,对任何高于 2,且不超过 𝑛
的正整数 𝑗.
考虑 𝐶 的右下角的 𝑛 − 2 级子阵 𝐶(1, 2|1, 2). 不难看出, 它是一个

𝑛 − 2 级反称阵. 由假定, 作若干次列的倍加, 与对应的行的倍加, 我们可变
𝐶(1, 2|1, 2)为一个反称阵𝐻 ,其中𝐻形如式 (C.8) (若 𝑛−2是偶数)或式 (C.9)
(若 𝑛 − 2是奇数).
注意到,既然当 2 < 𝑗时, [𝐶]1,𝑗 = [𝐶]2,𝑗 = 0, [𝐶]𝑗,1 = [𝐶]𝑗,2 = 0,那么,无

论如何对 𝐶 的不是列 1或列 2的列作倍加,也无论如何对 𝐶 的不是行 1或
行 2的行作倍加,所得的阵的 (1, 𝑗)-元, (2, 𝑗)-元, (𝑗, 1)-元, (𝑗, 2)-元是 0.所以,
作若干次列的倍加,与对应的行的倍加后,我们可变 𝐶 为一个 𝑛级反称阵 𝐵,
使

[𝐵]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐻]𝑖−2,𝑗−2, 𝑖 > 2,且 𝑗 > 2;
[𝐴]1,2, 𝑖 = 1,且 𝑗 = 2;
[𝐴]2,1, 𝑖 = 2,且 𝑗 = 1;
0, 其他.

于是, 𝐵是形如式 (C.8) (若 𝑛是偶数)或式 (C.9) (若 𝑛是奇数)的反称阵.
所以, 𝑃 (𝑛) 是正确的. 则 𝑄(𝑛) 是正确的. 由数学归纳法原理, 待证命题

成立. 证毕.

由倍加与阵的积的关系,我们有:

定理 C.94 设 𝐴是 𝑛级反称阵.则存在若干个形如 𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠) (𝑠是一
个数; 𝑝, 𝑞 是不超过 𝑛 的正整数, 𝑝 ≠ 𝑞) 的阵 𝐸1, 𝐸2, ⋯, 𝐸𝑤, 使 𝑉 T𝐴𝑉 是
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形如式 (C.8) (若 𝑛 是偶数) 或式 (C.9) (若 𝑛 是奇数) 的反称阵, 其中 𝑉 =
𝐸1𝐸2 ⋯ 𝐸𝑤.

证 由上个定理,存在若干个形如 𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠) (𝑠是一个数; 𝑝, 𝑞 是不超
过 𝑛的正整数, 𝑝 ≠ 𝑞)的阵 𝐸1, 𝐸2, ⋯, 𝐸𝑤,使

𝐸T
𝑤(𝐸T

𝑤−1 ⋯ (𝐸T
2 (𝐸T

1 𝐴𝐸1)𝐸2) ⋯ 𝐸𝑤−1)𝐸𝑤

是形如式 (C.8) (若 𝑛是偶数)或式 (C.9) (若 𝑛是奇数)的反称阵.由结合律,
上式相当于

(𝐸T
𝑤𝐸T

𝑤−1 ⋯ 𝐸T
2 𝐸T

1 )𝐴(𝐸1𝐸2 ⋯ 𝐸𝑤−1𝐸𝑤).

记 𝑉 = 𝐸1𝐸2 ⋯ 𝐸𝑤−1𝐸𝑤.由转置的性质, 𝑉 T = 𝐸T
𝑤𝐸T

𝑤−1 ⋯ 𝐸T
2 𝐸T

1 .故上式相
当于 𝑉 T𝐴𝑉 . 证毕.

我们计算如式 (C.8)所示的反称阵的行列式.记

𝐵𝑚 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑏1 0 0 ⋯ 0 0
−𝑏1 0 0 0 ⋯ 0 0

0 0 0 𝑏2 ⋯ 0 0
0 0 −𝑏2 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 0 𝑏𝑚
0 0 0 0 ⋯ −𝑏𝑚 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

按列 2𝑚展开,有

det (𝐵𝑚) = (−1)2𝑚−1+2𝑚[𝐵𝑚]2𝑚−1,2𝑚 det (𝐵𝑚(2𝑚 − 1|2𝑚))

= −𝑏𝑚 det
[

𝐵𝑚−1 0
0 −𝑏𝑚]

.

再按行 2𝑚 − 1展开 det (𝐵𝑚(2𝑚 − 1|2𝑚)),有

det (𝐵𝑚(2𝑚 − 1|2𝑚)) = (−1)2𝑚−1+2𝑚−1(−𝑏𝑚) det (𝐵𝑚−1)
= −𝑏𝑚 det (𝐵𝑚−1).
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则 det (𝐵𝑚) = det (𝐵𝑚−1) 𝑏2
𝑚,当 𝑚 > 1.不难算出 det (𝐵1) = 𝑏2

1.则

det (𝐵𝑚) = 𝑏2
1𝑏2

2 ⋯ 𝑏2
𝑚 = (𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑚)2.

还有一件事值得提.注意到,倍加不改变行列式.由此,我们立得,奇数级
反称阵的行列式为 0:毕竟,利用倍加,我们可变一个奇数级反称阵为一个至
少有一列的元全为 0的阵.



324 附录 C 后日谈

C.33 Pfaffian
我们说,行列式是方阵的一个重要的属性.反称阵是方阵,故行列式也是

反称阵的一个重要的属性.本节,我们学习反称阵的另一个属性.它也是重要
的,且与行列式有关.

定义 C.95 (pfaffian) 设 𝐴是 𝑛级反称阵.定义 𝐴的 pfaffian为

pf (𝐴) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

0, 𝑛 = 1;
[𝐴]1,2, 𝑛 = 2;

𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)), 𝑛 ⩾ 3.

注意,我们只对反称阵定义 pfaffian.
我们计算不高于 4级的反称阵的 pfaffian.

例 C.96 设 𝐴是 1级反称阵.则 pf (𝐴) = 0.
回想, det (𝐴)也是 0.

例 C.97 设 𝐴是 2级反称阵.则 pf (𝐴) = [𝐴]1,2.
回想, det (𝐴) = [𝐴]2

1,2;于是, det (𝐴) = (pf (𝐴))2.

例 C.98 设 𝐴是 3级反称阵.则

pf (𝐴) = (−1)2[𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2)) + (−1)3[𝐴]1,3 pf (𝐴(1, 3|1, 3))
= [𝐴]1,20 − [𝐴]1,30
= 0.

回想, det (𝐴)也是 0.

例 C.99 设 𝐴是 4级反称阵.则

pf (𝐴) = (−1)2[𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2)) + (−1)3[𝐴]1,3 pf (𝐴(1, 3|1, 3))
+ (−1)4[𝐴]1,4 pf (𝐴(1, 4|1, 4))

= [𝐴]1,2[𝐴]3,4 − [𝐴]1,3[𝐴]2,4 + [𝐴]1,4[𝐴]2,3.
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回想, det (𝐴) = ([𝐴]1,2[𝐴]3,4 −[𝐴]1,3[𝐴]2,4 +[𝐴]1,4[𝐴]2,3)2;于是, det (𝐴) =
(pf (𝐴))2.

看来,对不高于 4级的反称阵 𝐴,我们有 det (𝐴) = (pf (𝐴))2.我们会说明,
这对任何级的反称阵 𝐴都是对的.为此,我们会证明 pfaffian的一些性质,再
利用这些性质解决此事.
最后,我们看一些特别的阵的 pfaffian.

例 C.100 作 2𝑚级反称阵

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑏1 0 0 ⋯ 0 0
−𝑏1 0 0 0 ⋯ 0 0

0 0 0 𝑏2 ⋯ 0 0
0 0 −𝑏2 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 0 𝑏𝑚
0 0 0 0 ⋯ −𝑏𝑚 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

我们计算 pf(𝐵).由 pfaffian的定义,

pf (𝐵) = (−1)2[𝐵]1,2 pf (𝐵(1, 2|1, 2)) = 𝑏1 pf (𝐵(1, 2|1, 2))

(注意到,对任何 𝑗 > 2,有 [𝐵]1,𝑗 = 0).不难看出,

𝐵(1, 2|1, 2) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑏2 ⋯ 0 0
−𝑏2 0 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 0 𝑏𝑚
0 0 ⋯ −𝑏𝑚 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则,类似地,

pf (𝐵(1, 2|1, 2)) = 𝑏2 pf (𝐵(1, 2, 3, 4|1, 2, 3, 4)).

故

pf (𝐵) = 𝑏1𝑏2 pf (𝐵(1, 2, 3, 4|1, 2, 3, 4)).
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⋯⋯最后,我们算出

pf (𝐵) = 𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑚−1 pf (𝐵(1, 2, ⋯ , 2𝑚 − 2|1, 2, ⋯ , 2𝑚 − 2)) = 𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑚−1𝑏𝑚.

回想, det (𝐵) = (𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑚)2;于是, det (𝐵) = (pf (𝐵))2.

例 C.101 设 𝐴是 𝑛级反称阵.设 𝐷是 𝑡级反称阵.作 𝑛 + 𝑡级阵

𝑀 =
[

𝐴 0
0 𝐷]

.

不难验证, 𝑀 也是一个反称阵. 我们用数学归纳法证明, pf (𝑀) =
pf (𝐴) pf (𝐷).
作命题 𝑃 (𝑛):对任何 𝑛级反称阵 𝐴,

pf
[

𝐴 0
0 𝐷]

= pf (𝐴) pf (𝐷).

再作命题 𝑄(𝑛): 𝑃 (𝑛 − 1)与 𝑃 (𝑛)是对的.我们用数学归纳法证明:对任何高
于 1的整数 𝑛, 𝑄(𝑛)是对的.
首先, 𝑃 (1)是对的,因为 𝑛 = 1时,

[
𝐴 0
0 𝐷]

的行 1的元全为 0,故由 pfaffian的定义,此阵的 pfaffian是 0.

然后, 𝑃 (2)是对的.记 𝐽 =
[

𝐴 0
0 𝐷]

,其中 𝐴是 2级反称阵.由 pfaffian的

定义,

pf (𝐽 ) = (−1)2[𝐽 ]1,2 pf (𝐽 (1, 2|1, 2)) = [𝐴]1,2 pf (𝐷) = pf (𝐴) pf (𝐷).

由此可见, 𝑄(2)是对的.
我们设 𝑄(𝑛 − 1)是对的 (𝑛 ⩾ 3).则 𝑃 (𝑛 − 2)与 𝑃 (𝑛 − 1)是对的.我们要

由此证明 𝑄(𝑛)是对的,即 𝑃 (𝑛 − 1)与 𝑃 (𝑛)是对的. 𝑃 (𝑛 − 1)当然是对的,由
假定.所以,我们由假定 “𝑃 (𝑛 − 2)与 𝑃 (𝑛 − 1)是对的”证 𝑃 (𝑛)是对的,即得
𝑄(𝑛)是对的.
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任取一个 𝑛级反称阵 𝐴.记𝑀 =
[

𝐴 0
0 𝐷]

.则

pf (𝑀)
= ∑

2⩽𝑗⩽𝑛+𝑡
(−1)𝑗[𝑀]1,𝑗 pf (𝑀(1, 𝑗|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗[𝑀]1,𝑗 pf (𝑀(1, 𝑗|1, 𝑗)) + ∑
𝑛+1⩽𝑗⩽𝑛+𝑡

(−1)𝑗[𝑀]1,𝑗 pf (𝑀(1, 𝑗|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝑀(1, 𝑗|1, 𝑗)) + ∑
𝑛+1⩽𝑗⩽𝑛+𝑡

(−1)𝑗0 pf (𝑀(1, 𝑗|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝑀(1, 𝑗|1, 𝑗)).

注意到, 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛时,

𝑀(1, 𝑗|1, 𝑗) =
[

𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗) 0
0 𝐷]

.

由假定, pf (𝑀(1, 𝑗|1, 𝑗)) = pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)) pf (𝐷).从而

pf (𝑀) = ∑
2⩽𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝑀(1, 𝑗|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)) pf (𝐷)

=
⎛
⎜
⎜
⎝

∑
2⩽𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗))
⎞
⎟
⎟
⎠

pf (𝐷)

= pf (𝐴) pf (𝐷).

所以, 𝑃 (𝑛) 是正确的. 则 𝑄(𝑛) 是正确的. 由数学归纳法原理, 待证命题
成立.
回想,当 𝐴是 𝑛级阵, 𝐷是 𝑡级阵, 𝐶 是 𝑛 × 𝑡阵时,

det
[

𝐴 𝐶
0 𝐷]

= det (𝐴) det (𝐷).

那么,当 𝐴, 𝐷是反称阵,且 𝐶 = 0时, det (𝑀)当然也是 det (𝐴) det (𝐷).不过,
用现有的知识,我们还不知道这个𝑀 的行列式与 pfaffian的关系.
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在看最后一个例前,我们先计算一类阵的行列式.设 𝐴, 𝐷分别是 𝑛即阵
与 𝑡级阵.设 𝐶 是 𝑛 × 𝑡阵.作 𝑛 + 𝑡级阵

𝑃 =
[

𝐶 𝐴
𝐷 0]

.

我们计算 det (𝑃 ).为此,我们可用反称性.具体地,我们交换 𝑃 的列 𝑡 + 1与
列 𝑡,得阵 𝑃𝑡.则 det (𝑃𝑡) = (−1) det (𝑃 ).再交换 𝑃𝑡的列 𝑡与列 𝑡 − 1,得阵 𝑃𝑡−1.
则 det (𝑃𝑡−1) = (−1) det (𝑃𝑡) = (−1)2 det (𝑃 ).⋯⋯再交换 𝑃2 的列 2与列 1,得
阵 𝑃1.则 det (𝑃1) = (−1) det (𝑃2) = (−1)𝑡 det (𝑃 ).注意到,我们作了 𝑡次相邻
的列的交换,使 𝑃 的列 𝑡 + 1到列 1的位置,且其他的列的相对位置不变.类
似地,我们再分别对 𝑃1的列 𝑡 + 2, ⋯, 𝑡 + 𝑛也相邻地向左移 𝑡次,即可使 𝑃 的
列 𝑡 + 1, ⋯, 𝑡 + 𝑛分别到列 1, ⋯, 𝑛的位置,变 𝑃 为

𝑀 =
[

𝐴 𝐶
0 𝐷]

.

我们一共作了 𝑡 + (𝑛 − 1)𝑡 = 𝑛𝑡次列的交换.故

det
[

𝐶 𝐴
𝐷 0]

= (−1)𝑛𝑡 det
[

𝐴 𝐶
0 𝐷]

= (−1)𝑛𝑡 det (𝐴) det (𝐷).

特别地,若我们取 𝐷 = −𝐴T,且 𝐶 = 0,则

det
[

0 𝐴
−𝐴T 0]

= (−1)𝑛2 det (−𝐴T) det (𝐴)

= (−1)𝑛2(−1)𝑛 det (𝐴T) det (𝐴)
= (−1)𝑛(𝑛+1)(det (𝐴))2

= (det (𝐴))2.

(注意到, 𝑛(𝑛 + 1)是一个偶数.)

例 C.102 设 𝐴是一个 𝑚级阵.为方便,我们记

𝑆(𝐴) =
[

0 𝐴
−𝐴T 0]

.
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不难看出, 𝑆(𝐴) 是一个 2𝑚 级反称阵. 我们用数学归纳法证明, pf (𝐴) =
(−1)𝑚(𝑚−1)/2 det (𝐴).这也说明, pfaffian跟行列式有一些关系.
作命题 𝑃 (𝑚):对任何 𝑚级阵 𝐴, pf (𝐴) = (−1)𝑚(𝑚−1)/2 det (𝐴).我们用数

学归纳法证明:对任何正整数 𝑚, 𝑃 (𝑚)是对的.

𝑃 (1) 是对的. 设 𝐴 = [𝑎]. 则 𝑆(𝐴) =
[

0 𝑎
−𝑎 0]

. 由定义, det (𝐴) = 𝑎, 且

pf (𝑆(𝐴)) = 𝑎 = (−1)1(1−1)/2 det (𝐴).
我们设 𝑃 (𝑚 − 1)是对的.我们要由此证明 𝑃 (𝑚)是对的.
任取 𝑚级阵 𝐴.则

pf (𝑆(𝐴)) =
2𝑚

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝑆(𝐴)]1,𝑗 pf ((𝑆(𝐴))(1, 𝑗|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑗⩽𝑚

(−1)𝑗[𝑆(𝐴)]1,𝑗 pf ((𝑆(𝐴))(1, 𝑗|1, 𝑗))

+ ∑
𝑚+1⩽𝑗⩽2𝑚

(−1)𝑗[𝑆(𝐴)]1,𝑗 pf ((𝑆(𝐴))(1, 𝑗|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑗⩽𝑚

(−1)𝑗0 pf ((𝑆(𝐴))(1, 𝑗|1, 𝑗))

+ ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

(−1)𝑚+𝑘[𝑆(𝐴)]1,𝑚+𝑘 pf ((𝑆(𝐴))(1, 𝑚 + 𝑘|1, 𝑚 + 𝑘))

= ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

(−1)𝑚+𝑘[𝐴]1,𝑘 pf (𝑆(𝐴(1|𝑘)))

= ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

(−1)𝑚−1(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘 pf (𝑆(𝐴(1|𝑘)))

= ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘(−1)𝑚−1 pf (𝑆(𝐴(1|𝑘))).

注意到, 𝐴(1|𝑘)是 𝑚 − 1级阵.由假定,

pf (𝑆(𝐴(1|𝑘))) = (−1)(𝑚−1)(𝑚−2)/2 det (𝐴(1|𝑘)).

则

pf (𝑆(𝐴)) = ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘(−1)𝑚−1 pf (𝑆(𝐴(1|𝑘)))
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= ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘(−1)𝑚−1(−1)(𝑚−1)(𝑚−2)/2 det (𝐴(1|𝑘))

= ∑
1⩽𝑘⩽𝑚

(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘(−1)𝑚(𝑚−1)/2 det (𝐴(1|𝑘))

= (−1)𝑚(𝑚−1)/2
∑

1⩽𝑘⩽𝑚
(−1)1+𝑘[𝐴]1,𝑘 det (𝐴(1|𝑘))

= (−1)𝑚(𝑚−1)/2 det (𝐴).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立.
最后,不难看出, det (𝑆(𝐴)) = (det (𝐴))2 = (pf (𝑆(𝐴)))2.

我们作一个小结.

定理 C.103 (1)设 𝐴, 𝐷是 𝑛级与 𝑡级反称阵.则

pf
[

𝐴 0
0 𝐷]

= pf (𝐴) pf (𝐷).

(2)设 𝐴是 𝑚级阵.则

pf
[

0 𝐴
−𝐴T 0]

= (−1)𝑚(𝑚−1)/2 det (𝐴).

特别地,取 𝐴 = 𝐼𝑚,即知 𝐾𝑚 =
[

0 𝐼𝑚
−𝐼𝑚 0 ]

的 pfaffian是 (−1)𝑚(𝑚−1)/2.

(3)

pf

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑏1 0 0 ⋯ 0 0
−𝑏1 0 0 0 ⋯ 0 0

0 0 0 𝑏2 ⋯ 0 0
0 0 −𝑏2 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 0 𝑏𝑚
0 0 0 0 ⋯ −𝑏𝑚 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑚.
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C.34 Pfaffian的性质
本节,我们讨论 pfaffian的一些性质.
回想, 1级反称阵与 3级反称阵的 pfaffian为 0.一般地,

定理 C.104 奇数级反称阵的 pfaffian为 0.

证 作命题 𝑃 (𝑘):对任何 2𝑘 − 1级反称阵 𝐴,必 pf (𝐴) = 0.我们用数学
归纳法证明:对任何正整数 𝑘, 𝑃 (𝑘)是对的.

𝑃 (1)不证自明.
我们设 𝑃 (𝑘 − 1)是对的.我们要由此证明 𝑃 (𝑘)是对的.
任取 2𝑘 − 1级反称阵 𝐴.则

pf (𝐴) =
2𝑘−1

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗))

=
2𝑘−1

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 0

= 0.

所以, 𝑃 (𝑘)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

定理 C.105 设 𝑚是整数.设 𝐴是 2𝑚级反称阵.设 𝑥是数.则 pf (𝑥𝐴) =
𝑥𝑚 pf (𝐴).特别地, 𝐴T = (−1)𝐴的 pfaffian是 (−1)𝑚 pf (𝐴).

证 作命题 𝑃 (𝑚):对任何 2𝑚级反称阵 𝐴,必 pf (𝑥𝐴) = 𝑥𝑚 pf (𝐴).我们
用数学归纳法证明:对任何正整数 𝑚, 𝑃 (𝑚)是对的.

𝑃 (1)是对的:

pf
[

0 𝑥𝑎
−𝑥𝑎 0 ]

= 𝑥𝑎 = 𝑥1 pf
[

0 𝑎
−𝑎 0]

.

我们设 𝑃 (𝑚 − 1)是对的.我们要由此证明 𝑃 (𝑚)是对的.
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任取 2𝑚级反称阵 𝐴.则

pf (𝑥𝐴) =
2𝑚

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝑥𝐴]1,𝑗 pf ((𝑥𝐴)(1, 𝑗|1, 𝑗))

=
2𝑚

∑
𝑗=2

(−1)𝑗𝑥 [𝐴]1,𝑗 pf (𝑥 𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗))

=
2𝑚

∑
𝑗=2

(−1)𝑗𝑥 [𝐴]1,𝑗𝑥𝑚−1 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗))

= 𝑥 𝑥𝑚−1
2𝑚

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗))

= 𝑥𝑚 pf (𝐴).

所以, 𝑃 (𝑚)是正确的.由数学归纳法原理,待证命题成立. 证毕.

定理 C.106 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 是三个 𝑛级反称阵.设 𝑞 是不超过 𝑛的正整数.
设 𝑠, 𝑡是数.设 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐶]𝑖,𝑗 ,对任何不等于 𝑞,且不超过 𝑛的正整数
𝑖, 𝑗;设 [𝐶]𝑖,𝑗 = 𝑠[𝐴]𝑖,𝑗 + 𝑡[𝐵]𝑖,𝑗 ,若 𝑖 = 𝑞或 𝑗 = 𝑞.则

pf (𝐶) = 𝑠 pf (𝐴) + 𝑡 pf (𝐵).

此性质或许跟行列式的多线性是像的,但不完全一样.

证 作命题 𝑃 (𝑛):

对任何数 𝑠, 𝑡,对任何不超过 𝑛的正整数 𝑞,对任何适合如下条件的三个
𝑛级反称阵 𝐴, 𝐵, 𝐶 ,必有 pf (𝐶) = 𝑠 pf (𝐴) + 𝑡 pf (𝐵):

(1) [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐶]𝑖,𝑗 ,对任何不等于 𝑞,且不超过 𝑛的正整数 𝑖, 𝑗;
(2) [𝐶]𝑖,𝑗 = 𝑠[𝐴]𝑖,𝑗 + 𝑡[𝐵]𝑖,𝑗 ,若 𝑖 = 𝑞或 𝑗 = 𝑞.

再作命题 𝑄(𝑛): 𝑃 (𝑛 − 1)与 𝑃 (𝑛)是对的.我们用数学归纳法证明:对任何高
于 1的整数 𝑛, 𝑄(𝑛)是对的.

𝑃 (1)不证自明.
𝑃 (2)是简单的.无论 𝑞 = 1或 𝑞 = 2,我们有 [𝐶]1,2 = 𝑠[𝐴]1,2 + 𝑡[𝐵]1,2.则

pf (𝐶) = 𝑠 pf (𝐴) + 𝑡 pf (𝐵).
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综上, 𝑄(2)是对的.
我们设 𝑄(𝑛 − 1)是对的 (𝑛 ⩾ 3).则 𝑃 (𝑛 − 2)与 𝑃 (𝑛 − 1)是对的.我们要

由此证明 𝑄(𝑛)是对的,即 𝑃 (𝑛 − 1)与 𝑃 (𝑛)是对的. 𝑃 (𝑛 − 1)当然是对的,由
假定.所以,我们由假定 “𝑃 (𝑛 − 2)与 𝑃 (𝑛 − 1)是对的”证 𝑃 (𝑛)是对的,即得
𝑄(𝑛)是对的.
设 𝐴, 𝐵, 𝐶 是三个 𝑛 级反称阵. 设 𝑞 是不超过 𝑛 的正整数. 设 𝑠, 𝑡 是

数.设 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐶]𝑖,𝑗 ,对任何不等于 𝑞,且不超过 𝑛的正整数 𝑖, 𝑗;设
[𝐶]𝑖,𝑗 = 𝑠[𝐴]𝑖,𝑗 + 𝑡[𝐵]𝑖,𝑗 ,若 𝑖 = 𝑞或 𝑗 = 𝑞.
若 𝑞 = 1, 则 [𝐶]1,𝑗 = 𝑠[𝐴]1,𝑗 + 𝑡[𝐵]1,𝑗 , 且 𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗) = 𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗) =

𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗),对 𝑗 > 1.则

pf (𝐶)

=
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐶]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗))

=
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗(𝑠[𝐴]1,𝑗 + 𝑡[𝐵]1,𝑗) pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗))

= 𝑠
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗)) + 𝑡
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐵]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗))

= 𝑠
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)) + 𝑡
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐵]1,𝑗 pf (𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗))

= 𝑠 pf (𝐴) + 𝑡 pf (𝐵).

设 𝑞 ≠ 1.那么,当 𝑗 ≠ 𝑞 时, [𝐴]1,𝑗 = [𝐵]1,𝑗 = [𝐶]1,𝑗 ,且 𝑛 − 2级反称阵
𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗), 𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗), 𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗)适合:

(1′) [𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)]𝑢,𝑣 = [𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗)]𝑢,𝑣 = [𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗)]𝑢,𝑣, 对任何不等于
𝑞′ = 𝑞 − 𝜌(𝑞, 1) − 𝜌(𝑞, 𝑗) = 𝑞 − 1 − 𝜌(𝑞, 𝑗),且不超过 𝑛 − 2的正整数 𝑢, 𝑣;

(2′) [𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗)]𝑢,𝑣 = 𝑠[𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)]𝑢,𝑣 + 𝑡[𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗)]𝑢,𝑣, 若 𝑢 = 𝑞′ 或
𝑣 = 𝑞′.
于是,由假定,当 𝑗 ≠ 𝑞时,

pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗)) = 𝑠 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)) + 𝑡 pf (𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗)).
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另一方面, 当 𝑗 = 𝑞 时, [𝐶]1,𝑗 = 𝑠[𝐴]1,𝑗 + 𝑡[𝐵]1,𝑗 , 且 𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗) =
𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗) = 𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗).

综上,我们有

pf (𝐶)

=
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐶]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗))

= (−1)𝑞[𝐶]1,𝑞 pf (𝐶(1, 𝑞|1, 𝑞)) + ∑
2⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠𝑞

(−1)𝑗[𝐶]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗))

= (−1)𝑞(𝑠[𝐴]1,𝑗 + 𝑡[𝐵]1,𝑗) pf (𝐶(1, 𝑞|1, 𝑞))
+ ∑

2⩽𝑗⩽𝑛
𝑗≠𝑞

(−1)𝑗[𝐶]1,𝑗(𝑠 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)) + 𝑡 pf (𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗)))

= 𝑠(−1)𝑞[𝐴]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑞|1, 𝑞)) + 𝑡(−1)𝑞[𝐵]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑞|1, 𝑞))
+ 𝑠 ∑

2⩽𝑗⩽𝑛
𝑗≠𝑞

(−1)𝑗[𝐶]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)) + 𝑡 ∑
2⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠𝑞

(−1)𝑗[𝐶]1,𝑗 pf (𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗))

= 𝑠(−1)𝑞[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑞|1, 𝑞)) + 𝑡(−1)𝑞[𝐵]1,𝑗 pf (𝐵(1, 𝑞|1, 𝑞))
+ 𝑠 ∑

2⩽𝑗⩽𝑛
𝑗≠𝑞

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)) + 𝑡 ∑
2⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠𝑞

(−1)𝑗[𝐵]1,𝑗 pf (𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗))

= 𝑠
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)) + 𝑡
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐵]1,𝑗 pf (𝐵(1, 𝑗|1, 𝑗))

= 𝑠 pf (𝐴) + 𝑡 pf (𝐵).

所以, 𝑃 (𝑛) 是正确的. 则 𝑄(𝑛) 是正确的. 由数学归纳法原理, 待证命题
成立. 证毕.

特别地,若我们取 𝐴 = 𝐵,且 𝑡 = 0,我们有

定理 C.107 设 𝐴, 𝐶 是二个 𝑛 级反称阵. 设 𝑞 是不超过 𝑛 的正整数.
设 𝑠 是数. 设 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐶]𝑖,𝑗 , 对任何不等于 𝑞, 且不超过 𝑛 的正整数 𝑖, 𝑗; 设
[𝐶]𝑖,𝑗 = 𝑠[𝐴]𝑖,𝑗 ,若 𝑖 = 𝑞或 𝑗 = 𝑞.则 pf (𝐶) = 𝑠 pf (𝐴).



C.34 Pfaffian的性质 335

定理 C.108 设 𝐴是 𝑛级反称阵.设 𝑝, 𝑞是不超过 𝑛的正整数,且 𝑝 ≠ 𝑞.
设交换 𝐴的列 𝑝, 𝑞,不改变其他的列,得阵 𝐵.设交换 𝐵 的行 𝑝, 𝑞,不改变其
他的行,得阵 𝐶 .则 𝐶 是反称阵,且 pf (𝐶) = − pf (𝐴).

证 我们先说明 𝐶 是反称阵.不难写出

[𝐵]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑞, 𝑗 = 𝑝;
[𝐴]𝑖,𝑝, 𝑗 = 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑗 , 其他.

也不难写出

[𝐶]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

[𝐵]𝑞,𝑗 , 𝑖 = 𝑝;
[𝐵]𝑝,𝑗 , 𝑖 = 𝑞;
[𝐵]𝑖,𝑗 , 其他.

当 𝑖 ≠ 𝑝, 𝑖 ≠ 𝑞, 𝑗 ≠ 𝑝, 𝑗 ≠ 𝑞时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑖,𝑗 ;

当 𝑖 = 𝑝, 𝑗 ≠ 𝑝, 𝑗 ≠ 𝑞时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑞,𝑗 = [𝐴]𝑞,𝑗 ;

当 𝑖 = 𝑞, 𝑗 ≠ 𝑝, 𝑗 ≠ 𝑞时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑝,𝑗 = [𝐴]𝑝,𝑗 ;

当 𝑗 = 𝑝, 𝑖 ≠ 𝑝, 𝑖 ≠ 𝑞时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑝 = [𝐴]𝑖,𝑞;

当 𝑗 = 𝑞, 𝑖 ≠ 𝑝, 𝑖 ≠ 𝑞时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑖,𝑞 = [𝐴]𝑖,𝑝;

当 𝑖 = 𝑝, 𝑗 = 𝑝时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑞,𝑝 = [𝐴]𝑞,𝑞;
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当 𝑖 = 𝑝, 𝑗 = 𝑞时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑞,𝑞 = [𝐴]𝑞,𝑝;

当 𝑖 = 𝑞, 𝑗 = 𝑝时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑝,𝑝 = [𝐴]𝑝,𝑞;

当 𝑖 = 𝑞, 𝑗 = 𝑞时,

[𝐶]𝑖,𝑗 = [𝐵]𝑝,𝑞 = [𝐴]𝑝,𝑝.

由此,不难验证, 𝐶 是反称阵.
我们再说明 pf (𝐶) = − pf (𝐴).以下,我们无妨设 𝑝 < 𝑞.
作命题 𝑃 (𝑛):对任何 𝑛级反称阵 𝐴,对任何 1 ⩽ 𝑝 < 𝑞 ⩽ 𝑛,记 𝐵 是交换

𝐴的列 𝑝, 𝑞,且不改变其他的列得到的阵,记 𝐶 是交换 𝐵的行 𝑝, 𝑞,且不改变
其他的行得到的阵,则 pf (𝐶) = − pf (𝐴).
再作命题 𝑄(𝑛): 𝑃 (𝑛 − 1)与 𝑃 (𝑛)是对的.我们用数学归纳法证明:对任

何高于 1的整数 𝑛, 𝑄(𝑛)是对的.
𝑃 (1) 不证自明. 既然没有二列或二行可交换, 我们认为, 它是平凡地

对的.
𝑃 (2)是简单的.既然 𝑛 = 2,且 1 ⩽ 𝑝 < 𝑞 ⩽ 𝑛,则 𝑝 = 1, 𝑞 = 2.不难写出,

若 𝐴 =
[

0 𝑎
−𝑎 0]

,则交换列 1, 2与行 1, 2后,我们有 𝐶 =
[

0 −𝑎
𝑎 0 ]

.则

pf (𝐶) = −𝑎 = − pf (𝐴).

综上, 𝑄(2)是对的.
我们设 𝑄(𝑛 − 1)是对的 (𝑛 ⩾ 3).则 𝑃 (𝑛 − 2)与 𝑃 (𝑛 − 1)是对的.我们要

由此证明 𝑄(𝑛)是对的,即 𝑃 (𝑛 − 1)与 𝑃 (𝑛)是对的. 𝑃 (𝑛 − 1)当然是对的,由
假定.所以,我们由假定 “𝑃 (𝑛 − 2)与 𝑃 (𝑛 − 1)是对的”证 𝑃 (𝑛)是对的,即得
𝑄(𝑛)是对的.
设 𝐴是 𝑛级反称阵.设 1 ⩽ 𝑝 < 𝑞 ⩽ 𝑛.设交换 𝐴的列 𝑝, 𝑞,不改变其他的

列,得阵 𝐵.设交换 𝐵的行 𝑝, 𝑞,不改变其他的行,得阵 𝐶 .我们分类讨论.
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(1) 𝑝 = 1, 𝑞 = 2.当 𝑑1 > 2, 𝑑2 > 2,且 𝑑2 ≠ 𝑑1时, [𝐴]2,𝑑2 是 𝐴(1, 𝑑1|1, 𝑑1)
的 (1, 𝑑2 − 1 − 𝜌(𝑑2, 𝑑1))元.则

pf (𝐴)
= ∑

2⩽𝑑1⩽𝑛
(−1)𝑑1[𝐴]1,𝑑1 pf (𝐴(1, 𝑑1|1, 𝑑1))

= (−1)2[𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2)) + ∑
3⩽𝑑1⩽𝑛

(−1)𝑑1[𝐴]1,𝑑1 pf (𝐴(1, 𝑑1|1, 𝑑1))

= [𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2))
+ ∑

3⩽𝑑1⩽𝑛
(−1)𝑑1[𝐴]1,𝑑1 ∑

3⩽𝑑2⩽𝑛
𝑑2≠𝑑1

(−1)𝑑2−1−𝜌(𝑑2,𝑑1)

⋅ [𝐴]2,𝑑2 pf (𝐴(1, 2, 𝑑1, 𝑑2|1, 2, 𝑑1, 𝑑2))
= [𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2))

+ ∑
3⩽𝑑1⩽𝑛

∑
3⩽𝑑2⩽𝑛
𝑑2≠𝑑1

(−1)𝑑1[𝐴]1,𝑑1(−1)𝑑2−1−𝜌(𝑑2,𝑑1)

⋅ [𝐴]2,𝑑2 pf (𝐴(1, 2, 𝑑1, 𝑑2|1, 2, 𝑑1, 𝑑2))
= [𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2))

+ ∑
3⩽𝑑1,𝑑2⩽𝑛

𝑑2≠𝑑1

(−1)𝑑1+𝑑2−1−𝜌(𝑑2,𝑑1)[𝐴]1,𝑑1[𝐴]2,𝑑2 pf (𝐴(1, 2, 𝑑1, 𝑑2|1, 2, 𝑑1, 𝑑2))

= [𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2))
+ ∑

3⩽𝑑1<𝑑2⩽𝑛
(−1)𝑑1+𝑑2−1−𝜌(𝑑2,𝑑1)[𝐴]1,𝑑1[𝐴]2,𝑑2 pf (𝐴(1, 2, 𝑑1, 𝑑2|1, 2, 𝑑1, 𝑑2))

+ ∑
3⩽𝑑2<𝑑1⩽𝑛

(−1)𝑑1+𝑑2−1−𝜌(𝑑2,𝑑1)[𝐴]1,𝑑1[𝐴]2,𝑑2 pf (𝐴(1, 2, 𝑑1, 𝑑2|1, 2, 𝑑1, 𝑑2))

= [𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2))
+ ∑

3⩽𝑗<𝑘⩽𝑛
(−1)𝑗+𝑘−1−1[𝐴]1,𝑗[𝐴]2,𝑘 pf (𝐴(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘))

+ ∑
3⩽𝑗<𝑘⩽𝑛

(−1)𝑘+𝑗−1[𝐴]1,𝑘[𝐴]2,𝑗 pf (𝐴(1, 2, 𝑘, 𝑗|1, 2, 𝑘, 𝑗))

= [𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2))
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+ ∑
3⩽𝑗<𝑘⩽𝑛

(−1)𝑗+𝑘[𝐴]1,𝑗[𝐴]2,𝑘 pf (𝐴(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘))

+ ∑
3⩽𝑗<𝑘⩽𝑛

(−1)𝑗+𝑘(−1)[𝐴]1,𝑘[𝐴]2,𝑗 pf (𝐴(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘))

= [𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2))
+ ∑

3⩽𝑗<𝑘⩽𝑛
(−1)𝑗+𝑘 ([𝐴]1,𝑗[𝐴]2,𝑘 − [𝐴]1,𝑘[𝐴]2,𝑗) pf (𝐴(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘))

= [𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2))

+ ∑
3⩽𝑗<𝑘⩽𝑛

(−1)𝑗+𝑘 det
[

[𝐴]1,𝑗 [𝐴]1,𝑘
[𝐴]2,𝑗 [𝐴]2,𝑘]

pf (𝐴(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘)).

类似地,

pf (𝐶) = [𝐶]1,2 pf (𝐶(1, 2|1, 2))

+ ∑
3⩽𝑗<𝑘⩽𝑛

(−1)𝑗+𝑘 det
[

[𝐶]1,𝑗 [𝐶]1,𝑘
[𝐶]2,𝑗 [𝐶]2,𝑘]

pf (𝐶(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘)).

注意到, [𝐶]1,2 = −[𝐴]1,2, 且 𝐴(1, 2|1, 2) = 𝐶(1, 2|1, 2); 再注意到, 3 ⩽ 𝑗 <
𝑘 ⩽ 𝑛时, [𝐶]1,𝑗 = [𝐴]2,𝑗 , [𝐶]1,𝑘 = [𝐴]2,𝑘, [𝐶]2,𝑗 = [𝐴]1,𝑗 , [𝐶]2,𝑘 = [𝐴]1,𝑘,且
𝐴(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘) = 𝐶(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘).故

pf (𝐶) = −[𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2))

+ ∑
3⩽𝑗<𝑘⩽𝑛

(−1)𝑗+𝑘 det
[

[𝐴]2,𝑗 [𝐴]2,𝑘
[𝐴]1,𝑗 [𝐴]1,𝑘]

pf (𝐴(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘)).

由此可见, pf (𝐶) = − pf (𝐴).
(2) 2 ⩽ 𝑝 = 𝑞 − 1 ⩽ 𝑛 − 1.则

pf (𝐴)
= ∑

2⩽𝑗⩽𝑛
(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗))

= (−1)𝑝[𝐴]1,𝑝 pf (𝐴(1, 𝑝|1, 𝑝)) + (−1)𝑝+1[𝐴]1,𝑝+1 pf (𝐴(1, 𝑝 + 1|1, 𝑝 + 1))
+ ∑

2⩽𝑗⩽𝑛
𝑗≠𝑝,𝑝+1

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)).
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类似地,

pf (𝐶)
= (−1)𝑝[𝐶]1,𝑝 pf (𝐶(1, 𝑝|1, 𝑝)) + (−1)𝑝+1[𝐶]1,𝑝+1 pf (𝐶(1, 𝑝 + 1|1, 𝑝 + 1))

+ ∑
2⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠𝑝,𝑝+1

(−1)𝑗[𝐶]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗)).

注意到, [𝐶]1,𝑝 = [𝐴]1,𝑝+1, [𝐶]1,𝑝+1 = [𝐴]1,𝑝,且

𝐶(1, 𝑝|1, 𝑝) = 𝐴(1, 𝑝 + 1|1, 𝑝 + 1),
𝐶(1, 𝑝 + 1|1, 𝑝 + 1) = 𝐴(1, 𝑝|1, 𝑝);

再注意到, 𝑗 > 2, 且 𝑗 ≠ 𝑝, 𝑗 ≠ 𝑝 + 1 时, [𝐶]1,𝑗 = [𝐴]1,𝑗 , 且 𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗) 可
被认为是交换 𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗) 的列 𝑝′, 𝑝′ + 1 与行 𝑝′, 𝑝′ + 1 得到的反称阵 (其
中 𝑝′ = 𝑝 − 𝜌(𝑝, 1) − 𝜌(𝑝, 𝑗) = 𝑝 − 1 − 𝜌(𝑝, 𝑗)). 由假定, pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗)) =
(−1) pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)).故

pf (𝐶)
= (−1)𝑝[𝐴]1,𝑝+1 pf (𝐴(1, 𝑝 + 1|1, 𝑝 + 1)) + (−1)𝑝+1[𝐴]1,𝑝 pf (𝐴(1, 𝑝|1, 𝑝))

+ ∑
2⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠𝑝,𝑝+1

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗(−1) pf (𝐴(1, 𝑗|1, 𝑗)).

由此可见, pf (𝐶) = − pf (𝐴).
(3) 其他的情形. 不难看出, 我们已证, 若列 𝑝, 𝑞 (行 𝑝, 𝑞) 是相邻的 (即

𝑝 = 𝑞 − 1;注意,我们已约定 𝑝 < 𝑞),则 pf (𝐶) = − pf (𝐴).那么,其他的情形自
然是当列 𝑝, 𝑞 (行 𝑝, 𝑞)不是相邻的时的情形.
我们交换𝐴的列 𝑝, 𝑝+1与行 𝑝, 𝑝+1,得反称阵𝐶1.则 pf (𝐶1) = − pf (𝐴) =

(−1)1 pf (𝐴). 我们交换 𝐶1 的列 𝑝 + 1, 𝑝 + 2 与行 𝑝 + 1, 𝑝 + 2, 得反称阵 𝐶2.
则 pf (𝐶2) = − pf (𝐶1) = (−1)2 pf (𝐴).⋯⋯我们交换 𝐶𝑞−𝑝−1 的列 𝑞 − 1, 𝑞 与
行 𝑞 − 1, 𝑞,得反称阵 𝐶𝑞−𝑝.则 pf (𝐶𝑞−𝑝) = − pf (𝐶𝑞−𝑝−1) = (−1)𝑞−𝑝 pf (𝐴).
记 𝐺0 = 𝐶𝑞−𝑝.则 pf (𝐺0) = (−1)𝑞−𝑝 pf (𝐴).我们交换 𝐺0的列 𝑞 − 2, 𝑞 − 1

与行 𝑞 − 2, 𝑞 − 1, 得反称阵 𝐺1. 则 pf (𝐺1) = − pf (𝐺0) = (−1)𝑞−𝑝+1 pf (𝐴).
我们交换 𝐺1 的列 𝑞 − 3, 𝑞 − 2与行 𝑞 − 3, 𝑞 − 2,得反称阵 𝐺2.则 pf (𝐺2) =
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− pf (𝐺1) = (−1)𝑞−𝑝+2 pf (𝐴).⋯⋯我们交换 𝐺𝑞−𝑝−2的列 𝑝, 𝑝 + 1与行 𝑝, 𝑝 + 1,
得反称阵 𝐺𝑞−𝑝−1.则 pf (𝐺𝑞−𝑝−1) = − pf (𝐺𝑞−𝑝−2) = (−1)𝑞−𝑝+(𝑞−𝑝−1) pf (𝐴).不
难看出, 𝐶 = 𝐺𝑞−𝑝−1.所以, pf (𝐶) = (−1)2(𝑞−𝑝)−1 pf (𝐴) = − pf (𝐴).
所以, 𝑃 (𝑛) 是正确的. 则 𝑄(𝑛) 是正确的. 由数学归纳法原理, 待证命题

成立. 证毕.

利用此事,我们可写出 pfaffian的定义的变体.

定理 C.109 设 𝐴是 𝑛级反称阵 (𝑛 > 2).设 𝑖是不超过 𝑛的正整数.则

pf (𝐴) = ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠𝑖

(−1)𝑖−1+𝑗+𝜌(𝑖,𝑗) [𝐴]𝑖,𝑗 pf (𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗)).

证 设 𝑖 = 1.则 𝑖 − 1 + 𝑗 + 𝜌(𝑖, 𝑗) = 𝑗,若 𝑗 > 1.所以,这是对的.
设 𝑖 > 1. 交换 𝐴 的列 𝑖 − 1, 𝑖 与行 𝑖 − 1, 𝑖, 得反称阵 𝐶1. 则 pf (𝐶1) =

− pf (𝐴) = (−1)1 pf (𝐴). 交换 𝐶1 的列 𝑖 − 2, 𝑖 − 1 与行 𝑖 − 2, 𝑖 − 1, 得反称
阵 𝐶2.则 pf (𝐶2) = − pf (𝐶1) = (−1)2 pf (𝐴).⋯⋯交换 𝐶𝑖−2 的列 1, 2与行 1,
2,得反称阵 𝐶𝑖−1.则 pf (𝐶𝑖−1) = − pf (𝐶𝑖−2) = (−1)𝑖−1 pf (𝐴).记 𝐶 = 𝐶𝑖−1.则
pf (𝐴) = (−1)𝑖−1 pf (𝐶).我们有如下发现.

(1) 𝐴(𝑖|𝑖) = 𝐶(1|1).
(2) 当 𝑗 < 𝑖 时, [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐶]1,𝑗+1; 当 𝑗 > 𝑖 时, [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐶]1,𝑗 . 于是, 当

2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑖时, [𝐶]1,𝑗 = [𝐴]𝑖,𝑗−1;当 𝑗 > 𝑖时, [𝐶]1,𝑗 = [𝐴]𝑖,𝑗 .
(3)当 𝑗 < 𝑖时, 𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗) = 𝐶(1, 𝑗 + 1|1, 𝑗 + 1);当 𝑗 > 𝑖时, 𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗) =

𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗).于是,当 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑖时, 𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗) = 𝐴(𝑖, 𝑗 − 1|𝑖, 𝑗 − 1);当 𝑗 > 𝑖时,
𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗) = 𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗).
则

pf (𝐶)

=
𝑛

∑
𝑗=2

(−1)𝑗[𝐶]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑗⩽𝑖

(−1)𝑗[𝐶]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗)) + ∑
𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗[𝐶]1,𝑗 pf (𝐶(1, 𝑗|1, 𝑗))

= ∑
2⩽𝑗⩽𝑖

(−1)𝑗[𝐴]𝑖,𝑗−1 pf (𝐴(𝑖, 𝑗 − 1|𝑖, 𝑗 − 1)) + ∑
𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗))
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= ∑
1⩽𝑗<𝑖

(−1)𝑗+1[𝐴]𝑖,𝑗 pf (𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗)) + ∑
𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗[𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗))

= ∑
1⩽𝑗<𝑖

(−1)𝑗+𝜌(𝑖,𝑗) [𝐴]𝑖,𝑗 pf (𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗))

+ ∑
𝑖<𝑗⩽𝑛

(−1)𝑗+𝜌(𝑖,𝑗) [𝐴]1,𝑗 pf (𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗))

= ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠𝑖

(−1)𝑗+𝜌(𝑖,𝑗) [𝐴]𝑖,𝑗 pf (𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗)).

故

pf (𝐴) = (−1)𝑖−1 pf (𝐶)
= (−1)𝑖−1

∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠𝑖

(−1)𝑗+𝜌(𝑖,𝑗) [𝐴]𝑖,𝑗 pf (𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗))

= ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠𝑖

(−1)𝑖−1(−1)𝑗+𝜌(𝑖,𝑗) [𝐴]𝑖,𝑗 pf (𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗))

= ∑
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑗≠𝑖

(−1)𝑖−1+𝑗+𝜌(𝑖,𝑗) [𝐴]𝑖,𝑗 pf (𝐴(𝑖, 𝑗|𝑖, 𝑗)). 证毕.

定理 C.110 设 𝐴是 𝑛级反称阵.设 𝑝, 𝑞是不超过 𝑛的正整数,且 𝑝 ≠ 𝑞.
设 𝐴的列 𝑝, 𝑞相等 (于是,显然, 𝐴的行 𝑝, 𝑞也相等).则 pf (𝐴) = 0.

证 我们先说明:

设 𝐴是 𝑛级反称阵.设 𝑝, 𝑞是不超过 𝑛的正整数,且 𝑝 ≠ 𝑞.设 𝐴的列 𝑝,
𝑞 相等 (于是,显然, 𝐴的行 𝑝, 𝑞 也相等).再设 𝑢, 𝑣是不超过 𝑛的正整数,且
𝑢 ≠ 𝑣.设交换 𝐴的列 𝑢, 𝑣,不改变其他的列,得阵 𝐵.设交换 𝐵的行 𝑢, 𝑣,不改
变其他的行,得反称阵 𝐶 .则 𝐶 仍有二列相同 (当然,也有二行相同).
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首先,我们可具体地写下 𝐶 的元:

[𝐶]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑖,𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑢, 𝑖 ≠ 𝑣, 𝑗 ≠ 𝑢, 𝑗 ≠ 𝑣;
[𝐴]𝑣,𝑗 , 𝑖 = 𝑢, 𝑗 ≠ 𝑢, 𝑗 ≠ 𝑣;
[𝐴]𝑢,𝑗 , 𝑖 = 𝑣, 𝑗 ≠ 𝑢, 𝑗 ≠ 𝑣;
[𝐴]𝑖,𝑣, 𝑗 = 𝑢, 𝑖 ≠ 𝑢, 𝑖 ≠ 𝑣;
[𝐴]𝑖,𝑢, 𝑗 = 𝑣, 𝑖 ≠ 𝑢, 𝑖 ≠ 𝑣;
[𝐴]𝑣,𝑣, 𝑖 = 𝑗 = 𝑢;
[𝐴]𝑢,𝑢, 𝑖 = 𝑗 = 𝑣;
[𝐴]𝑣,𝑢, 𝑖 = 𝑢, 𝑗 = 𝑣;
[𝐴]𝑢,𝑣, 𝑖 = 𝑣, 𝑗 = 𝑢.

然后,我们可分类讨论.无妨设 𝑝 < 𝑞,且 𝑢 < 𝑣.则:
若 𝑝 ≠ 𝑢, 𝑝 ≠ 𝑣,且 𝑞 ≠ 𝑢, 𝑞 ≠ 𝑣,则我们可验证, 𝐶 的列 𝑝, 𝑞相等;
若 𝑝 = 𝑢,且 𝑞 = 𝑣,则我们可验证, 𝐶 的列 𝑝, 𝑞相等;
若 𝑝 = 𝑢, 𝑞 ≠ 𝑣,则我们可验证, 𝐶 的列 𝑞, 𝑣相等;
若 𝑝 = 𝑣,则我们可验证, 𝐶 的列 𝑢, 𝑞相等;
若 𝑞 = 𝑢,则我们可验证, 𝐶 的列 𝑝, 𝑣相等;
若 𝑞 = 𝑣,且 𝑝 ≠ 𝑢,则我们可验证, 𝐶 的列 𝑢, 𝑝相等.

好的.现在,我们证原命题.
无妨设 𝑝 < 𝑞.
先设 𝑝 = 1, 𝑞 = 2.则

pf (𝐴) = [𝐴]1,2 pf (𝐴(1, 2|1, 2))

+ ∑
3⩽𝑗<𝑘⩽𝑛

(−1)𝑗+𝑘 det
[

[𝐴]1,𝑗 [𝐴]1,𝑘
[𝐴]2,𝑗 [𝐴]2,𝑘]

pf (𝐴(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘)).

因为 𝐴的列 1, 2相等,故 𝐴的行 1, 2也相等 (注意, 𝐴是反称阵),且 [𝐴]1,2 =
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[𝐴]1,1 = 0.则

pf (𝐴) = 0 pf (𝐴(1, 2|1, 2))
+ ∑

3⩽𝑗<𝑘⩽𝑛
(−1)𝑗+𝑘 0 pf (𝐴(1, 2, 𝑗, 𝑘|1, 2, 𝑗, 𝑘))

= 0.

设 𝑝 = 1,但 𝑞 > 2.交换 𝐴的列 2, 𝑞,不改变其他的列,得阵 𝐵1.交换 𝐵1
的行 2, 𝑞,不改变其他的行,得反称阵 𝐶1.则 𝐶1的列 1, 2相等,故 pf (𝐶1) = 0.
另一方面, pf (𝐶1) = − pf (𝐴),故 pf (𝐴) = 0.
设 𝑝 = 2.交换 𝐴的列 1, 𝑞,不改变其他的列,得阵 𝐵2.交换 𝐵2的行 1, 𝑞,

不改变其他的行,得反称阵 𝐶2.则 𝐶2 的列 1, 2相等,故 pf (𝐶2) = 0.另一方
面, pf (𝐶2) = − pf (𝐴),故 pf (𝐴) = 0.
最后,设 2 < 𝑝.交换 𝐴的列 2, 𝑝,不改变其他的列,得阵 𝐵3.交换 𝐵3 的

行 2, 𝑝,不改变其他的行,得反称阵 𝐶3.则 𝐶3 的列 2, 𝑞 相等,故 pf (𝐶3) = 0
(我们已证此情形).另一方面, pf (𝐶3) = − pf (𝐴),故 pf (𝐴) = 0. 证毕.

有了这些有长的论证的性质,我们可以证明倍加与反称阵的 pfaffian的
关系.这是重要的.

定理 C.111 设 𝐴是 𝑛级反称阵.加 𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞 (𝑝 ≠ 𝑞),不
改变其他的列,得 𝑛级阵 𝐵.加 𝐵 的行 𝑝的 𝑠倍于行 𝑞,不改变其他的行,得
𝑛级阵 𝐶 .则 pf (𝐶) = pf (𝐴).

证 不难写出 𝐶 的元:

[𝐶]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑞,𝑗 + 𝑠[𝐴]𝑝,𝑗 , 𝑖 = 𝑞,且 𝑗 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑞 + 𝑠[𝐴]𝑖,𝑝, 𝑗 = 𝑞,且 𝑖 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑗 , 其他.

作 𝑛级阵 𝐺如下:

[𝐺]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

[𝐴]𝑝,𝑗 , 𝑖 = 𝑞,且 𝑗 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑝, 𝑗 = 𝑞,且 𝑖 ≠ 𝑞;
[𝐴]𝑖,𝑗 , 其他.
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则 𝐺是反称阵, 𝐺的列 𝑝, 𝑞相等,且:
(1) [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐺]𝑖,𝑗 = [𝐶]𝑖,𝑗 ,对任何不等于 𝑞,且不超过 𝑛的正整数 𝑖, 𝑗;
(2) [𝐶]𝑖,𝑗 = 1[𝐴]𝑖,𝑗 + 𝑠[𝐺]𝑖,𝑗 ,若 𝑖 = 𝑞或 𝑗 = 𝑞.
所以,

pf (𝐶) = 1 pf (𝐴) + 𝑠 pf (𝐺)
= pf (𝐴) + 𝑠 0
= pf (𝐴). 证毕.

现在,我们可以证明,反称阵的行列式与 pfaffian有如下关系.

定理 C.112 设 𝐴是 𝑛级反称阵.则 det (𝐴) = (pf (𝐴))2.

证 设 𝑛是奇数.则 det (𝐴) = 0,且 pf (𝐴) = 0.
再设 𝑛 = 2𝑚是偶数.则利用若干次列的倍加,与对应的行的倍加 (“先列

后行,交替地作”),我们可变 𝐴为

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑏1 0 0 ⋯ 0 0
−𝑏1 0 0 0 ⋯ 0 0

0 0 0 𝑏2 ⋯ 0 0
0 0 −𝑏2 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 0 𝑏𝑚
0 0 0 0 ⋯ −𝑏𝑚 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则 det (𝐵) = det (𝐴),且 pf (𝐵) = pf (𝐴).最后,注意到 det (𝐵) = (pf (𝐵))2,故
det (𝐴) = (pf (𝐴))2. 证毕.

我以一个应用结束本节.
设 𝑆 是 “整”,或 “有理”,或 “实”,或 “复”中的一个.我们约定,当 𝑆 是

“整” 时, 𝑆-数是 “整数”; 当 𝑆 是 “有理” 时, 𝑆-数是 “有理数”; 当 𝑆 是 “实”
时, 𝑆-数是 “实数”;当 𝑆 是 “复”时, 𝑆-数是 “复数”.于是,二个 𝑆-数的和、差、
积还是 𝑆-数.
若一个阵的元全为 𝑆-数,我们说,此阵是一个 𝑆-阵.
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现在,我们设 𝐴是一个 𝑆-反称阵 (𝐴是反称阵,且 𝐴是 𝑆-阵).因为 pfaf-
fian的定义是由一些数的和、差、积作成的,且不含除法,故 pf (𝐴)是一个 𝑆-
数.则 det (𝐴)是一个 𝑆-数的平方.具体地,若 𝐴是一个整反称阵,则 det (𝐴)
是一个整数的平方 (完全平方数);若 𝐴是一个实反称阵,则 det (𝐴)是一个实
数的平方 (非负实数).
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C.35 阵的积与倍加 (续)
本节,我们进一步地讨论阵的积与 (列的)倍加的关系.
回想,我们有如下结论.

定理 C.36 设 𝐴是一个 𝑚 × 𝑛阵.利用若干次 (列的)倍加,我们可变 𝐴
为一个 𝑚 × 𝑛阵 𝐵,使当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐵]𝑖,𝑗 = 0.

那么,特别地,取 𝐴为方阵,有

定理 C.113 设 𝐴是 𝑛级阵.利用若干次列的倍加,我们可变 𝐴为 𝑛级
阵 𝐵,使当 𝑖 < 𝑗 时, [𝐵]𝑖,𝑗 = 0.

形象地,对任何 𝑛级阵

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐴]1,1 [𝐴]1,2 ⋯ [𝐴]1,𝑛−1 [𝐴]1,𝑛
[𝐴]2,1 [𝐴]2,2 ⋯ [𝐴]2,𝑛−1 [𝐴]2,𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
[𝐴]𝑛−1,1 [𝐴]𝑛−1,2 ⋯ [𝐴]𝑛−1,𝑛−1 [𝐴]𝑛−1,𝑛
[𝐴]𝑛,1 [𝐴]𝑛,2 ⋯ [𝐴]𝑛,𝑛−1 [𝐴]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

我们总可作列的倍加,变 𝐴为

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0
[𝐵]2,1 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
[𝐵]𝑛−1,1 [𝐵]𝑛−1,2 ⋯ [𝐵]𝑛−1,𝑛−1 0
[𝐵]𝑛,1 [𝐵]𝑛,2 ⋯ [𝐵]𝑛,𝑛−1 [𝐵]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

因为𝐴, 𝐵是方阵,故我们可说𝐴, 𝐵的行列式.现在,我说,若 det (𝐴) ≠ 0,
则我们可用列的倍加,进一步地变 𝐵为

𝐷 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−1,𝑛−1 0
0 0 ⋯ 0 [𝐵]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

;
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具体地, 𝐷是一个 𝑛级阵,且

[𝐷]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝐵]𝑖,𝑖, 𝑖 = 𝑗;
0, 其他.

我们知道, 倍加不改变行列式. 于是, det (𝐵) = det (𝐴) ≠ 0. 另一方面,
det (𝐵) = [𝐵]1,1[𝐵]2,2 ⋯ [𝐵]𝑛,𝑛,故 [𝐵]1,1, [𝐵]2,2, ⋯, [𝐵]𝑛,𝑛 都不是 0.那么,我
们加 𝐵的列 𝑛的 −[𝐵]𝑛,𝑛−1/[𝐵]𝑛,𝑛倍于列 𝑛 − 1,列 𝑛的 −[𝐵]𝑛,𝑛−2/[𝐵]𝑛,𝑛倍于
列 𝑛 − 2,⋯⋯,列 𝑛的 −[𝐵]𝑛,1/[𝐵]𝑛,𝑛倍于列 1,得

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
[𝐵]2,1 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
[𝐵]𝑛−2,1 [𝐵]𝑛−2,2 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 0 0
[𝐵]𝑛−1,1 [𝐵]𝑛−1,2 ⋯ [𝐵]𝑛−1,𝑛−2 [𝐵]𝑛−1,𝑛−1 0

0 0 ⋯ 0 0 [𝐵]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

我们再加列 𝑛 − 1 的 −[𝐵]𝑛−1,𝑛−3/[𝐵]𝑛−1,𝑛−1 倍于列 𝑛 − 2, 列 𝑛 − 1 的
−[𝐵]𝑛−1,𝑛−3/[𝐵]𝑛−1,𝑛−1倍于列 𝑛 − 3,⋯⋯,列 𝑛 − 1的 −[𝐵]𝑛−1,1/[𝐵]𝑛−1,𝑛−1倍
于列 1,得

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
[𝐵]2,1 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
[𝐵]𝑛−2,1 [𝐵]𝑛−2,2 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 0 0

0 0 ⋯ 0 [𝐵]𝑛−1,𝑛−1 0
0 0 ⋯ 0 0 [𝐵]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

⋯⋯最后,我们得
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−1,𝑛−1 0
0 0 ⋯ 0 [𝐵]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

综上,我们有
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定理 C.114 设 𝐴是 𝑛级阵,且 det (𝐴) ≠ 0.利用若干次列的倍加,我们
可变 𝐴为 𝑛级阵 𝐷,使当 𝑖 ≠ 𝑗 时, [𝐷]𝑖,𝑗 = 0.

进一步地,我说,我们还可变 𝐷为

𝑀 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

det (𝐴) 0 ⋯ 0 0
0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0
0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

;

具体地, 𝑀 是一个 𝑛级阵,且

[𝑀]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

det (𝐴), 𝑖 = 𝑗 = 1;
1, 𝑖 = 𝑗 > 1;
0, 其他.

设 𝐷形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 0 0
0 0 ⋯ 0 [𝐵]𝑛−1,𝑛−1 0
0 0 ⋯ 0 0 [𝐵]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

其中 [𝐵]1,1, [𝐵]2,2, ⋯, [𝐵]𝑛,𝑛都不是 0.
加列 𝑛的 (1 − [𝐵]𝑛,𝑛)/[𝐵]𝑛,𝑛倍于列 𝑛 − 1,有

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 0 0
0 0 ⋯ 0 [𝐵]𝑛−1,𝑛−1 0
0 0 ⋯ 0 1 − [𝐵]𝑛,𝑛 [𝐵]𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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加列 𝑛 − 1于列 𝑛,有

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 0 0
0 0 ⋯ 0 [𝐵]𝑛−1,𝑛−1 [𝐵]𝑛−1,𝑛−1
0 0 ⋯ 0 1 − [𝐵]𝑛,𝑛 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

加列 𝑛的 [𝐵]𝑛,𝑛 − 1倍于列 𝑛 − 1,有

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 0 0
0 0 ⋯ 0 [𝐵]𝑛−1,𝑛−1[𝐵]𝑛,𝑛 [𝐵]𝑛−1,𝑛−1
0 0 ⋯ 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

加列 𝑛 − 1的 −1/[𝐵]𝑛,𝑛倍于列 𝑛,有

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 0 0
0 0 ⋯ 0 [𝐵]𝑛−1,𝑛−1[𝐵]𝑛,𝑛 0
0 0 ⋯ 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

为方便,记 𝑑2 = [𝐵]𝑛−1,𝑛−1[𝐵]𝑛,𝑛.加列 𝑛 − 1的 (1 − 𝑑2)/𝑑2倍于列 𝑛 − 2,有

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 0 0
0 0 ⋯ 1 − 𝑑2 𝑑2 0
0 0 ⋯ 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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加列 𝑛 − 2于列 𝑛 − 1,有
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 0
0 0 ⋯ 1 − 𝑑2 1 0
0 0 ⋯ 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

加列 𝑛 − 1的 𝑑2 − 1倍于列 𝑛 − 2,有

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2𝑑2 [𝐵]𝑛−2,𝑛−2 0
0 0 ⋯ 0 1 0
0 0 ⋯ 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

加列 𝑛 − 2的 −1/𝑑2倍于列 𝑛 − 1,有

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1 0 ⋯ 0 0 0
0 [𝐵]2,2 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ [𝐵]𝑛−2,𝑛−2[𝐵]𝑛−1,𝑛−1[𝐵]𝑛,𝑛 0 0
0 0 ⋯ 0 1 0
0 0 ⋯ 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

⋯⋯最后,我们得
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

[𝐵]1,1[𝐵]2,2 ⋯ [𝐵]𝑛,𝑛 0 ⋯ 0 0
0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0
0 0 ⋯ 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

;

再注意到 det (𝐴) = [𝐵]1,1[𝐵]2,2 ⋯ [𝐵]𝑛,𝑛.
综上,我们有
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定理 C.115 设 𝐴是 𝑛级阵,且 det (𝐴) ≠ 0.利用若干次列的倍加,我们
可变 𝐴为 𝑛级阵𝑀 ,使

[𝑀]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

det (𝐴), 𝑖 = 𝑗 = 1;
1, 𝑖 = 𝑗 > 1;
0, 其他.

我们知道,我们可用阵的积表示倍加.于是

定理 C.116 设 𝐴 是 𝑛 级阵, 且 det (𝐴) ≠ 0. 则存在若干个形如
𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠) (𝑠 是一个数; 𝑝, 𝑞 是不超过 𝑛 的正整数, 𝑝 ≠ 𝑞) 的阵 𝐸1, 𝐸2, ⋯,
𝐸𝑤,使

[𝐴𝐸1𝐸2 ⋯ 𝐸𝑤]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

det (𝐴), 𝑖 = 𝑗 = 1;
1, 𝑖 = 𝑗 > 1;
0, 其他.

回想, 𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠) (𝑠是一个数; 𝑝, 𝑞 是不超过 𝑛的正整数, 𝑝 ≠ 𝑞)是适合
如下条件的 𝑛级阵:

[𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑠, 𝑖 = 𝑝,且 𝑗 = 𝑞;
[𝐼𝑛], 其他.
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C.36 Pfaffian的性质 (续)
前面,我们得到了 pfaffian的多的性质.以下三条是重要的:

定理 C.107 设 𝐴, 𝐶 是二个 𝑛 级反称阵. 设 𝑞 是不超过 𝑛 的正整数.
设 𝑠 是数. 设 [𝐴]𝑖,𝑗 = [𝐶]𝑖,𝑗 , 对任何不等于 𝑞, 且不超过 𝑛 的正整数 𝑖, 𝑗; 设
[𝐶]𝑖,𝑗 = 𝑠[𝐴]𝑖,𝑗 ,若 𝑖 = 𝑞或 𝑗 = 𝑞.则 pf (𝐶) = 𝑠 pf (𝐴).

定理 C.111 设 𝐴是 𝑛级反称阵.加 𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞 (𝑝 ≠ 𝑞),不
改变其他的列,得 𝑛级阵 𝐵.加 𝐵 的行 𝑝的 𝑠倍于行 𝑞,不改变其他的行,得
𝑛级阵 𝐶 .则 pf (𝐶) = pf (𝐴).

定理 C.112 设 𝐴是 𝑛级反称阵.则 det (𝐴) = (pf (𝐴))2.

本节, 我们证明 pfaffian 的一个新的重要的性质. 为此, 我们先改写
第 2条性质.

定理 C.117 设 𝐴是 𝑛级反称阵.设 𝑠是数.设 𝑝, 𝑞是不超过 𝑛的正整数,
且 𝑝 ≠ 𝑞.则

pf ((𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠))T𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)) = pf (𝐴) det (𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)).

证 加 𝐴的列 𝑝的 𝑠倍于列 𝑞,不改变其他的列,得 𝑛级阵 𝐵.加 𝐵 的
行 𝑝的 𝑠倍于行 𝑞,不改变其他的行,得 𝑛级阵 𝐶 .则 pf (𝐶) = pf (𝐴).
注意到 𝐶 = (𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠))T𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠),故

pf ((𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠))T𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)) = pf (𝐴).

再注意到 det (𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)) = 1,故

pf ((𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠))T𝐴𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)) = pf (𝐴) det (𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠)). 证毕.

好的.现在,我们可以证明本节的主要结论了.

定理 C.118 设 𝐴是 𝑛级反称阵.设 𝑃 是 𝑛级阵.则

pf (𝑃 T𝐴𝑃 ) = pf (𝐴) det (𝑃 ).
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证 若 det (𝑃 ) = 0,则 det (𝑃 T𝐴𝑃 ) = det (𝑃 T𝐴) det (𝑃 ) = 0.则 𝑃 T𝐴𝑃 的
pfaffian为 0.所以,若 det (𝑃 ) = 0,则命题是对的.
若 det (𝑃 ) ≠ 0,则存在若干个形如 𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠) (𝑠是一个数; 𝑝, 𝑞 是不超

过 𝑛的正整数, 𝑝 ≠ 𝑞)的阵 𝐸1, 𝐸2, ⋯, 𝐸𝑤,使𝑀 = 𝑃 𝐸1𝐸2 ⋯ 𝐸𝑤适合

[𝑀]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

det (𝑃 ), 𝑖 = 𝑗 = 1;
1, 𝑖 = 𝑗 > 1;
0, 其他.

则

pf (𝑃 T𝐴𝑃 ) = pf (𝑃 T𝐴𝑃 ) 1
= pf (𝑃 T𝐴𝑃 ) det (𝐸1) det (𝐸2) ⋯ det (𝐸𝑤−1) det (𝐸𝑤)
= pf (𝐸T

1 (𝑃 T𝐴𝑃 )𝐸1) det (𝐸2) ⋯ det (𝐸𝑤−1) det (𝐸𝑤)
= ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
= pf (𝐸T

𝑤−1 ⋯ (𝐸T
2 (𝐸T

1 (𝑃 T𝐴𝑃 )𝐸1)𝐸2) ⋯ 𝐸𝑤−1) det (𝐸𝑤)
= pf (𝐸T

𝑤(𝐸T
𝑤−1 ⋯ (𝐸T

2 (𝐸T
1 (𝑃 T𝐴𝑃 )𝐸1)𝐸2) ⋯ 𝐸𝑤−1)𝐸𝑤)

= pf ((𝐸T
𝑤𝐸T

𝑤−1 ⋯ 𝐸T
2 𝐸T

1 𝑃 T)𝐴(𝑃 𝐸1𝐸2 ⋯ 𝐸𝑤−1𝐸𝑤))
= pf ((𝑃 𝐸1𝐸2 ⋯ 𝐸𝑤−1𝐸𝑤)T𝐴(𝑃 𝐸1𝐸2 ⋯ 𝐸𝑤−1𝐸𝑤))
= pf (𝑀T𝐴𝑀).

我们计算𝑀T𝐴𝑀 :

[𝑀T𝐴𝑀]𝑖,𝑗 =
𝑛

∑
𝑘=1

[𝑀T]𝑖,𝑘[𝐴𝑀]𝑘,𝑗

=
𝑛

∑
𝑘=1

[𝑀]𝑘,𝑖[𝐴𝑀]𝑘,𝑗

= [𝑀]𝑖,𝑖[𝐴𝑀]𝑖,𝑗 + ∑
1⩽𝑘⩽𝑛

𝑘≠𝑖

[𝑀]𝑘,𝑖[𝐴𝑀]𝑘,𝑗

= [𝑀]𝑖,𝑖[𝐴𝑀]𝑖,𝑗 + ∑
1⩽𝑘⩽𝑛

𝑘≠𝑖

0 [𝐴𝑀]𝑘,𝑗
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= [𝑀]𝑖,𝑖[𝐴𝑀]𝑖,𝑗

= [𝑀]𝑖,𝑖

𝑛

∑
ℓ=1

[𝐴]𝑖,ℓ[𝑀]ℓ,𝑗

= [𝑀]𝑖,𝑖([𝐴]𝑖,𝑗[𝑀]𝑗,𝑗 + ∑
1⩽ℓ⩽𝑛

ℓ≠𝑗

[𝐴]𝑖,ℓ[𝑀]ℓ,𝑗)

= [𝑀]𝑖,𝑖([𝐴]𝑖,𝑗[𝑀]𝑗,𝑗 + ∑
1⩽ℓ⩽𝑛

ℓ≠𝑗

[𝐴]𝑖,ℓ 0)

= [𝑀]𝑖,𝑖[𝐴]𝑖,𝑗[𝑀]𝑗,𝑗 .

当 𝑖 ≠ 1, 𝑗 ≠ 1时,

[𝑀]𝑖,𝑖[𝐴]𝑖,𝑗[𝑀]𝑗,𝑗 = 1 [𝐴]𝑖,𝑗 1 = [𝐴]𝑖,𝑗 ;

当 𝑖 = 1, 𝑗 ≠ 1时,

[𝑀]𝑖,𝑖[𝐴]𝑖,𝑗[𝑀]𝑗,𝑗 = det (𝑃 ) [𝐴]𝑖,𝑗 1 = det (𝑃 ) [𝐴]𝑖,𝑗 ;

当 𝑖 ≠ 1, 𝑗 = 1时,

[𝑀]𝑖,𝑖[𝐴]𝑖,𝑗[𝑀]𝑗,𝑗 = 1 [𝐴]𝑖,𝑗 det (𝑃 ) = det (𝑃 ) [𝐴]𝑖,𝑗 ;

当 𝑖 = 1, 𝑗 = 1时,

[𝑀]𝑖,𝑖[𝐴]𝑖,𝑗[𝑀]𝑗,𝑗 = det (𝑃 ) 0 det (𝑃 ) = 0 = det (𝑃 ) [𝐴]𝑖,𝑗 .

则

pf (𝑃 T𝐴𝑃 ) = pf (𝑀T𝐴𝑀) = det (𝑃 ) pf (𝐴) = pf (𝐴) det (𝑃 ). 证毕.
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C.37 辛阵的行列式为 1
现在,我们可以证明,辛阵的行列式为 1.
回想,说一个 2𝑚级阵 𝐴是辛阵,若 𝐴T𝐾𝑚𝐴 = 𝐾𝑚,其中 𝐾𝑚是形如

[
0 𝐼𝑚

−𝐼𝑚 0 ]

的 2𝑚级反称阵.
不难算出, det (𝐾𝑚) = 1.则 pf (𝐾𝑚) pf (𝐾𝑚) = det (𝐾𝑚) = 1.由 pf (𝐾𝑚) =

pf (𝐴T𝐾𝑚𝐴) = pf (𝐾𝑚) det (𝐴), 知 pf (𝐾𝑚) pf (𝐾𝑚) = pf (𝐾𝑚) pf (𝐾𝑚) det (𝐴),
即 1 = 1 det (𝐴) = det (𝐴).
当然,还有别的证明辛阵的行列式为 1的方法,但我就不在这儿说它们

了.
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C.38 杂例
例 C.119 设 𝐴是 𝑛级阵.设 𝑛级阵 𝐷适合

[𝐷]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑑𝑖, 𝑖 = 𝑗;
0, 其他.

则

det (𝐴 + 𝐷)
= det (𝐷)

+
𝑛−1

∑
𝑘=1

∑
1⩽𝑗1<𝑗2<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐷(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

+ det (𝐴).

设 𝐴的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别是 𝑏(1)
1 , 𝑏(1)

2 , ⋯, 𝑏(1)
𝑛 .设𝐷的列 1, 2, ⋯, 𝑛分别是

𝑏(0)
1 , 𝑏(0)

2 , ⋯, 𝑏(0)
𝑛 .则 𝐴 + 𝐷的列 𝑗 是

𝑏(1)
𝑗 + 𝑏(0)

𝑗 = 𝑏(0)
𝑗 + 𝑏(1)

𝑗 =
1

∑
𝑐𝑗=0

𝑏(𝑐𝑗 )
𝑗 .

则,由多线性,

det (𝐴 + 𝐷)

= det
⎡⎢⎢⎣

1

∑
𝑐1=0

𝑏(𝑐1)
1 ,

1

∑
𝑐2=0

𝑏(𝑐2)
2 , ⋯ ,

1

∑
𝑐𝑛=0

𝑏(𝑐𝑛)
𝑛

⎤⎥⎥⎦

=
1

∑
𝑐1=0

det
⎡⎢⎢⎣
𝑏(𝑐1)

1 ,
1

∑
𝑐2=0

𝑏(𝑐2)
2 , ⋯ ,

1

∑
𝑐𝑛=0

𝑏(𝑐𝑛)
𝑛

⎤⎥⎥⎦

=
1

∑
𝑐1=0

1

∑
𝑐2=0

det
⎡⎢⎢⎣
𝑏(𝑐1)

1 , 𝑏(𝑐2)
2 , ⋯ ,

1

∑
𝑐𝑛=0

𝑏(𝑐𝑛)
𝑛

⎤⎥⎥⎦
= ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
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=
1

∑
𝑐1=0

1

∑
𝑐2=0

⋯
1

∑
𝑐𝑛=0

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ]

= ∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ].

由加法的结合律与交换律,我们可按任何方式,任何次序求这些

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ]

的和.特别地,我们可按 𝑐1 + 𝑐2 + ⋯ + 𝑐𝑛 分这些数为若干组,求出一组的元
的和 (即一组的 “组和”),再求这些组的 “组和”的和.因为 0 ⩽ 𝑐𝑗 ⩽ 1,故 0 ⩽
𝑐1+𝑐2+⋯+𝑐𝑛 ⩽ 𝑛.于是,我们可分这些数为 𝑛+1组:适合 𝑐1+𝑐2+⋯+𝑐𝑛 = 0的
项在一组;适合 𝑐1 +𝑐2 +⋯+𝑐𝑛 = 1的项在一组;⋯⋯;适合 𝑐1 +𝑐2 +⋯+𝑐𝑛 = 𝑛
的项在一组. 不难看出, 每一项在某一组里, 且每一项不能在二个不同的组
里.则

det (𝐴 + 𝐷)

= ∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ]

=
𝑛

∑
𝑘=0

∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1
𝑐1+𝑐2+⋯+𝑐𝑛=𝑘

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ]

= ∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1
𝑐1+𝑐2+⋯+𝑐𝑛=0

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ]

+
𝑛−1

∑
𝑘=1

∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1
𝑐1+𝑐2+⋯+𝑐𝑛=𝑘

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ]

+ ∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1
𝑐1+𝑐2+⋯+𝑐𝑛=𝑛

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ].

不难看出, 𝑐1 + 𝑐2 + ⋯ + 𝑐𝑛 = 0时, 𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝑛 = 0.则

∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ] = det [𝑏(0)

1 , 𝑏(0)
2 , ⋯ , 𝑏(0)

𝑛 ] = det (𝐷).
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不难看出, 𝑐1 + 𝑐2 + ⋯ + 𝑐𝑛 = 𝑛时, 𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝑛 = 1.则

∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ] = det [𝑏(1)

1 , 𝑏(1)
2 , ⋯ , 𝑏(1)

𝑛 ] = det (𝐴).

设正整数 𝑘 < 𝑛.由 𝑐1 + 𝑐2 + ⋯ + 𝑐𝑛 = 𝑘,知在 𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛 中,有 𝑘个 1
与 𝑛 − 𝑘个 0.设 𝑐𝑗1 = 𝑐𝑗2 = ⋯ = 𝑐𝑗𝑘 = 1 (其中 1 ⩽ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑘 ⩽ 𝑛),且
𝑐𝑗𝑘+1 = ⋯ = 𝑐𝑗𝑛 = 0 (其中 1 ⩽ 𝑗𝑘+1 < ⋯ < 𝑗𝑛 ⩽ 𝑛).记 𝑛级阵

𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛 = [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ].

注意到, 当 ℓ > 𝑘, 且 𝑖 ≠ 𝑗ℓ 时, [𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛]𝑖,𝑗ℓ = 0, 且 [𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛]𝑗ℓ,𝑗ℓ = 𝑑𝑗ℓ , 按
列 𝑗𝑘+1展开 det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛),有

det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛) = (−1)𝑗𝑘+1+𝑗𝑘+1[𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛]𝑗ℓ,𝑗ℓ det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛(𝑗𝑘+1|𝑗𝑘+1))
= 𝑑𝑗𝑘+1 det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛(𝑗𝑘+1|𝑗𝑘+1)).

按列 𝑗𝑘+2 − 1展开 det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛(𝑗𝑘+1|𝑗𝑘+1)),有

det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛(𝑗𝑘+1|𝑗𝑘+1))
= (−1)𝑗𝑘+2−1+𝑗𝑘+2−1[𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛]𝑗ℓ,𝑗ℓ det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛(𝑗𝑘+1, 𝑗𝑘+2|𝑗𝑘+1, 𝑗𝑘+2))
= 𝑑𝑗𝑘+2 det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛(𝑗𝑘+1, 𝑗𝑘+2|𝑗𝑘+1, 𝑗𝑘+2)).

故

det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛) = 𝑑𝑗𝑘+1𝑑𝑗𝑘+2 det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛(𝑗𝑘+1, 𝑗𝑘+2|𝑗𝑘+1, 𝑗𝑘+2)).

⋯⋯最后,我们算出

det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛)
= 𝑑𝑗𝑘+1𝑑𝑗𝑘+2 ⋯ 𝑑𝑗𝑛 det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛(𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛|𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛))
= det (𝐵𝑐1,⋯,𝑐𝑛(𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛|𝑗𝑘+1, ⋯ , 𝑗𝑛)) 𝑑𝑗𝑘+1𝑑𝑗𝑘+2 ⋯ 𝑑𝑗𝑛

= det (𝐴(
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐷(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)).
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于是

∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1
𝑐1+𝑐2+⋯+𝑐𝑛=𝑘

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ]

= ∑
1⩽𝑗1<𝑗2<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐷(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)).

综上,

det (𝐴 + 𝐷)

= ∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1
𝑐1+𝑐2+⋯+𝑐𝑛=0

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ]

+
𝑛−1

∑
𝑘=1

∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1
𝑐1+𝑐2+⋯+𝑐𝑛=𝑘

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ]

+ ∑
0⩽𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛⩽1
𝑐1+𝑐2+⋯+𝑐𝑛=𝑛

det [𝑏(𝑐1)
1 , 𝑏(𝑐2)

2 , ⋯ , 𝑏(𝑐𝑛)
𝑛 ]

= det (𝐷)

+
𝑛−1

∑
𝑘=1

∑
1⩽𝑗1<𝑗2<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐷(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

+ det (𝐴).

例 C.120 设 𝐴是 𝑛级阵.设 𝑥是数.则

det (𝑥𝐼𝑛 + 𝐴) = 𝑥𝑛 +
𝑛

∑
𝑘=1

𝑥𝑛−𝑘
∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛
det (𝐴(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)).

注意到

[𝑥𝐼𝑛]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥, 𝑖 = 𝑗;
0, 其他.
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故,由上个例,

det (𝑥𝐼𝑛 + 𝐴)
= det (𝑥𝐼𝑛)

+
𝑛−1

∑
𝑘=1

∑
1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det ((𝑥𝐼𝑛)(𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

+ det (𝐴)

= 𝑥𝑛 +
𝑛−1

∑
𝑘=1

∑
1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) 𝑥𝑛−𝑘

+ det (𝐴)

= 𝑥𝑛 +
𝑛−1

∑
𝑘=1

𝑥𝑛−𝑘
∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛
det (𝐴(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

+ 𝑥𝑛−𝑛
∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑛⩽𝑛
det (𝐴(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑛
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑛))

= 𝑥𝑛 +
𝑛

∑
𝑘=1

𝑥𝑛−𝑘
∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑛
det (𝐴(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)).

例 C.121 设正整数 𝑚, 𝑛适合 𝑚 ⩾ 𝑛.设 𝐴, 𝐵 分别是 𝑚 × 𝑛与 𝑛 × 𝑚阵.
设正整数 𝑘 ⩽ 𝑛.由 Binet–Cauchy公式的推广,

∑
1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑚

det ((𝐴𝐵)(
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

= ∑
1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑚

∑
1⩽𝑖1<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛

det (𝐴(
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘 )) det (𝐵(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

= ∑
1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑚

∑
1⩽𝑖1<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛

det (𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐴(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘 ))

= ∑
1⩽𝑖1<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛

∑
1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑚

det (𝐵(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘)) det (𝐴(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘 ))

= ∑
1⩽𝑖1<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛

det ((𝐵𝐴)(
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘)).
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例 C.122 设正整数 𝑚, 𝑛适合 𝑚 ⩾ 𝑛.设 𝐴, 𝐵 分别是 𝑚 × 𝑛与 𝑛 × 𝑚阵.
设 𝑥是数.则

det (𝑥𝐼𝑚 + 𝐴𝐵)

= 𝑥𝑚 +
𝑚

∑
𝑘=1

𝑥𝑚−𝑘
∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑚
det ((𝐴𝐵)(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

= 𝑥𝑚 +
𝑛

∑
𝑘=1

𝑥𝑚−𝑘
∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑚
det ((𝐴𝐵)(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

+
𝑚

∑
𝑘=𝑛+1

𝑥𝑚−𝑘
∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑚
det ((𝐴𝐵)(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

= 𝑥𝑚 +
𝑛

∑
𝑘=1

𝑥𝑚−𝑘
∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑚
det ((𝐴𝐵)(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

+
𝑚

∑
𝑘=𝑛+1

𝑥𝑚−𝑘
∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑚
0

= 𝑥𝑚 +
𝑛

∑
𝑘=1

𝑥𝑚−𝑘
∑

1⩽𝑗1<⋯<𝑗𝑘⩽𝑚
det ((𝐴𝐵)(

𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘
𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑘))

= 𝑥𝑚−𝑛𝑥𝑛 +
𝑛

∑
𝑘=1

𝑥𝑚−𝑛𝑥𝑛−𝑘
∑

1⩽𝑖1<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛
det ((𝐵𝐴)(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘))

= 𝑥𝑚−𝑛𝑥𝑛 + 𝑥𝑚−𝑛
𝑛

∑
𝑘=1

𝑥𝑛−𝑘
∑

1⩽𝑖1<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛
det ((𝐵𝐴)(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘))

= 𝑥𝑚−𝑛
⎛
⎜
⎜
⎝
𝑥𝑛 +

𝑛

∑
𝑘=1

𝑥𝑛−𝑘
∑

1⩽𝑖1<⋯<𝑖𝑘⩽𝑛
det ((𝐵𝐴)(

𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘
𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑘))

⎞
⎟
⎟
⎠

= 𝑥𝑚−𝑛 det (𝑥𝐼𝑛 + 𝐵𝐴).

特别地,代 𝑥以数 1,有

det (𝐼𝑚 + 𝐴𝐵) = det (𝐼𝑛 + 𝐵𝐴).
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例 C.123 设 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2, ⋯, 𝑎𝑚, 𝑏𝑚是 2𝑚个数.作 𝑚级阵 𝐶 如下:

[𝐶]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 + 𝑎𝑖𝑏𝑖, 𝑖 = 𝑗;
𝑎𝑖𝑏𝑗 , 其他.

我们计算 det (𝐶).
设 𝐴 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚]T, 𝐵 = [𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑚].则

[𝐴𝐵]𝑖,𝑗 = [𝐴]𝑖,1[𝐵]1,𝑗 = 𝑎𝑖𝑏𝑗 .

由此,不难看出, 𝐶 = 𝐼𝑚 + 𝐴𝐵.故

det (𝐶) = det (𝐼𝑚 + 𝐴𝐵)
= det (𝐼1 + 𝐵𝐴)
= [𝐼1 + 𝐵𝐴]1,1

= [𝐼1]1,1 + [𝐵𝐴]1,1

= 1 + 𝑏1𝑎1 + 𝑏2𝑎2 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑎𝑚.

我们当然也可用别的方法.作 𝑚 + 1级阵 𝐺如下:

[𝐺]𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

1, 𝑖 = 𝑗 = 𝑚 + 1;
−𝑎𝑖, 𝑖 < 𝑗 = 𝑚 + 1;
0, 𝑚 + 1 = 𝑖 > 𝑗;
[𝐶]𝑖,𝑗 , 其他.

形象地,

𝐺 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 + 𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2 ⋯ 𝑎1𝑏𝑚−1 𝑎1𝑏𝑚 −𝑎1
𝑎2𝑏1 1 + 𝑎2𝑏2 ⋯ 𝑎2𝑏𝑚−1 𝑎2𝑏𝑚 −𝑎2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑚−1𝑏1 𝑎𝑚−1𝑏2 ⋯ 1 + 𝑎𝑚−1𝑏𝑚−1 𝑎𝑚−1𝑏𝑚 −𝑎𝑚−1
𝑎𝑚𝑏1 𝑎𝑚𝑏2 ⋯ 𝑎𝑚𝑏𝑚−1 1 + 𝑎𝑚𝑏𝑚 −𝑎𝑚

0 0 ⋯ 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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一方面,按行 𝑚 + 1展开,有

det (𝐺) = (−1)𝑚+1+𝑚+1 1 det (𝐺(1|1)) = det (𝐶).

另一方面,我们加列 𝑚 + 1的 𝑏1倍于列 1,加列 𝑚 + 1的 𝑏2倍于列 2,⋯⋯,加
列 𝑚 + 1的 𝑏𝑚倍于列 𝑚,得 𝑚 + 1级阵

𝐻 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0 0 −𝑎1
0 1 ⋯ 0 0 −𝑎2
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 −𝑎𝑚−1
0 0 ⋯ 0 1 −𝑎𝑚
𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑚−1 𝑏𝑚 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则 det (𝐻) = det (𝐺).故 det (𝐶) = det (𝐻).
我们加列 1的 𝑎1 倍于列 𝑚 + 1,加列 1的 𝑎2 倍于列 𝑚 + 1,⋯⋯,加列 1

的 𝑎𝑚倍于列 𝑚 + 1,得 𝑚 + 1级阵

𝐽 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0 0 0
0 1 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 0
0 0 ⋯ 0 1 0
𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑚−1 𝑏𝑚 1 + 𝑏1𝑎1 + 𝑏2𝑎2 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑎𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

则 det (𝐽 ) = det (𝐻).故

det (𝐶) = det (𝐽 ) = 1 + 𝑏1𝑎1 + 𝑏2𝑎2 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑎𝑚.

例 C.124 设 𝑛, 𝑚是非负整数,且 𝑚 + 𝑛 ⩾ 1.设

𝑓(𝑥) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑛−𝑘 = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛,

𝑔(𝑥) =
𝑚

∑
𝑘=0

𝑏𝑘𝑥𝑚−𝑘 = 𝑏0𝑥𝑚 + 𝑏1𝑥𝑚−1 + ⋯ + 𝑏𝑚.
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为方便,我们约定:若 𝑘 < 0或 𝑘 > 𝑛,则 𝑎𝑘 = 0;若 𝑘 < 0或 𝑘 > 𝑚,则 𝑏𝑘 = 0.
作 𝑚 + 𝑛级阵 𝑅如下:

[𝑅]𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑎𝑖−𝑗 , 𝑗 ⩽ 𝑚;
𝑏𝑖−(𝑗−𝑚), 𝑗 > 𝑚.

形象地,比如,若 𝑛 = 2, 𝑚 = 5,则

𝑅 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎0 𝑎−1 𝑎−2 𝑎−3 𝑎−4 𝑏0 𝑏−1
𝑎1 𝑎0 𝑎−1 𝑎−2 𝑎−3 𝑏1 𝑏0
𝑎2 𝑎1 𝑎0 𝑎−1 𝑎−2 𝑏2 𝑏1
𝑎3 𝑎2 𝑎1 𝑎0 𝑎−1 𝑏3 𝑏2
𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎1 𝑎0 𝑏4 𝑏3
𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎1 𝑏5 𝑏4
𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑏6 𝑏5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎0 0 0 0 0 𝑏0 0
𝑎1 𝑎0 0 0 0 𝑏1 𝑏0
𝑎2 𝑎1 𝑎0 0 0 𝑏2 𝑏1
0 𝑎2 𝑎1 𝑎0 0 𝑏3 𝑏2
0 0 𝑎2 𝑎1 𝑎0 𝑏4 𝑏3
0 0 0 𝑎2 𝑎1 𝑏5 𝑏4
0 0 0 0 𝑎2 0 𝑏5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

(1)设 𝑒是 𝑚 + 𝑛级单位阵的列 𝑚 + 𝑛.我们说,存在 (𝑚 + 𝑛) × 1阵 𝑝使
𝑅𝑝 = det (𝑅) 𝑒.
取 𝑝为 𝑅的古伴 adj (𝑅)的列 𝑚 + 𝑛.则

[𝑅𝑝]𝑖,1 =
𝑚+𝑛

∑
ℓ=1

[𝑅]𝑖,ℓ[𝑝]ℓ,1

=
𝑚+𝑛

∑
ℓ=1

[𝑅]𝑖,ℓ[adj (𝑅)]ℓ,𝑚+𝑛

= [𝑅 adj (𝑅)]𝑖,𝑚+𝑛

= [det (𝑅) 𝐼𝑚+𝑛]𝑖,𝑚+𝑛

= det (𝑅) [𝐼𝑚+𝑛]𝑖,𝑚+𝑛

= det (𝑅) [𝑒]𝑖,1

= [det (𝑅) 𝑒]𝑖,1.

(顺便一提,若 det (𝑅) ≠ 0,显然有 𝑝 ≠ 0;若 det (𝑅) = 0,由第一章,节 23的知
识,存在非零的 (𝑚 + 𝑛) × 1阵 𝑞使 𝑅𝑞 = 0 = det (𝑅) 𝑒.)
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(2)作 1×(𝑚+𝑛)阵𝑋 = [𝑥𝑚+𝑛−1, 𝑥𝑚+𝑛−2, ⋯ , 1];具体地, [𝑋]1,𝑗 = 𝑥𝑚+𝑛−𝑗 .
则 𝑋𝑅是 1 × (𝑚 + 𝑛)阵,且

[𝑋𝑅]1,𝑗 =
𝑚+𝑛

∑
ℓ=1

[𝑋]1,ℓ[𝑅]ℓ,𝑗 = ∑
1⩽ℓ⩽𝑚+𝑛

[𝑅]ℓ,𝑗𝑥𝑚+𝑛−ℓ.

若 𝑗 ⩽ 𝑚,则 [𝑅]ℓ,𝑗 = 𝑎ℓ−𝑗 ,且

[𝑋𝑅]1,𝑗 = ∑
1⩽ℓ⩽𝑚+𝑛

𝑎ℓ−𝑗𝑥𝑚+𝑛−ℓ

= ∑
1−𝑗⩽ℓ−𝑗⩽𝑚+𝑛−𝑗

𝑎ℓ−𝑗𝑥𝑛−(ℓ−𝑗)+(𝑚−𝑗)

= ∑
1−𝑗⩽ℎ⩽𝑛+(𝑚−𝑗)

𝑎ℎ𝑥𝑛−ℎ 𝑥𝑚−𝑗

= ∑
0⩽ℎ⩽𝑛

𝑎ℎ𝑥𝑛−ℎ 𝑥𝑚−𝑗 + ∑
1−𝑗⩽ℎ<0

或 𝑛<ℎ⩽𝑛+(𝑚−𝑗)

𝑎ℎ𝑥𝑛−ℎ 𝑥𝑚−𝑗

= ( ∑
0⩽ℎ⩽𝑛

𝑎ℎ𝑥𝑛−ℎ
)𝑥𝑚−𝑗 + ∑

1−𝑗⩽ℎ<0
或 𝑛<ℎ⩽𝑛+(𝑚−𝑗)

0 𝑥𝑛−ℎ 𝑥𝑚−𝑗

= 𝑓(𝑥) 𝑥𝑚−𝑗 .

若 𝑗 > 𝑚,则 [𝑅]ℓ,𝑗 = 𝑏ℓ−(𝑗−𝑚).为方便,记 𝑘 = 𝑗 − 𝑚.则

[𝑋𝑅]1,𝑗 = ∑
1⩽ℓ⩽𝑚+𝑛

𝑏ℓ−𝑘𝑥𝑚+𝑛−ℓ

= ∑
1−𝑘⩽ℓ−𝑘⩽𝑚+𝑛−𝑘

𝑏ℓ−𝑘𝑥𝑚−(ℓ−𝑘)+(𝑛−𝑘)

= ∑
1−𝑘⩽ℎ⩽𝑚+(𝑛−𝑘)

𝑏ℎ𝑥𝑚−ℎ 𝑥𝑛−𝑘

= ∑
0⩽ℎ⩽𝑚

𝑏ℎ𝑥𝑚−ℎ 𝑥𝑛−𝑘 + ∑
1−𝑘⩽ℎ<0

或𝑚<ℎ⩽𝑚+(𝑛−𝑘)

𝑏ℎ𝑥𝑚−ℎ 𝑥𝑛−𝑘

= ( ∑
0⩽ℎ⩽𝑚

𝑏ℎ𝑥𝑚−ℎ
)𝑥𝑛−(𝑗−𝑚) + ∑

1−𝑘⩽ℎ<0
或𝑚<ℎ⩽𝑚+(𝑛−𝑘)

0 𝑥𝑚−ℎ 𝑥𝑛−𝑘

= 𝑔(𝑥) 𝑥𝑛−(𝑗−𝑚).
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(3)既然 𝑋𝑅是 1 × (𝑚 + 𝑛)阵,则 (𝑋𝑅)𝑝是 1级阵.记 𝑟 = [(𝑋𝑅)𝑝]1,1.则

𝑟 =
𝑚+𝑛

∑
𝑗=1

[𝑋𝑅]1,𝑗[𝑝]𝑗,1

=
𝑚

∑
𝑗=1

[𝑋𝑅]1,𝑗[𝑝]𝑗,1 +
𝑚+𝑛

∑
𝑗=𝑚+1

[𝑋𝑅]1,𝑗[𝑝]𝑗,1

=
𝑚

∑
𝑗=1

𝑓(𝑥) 𝑥𝑚−𝑗 [𝑝]𝑗,1 +
𝑚+𝑛

∑
𝑗=𝑚+1

𝑔(𝑥) 𝑥𝑛−(𝑗−𝑚) [𝑝]𝑗,1

= 𝑓(𝑥)
𝑚

∑
𝑗=1

𝑥𝑚−𝑗 [𝑝]𝑗,1 + 𝑔(𝑥)
𝑚+𝑛

∑
𝑗=𝑚+1

𝑥𝑛−(𝑗−𝑚) [𝑝]𝑗,1

= 𝑓(𝑥)
𝑚−1

∑
𝑘=0

[𝑝]𝑘+1,1𝑥𝑚−1−𝑘 + 𝑔(𝑥)
𝑛−1

∑
𝑘=0

[𝑝]𝑚+1+𝑘,1𝑥𝑛−1−𝑘.

记

𝑢(𝑥) =
𝑚−1

∑
𝑘=0

[𝑝]𝑘+1,1𝑥𝑚−1−𝑘 = [𝑝]1,1𝑥𝑚−1 + [𝑝]2,1𝑥𝑚−2 + ⋯ + [𝑝]𝑚,1,

𝑣(𝑥) =
𝑛−1

∑
𝑘=0

[𝑝]𝑚+1+𝑘,1𝑥𝑛−1−𝑘 = [𝑝]𝑚+1,1𝑥𝑛−1 + [𝑝]𝑚+2,1𝑥𝑛−2 + ⋯ + [𝑝]𝑚+𝑛,1.

则 𝑓(𝑥) 𝑢(𝑥) + 𝑔(𝑥) 𝑣(𝑥) = 𝑟.另一方面,

𝑟 = [(𝑋𝑅)𝑝]1,1 = [𝑋(𝑅𝑝)]1,1

= [𝑋(det (𝑅) 𝑒)]1,1

=
𝑚+𝑛

∑
𝑗=1

[𝑋]1,𝑗[det (𝑅) 𝑒]𝑗,1

= [𝑋]1,𝑚+𝑛[det (𝑅) 𝑒]𝑚+𝑛,1

= 1 det (𝑅) = det (𝑅).

故 𝑓(𝑥) 𝑢(𝑥) + 𝑔(𝑥) 𝑣(𝑥) = det (𝑅).
(4)设数 𝑐 适合 𝑓(𝑐) = 0 = 𝑔(𝑐).由 (3)知,必 0 = 𝑓(𝑐) 𝑢(𝑐) + 𝑔(𝑐) 𝑣(𝑐) =

det (𝑅) (我们代 𝑥以数 𝑐).这有时是有用的.
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例 C.125 解方程组

⎧⎪
⎨
⎪⎩

11𝑥2 − 2𝑥𝑦 − 44𝑦2 − 𝑥 + 26𝑦 − 32 = 0,
4𝑥2 − 18𝑥𝑦 + 49𝑦2 − 4𝑥 + 9𝑦 − 118 = 0.

(C.10)

我们可用上例的结果解方程组 (C.10).为此,我们记

𝑓𝑦(𝑥) = 11𝑥2 + (−2𝑦 − 1)𝑥 + (−44𝑦2 + 26𝑦 − 32),
𝑔𝑦(𝑥) = 4𝑥2 + (−18𝑦 − 4)𝑥 + (49𝑦2 + 9𝑦 − 118).

设 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏是方程组 (C.10)的一个解.则

0 = 11𝑎2 − 2𝑎𝑏 − 44𝑏2 − 𝑎 + 26𝑏 − 32
= 11𝑎2 + (−2𝑏 − 1)𝑎 + (−44𝑏2 + 26𝑏 − 32),

0 = 4𝑎2 − 18𝑎𝑏 + 49𝑏2 − 4𝑎 + 9𝑏 − 118
= 4𝑎2 + (−18𝑏 − 4)𝑎 + (49𝑏2 + 9𝑏 − 118),

即 𝑓𝑏(𝑎) = 0 = 𝑔𝑏(𝑎).故

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

11 0 4 0
−2𝑏 − 1 11 −18𝑏 − 4 4

−44𝑏2 + 26𝑏 − 32 −2𝑏 − 1 49𝑏2 + 9𝑏 − 118 −18𝑏 − 4
0 −44𝑏2 + 26𝑏 − 32 0 49𝑏2 + 9𝑏 − 118

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

的行列式是 0.另一方面,可以算出,此阵的行列式是 342 125 (𝑏2 − 1) (𝑏2 − 4).
于是,若 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏是方程组 (C.10)的一个解,则 𝑏 = 1或 𝑏 = −1或 𝑏 = 2
或 𝑏 = −2.则 (代 𝑏以 1)

⎧⎪
⎨
⎪⎩

11𝑎2 − 2𝑎 − 44 − 𝑎 + 26 − 32 = 0,
4𝑎2 − 18𝑎 + 49 − 4𝑎 + 9 − 118 = 0;

(C.11)

或 (代 𝑏以 −1)

⎧⎪
⎨
⎪⎩

11𝑎2 + 2𝑎 − 44 − 𝑎 − 26 − 32 = 0,
4𝑎2 + 18𝑎 + 49 − 4𝑎 − 9 − 118 = 0;

(C.12)
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或 (代 𝑏以 2)

⎧⎪
⎨
⎪⎩

11𝑎2 − 4𝑎 − 176 − 𝑎 + 52 − 32 = 0,
4𝑎2 − 36𝑎 + 196 − 4𝑎 + 18 − 118 = 0;

(C.13)

或 (代 𝑏以 −2)

⎧⎪
⎨
⎪⎩

11𝑎2 + 4𝑎 − 176 − 𝑎 − 52 − 32 = 0,
4𝑎2 + 36𝑎 + 196 − 4𝑎 − 18 − 118 = 0.

(C.14)

方程组 (C.11) 的解是 𝑎 = −2; 方程组 (C.12) 的解是 𝑎 = 3; 方程组 (C.13)
的解是 𝑎 = 4; 方程组 (C.14) 的解是 𝑎 = −5. 于是, 若 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏 是方程
组 (C.10)的一个解,必:

𝑎 = −2, 𝑏 = 1;
或 𝑎 = 3, 𝑏 = −1;
或 𝑎 = 4, 𝑏 = 2;
或 𝑎 = −5, 𝑏 = −2.

最后,我们验证这些是否是方程组 (C.10)的解.可以验证,它们都是解.于是,
方程组 (C.10)的解是:

𝑥 = −2, 𝑦 = 1;
或 𝑥 = 3, 𝑦 = −1;
或 𝑥 = 4, 𝑦 = 2;
或 𝑥 = −5, 𝑦 = −2.
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C.39 总结
用归纳定义定义行列式的线性代数教材似乎要比用组合定义定义行列

式的教材少. 具体地, 为数学学生准备的教材少地用归纳定义; 一些为非数
学学生准备的教材用归纳定义,但不多.
按多列 (行)展开行列式是教学的一个难点.毕竟,我们少地用它算行列

式.我认为,这是一个更理论的 (而不是应用的)定理.我想,我要么不讲它,要
么通俗地讲它 (不要求熟悉).所以,我加了一个具体的例,并希望此例可助学
生理解按多列展开行列式.证明的方法还是数学归纳法.我用到了按 (任何)
一列展开行列式的公式.所以,理论地,这个论证可被任何一本教材用 (毕竟,
一般地,讲按多列展开行列式前,都会讲按一列展开行列式).不过,我没看到
这样的教材 (包括一本用归纳定义定义行列式,但用完全展开的公式证明此
事的线性代数教材).
我似乎讲完了我想讲的.希望我的书可助您真地入门.再见.
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记号表

我在此写下本书用到的一些记号与其位置.这里,记号的 “位置”是我首
次正式地定义这个记号的位置. 1.𝑥 表示第一章的节 𝑥; K.𝑦 表示附录 K 的
节 𝑦,其中 K是一个大写拉丁字母.

记号 的位置是
𝜌(𝑖, 𝑗) 1.1
𝜏(𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛) 1.4
sgn (𝑥) 1.4
𝑠(𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛) 1.4
阵 𝐴 1.5
[𝐴]𝑖,𝑗 1.5
𝐴T 1.5
𝐴(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠|𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑡) 1.5

𝐴(
𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑠
𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑡)

1.5

阵 0 1.5
det (𝐴) 1.6
[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛] 1.10
𝛿(𝑖, 𝑗) 1.12
𝐼𝑛 1.12
𝐼 1.12
adj (𝐴) 1.19
𝐴{𝑖, 𝐵} 1.21
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(续)

记号 的位置是

[
𝐴 𝐶
𝐵 𝐷]

1.31

|
|
|
||

𝑎1,1 𝑎1,2 𝑎1,3
𝑎2,1 𝑎2,2 𝑎2,3
𝑎3,1 𝑎3,2 𝑎3,3

|
|
|
||

A.1

𝛥 A.2
求和号∑ B.1
求积号∏ B.2
∈ B.4
𝑆 × 𝑇 (集) B.4
𝐸(𝑛; 𝑝, 𝑞; 𝑠) C.31
pf (𝐴) C.33



词表

我在此写下本书用到的一些词与其位置.这里,词的 “位置”是我首次正
式地定义 (或提到)这个词的位置. 1.𝑥表示第一章的节 𝑥; K.𝑦表示附录 K的
节 𝑦,其中 K是一个大写拉丁字母.

词 的位置是
0级阵 1.7
1元 2次方程 A.1
1元 3次方程 A.1
1元 4次方程 A.4
2元 ⩽2次式 A.2
𝛿-记号 1.12
(𝑖, 𝑗)-元 1.5
𝑛级阵 1.5
𝑛元 ⩽1次式 1.20
𝑛元 ⩽1次方程 1.20
𝑝级子阵 1.23
𝜌-记号 1.1
Binet–Cauchy公式 1.18
Cramer公式 1.21
pfaffian C.33
按多列展开 1.8
按一列展开 1.7
包含 B.4
保乘的 C.14
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(续)

词 的位置是
倍加 C.13
单位阵 1.12
对换 C.4
对角线法则 1.6
多线性 1.13
二元运算 B.4
反称性 1.13
反称阵 C.29
方程组 1.20
方阵 1.5
非零解 1.20
分配律 B.4
符号 1.4
古伴 1.19
规范性 1.13
行列式 1.6
集 B.4
迹 C.1
交错性 1.13
交换律 B.4
结合律 B.4
解 1.20
空集 B.4
空约束 B.1
零解 1.20
零阵 1.5
逆序 1.4
逆序数 1.4
排列 1.2
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(续)

词 的位置是
判别式 A.2
平凡的因子 B.3
求和号 B.1
求积号 B.2
缺项定位 1.1
属于 B.4
数学归纳法 B.3
素数 B.3
完全展开 1.9
位置 1.1
线性方程 1.20
相反阵 1.5
相邻对换 C.4
消去律 C.22
辛阵 C.28
因子 B.3
有序对 B.4
元 B.4
约束 B.1
阵 1.5
阵的积 1.17
阵的数乘 1.5
整数集 B.4
转置 1.5
子阵 1.5
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