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Vorwort
Wir freuen uns, dass du unser Skript für die Vorlesung Geometrie bei Prof. Dr. Arno Fehm im WS2018/19
gefunden hast. Da du ja offensichtlich seit einem Jahr Mathematik studierst, kannst du dich glücklich
schätzen zu dem einen Drittel zu gehören, dass nicht bis zum zweiten Semester abgebrochen hat.

Wenn du schon das Vorwort zu Lineare Algebra und analytische Geometrie 1+2 gelesen hast, weißt du
sicherlich, dass Prof. Fehm ein Freud der Algebra ist.1 Auf die Frage eines Kommilitonen, wo in seinem
Inhaltsverzeichnis (Gruppen, Ringe, Körper) die Geometrie vorkomme, antwortete er:

Die Frage ist nicht, wieso wir in dieser Vorlesung Algebra statt Geometrie machen, sondern
warum hier seit 20 Jahren Geometrie unterrichtet wird.

Wie auch im letzten Vorwort können wir dir nur empfehlen die Vorlesung immer zu besuchen, denn
dieses Skript ist kein Ersatz dafür. Es soll aber ein Ersatz für deine unleserlichen und (hoffentlich nicht)
unvollständigen Mitschriften sein und damit die Prüfungsvorbereitung einfacher machen. Im Gegensatz
zu letztem Semester veröffentlicht Prof. Fehm auf seiner Homepage (http://www.math.tu-dresden.

de/˜afehm/lehre.html) kein vollständiges Skript mehr, sondern nur noch eine Zusammenfassung.

Der Quelltext dieses Skriptes ist bei Github (https://github.com/henrydatei/TUD_MATH_BA) gehos-
tet; du kannst ihn dir herunterladen, anschauen, verändern, neu kompilieren, ... Auch wenn wir das
Skript immer wieder durchlesen und Fehler beheben, können wir leider keine Garantie auf Richtigkeit
geben. Wenn du Fehler finden solltest, wären wir froh, wenn du ein neues Issue auf Github erstellst und
dort beschreibst, was falsch ist. Damit wird vielen (und besonders nachfolgenden) Studenten geholfen.

Und jetzt viel Spaß bei Geometrie!

1In Zukunft wird sich Prof. Fehm richtig freuen dürfen, denn im Zuge einer neuen Studienordnung, die am 1.4.2019 in
Kraft tritt, kommt so gut wie keine Geometrie im Bachelor Mathematik vor.
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Kapitel I

Endliche Gruppen

1. Erinnerung und Beispiele
IErinnerung 1.1

Eine Gruppe ist ein Paar (G, ∗) bestehend aus einer Menge G und einer Verknüpfung ∗ : G×G→ G,
dass die Axiome Assoziativität, Existenz eines neutralen Elements und Existenz von Inversen erfüllt,
und wir schreiben auch G für die Gruppe (G, ∗). Die Gruppe G ist abelsch, wenn g ∗ h = h ∗ g
für alle g, h ∈ G. Eine allgemeine Gruppe schreiben wir multiplikativ mit neutralem Element 1,
abelsche Gruppen auch additiv mit neutralem Element 0.

Eine Teilmenge H ⊆ G ist eine Untergruppe von G, in Zeichen H ≤ G, wenn H 6= ∅ und H

abgeschlossen ist unter der Verknüpfung und den Bilden von Inversen. Wir schreiben 1 (bzw. 0)
auch für die triviale Untergruppe {1} (bzw. {0}) von G.

Eine Abbildung ϕ : G→ G′ zwischen Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus, wenn

ϕ(g1 · g2) = ϕ(g1) · ϕ(g2) ∀g1, g2 ∈ G

und in diesem Fall ist

Ker(ϕ) = ϕ−1({1})

der Kern von ϕ. Wir schreiben Hom(G,G′) für die Menge der Gruppenhomomorphismen ϕ : G→
G′.

Beispiel 1.2
Sei n ∈ N, K ein Körper und X eine Menge.

(a) Sym(X), die symmetrische Gruppe aller Permutationen der Menge X mit f · g = g ◦ f ,
insbesondere Sn = Sym({1, ..., n})

(b) Z sowie Z/nZ = {a+ nZ | a ∈ Z} mit der Addition

(c) GLn(K) mit der Matrizenmultiplikation, Spezialfall GL1(K) = K× = K\{0}

(d) Für jeden Ring R bilden die Einheiten R× eine Gruppe unter der Multiplikation, zum Beispiel
Matn(K)× = GLn(K), Z× = µ2 = {1,−1}

Beispiel 1.3
Ist (G, ·) eine Gruppe, so ist auch (Gop, ·op) mit G = Gop und g ·op h = h · g eine Gruppe.
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1. Erinnerung und Beispiele Kapitel I: Endliche Gruppen

IBemerkung 1.4
Ist G eine Gruppe und h ∈ G, so ist die Abbildung

τh =

G→ G

g 7→ gh

eine Bijektion (also τh ∈ Sym(G)) mit Umkehrabbildung τh−1 .

Satz 1.5
Sei G eine Gruppe. Zu jeder Menge X ⊆ G gibt es eine kleinste Untergruppe 〈X〉 von G, die X
enthält, nämlich

〈X〉 =
⋂

X⊆H≤G

H

IBemerkung 1.6
Man nennt 〈X〉 die von X erzeugte von G. Die Gruppe G heißt endlich erzeugt, wenn G = 〈X〉 für
eine endliche Menge X ⊆ G.

Satz 1.7
Ein Gruppenhomomorphismus ϕ : G → G′ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es einen
Gruppenhomomorphismus ϕ′ : G′ → G mit ϕ′ ◦ ϕ = idG und ϕ ◦ ϕ′ = idG′ gibt.

Beispiel 1.8
Ist G eine Gruppe, so bilden die Automorphismen Aut(G) ⊆ Hom(G,G) eine Gruppe unter ϕ◦ϕ′ =
ϕ′ ◦ ϕ. Für ϕ ∈ Aut(G) und g ∈ G schreiben wir gϕ = ϕ(g).

Satz 1.9
Einen Gruppenhomomorphismus ϕ : G→ G′ ist genau dann injektiv, wenn Ker(ϕ) = 1.

Beispiel 1.10
Sei n ∈ N, K ein Körper.

(a) sgn : Sn → µ2 ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern die alternierende Gruppe An.

(b) det : GLn(K)→ K× ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern SLn(K).

(c) πnZ : Z→ Z/nZ, a 7→ a+ nZ ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern nZ

(d) Ist A eine abelsche Gruppe, so ist

[n] :

A→ A

x→ nx

ein Gruppenhomomorphismus mit Kern A[n], die n-Torsion von A und Bild nA.
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1. Erinnerung und Beispiele Kapitel I: Endliche Gruppen

(e) Ist G eine Gruppe, so ist G→ Gop

g 7→ g−1

ein Isomorphismus.

Definition 1.11 (Zykel, disjunkte Zykel)
Seien n, k ∈ N. Für paarweise verschiedene Elemente i1, ..., ik ∈ {1, ..., n} bezeichnen wir mit
(i1...ik) das σ ∈ Sn gegeben durch

σ(ij) = ij+1 für j = 1, ..., k − 1

σ(ik) = i1

σ(i) = i für i ∈ {1, ..., n}\{i1, ..., ik}

Wir nennen (i1...ik) eine k-Zykel. Zwei Zykel (i1...ik) und (j1...jl) ∈ Sn heißen disjunkt, wenn
{i1, ..., ik} ∩ {j1, ..., jl} = ∅.

Satz 1.12
Jedes σ ∈ Sn ist das Produkt von Transpositionen (das heißt 2-Zykeln).

Lemma 1.13
Disjunkte Zykel kommutieren, das heißt sind τ1, τ2 ∈ Sn disjunkte Zykel, so ist τ1τ2 = τ2τ1.

Beweis. Sind τ1 = (i1...ik) und τ2 = (j1...jl) so ist

τ1τ2(i) = τ2τ1(i) =


τ1(i) i ∈ {i1...ik}

τ2(i) i ∈ {j1...jl}

i sonst

�

Satz 1.14
Jedes σ ∈ Sn ist ein Produkt von paarweise disjunkten k-Zykeln mit k ≥ 2 eindeutig bis auf
Reihenfolge (sogenannte Zykelzerlegung von σ).

1 2 3 4 5

Also ein 3-Zykel und ein 2-Zykel.

Beweis. Induktion nach N = |{i | σ(i) 6= i}|.
N = 0: σ = id
N > 0: Wähle i1 mit σ(i1) 6= i1, betrachte i1, σ(i1), σ2(i1), .... Da {1, ..., n} endlich und σ bijektiv ist, existiert
ein minimales k ≥ 2 mit σk(i1) = i1. Setze τ1 = (i1 σ(i1)...σk−1(i1)). Dann ist σ = τ1 ◦ τ−1

1 σ, und nach
Induktionshypothese ist τ−1

1 σ = τ2 ◦ ... ◦ τm mit disjunkten Zyklen τ2, ..., τm.
Eindeutigkeit ist klar, denn jedes i kann nur in einem Zykel (i σ(i)...σk−1(i)) vorkommen. �

4



1. Erinnerung und Beispiele Kapitel I: Endliche Gruppen

Beispiel
(1 2 3 4 5)(2 4) = (1 4 5)(2 3) = (2 3)(1 4 5) = (3 2)(1 4 5) = (3 2)(4 5 1) 6= (3 2)(1 5 4)
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2. Ordnung und Index

Sei G eine Gruppe, g ∈ G.
Definition 2.1 (Ordnung)

(a) #G = |G| ∈ N ∪ {∞}, die Ordnung von G.

(b) ord(g) = #〈g〉, die Ordnung von g.

Beispiel 2.2
(a) #Sn = n!

(b) #An = 1
2n! für n ≥ 2

(c) #Z/nZ = n

Lemma 2.3
Für X ⊆ G ist

〈X〉 = {gε1
1 · · · · · gεrr | r ∈ N0, g1, ..., gr ∈ X, ε1, ..., εr ∈ {−1, 1}}

Beweis. klar, rechte Seite ist Untergruppe, die X enthält, und jede solche enthält alle Ausdrücke der Form
gε1

1 · · · · · g
εr
r . �

Satz 2.4
(a) Ist ord(g) =∞, so ist 〈g〉 = {..., g−2, g−1, 1, g1, g2, ...}

(b) Ist ord(g) = n, so ist 〈g〉 = {1, g, g2, ..., gn−1}

(c) Es ist ord(g) = inf{k ∈ N | gk = 1}

Beweis. Nach Lemma 2.3 ist 〈g〉 = {gk | k ∈ Z}. Sei m = inf{k ∈ N | gk = 1}.

• |{k ∈ N | gk = 1}| = m: Sind ga = gb mit 0 ≤ a < b < m, so ist gb−a = 1, aber 0 < b − a < m, was ein
Widerspruch zur Minimalität von m ist.

• m =∞⇒ ord(g) =∞: klar

• m <∞⇒ 〈g〉 = {gk | 0 ≤ k < m}: Für k ∈ Z schreibe k = qm+ r mit q, r ∈ Z und 0 ≤ r < m

gk = gqm+r = ( gm︸︷︷︸
=1

)q · gr = gr ∈ {1, g, ..., gm−1} �

Beispiel 2.5
(a) Ist σ ∈ Sn ein k-Zykel, so ist ord(σ) = k.

(b) Für 1 ∈ Z/nZ ist ord(1) = n.
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2. Ordnung und Index Kapitel I: Endliche Gruppen

Definition 2.6 (Komplexprodukt, Nebenklasse)
Seien A,B ⊆ G, H ≤ G

(a) AB := A ·B := {ab | a ∈ A, b ∈ B} das Komplexprodukt von A und B.

(b) gH := {g} ·H = {gh | h ∈ H} die Linksnebenklasse von H bezüglich g.
Hg := H · {g} = {hg | h ∈ H} die Rechtsnebenklasse von H bezüglich g.

(c) G/H := {gH | g ∈ G} die Menge der Linksnebenklassen.
G/H := {Hg | g ∈ G} die Menge der Rechtsnebenklassen.

Beispiel 2.7
Für h ∈ H ist hH = H = Hh.

Lemma 2.8
Seien H ≤ G, g, g′ ∈ G.

(a) gH = g′H ⇔ g′ = gh für ein h ∈ H
Hg = Hg′ ⇔ g′ = gh für ein h ∈ H

(b) Es ist gH = g′H oder gH ∩ g′H = ∅ und Hg = Hg′ oder Hg ∩Hg′ = ∅.

(c) Durch gH 7→ Hg−1 wird eine wohldefinierte Bijektion G/H → G/H gegeben.

Beweis. (a) Hinrichtung: gH = g′H ⇒ g′ = g′ · 1 ∈ g′H = gH ⇒ es existiert h ∈ H mit g′ = gh

Rückrichtung: g′ = gh⇒ g′H = ghH = gH

(b) Ist gH ∩ g′H 6= ∅, so existieren h, h′ ∈ H mit gh = g′h′ ⇒ gH = ghH = g′h′H = g′H

(c) wohldefiniert: gH = g′H
a)⇒ g′ = gh mit h ∈ H ⇒ H(g′)−1 = Hh−1g−1 = Hg−1

bijektiv: klar, Umkehrabbildung: Hg 7→ g−1H �

Definition 2.9 (Index)
Für H ⊆ G ist

(G : H) := |G/H|+ | G/H | ∈ N ∪ {∞}

der Index von H in G.

Beispiel 2.10
(a) (Sn : An) = 2 für n ≥ 2

(b) (Z : nZ) = n

Satz 2.11
Der Index ist multiplikativ: Sind K ≤ H ≤ G, so ist

(G : K) = (G : H) · (H : K)

Beweis. Nach Lemma 2.8 bilden die Nebenklassen von H eine Partition von G, das heißt es gibt (gi)i∈I in G
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2. Ordnung und Index Kapitel I: Endliche Gruppen

mit G =
⊎
i∈I giH. Analog ist H =

⊎
j∈J hjK mit hj ∈ H. Dann gilt:

H =
⊎
j∈J

hjK
1.4⇒ gH =

⊎
j∈J

ghjK für jedes g ∈ G

G =
⊎
i∈I

giH =
⊎
i∈I

⊎
j∈J

gihjK =
⊎

(i,j)∈I×J

gihjK

Somit ist (G : K) = |I × J | = |I| · |J | = (G : H) · (H : K). �

Folgerung 2.12 (Satz von Lagrange)
Ist G endlich und H ≤ G, so ist

#G = #H · (G : H)

Insbesondere gilt #H|#G und (G : H)|#G.

Beweis. #G = (G : 1) 2.11= (G : H)(H : 1) = (G : H) ·#H. �

Folgerung 2.13 (kleiner Satz von Fermat)
Ist G endlich und n = #G, so ist gn = 1 für jedes g ∈ G.

Beweis. Nach Folgerung 2.12 gilt: ord(g) = #〈g〉|#G = n. Nach Satz 2.4 ist gord(g) = 1, somit auch

gn = (gord(g)︸ ︷︷ ︸
=1

)
n

ord(g) = 1 �

IBemerkung 2.14
Nach Folgerung 2.12 ist die Ordnung jeder Untergruppe von G ein Teiler der Gruppenordnung #G.
Umgekehrt gibt es im Allgemeinen aber nicht zu jedem Teiler d von #G eine Untergruppe H von
G mit #H = d.
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3. Normalteiler und Quotientengruppen Kapitel I: Endliche Gruppen

3. Normalteiler und Quotientengruppen

Sei G eine Gruppe.
Definition 3.1 (normal, Normalteiler)
Eine Untergruppe H ≤ G ist normal (in Zeichen H � G), wenn g−1hg ∈ H für alle h ∈ H und
g ∈ G. Ein Normalteiler von G ist eine normale Untergruppe von G.

Beispiel 3.2
(a) Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe von G ein Normalteiler.

(b) Ist ϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Ker(ϕ)�G, denn ϕ(h) = 1⇒ ϕ(g−1hg) =
ϕ(g)−1ϕ(h)ϕ(g) = 1 ∀g ∈ G.

(c) Jede Gruppe G hat die trivialen Normalteiler 1 �G und G�G.

Lemma 3.3
Sei H ≤ G und N �G.

(a) H �G⇔ gH = Hg für alle g ∈ G

(b) HN = NH, HN ≤ G, N �HN , H ∩N ≤ N , H ∩N �H

(c) Sind N,H �G, so ist H ∩N �G, HN �G

(d) Für g, g′ ∈ G ist gN · g′N = gg′N

Beweis. (a) Hinrichtung: ∀g ∈ G, ∀h ∈ H: g−1hg ∈ H ⇒ gHg−1 ⊆ H ⇒ Hg = gH und g−1H ⊆ Hg−1 ⇒
gH = Hg

Rückrichtung: ∀g ∈ G: gH = Hg ⇒ ∃h′ ∈ H: gh′ = hg ⇒ g−1hg = h ∈ H

(b) • HN =
⋃
n∈N hN =

⋃
n∈NNh = NH

• HN ·NH = H ·NH ·N = H ·HN ·N = HN

(HN)−1 = N−1H−1 = NH = HN

• N �HN : klar
• H ∩N ≤ N : klar
• H ∩N �H: n ∈ H ∩N , h ∈ H ⇒ h−1nh ∈ H ∩N

(c) • H ∩N �G: h ∈ H ∩N , g ∈ G⇒ g−1hg ∈ H ∩N

• HN �G: g ∈ G⇒ gHN
a)= Hg ·N = H · gN a)= H ·Ng = HNg

(d) gN · g′N = g ·Ng′ ·N a)= g · g′N = gg′N �

Satz 3.4
Sei N �G. Dann ist G/N mit dem Komplexprodukt als Verknüpfung eine Gruppe, und πN : G→
G/N, g 7→ gN ein Gruppenhomomorphismus mit Kern N .

Beweis. • Komplexprodukt ist Verknüpfung auf G/N: Lemma 3.3

• Gruppenaxoime übertragen sich von G auf G/N: klar

• πN ist ein Homomorphismus: Lemma 3.3

• Ker(πN ) = N : Lemma 2.8 �
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3. Normalteiler und Quotientengruppen Kapitel I: Endliche Gruppen

Folgerung 3.5
Die Normalteiler sind genau die Gruppenhomomorphismen.
Definition 3.6 (Quotientengruppe)
Für N �G heißt G/N zusammen mit dem Komplexprodukt als Verknüpfung die Quotientengruppe
von G nach N (oder G modulo N).

Lemma 3.7
Sei N �G. Für H ≤ G ist πN (H) = HN/N ≤ G/N, und H 7→ π(H) liefert eine Bijektion zwischen

• den H ≤ G mit N ≤ H und

• den H ≤ G/N

Beweis. • πN (H) = {hN | h ∈ H} = {hnN | h ∈ H,n ∈ N} = HN/N

• Umkehrabbildung: H 7→ π−1
N (H):

H ≤ G/N: πN (π−1
N (H)) = H, da πN surjektiv

N ≤ H ≤ G: π−1
N (πN (H)) = π−1

N (HN/N) = HN ⊆ H ·H = H �

Satz 3.8 (Homomorphiesatz)
Sei ϕ : G → H ein Gruppenhomomorphismus und N � G mit N ≤ Ker(ϕ). Dann gibt es genau
einen Gruppenhomomorphismus ϕ : G/N → H mit ϕ ◦ πN = ϕ.

G H

G/N

ϕ

πN ϕ

Beweis. Existiert so ein ϕ, so ist ϕ(gN) = (ϕ ◦ πN )(g) = ϕ(g) eindeutig bestimmt. Definiere ϕ nun so.

• ϕ ist wohldefiniert: gN = g′N
2.8⇒ ∃g′ = gn für ein n ∈ N ⇒ ϕ(g′) = ϕ(g) · ϕ(n)︸︷︷︸

=1

= ϕ(g), da n ∈ Ker(ϕ)

• ϕ ist Homomorphismus: ϕ(gN · g′N) = ϕ(gg′N) = ϕ(gg′) = ϕ(g) · ϕ(g′) = ϕ(gN) · ϕ(g′N) �

Folgerung 3.9
Ein Gruppenhomomorphismus ϕ : G→ H liefert einen Isomorphismus

ϕ̄ : G/Ker(ϕ)
∼=−→ Im(ϕ) ≤ H

Folgerung 3.10 (1. Homomorphiesatz)
Seien H ≤ G und N �G. Der Homomorphismus

ϕ : H i
↪→ HN

πN−−→ HN/N

induziert einen Isomorphismus

ϕ̄ : H/H∩N
∼=−→ HN/N

10
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Beweis. • ϕ ist surjektiv: Für h ∈ H und n ∈ N ist

hnN = hN = ϕ(h) ∈ ϕ(H) = Im(ϕ)

• Ker(ϕ) = H ∩Ker(πN ) = H ∩N

Mit Folgerung 3.9 folgt die Behauptung. �

Folgerung 3.11 (2. Homomorphiesatz)
Seien N�G und N ≤ H�G. Der Homomorphismus πH : G→ G/H induziert einen Isomorphismus

(G/N)/(H/N)
∼=−→ G/H

Beweis. Da N ≤ H liefert πH einen Epimorphismus (mit Satz 3.8) πH : G/N → G/H.

G G/H

G/N

πH

πN πH

Dieser hat Kern Ker(πH) = H/N, induziert nach Folgerung 3.9 einen Isomorphismus

(G/N)/Ker(πH )
∼=−→ Im(πH) = G/H �

Definition 3.12 (Konjugation)
Seien x, x′, g ∈ G und H,H ′ ≤ G.

(a) xg := g−1xg, Konjugation von x mit g

(b) x und x′ sind konjugiert (in G)⇔ ∃g ∈ G: x′ = xg

(c) H und H ′ heißen konjugiert (in G)⇔ ∃g ∈ G: H ′ = Hg = {hg | h ∈ H}

Lemma 3.13
Die Abbildung

int :

G→ Aut(G)

g 7→ (x 7→ xg)

ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. • int(g) ∈ Hom(G,G): (xy)g = g−1xyg = g−1xgg−1yg = xg · yg

• (xg)h = h−1g−1xgh = (gh)−1x(gh) = xgh

• int(g) ∈ Aut(G): Umkehrabbildung zu int(g) ist int(g−1)

• int(g) ∈ Hom(G,Aut(G)):

int(gh) = int(h) ◦ int(g) = int(g) · int(h) �
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Definition 3.14 (innere Automorphismen, Zentrum, charakteristische Gruppe)
(a) Inn(G) = Im(int) ≤ Aut(G), die Gruppe der inneren Automorphismen von G

(b) Z(G) = Ker(int) = {g ∈ G | xg = gx ∀x ∈ G}, das Zentrum von G

(c) H ≤ G ist charakteristisch ⇔ ∀σ ∈ Aut(G): H = Hσ

IBemerkung 3.15
(a) Konjugation ist eine Äquivalenzrelation

(b) H ≤ G ist normal ⇔ H = Hσ ∀σ ∈ Inn(G)

(c) Deshalb gilt für H ≤ G: H ist charakteristisch ⇒ H ist normal

Beispiel 3.16
Z(G) ist charakteristisch in G

12
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4. Abelsche Gruppen

Sei G ein Gruppe.
Definition 4.1 (zyklische Gruppe)
Eine Gruppe G ist zyklisch ⇔ G = 〈g〉 für ein g ∈ G.

Beispiel 4.2
(a) Z = 〈1〉

(b) Z/nZ = 〈1〉

(c) Cn = 〈(1 2 ... n)〉 ≤ Sn

(d) Ist #G = p eine Primzahl, so ist G zyklisch (Übung 6)

Lemma 4.3
Die Untergruppen von (Z,+) sind genau die 〈k〉 = Zk mit k ∈ N0 und für k1, ..., kr ∈ Z ist
〈k1, ..., kr〉 = 〈k〉 mit

k = ggT(k1, ..., kr)

Beweis. Zwei Beweise sind möglich:

1. Jede Untergruppe von Z ist ein Ideal von (Z,+, ·) und Z ist ein Hauptidealring.

2. Sei H ≤ Z. Setze k = min{H ∩N}, ohne Einschränkung H 6= {0}.
• H = 〈k〉: n ∈ H ⇒ n = qk+r mit q, r ∈ Z, 0 ≤ r < k ⇒ r = n− qk︸︷︷︸

k+...+k

∈ H k mini-====⇒
mal

r = 0⇒ n ∈ 〈k〉

• 〈k1, ..., kr〉 = 〈k〉 ⇒ k = ggT(k1, ..., kr):
ki ∈ 〈k〉 ⇒ k|ki ∀i
k ∈ 〈k1, ..., kr〉 ⇒ k = n1k1 + ...+ nrkr mit ni ∈ Z ∃d|ki ⇒ d|k ⇒ k = ggT(k1, ..., kr) �

Satz 4.4 (Klassifikation von zyklischen Gruppen)
Sei G = 〈g〉 zyklisch. Dann ist G abelsch und

(a) G ∼= (Z,+) oder

(b) G ∼= (Z/nZ,+) mit n = #G <∞

Beweis. Betrachte

ϕ :

{
Z→ G

k 7→ gk

ϕ ist ein Homomorphismus und surjektiv, da G = 〈g〉. Nach Folgerung 3.9 ist G = Im(ϕ) ∼= Z/Ker(ϕ). Nach
Lemma 4.3 ist Ker(ϕ) = 〈n〉 für ein n ∈ N0.

• n = 0, so ist Ker(ϕ) = 〈0〉, also ϕ injektiv und G ∼= Z.

• n > 0, so ist G ∼= Z/nZ und n = #Z/nZ = #G. �
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Satz 4.5
Sei G = (G,+) = 〈g〉 zyklisch der Ordnung n ∈ N.

(a) Zu jedem d ∈ N mit d | n hat G genau eine Untergruppe der Ordnung d, nämlich Ud = 〈nd g〉

(b) Für d | n und d′ | n ist Ud ≤ Ud′ ⇔ d | d′

(c) Für k1, . . . , kk ∈ Z ist 〈k1g, . . . , krg〉 = 〈eg〉 = Un/e mit e = ggT(k1, . . . , kr, n)

(d) Für k ∈ Z ist ord(kg) = n
ggT(k,n)

Beweis. Betrachte wieder

ϕ :

{
k̄ → G

k 7→ kg

(a) Nach Lemma 3.7 und Lemma 4.3 liefert ϕ Bijektion

{e ∈ N | nZ ≤ eZ} 1.1−−→ {H ≤ G}

und nZ ≤ eZ⇔ e | n. Ist H = ϕ(eZ) = 〈eg〉, so ist H ∼= eZ/nZ, also n = (Z : nZ) = (Z : eZ) · (eZ : nZ) =
e ·#H

(b) Ud ≤ Ud′ ⇔ 〈nd g〉 ≤ 〈
n
d′ g〉 ⇔

n
d
Z ≤ n

d′Z⇔
n
d′ |

n
d
⇔ d | d′

(c) Mit H = 〈k1, . . . , kr, n〉 ≤ Z ist nZ ≤ H, ϕ(H) = 〈k1g, . . . , krg〉. Nach Lemma 4.3 ist H = 〈e〉 mit
e = ggT(k1, . . . , kr, n), somit 〈k1g, . . . , krg〉 = ϕ(eZ) = Un/e

(d) ord(kg) = #〈kg〉 c)= #Un/e mit e = ggT(k, n) �

Lemma 4.6
Seien a, b ∈ G. Kommutieren a und b und sind ord(a) und ord(b) teilerfremd, so ist

ord(a, b) = ord(a) · ord(b)

Beweis. Nach Folgerung 2.12 ist 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 1. Ist (ab)k = 1 = akbk, so ist ak = b−k ∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 1, also ak =
bk = 1. Somit ist (ab)k = 1⇔ ak = 1 und bk = 1 und damit ord(ab) = kgV(ord(a), ord(b)) = ord(a) · ord(b) �

Folgerung 4.7
Ist G abelsch und sind a, b ∈ G mit ord(a) = m <∞, ord(b) = n <∞, so existiert c ∈ G mit

ord(c) = kgV(ord(a), ord(b))

Beweis. Schreibe m = m0m
′ und n = n0n

′ mit m0n0 = kgV(m,n) und ggT(m0, n0) = 1 ⇒ ord(am′) = m0,
ord(bn′) = n0 ⇒ ord(bn′ · am′) 4.6= m0 · n0 = kgV(m,n). �
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Theorem 4.8 (Struktursatz für endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Jede endliche erzeugte abelsche Gruppe G ist eine direkte Summe zyklischer Gruppen

G ∼= Zr ⊕
k⊕
i=1

Z/diZ

mit eindeutig bestimmten d1, . . . , dk > 1 die di | di+1 für alle i erfüllen.

Beweis. • Existenz: LAAG 2: VIII. 6.14

• Eindeutigkeit: Für d ∈ N ist

#G/dG = # (Z/dZ)r ⊕
k⊕
i=1

(Z/diZ)/d·(Z/diZ)

4.5= dr ·
n∏
i=1

di
ggT(d, di)

und daraus kann man r, k, d1, . . . , dk erhalten. �

Lemma 4.9
Sei G = (G,+) = 〈g〉 zyklisch der Ordnung n ∈ N. Die Endomorphismen von G sind genau die

ϕ
k

:

G→ G

x 7→ kx
für k = k + nZ ∈ Z/nZ

Dabei ist ϕ
l
◦ ϕ

k
= ϕ

kl
.

Beweis. • ϕ
k

wohldefiniert k1 = k2 ⇒ k2 = k1 + an mit a ∈ Z⇒ k2x = k1x+ an · x, aber nx = 0.

• ϕ
k
∈ Hom(G,G): klar, da G abelsch

• k = l⇔ ϕ
k

= ϕ
l
: ϕ
k

(g) = ϕ
l
(g)⇒ (k − l)g = 0 ord(g)===⇒

=n
n | (k − l)⇒ k = l

• ϕ ∈ Hom(G,G)⇒ ϕ = ϕ
k

für ein k ∈ Z: ϕ(g) = kg für ein k ⇒ ϕ = ϕ
k

• ϕ
k
◦ ϕ

l
= ϕ

kl
: l(kx) = (lk)x �

Satz 4.10
Ist G zyklisch von Ordnung n ∈ N, so ist

Aut(G) ∼= (Z/nZ)×

Beweis. Aut(G) ⊆ Hom(G,G) = {ϕ
k
| k ∈ Z/nZ}, ϕ

k
∈ Aut(G)⇔ es existiert ein l ∈ Z/nZ mit ϕ

l
◦ϕ

k
= ϕ1

also existiert ein l ∈ Z/nZ mit kl = 1⇔ k ∈ (Z/nZ)× und(Z/nZ)× → Aut(G)

k̄ 7→ ϕ
k

15
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ist ein Isomorphismus. �

Definition 4.11 (Euler’sche Phi-Funktion)

φ(n) = #(Z/nZ)×

ist die Euler’sche Phi-Funktion.

Beispiel 4.12
p prim ⇒ ϕ(p) = p− 1, da Z/pZ Körper ist.

Satz 4.13
Ist K ein Körper und H ≤ K× abelsch, so ist H zyklisch.

Beweis. Setze m = max{ord(h) : h ∈ H}. Nach Folgerung 4.7 gilt ord(h) | m ∀h ∈ H. ⇒ Jedes h ∈ H ist
Nullstelle von f = xm − 1 ∈ K[x]. ⇒ #H ≤ deg f = m ≤ #H ⇒ #H = m. Ist h ∈ H mit m = ord(h), so ist
dann H = 〈h〉. �

Folgerung 4.14
Für p ∈ N prim ist

Aut(Cp) ∼= (Z/pZ)× ∼= Cp−1
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5. Direkte und semidirekte Produkte

Sei G eine Gruppe und n ∈ N.
Definition 5.1 (direktes Produkt)
Das direkte Produkt von Gruppen G1, ..., Gn ist das kartesische Produkt

G =
n∏
i=1

G1 = G1 × ...×Gn =
n×
i=1

G1

mit komponentenweiser Multiplikation.

IBemerkung 5.2
(a) Wir identifizieren Gj mit der Untergruppe

Gj =
∏
i 6=j

1 = 1× ...× 1×Gj × 1× ...× 1

von
∏n
i=1Gj .

(b) Für i 6= j, gi ∈ Gi, gj ∈ Gj gilt dann

gigj = gjgi (1)

Definition 5.3 (internes direktes Produkt)
Seien H1, ...,Hn ≤ G. Dann ist G das interne direkte Produkt von H1, ...,Hn, in Zeichen

G =
n∏
i=1

Hi = H1 × ...×Hn =
n×
i=1

Hi

wenn H1 × ...×Hn → G

(g1, ..., gn) 7→ g1 · ... · gn

ein Gruppenisomorphismus ist.

Satz 5.4
Seien U, V ≤ G. Dann sind äquivalent:

(i) G = U × V

(ii) U �G, V �G, U ∩ V = 1, UV = G

Beweis. • (i)⇒ (ii): Im externen direkten Produkt U × V gilt:
– UV = U × V : Für u ∈ U , v ∈ V ist (u, v) = (u, 1) · (1, v) ∈ UV
– U ∩ V = 1: klar
– U � U × V : Für g = (u, v) ∈ U × V und u0 = (u0, 1) ∈ U ist

ug0 = g−1u0g = (u−1, v−1)(u0, 1)(u, v) = (uu0 , 1) ∈ U

17
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• (ii)⇒ (i): betrachte

ϕ :

{
U × V → G

(u, v) 7→ w

– Gleichung (1) gilt: Für u ∈ U , v ∈ V gilt in G:

u−1v−1uv = (v−1)uv︸ ︷︷ ︸
∈V

= u−1uv︸ ︷︷ ︸
∈U

∩V = 1⇒ uv = vu

– ϕ ist Homomorphismus: ϕ((u1, v1)(u2, v2)) = ϕ(u1u2, v1v2) = u1u2v1v2 (1)= u1v1u2v2 = ϕ(u1, v1) ·
ϕ(u2, v2)

– ϕ surjektiv: Im(ϕ) = UV = G

– ϕ injektiv: 1 = ϕ(u, v) = uv ⇒ u = v−1 ∈ U ∩ V = 1⇒ (u, v) = (1, 1) �

Folgerung 5.5
Seien H1, ...,Hn ≤ G. Dann sind äquivalent:

(i) G = H1 × ...×Hn

(ii) G = H1...Hn und ∀i: Hi �G und Hi−1 ∩Hi = 1

Beweis. Induktion nach n.
n = 1: trivial
n > 1: Setze U = H1...Hn−1 und V = Hn. Dann ist U � G (Lemma 3.3 c) und V � G, UV = H1...Hn = G,
U ∩ V = 1. Somit ist ϕ : U × V → G ein Isomorphismus nach Satz 5.4. Da Hi � U für i < n folgt nach
Induktionshypothese, dass

ϕ′ :

{
H1...Hn−1 → U

(h1, ..., hn−1) 7→ h1...hn−1

Somit ist

ϕ ◦ (ϕ′ × idHn) :

{
H1...Hn → G

(h1...hn) 7→ ϕ(ϕ′((h1, ..., hn−1), h)) = h1...hn

ein Isomorphismus. �

Definition 5.6 (internes semidirektes Produkt)
Seien H,N ≤ G. Dann ist G das interne semidirekte Produkt von H und N , in Zeichen

G = H nN = N oH

wenn N �G, H ∩N = 1 und NH = G.

IBemerkung 5.7
Ist G = H nN , so ist

α :

H → Aut(N)

h 7→ int(h)|N

18
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ein Gruppenhomomorphismus. Im Fall G = H ×N ist α(h) = idN für alle h ∈ H. Für h1, h2 ∈ H
und n1, n2 ∈ N ist

h1n1 · h2n2 = h1h2h
−1
2 n1h2n2

= h1h2 · nh2
1︸︷︷︸
∈N

·n2

= h1h2 · nα(h2)
1 · n2 (2)

Definition 5.8 (semidirektes Produkt)
Seien H,N Gruppen und α ∈ Hom(H,Aut(N)). Das semidirekte Produkt H nα N von H und N

bezüglich α ist das kartesische Produkt H ×N mit der Multiplikation

(h1, n1) · (h2, n2) = (h1h2, n
α(h2)
1 n2)

IBemerkung 5.9
(a) Wir identifizieren H,N mit der Teilmenge H × 1 bzw. N × 1 von H nα N .

(b) Ist α ∈ Hom(H,Aut(N)) trivial, also α(h) = idN für alle h ∈ H, so ist H nα N = H × N ,
das direkte Produkt.

Satz 5.10
Seien H,N Gruppen, α ∈ Hom(H,Aut(N)). Dann ist G = H nαN eine Gruppe, und diese ist das
interne semidirekte Produkt von H ≤ G und N �G, wobei

int(h)|N = α(h) ∀h ∈ H

Beweis. Seien h1, h2, h3, h ∈ H und n0, n1, n2, n3, n ∈ N .

• neutrales Element:

(1H , 1N )(h, n) = (h, 1α(h)
N n) = (h, n)

(h, n)(1H , 1N ) = (h, nα(1H )1H) (∗)= (h, n)

(∗): α(1H) = id

• Assoziativität:

[(h1, n1)(h2, n2)](h3, n3) = (h1h2, n
α(h2)
1 n2)(h3, n3) = (h1h2h3, (nα(h2)

1 n2)α(h3)n3) (∗)= (h1h2h3, n
α(h2)α(3)
1 n

α(h3)
2 n3)

(h1, n1)[(h2, n2)(h3, n3)] = (h1, n1)(h2h2, n
α(h3)
2 n3) = (h1h2h3, n

α(h2)α(3)
1 n

α(h3)
2 n3)

(∗): α(h3) ist ein Automorphismus und α ist ein Homomorphismus

• Inverses: (h, n)−1 = (h−1, (n−1)α(h−1))

• H ≤ G:

(h1, 1)(h2, 1) = (h1h2, 1α(h2)1) = (h1h2, 1) ∈ H

(h, 1)−1 = (h−1, 1) ∈ H
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• N ≤ G:

(1, n1)(1, n2) = (1, nα(1)
1 n2) = (1, n1n2) ∈ N

(1, n)−1 = (1, (n−1)α(1−1)) = (1, n−1) ∈ N

• H ∩N = 1: klar

• HN = G: (h, 1)(1, n) = (h, 1α(1)n) = (h, n) ∈ G

• N �G: (h, n)−1(1, n0)(h, n) = (h−1, (n−1)α(h−1))(h, nα(h)
0 n) = (1, ...) ∈ N

• int(h)|N = α(h):

nint(h)|N = (h, 1)−1(1, n)(h, 1)

= (h−1, 1)(h, nα(h)1)

= (1, 1α(h)nα(h))

= (1, nα(h))

= nα(h) �

Folgerung 5.11
Sei G = H nN und α wie inBemerkung 5.7. Dann ist

ϕ :

H nα N → G

(h, n) 7→ hn

ein Isomorphismus. Insbesondere ist G durch H, N und α bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. • ϕ ist Homomorphismus: ϕ((h1, n1)·(h2, n2)) = ϕ(h1h2, n
α(h2)
1 n2) = h1h2n

α(h2)
1 n2

(2)= h1h2n1n2 =
ϕ(h1, n1) · ϕ(h2, n2)

• ϕ ist surjektiv: Im(ϕ) = HN = G

• ϕ ist injektiv: H ∩N = 1 �

Beispiel 5.12
Sei G = H nN .

(a) H = N = C2: Aut(N) = {idC2} ⇒ α ∈ Hom(C2,Aut(C2)) = 1 (konstante Abbildung)
⇒ G = H nα N = H ×N ∼= C2 × C2 ∼= V4

(b) H = C2, N = C3: Aut(N) ∼= (Z/3Z)× ∼= C2 ⇒ α ∈ Hom(C2,Aut(C3)) = {idC2 , 1} ⇒
H nα N = H ×N ∼= C6 oder H nidC2

N ∼= S3
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6. Gruppenwirkungen

Sei G eine Gruppe und X eine Menge.
Definition 6.1 (Wirkung, G-Menge)
Eine (rechts-)Wirkung von G auf X ist eine AbbildungX ×G→ X

(x, g) 7→ xg

mit x ∈ X und h, g ∈ G, wobei

• (W1): x1G = x

• (W2): (xg)h = xgh

Eine G-Menge ist eine Menge X zusammen mit einer Wirkung von G auf X.

Beispiel 6.2
(a) Die symmetrische Gruppe G = Sym(X) wirkt auf X durch xσ = σ(x) mit x ∈ X, σ ∈ G. So

wirkt zum Beispiel Sn auf X = {1, ..., n}.

(b) G wirkt auf X = G durch Multiplikation xg = xg, die sogenannte reguläre Darstellung von
G.

(c) G wirkt auf X = G durch Konjugation: xg = g−1xg.

(d) G wirkt auf der Menge UG(G) der Untergruppen von G durch Konjugation Hg = {hg | h ∈
H} mit H ≤ G.

(e) Sind H,N Gruppen, so liefert jedes α ∈ Hom(H,Aut(N)) eine Wirkung von H auf N durch
nh = nα(h).

(f) Ist K ein Körper, so wirkt K× auf K durch xy = xy mit x ∈ K und y ∈ K×.

(g) Ist K ein Körper, n ∈ N, so wirkt GLn(K)op auf Kn durch Multiplikation xA = Ax

Anmerkung
op ist nötig, weil die Multiplikation “falsch herum“ definiert wurde. g) wäre ein Beispiel für eine
Linkswirkung, also ist es dann mit op eine Rechtswirkung.

Beispiel
The additive group of the real numbers (R,+) acts on the phase space V = R3 of “well-behaved”
systems in classical mechanics (and in more general dynamical systems) by time translation: if t is
in R and x is in the phase space, then x describes a state of the system, and t+ x is defined to be
the state of the system t seconds later if t is positive or −t seconds ago if t is negative.
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IBemerkung 6.3
Wirkt G auf X, so ist für jedes g ∈ G die Abbildung

σg :

X → X

x 7→ xg

bijektiv, da σg ◦ σg−1 = σg−1σg = σ1 = idX , also σg ∈ Sym(X) undG→ Sym(G)

g 7→ σg

ist ein Gruppenhomomorphismus. Umgekehrt liefert jeder Homomorphismus σ : G→ Sym(G) eine
Wirkung von G auf X durch xg = xσ(g). Somit steht die Menge der Wirkungen von G auf X in
natürlicher Bijektion zu Hom(G,Sym(X)).

Definition 6.4 (Fixpunkt, Stabilisator, Bahn, Bahnraum, G-invariant, treu, transitiv, frei)
Sei X eine G-Menge, g0 ∈ G, x0 ∈ X

(a) x0 ist ein Fixpunkt von g0 ⇔ xg0
0 = x0

(b) Fix(G) = XG = {x ∈ X | xg = x ∀g ∈ G}, die Menge der Fixpunkte von X unter G

(c) Gx0 = Stab(x0) = {g ∈ G | xg0 = x} der Stabilisator von x0 in G

(d) xG0 = {xg0 | g ∈ G}, die Bahn von x0 unter G

(e) X/G = {xG | x ∈ X}, der Bahnenraum

(f) Y ≤ X ist G-invariant ⇔ Y g = {yg | y ∈ Y } ≤ Y

(g) Die Wirkung von G auf X ist

• treu, wenn
⋂
x∈X Gx = 1

• transitiv, wenn gilt: ∀x, y ∈ X∃g ∈ G: xg = y

• frei, wenn Gx = 1 für alle x ∈ X

IBemerkung 6.5
(a) Der Stabilisator Gx0 besteht aus den g ∈ G, die x0 als Fixpunkt haben.

(b) Die Wirkung von G auf X ist

• transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt, also |X/G| = 1

• frei, wenn kein 1 6= g ∈ G einen Fixpunkt hat

• treu, wenn kein 1 6= g ∈ G alle x ∈ X als fixiert

Beispiel 6.6
Für n > 1 wirkt G = Sn auf X = {1, ..., n} transitiv, treu, aber für n ≥ 3 nicht frei. Der Stabilisator
Gn von n ∈ X ist eine Untergruppe von Sn isomorph zu Sn−1.
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Beispiel 6.7
Die reguläre Darstellung von G auf X = G ist frei und transitiv:

• frei: xg = x⇒ xg = x⇒ g = 1

• transitiv: x, y ∈ X = G⇒ für g = x−1y ist xg = y

Lemma 6.8
Sei X eine G-Menge.

(a) Für x ∈ X ist Gx ≤ G.

(b) Für x, y ∈ X ist xG = yG oder xG ∩ yG = ∅.

(c)
⋂
x∈X = Ker(σ), σ : G→ Sym(X) wie in Bemerkung 6.3

(d) Für x ∈ X und g ∈ G ist Gxg = (Gx)g

Beweis. Seien x, y ∈ X, g, h ∈ G

(a) Sei xg = x und xh = x. Dann

xg
h

= (xg)h = xh = x⇒ gh ∈ Gx

xg
−1

= (xg)g
−1

= x1 = x′g−1 ∈ Gx

(b) xg = yh ⇒ xG = (xg)G = (yh)H = yH

(c) g ∈
⋂
x∈X Gx ⇒ ∀x ∈ X: xg = x⇔ σg = σ(g) idX

(d) h ∈ Gxg ⇔ (xg)h = xg ⇔ xghg
−1 = x⇔ hg

−1
∈ Gx ⇔ h ∈ (Gx)g �

Satz 6.9 (Cayley)
Ist n = #G <∞, so ist G isomorph zu einer Untergruppe der Sn.

Beweis. Betrachte die reguläre Darstellung σ : G → Sym(G). Da diese Wirkung frei ist (Beispiel 6.7), also
insbesondere treu, ist σ injektiv (Lemma 6.8 c), somit G ∼= Im(σ) ≤ Sym(G). Eine Aufzählung G = {g1, ..., gn}
liefert einen Isomorphismus

ϕ :

{
Sn → Sym(X)

τ 7→ (gi 7→ gτ(i))

und somit ist G ∼= ϕ−1(Im(σ)) ≤ Sn. �

Lemma 6.10
Für eine G-Menge X und x ∈ X ist

ϕ :

 G/Gx → xG

Gxg 7→ xg

eine Bijektion.
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Beweis. • ϕ wohldefiniert: Gxg = Gxg
′ ⇒ g′ = gh mit h ∈ Gx ⇒ xg

′ = xhg = xg

• ϕ surjektiv: klar

• ϕ injektiv: xg = xg
′
⇔ x = xg

′g−1
⇔ g′g−1 ∈ Gx ⇔ g′ ∈ Gxg ⇔ Gx′g = Gxg �

Satz 6.11 (Bahn-Stabilisator-Satz)
Sei X eine G-Menge, x ∈ X. Dann ist

#xG = (G : Gx)

Beweis. Lemma 6.10 �

Beispiel
Da bei Prof Fehm, die Verbindung zwischen Algebra und Geometrie keine Beachtung geschenkt
wird, hier mal ein sehr anschauliches Beispiel von Wikipedia.
One can use the orbit-stabilizer theorem Satz 6.11 to count the automorphisms of a graph. Consider
the cubical graph, and let G denote its automorphism group. Then G acts on the set of vertices
{1, 2, . . . , 8}, and this action is transitive as can be seen by composing rotations about the center of
the cube. Thus, by the orbit-stabilizer theorem, we have that |G| = |G·1||G1| = 8|G1|. Applying the
theorem now to the stabilizer G1, we obtain |G1| = |(G1) · 2||(G1)2| . Any element of G that fixes 1
must send 2 to either 2, 4 or 5. There are such automorphisms; consider for example the map that
transposes 2 and 4, transposes 6 and 8, and fixes the other vertices. Thus, |(G1) · 2| = 3. Applying
the theorem a third time gives |(G1)2| = |((G1)2) ·3||((G1)2)3|. Any element of G that fixes 1 and 2
must send 3 to either 3 or 6, and one easily finds such automorphisms. Thus, |((G1)2) · 3| = 2. One
also sees that ((G1)2)3 consists only of the identity automorphism, as any element of G fixing 1, 2
and 3 must also fix 4 and consequently all other vertices. Combining the preceding calculations, we
now obtain |G| = 8 · 3 · 2 · 1 = 48.

Folgerung 6.12 (Bahngleichung)
Ist X eine G-Menge und X =

⊎n
i=1 x

G
i die Zerlegung von X in Bahnen (vgl. Lemma 6.8 c) so ist

#X =
n∑
i=1

(G : Gi)

Definition 6.13 (Zentralisator, Normalisator)
(a) Für h ∈ H ist

CG(h) = {g ∈ G | gh = hg}

der Zentralisator von h.

(b) Für H ≤ G ist

NG(h) = {g ∈ G | gH = Hg}

der Normalisator von H.
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IBemerkung 6.14
(a) Der Zentralisator von h ist der Stabilisator von h unter der Wirkung von G auf X = G durch

Konjugation (Beispiel 6.2 c). Es ist die größte Untergruppe H mit h ∈ Z(h).

(b) Der Normalisator von H ≤ G ist der Stabilisator von H unter der Wirkung von G auf
X = UG(G) durch Konjugation (Beispiel 6.2 d). Dies ist die größte Untergruppe N von G

mit H �N .

Folgerung 6.15
Für h ∈ G und H ≤ G ist CG(h) ≤ G und H �NG(H) ≤ G und

(a) (G : CG(h)) ist genau die Anzahl der zu h konjugierten Elemente von G

(b) (G : NG(H)) ist genau die Anzahl der zu H konjugierten Untergruppen von G

Beweis. Satz 6.11 �

Folgerung 6.16 (Klassengleichung)
Sei G endlich mit Zentrum Z = Z(G) und sei x1, ..., xn ein Repräsentantensystem der Konjugati-
onsklassen in G \ Z. Dann ist

#G = #Z +
n∑
i=1

(G : CG(xi))

Beweis. aus Satz 6.11 und Folgerung 6.15, da G = Z ]G \ Z = Z ]
⊎n

i=1 x
G
i . �
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7. p-Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.
Definition 7.1 (p-Gruppe)
G ist eine p-Gruppe ⇔ #G = pn für ein n ∈ N0.

Satz 7.2
Sei G eine p-Gruppe und X eine endliche G-Menge. Dann ist

# FixX(G) ≡ #X mod p

Beweis. Sei x ∈ X.

• x ∈ FixX(G)⇒ (G : Gx) = 1

• x /∈ FixX(G)⇒ 1 6= (G : Gx) | #G = pn ⇒ (G : Gx) ≡ 0 mod p

• Ist X =
⊎n

i=1 x
G
i , so ist

#X =
n∑
i=1

(G : Gi) ≡ # FixX(G) mod p �

Folgerung 7.3 (Satz von Cauchy)
Teilt p die Ordnung von G, so hat G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Sei X = {g1, ..., gp ∈ Gp | g1 · ... · gp = 1}. Es ist #X = (#P )p−1 und Cp = 〈(1 2 ... p)〉 ≤ Sp wird auf
X durch (g1, ..., gp)σ = (gσ(1), ..., gσ(p)) beschrieben. Mit Satz 7.2 gilt:

# FixX(Cp) ≡ #X ≡ (#G)p−1 ≡ 0 mod p

Da (1, ..., 1) ∈ FixX(Cp) folgt # FixX(Cp) ≥ p ≥ 2, es existiert also 1 6= g ∈ G mit (g, ..., g) ∈ X, das heißt
ord(g) = p. �

Folgerung 7.4
Jede nicht-triviale p-Gruppe hat eine nicht-triviales Zentrum.

Beweis. Betrachte Wirkung von G auf X = G durch Konjugation (Beispiel 6.2 c). Dann

# Z(G) ≡ FixX(G) 7.2
≡ #G ≡ 0 mod p

insbesondere ist Z(G) 6= 1. �

Lemma 7.5
#G = p⇒ G ist zyklisch.

Beweis. Sei 1 6= g ∈ G⇒ 1 6= ord(g) | #G⇒ ord(g) = p⇒ G = 〈g〉 ist zyklisch. �

Lemma 7.6
G/Z(G) zyklisch ⇒ G ist abelsch.
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Beweis. Sei a ∈ G mit G/Z(G) = 〈aZ(G)〉. Dann ist

G =
⋃
k∈Z

ak Z(G).

Sind nun x, y ∈ G, so ist x = akc, y = ald mit k, l ∈ Z, c, d ∈ Z(G)⇒ x · y = akc · ald = ald · akc = y · x �

Satz 7.7
Ist #G = p2, so ist G abelsch.

Beweis. Nach Folgerung 7.4 ist Z(G) 6= 1. ⇒ #G/Z(G) | p 7.5=⇒ G/Z(G) ist zyklisch 7.6=⇒ G ist abelsch. �

IBemerkung 7.8
Mit dem Struktursatz Theorem 4.8 erhalten wir

#G = p⇒ G ∼= Z/pZ

#G = p2 ⇒ G ∼= Z/p2Z oder G ∼= Z/pZ⊕ Z/pZ

Satz 7.9
Ist #G = pk und l ≤ k, so gibt es H ≤ G mit #H = pl.

Beweis. Induktion nach l:
l = 0: trivial Untergruppe!
l − 1→ l: Nach 7.4 ist # Z(G) = pa, a > 0, nach Folgerung 7.3 (Cauchy) existiert somit ein g ∈ Z(G) mit
ord(g) = p. Da g ∈ Z(G) ist 〈g〉�G und #G/〈g〉 = pk−1. Nach Induktionshypothese ist Untergruppe H0 ≤ G/〈p〉

mit #H0 = pl−1. Betrachte den homπ〈g〉 : G → G/〈p〉 ⇒ H := π−1
〈g〉(H0) ≤ G, #H = # Ker(π〈g〉) · #H0 =

p · pl−1 = pl. �

27



8. Die Sylow-Sätze Kapitel I: Endliche Gruppen

8. Die Sylow-Sätze

Sei G eine endliche Gruppe und p ∈ N prim .
Definition 8.1 (p-Sylow-Untergruppe)
Sei H ≤ G.

(a) H ist p-Sylow-Untergruppe von G (oder p-Sylowgruppe von G) ⇔ H ist p-Gruppe und
p - (G : H)

(b) Sylp(G) = {H ≤ G | H ist p-Sylowgruppe von G}

IBemerkung 8.2
Schreibe #G = pk ·m mit p - m. Dann gilt für H ≤ G. H ∈ Sylp(G)⇔ #H = pk.

Beispiel 8.3
(a) Syl3(S3) = {A3}

(b) Syl2(S3) = {〈(12)〉, 〈(13)〉, 〈(23)〉}

(c) Syl2(S4) 3 D4

Satz 8.4
Es gilt Sylp(G) 6= ∅.

Beweis. Induktion nach n := #G = pk ·m, p - m.
n = 1: 1 ∈ Syl2(1)!
n > 1: Ist p - n, so ist 1 ∈ Sylp(G). Sei also k ≥ 1.

• 1. Fall: Es existiert H � G mit p - (G : H). Nach Induktionshypothese existiert S ∈ Sylp(H). Da
p - (G : S) = (G : H)(H : S) ist S ∈ Sylp(G).

• 2. Fall: Es ist p | (G : H) für alle H � G. Nach Klassengleichung Folgerung 6.16 ist 0 ≡ n = # Z(G) +∑r

i=1(G : CG(xi)) = ord Z(G) mod p, wobei G \ Z(G) =
⊎r

i=1 x
G
i , also p | # Z(G). Nach Folgerung 7.3

(Cauchy) existiert ein g ∈ Z(G) mit ord(g) = p. ⇒ N := 〈g〉 � G, #N = p, #G/N = pk−1m. Nach
Induktionshypothese existiert S ∈ Sylp(G/N), das heißt S = pk−1. Setze S := π−1

N (S) ≤ G. Dann ist
#S = # Ker(πN )#S = p · pk−1 = pk, das heißt S ∈ Sylp(G). �

Folgerung 8.5
Ist k ∈ N mit pk | #G, so existiert H ≤ G mit #H = pk.

Beweis. Satz 8.4 und Satz 7.9. �
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Theorem 8.6 (Sylow-Sätze)
Sei G eine endliche Gruppe.

(a) Jede p-Gruppe H ≤ G ist in einer p−Sylowgruppe von G enthalten.

(b) Je zwei p-Sylowgruppen von G sind konjugiert.

(c) Für die Anzahl sp := # Sylp(G) gilt

sp = (G : NG(S)) ≡ 1 mod p

wobei S ∈ Sylp(G) beliebig.

Beweis. Fixiere S0 ∈ Sylp(G). Definiere X = {Sg0 | g ∈ G} ⊆ Sylp(G).

• Behauptung 1 p - #X: Wirkung von G auf X durch Konjugation ist transitiv und GS0 = NG(S0) � S0.
Dann

#X = #SG0
6.11= (G : GS0 ) | (G : S0)

und p - (G : S0), somit p - #X.

• Behauptung 2 H ≤ G p-Gruppe, S ∈ FixX(H)⇒ H ≤ S: Sei G0 = NG(S). Dann:
– S �G0, H ≤ G0 ⇒ S �HS ≤ G0 ≤ G

– HS/S ∼= H/H∩S ist p-Gruppe, da H p-Gruppe und S p-Gruppe ⇒ HS ist p-Gruppe
– p - (G : S)⇒ (HS : S) | (G : S)⇒ p - (HS : S)⇒ (HS : S) = 1, also HS = S und damit H ≤ S.

Jetzt zu den Beweisen der Sylow-Sätze.

(a) Sei H ≤ G p-Gruppe.

# FixX(H) 7.2
≡ #X 6≡ 0 mod p

Also existiert S = Sg0 ∈ FixX(H). Mit Behauptung 2 folgt H ≤ S ∈ Sylp(G).

(b) Sei H ∈ Sylp(G). Nach dem Beweis von (a) ist H ≤ Sg0 für ein g ∈ G. Also H = Sg0 ist konjugiert zu S0.

(c) Nach (b) ist Sylp(G) = X, also

sp = #X = (G : NG(S0))

Es ist S0 ∈ FixX(S0) und für S ∈ FixX(S0) ist S0 ≤ S, also S0 = S nach Behauptung 2, das heißt es gibt
genau einen Fixpunkt. Es folgt # FixX(S0) = 1 und deshalb

sp = #X 7.2
≡ # FixX(S0) ≡ 1 mod p �

Folgerung 8.7
Sei S ∈ Sylp(G). Genau dann ist S �G, wenn sp = 1.
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Folgerung 8.8
Schreibe #G = pkm, p - m. Dann gilt

sp | m und p | sp − 1

Beispiel 8.9
Sei #G = pq, mit Primzahlen p < q. Wähle P ∈ Sylp(G), Q ∈ Sylq(G).

• sq | p und q | sq − 1 p<q==⇒ sq = 1 8.7=⇒ Q�G.⇒ G = P nQ (denn P ∩Q = 1 und PQ = G).

• sp | q und q | sq − 1⇒ sp = 1 oder (sp = q und q ≡ 1 mod p)

– 1. Fall mit q 6= 1 mod p: Dann ist sp = 1⇒ P �G⇒ G = P ×Q ∼= Cp × Cq ∼= Cpq

– 2. Fall mit q = 1 mod p: Aut(Q) ∼= Aut(Cq)
4.14∼= Cq−1 hat genau eine Untergruppe

mit Ordnung p, also ist Hom(P,Aut(Q)) 6= 1. Es kann deshalb entweder G = P nQ =
P ×Q ∼= Cpq abelsch oder G = P nQ ∼= Cp nα Cq mit α 6= 1 nicht abelsch geben, z.B.
S3 ∼= C2 nα C3.
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9. Einfache Gruppen

Sei G eine Gruppe und n ∈ N.
Definition 9.1 (Einfache Gruppe)
Eine Gruppe G heißt einfach, wenn G 6= 1 und es kein 1 6= N 6 �G gibt.

IBemerkung 9.2
Die einfachen Gruppen sind die grundlegenden “Bausteine“ der Gruppen, siehe Kapitel 1.10.

Beispiel 9.3
(a) Cn ist einfach ⇔ n ist prim, da dann #Cn keine weiteren Teiler hat, also auch keine Unter-

gruppen

(b) Sei G endlich abelsch. Dann: G ist einfach ⇔ G ∼= Cp, p prim

(c) Sei G eine p-Gruppe. Dann: G ist einfach 7.4⇐⇒ G ∼= Cp, p prim

(d) A2 = {id} und damit einfach

(e) A3 ist einfach, da A3 ∼= C3

(f) A4 ist nicht einfach (da V4 �A4 gilt)

Definition 9.4 (Typ)
Sei σ ∈ Sn. Ist σ = σ1 · · ·σk eine Zerlegung in paarweise disjunkte Zykel σi mit ord(σi) = ri, wobei
r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rk ≥ 2, so heißt

Typ(σ) := (r1, . . . , rk, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
=# Fix(σ)

)

der Typ von σ.

Beispiel 9.5
Sei σ = (12)(25) ∈ S5. Die Zykelzerlegung ist σ = (1 5 2). Also ist Typ(σ) = (3, 1, 1). Die beiden
Fixpunkte sind 3 und 4.

Definition 9.6 (Partition)
Eine Partition von n ist eine endliche Folge (r1, . . . , rk) mit r1, . . . , rk ∈ N, r1 ≥ · · · ≥ rk und
n =

∑k
i=1 ri.

Lemma 9.7
{Typ(σ) | σ ∈ Sn} ist genau die Menge der Partitionen von n.

Beweis. • Hinrichtung: klar

• Rückrichtung: Ist (r1, ..., rk) eine Partition von n, so ist (r1, ..., rk) = Typ(σ) für

σ = (1 ... r1)(r1 + 1 ... r1 + r2)...(1 +
k−1∑
i=1

ri ... n) �
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Satz 9.8
Für σ, σ′ ∈ Sn sind äquivalent:

(a) σ, σ′ sind konjugiert in Sn.

(b) Typ(σ) = Typ(σ′)

Beweis. Schreibe σ = σ1...σk paarweise disjunkte Zykel, rν = ord(σν), r1 ≥ ... ≥ rk, σν = (iν,1 ... iν,rν ),
{1, ..., n} = {iν,µ | ν, µ}

• (a) ⇒ (b): Ist σ′ = στ mit τ ∈ Sn, so ist

στ = στ1 ...σ
τ
k und στν = (iτν,1 ... iτν,rν )

Insbesondere Typ(σ) = Typ(σ′).

• (b) ⇒ (a): Ist Typ(σ) = Typ(σ′), so ist σ′ = σ′1...σ
′
k mit paarweise disjunkten Zykeln mit ord(σ′ν) = rν

und σ′ν = (i′ν,1 ... i′ν,rν ) und deshalb wieder {1, ..., n} = {i′ν,µ | ν = 1, ..., k, µ = 1, ..., rν}. Mit τ ∈ Sn

definiert durch

iτν,µ = i′ν,µ

ist dann στ = στ1 ...σ
τ
k mit στν = (iτν,1 ... iτν,rν ) = (i′ν,1 ... i′ν,rν ) = σ′ν . �

Lemma 9.9
Ist n ≥ 5, so sind je zwei 3-Zykel konjugiert in An.

Beweis. Seien σ = (i1 i2 i3) und σ′ = (i′1 i′2 i′3). Nach Satz 9.8 existiert τ ∈ Sn mit σ′ = στ . Ist τ ∈ An, so sind
wir fertig. Andernfalls gibt es wegen n ≥ 5 j1 6= j2 ∈ {1, ..., n} \ {i′1, i′2, i′3}. Dann ist τ(j1, j2) ∈ An und

στ(j1,j2) = (στ )(j1,j2) = (σ′)(j1,j2) = σ′ �

Lemma 9.10
Ist n ≥ 3 wird An von den 3-Zykeln erzeugt.

Beweis. Sei σ ∈ An. Schreibe σ = τ1 . . . τ2r mit Transpositionen τ1, . . . , τ2r ∈ Sn (siehe Definition 1.11). Es
genügt zu zeigen, dass τ1τ2 Produkt ist von 3-Zykeln. Ohne Einschränkung sei τ1 = (1 2).

• τ2 = (1 2) = τ1: τ1τ2 = (1 2 3)(2 1 3)

• τ2 = (1 k) für ein k > 2: τ1τ2 = (1 2 k)

• τ2 = (2 k) für ein k > 2: analog

• τ2 = (k l) für l > k > 2: τ1τ2 = (1 k l)(1 k 2) �

Theorem 9.11
Für n ≥ 5 ist An einfach.
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Beweis. Sei 1 6= N � An. Enthält N ein 3-Zykel, somit nach Lemma 9.9 schon alle 3-Zykel, daraus folgt mit
Lemma 9.10 N = An. Sei 1 6= σ ∈ N ist mit Zykelzerlegung σ = σ1 . . . σk.

• Fall 1: Zykelzerlegung enthält 2 Transpositionen, etwa σ1 = (1 2), σ2 = (3 4)
⇒ σ′ := σ(1 2 3) = (1 2 3)−1(1 2)(3 4)σ3 . . . σk(1 2 3) = (2 3)(1 4)σ3 . . . σk ∈ N
⇒ σ′ · σ−1 = (1 3)(2 4) ∈ N
⇒ σ′′ := (σ′σ−1)(1 5 3) = (1 5)(2 4) ∈ N
⇒ σ′σ−1σ′′ = (1 3 5) ∈ N

• Fall 2: Zykelzerlegung von σ enthält Zykel der Länge m ≥ 4, etwa σ1 = (1 . . .m)
⇒ σ′ := σ(1 2 3) = (2 3 1 4 5 . . . m)σ2σk ∈ N
⇒ σ−1σ′ := (2 4 1) ∈ N

• Fall 3: Zykelzerlegung besteht aus 3-Zykeln, etwa σ1 = (1 2 3), σ2 = (4 5 6) (σ1 ∩ σ2 = ∅) (dieser Fall
existiert nur für n ≥ 6)
⇒ σ′ := σ(2 3 4) = (1 3 4)(2 5 6)σ . . . σk ∈ N
⇒ σ−1σ′ = (1 4 2 3 5) ∈ N
⇒ Fertig nach Fall 2! �

Folgerung 9.12
Für n 6= 4 hat Sn nur die Normalteiler 1, An, Sn.

Beweis. Sei N � Sn.

• n ≤ 3: klar mit V5 + Satz 9.8

• n ≥ 5: N ∩An �An
9.11==⇒ N ∩An ∈ {1, An}

– N ∩An = An: An ≤ N ≤ Sn
(Sn:An)=2=======⇒ N ∈ {An, Sn}

– N ∩An = 1: NAn = N ×An ⇒ #N ≤ 2, denn #N : #An = #NAn ≤ #Sn = 2#An. Wäre N 6= 1,
so existiert 1 6= σ ∈ N mit ord(σ) = 2, also Typ(σ) = (2, . . . , 2, 1, . . . , 1) im Widerspruch zu Satz 9.8,
denn es existiert 1 6= σ′ 6= σ konjugiert zu σ, insbesondere σ′ ∈ N , also ist #N ≥ 3. �

IBemerkung 9.13
• Man kann zeigen, dass es keine nicht zyklische einfachen Gruppen der Ordnung #G < #A5 =

60 gibt! (Kann mit den Sylow-Sätzen (Theorem 8.6) gezeigt werden oder mit Burnside’s
Lemma, welches wir in dieser Vorlesung nicht behandelt haben.)

• Die endlichen einfachen Gruppen sind vollständig klassifiziert:

(a) Cp mit p prim

(b) An mit n ≥ 5

(c) Einfache Gruppen von Lie-Typ

(d) 26 “sporadische“ einfache Gruppen (z.B. Monster Gruppe mit Ordnung ca. 1053)
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10. Auflösbare Gruppen Kapitel I: Endliche Gruppen

10. Auflösbare Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe.
Definition 10.1 (Normalreihe, Faktoren, Verfeinerung, Kompositionsreihe)

(a) Eine Normalreihe von G ist eine Folge von Untergruppen

G = G0 � G1 � ... � Gn = 1 (∗)

Dabei ist n die Länge der Normalreihe, und die Quotienten Gi−1/Gi heißen die Faktoren der
Normalreihe.

(b) Eine Normalreihe G0, . . . , Gn von G ist eine Verfeinerung einer Normalreihe H0, . . . ,Hm von
G, wenn i1, . . . , im mit Hj = Gij∀j gibt.

(c) Eine Kompositionsreihe ist eine Normalreihe, die maximal bezüglich Verfeinerung ist.

IBemerkung 10.2
(a) Für eine Normalreihe (∗) gilt nach Lemma 3.7 + Ü27: Genau dann ist Gi−1/Gi einfach, wenn

es kein Gi−1 � N � Gi mit N �Gi−1 gibt. Das heißt, genau dann ist eine Normalreihe eine
Kompositionsreihe, wenn alle ihre Faktoren einfach sind.

(b) Jede Normalreihe besitzt eine Verfeinerung, die eine Kompositionsreihe ist.

Beispiel 10.3
(a) S3 hat eine Kompositionsreihe

S3 � A3 � 1

mit Faktoren S3/A3
∼= C2, A3/1 ∼= C3.

(b) S4 hat die Kompositionsreihe

S4 � A4 � V4 � H = 〈(1 2)(3 4)〉 � 1

mit Faktoren S4/A4
∼= C2, A4/V4

∼= C3, V4/H ∼= C2 und H/1 ∼= C2.

(c) S5 hat die Kompositionsreihe

S5 � A5 � 1

mit Faktoren S5/A5
∼= C2, A5/1 ∼= A5 nach Theorem 9.11.

Theorem 10.4 (Jordan-Hölder)
Je zwei Kompositionsreihen von G haben die gleiche Länge und ihre Faktoren stimmen bis auf
Isomorphie und Reihenfolge überein.
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Beweis. Induktion über die minimale Länge n einer Kompositionsreihe: Seien

G = A0 � A1 � · · · � An = 1,

G = B0 � B1 � · · · � Bm = 1

G

A1 A2 . . . An

B1 B2 . . . Bm

N N1 N2 . . . Nl

n = 0: G = 1 klar
n > 0: G 6= 1⇒ m > 0. Es ist N = A1 ∩B1 �G, A1B1 �G

• 1. Fall: A1 = B1: Behauptung aus Induktionshypothese für N = A1 = B1

• 2. Fall: A1 6= B1: Dann ist A1 �� A1B1 �G und somit ist A1B1 = G, denn G/A1 ist einfach

G/A1 = A1B1/A1

3.10∼= B1/A1∩B1 = B1/N

G/B1
∼= A1/N

Insbesondere sind A1/N und B1/N einfach. Sei N = N0 � N1 � . . . � Nl = 1 Kompositionsreihe. Dann
ist auch A1 � N � N1 � . . . � Nl ist Kompositionsreihe der Länge l + 1. Da A1 � A2 � . . . � An

Kompositionsreihe minimaler Länge n − 1 ist. Es folgt aus der Induktionshypothese, dass n − 1 = l + 1
und dass die Faktoren übereinstimmen. Ebenso sind B1 � B2 � . . . � Bm und B1 � N0 � N1 � . . . � Nl

Kompositionsreihe mit Länge m − 1 und l + 1. Da l + 1 = n − 1 < n folgt aus der Induktionshypothese,
dass l + 1 = m − 1 und dass die Faktoren übereinstimmen. Also m = l + 2 = n und A0 � . . . � An und
B0 � . . . � Bn haben Faktoren G/A1

∼= B1/N, A1/N ∼= G/B2, N/N1, N1/N2, . . . , Nl−1/Nl �

Definition 10.5 (Kompositionsfaktoren, auflösbar)
(a) Die Faktoren einer Kompositionsreihe von G heißen die Kompositionsfaktoren von G.

(b) G ist auflösbar, wenn alle Kompositionsfaktoren von G zyklisch sind.

Beispiel 10.6
(a) S3 hat Kompositionsfaktoren C2, C3: auflösbar

(b) S4 hat Kompositionsfaktoren C2, C3, C2, C2: auflösbar

(c) Sn, n ≥ 5 hat Kompositionsfaktoren C2, An: nicht auflösbar

(d) G ist abelsch =⇒ G ist auflösbar (Beispiel 9.3c)

(e) G ist p-Gruppe =⇒ G ist auflösbar (Beispiel 9.3d))

(f) C4 und V4 haben Kompositionsfaktoren C2 und C2, aber C4 6∼= V4.

Lemma 10.7
Sei N �G. Genau dann ist G auflösbar, wenn N und G/N auflösbar sind.

Beweis. • Hinrichtung: Ist N = N0 � . . . � Nl = 1 Kompositionsreihe, so kann G � N0 � . . . � Nl = 1
zu einer Kompositionsreihe von G verfeinert werden, Kompositionsfaktoren von N sind die Kompositions-
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faktoren von G. Somit ist N auflösbar. Ist G/H = H0 � . . . � Hk Kompositionsreihe von G/N, so kann
G = π−1

N (H0) � π−1
N (H1) � . . . � π−1

N (Hk) = N � 1 zu einer Kompositionsreihe verfeinert werden, die
Kompositionsfaktoren von G/N sind also Kompositionsfaktoren von G. Somit ist G/N auflösbar.

• Rückrichtung: Sind N = N0 � . . . � Nl und G/N = H0 � . . . � Hk Kompositionsreihen, so ist G =
π−1
N (H0) � . . . � π−1

N (Hk) = N � N1 � . . . � Nl eine Kompositionsreihe von G und ist damit auflösbar.
�

Satz 10.8
Für G sind äquivalent:

(a) G ist auflösbar.

(b) G hat eine Normalreihe mit zyklischen Faktoren.

(c) G hat eine Normalreihe mit abelschen Faktoren.

(d) G hat eine Normalreihe mit auflösbaren Faktoren.

Beweis. • (a) ⇒ (b) ⇒ (c) 10.6==⇒ (d)

• (d) ⇒ (a): Induktion über die Länge der Normalreihe mit Lemma 10.7 �

Definition 10.9 (Kommutator, Kommutatoruntergruppe)
Seien x, y ∈ G, H,K ≤ G.

(a) [x, y] := x−1y−1xy, der Kommutator von x und y

(b) [H,K] := 〈[h, k] | h ∈ H, k ∈ K〉

(c) G′ := [G,G], die Kommutatoruntergruppe von G

IBemerkung 10.10
Genau dann kommutieren x und y (also xy = yx), wenn [x, y] = 1. Es gilt [x, y]−1 = [y, x].

Lemma 10.11
Ist ϕ : G→ H ein Epimorphismus, so ist ϕ(G′) = H ′.

Beweis. Da ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)] ist

ϕ(G′) = ϕ(〈{[x, y] | x, y ∈ H}〉)

= 〈ϕ({[x, y] | x, y ∈ G})〉

= 〈{[ϕ(x), ϕ(y)] | x, y ∈ G}〉

= 〈{[x, y] | x, y ∈ H}〉 = H ′ �

Lemma 10.12
G′ ist der kleinste Normalteiler von G mit G/G′ abelsch.

Beweis. • G′ ist charakteristisch ⇒ G′ �G

• G/G′ = πG′(G) 10.11===⇒ (G/G′)′ = πG′(G′) = 1⇒ [x, y] = 1 für alle x, y ∈ G/G′, das heißt G/G′ ist abelsch
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• Sei N �G mit G/N abelsch ⇒ πN (G′) 10.11= (G/N)′ = 1⇒ G′ ≤ Ker(πN ) = N , das heißt G′ ist der kleinste
Normalteiler. �

Definition 10.13 (Kommutatorreihe)
Wir definieren die Kommutatorreihe

G = G(0) � G(1) � . . .

induktiv durch G(0) = G und G(n+1) = (G(n))′.

Satz 10.14
Ist Gn �� . . . �� G1 �� G0 = G eine Normalreihe mit abelschen Faktoren (wir fordern ausnahmsweise
nicht, dass Gn = 1), so ist G(i) ≤ Gi für alle i ≤ n. Insbesondere ist G genau dann auflösbar, wenn
G(n) = 1 für ein n.

Beweis. Induktion über n
n = 0: klar

n− 1→ n: Nach Induktionshypothese ist G(n−1) ≤ Gn−1, Gn−1/Gn abelsch ⇒ G(n) = (G(n−1))′ ≤ (Gn−1)′
10.12
≤

Gn.
Für den “Insbesondere“-Fall gilt:

• Hinrichtung: Kompositionsreihe G = G0 � G1 � . . . � Gn ist Normalreihe mit abelschen Faktoren
⇒ G(n) ≤ Gn = 1⇒ G(n) = 1

• Rückrichtung: G = G(0) � G(1) � . . . � G(n) = 1 mit n minimal ist Normalreihe mit abelschen Faktoren
10.8==⇒ G ist auflösbar. �

Folgerung 10.15
Ist G auflösbar und H ≤ G, so ist auch H auflösbar.

Beweis. G auflösbar 10.14===⇒ G(n) = 1 für ein n⇒ H(n) ≤ G(n) = 1⇒ H(n) = 1 10.14===⇒ H auflösbar. �

IBemerkung 10.16
Das kleinste n mit G(n) = 1 heißt Stufe von G. (rank im englischen Sprachraum)

IBemerkung 10.17
Es gelten die folgenden tiefen Sätze:

• Satz von Burnside: Ist #G = paqb mit p, q prim, so ist G auflösbar.

• Satz von Feit-Thompson: Ist #G ungerade, so ist G auflösbar.
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Kapitel II

Kommutative Ringe

1. Erinnerung und Beispiele
IErinnerung 1.1

Ein Ring ist eine abelsche Gruppe (R,+) zusammen mit einer Verknüpfung · : R × R → R

die Assoziativität und Distributivität erfüllt. Eine Teilmenge ∅ 6= S ⊆ R ist ein Unterring oder
Teilring von R, wenn S abgeschlossen unter Addition, Subtraktion und Multiplikation ist. Ei-
ne Abbildung ϕ : R → R′ zwischen Ringen ist ein Ringhomomorphismus, wenn ϕ(r1 + r2) =
ϕ(r1) + ϕ(r2) und ϕ(r1r2) = ϕ(r1)ϕ(r2) und in diesem Fall ist

Ker(ϕ) = ϕ−1({0})

der Kern von ϕ.

IBemerkung 1.2
In dieser Vorlesung bedeutet “Ring” immer kommutativer Ring mit Einselement, das heißt (R, ·)
bildet ein kommutatives Monoid mit Einselement 1R. Wir fordern dann zusätzlich, dass Unter-
ringe von R das Einselement von R enthalten und dass Ringhomomorphismen ϕ : R → R′ das
Einselement von R auf das Einselement von R′ abbilden.

Beispiel 1.3
(a) Der Ring Z der ganzen Zahlen.

(b) Der Restklassenring Z/nZ für n ∈ N.

(c) Die Körper Q, R, C.

(d) Der Nullring R = {0}

Seien R, S Ringe. (Die meisten Beweise sind dem LAAG 1+2 Skript zu entnehmen!)

Satz 1.4
Ein Ringhomomorphismus ϕ : R → S ist ein Isomorphismus (das heißt bijektiv), wenn es einen
Ringhomomorphismus ψ : S → R mit ψ ◦ ϕ = idR und ϕ ◦ ψ = idS gibt.

Satz 1.5
Ein Ringhomomorphismus ϕ : R→ S ist genau dann injektiv, wenn Ker(ϕ) = {0}.
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Definition 1.6 (invertierbar, Einheit, Nullteiler, nullteilerfrei)
Ein x ∈ R heißt invertierbar oder eine Einheit, wenn es y ∈ R mit xy = 1 gibt, und die Menge R×

der Einheiten bildet eine Gruppe unter Multiplikation.

Ein x ∈ R ist ein Nullteiler, wenn es 0 6= y ∈ R mit xy = 0 gibt, und R ist nullteilerfrei, wenn es
keinen Nullteiler 0 6= x ∈ R gibt.

Beispiel 1.7
(a) Z ist nullteilerfrei, Z× = µ2 = {±1}.

(b) Z/nZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn n prim ist.

Beispiel 1.8
Für eine Familie von Ringen (Ri)i∈I wird

∏
i∈I Ri durch komponentenweise Addition und Multi-

plikation zu einem Ring, genannt das direkte Produkt der Ri. Bezeichnet 1Ri das Einselement von
Ri, so ist (1Ri) das Einselement von

∏
i∈I Ri und

(∏
i∈I

Ri

)×
=
∏
i∈I

R×i

Beispiel 1.9
Der Polynomring einer Variablen x über R ist

R[x] =
{ ∞∑
i=0

aix
i | ai ∈ R, fast alle ai = 0

}

mit der Addition und Multiplikation

∞∑
i=0

aix
i +

∞∑
i=0

bix
i =

∞∑
i=0

(ai + bi)xi

( ∞∑
i=0

aix
i

)
·

 ∞∑
j=0

bjx
j

 =
∞∑
k=0

 ∞∑
i+j=k

aibj

xk

Ist f =
∑n
i=0 aix

i ∈ R[x] mit an 6= 0, so ist deg(f) = n der Grad von f (mit deg(0) = −∞) und
LC(f) = an der Leitkoeffizient von f , f heißt normiert, wenn LC(f) = 1.

Satz 1.10
Seien f, g ∈ R[x].

(a) deg(f + g) ≤ max{deg(f),deg(g)}

(b) deg(f · g) ≤ deg(f) + deg(g)

(c) Ist f 6= 0 und LC(f) kein Nullteiler, so ist deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Beweis. Siehe LAAG I.6.4. �
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Folgerung 1.11
Ist R nullteilerfrei, so auch R[x] und (R[x])× = R×.

Beweis. • Ist fg = 0, so ist

−∞ = deg(0) = deg(fg) 1.10= deg(f) + deg(g)

folglich f = 0 oder g = 0.

• Ist fg = 1, so ist

0 = deg(1) = deg(fg) 1.10= deg(f) + deg(g)

folglich deg(f) = deg(g) = 0, das heißt f, g ∈ R. �

Satz 1.12 (universelle Eigenschaft des Polynomrings)
Ist ϕ : R→ S ein Ringhomomorphismus und s ∈ S, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus
ϕs : R[x]→ S mit

ϕs|R = ϕ und ϕs(x) = S

Beweis. Ist ϕs : R[x]→ S ein Ringhomomorphismus mit ϕs|R = ϕ und ϕs(x) = S, so ist

ϕs

(
∞∑
i=0

aix
i

)
=
∞∑
i=0

ϕs(ai)ϕs(xi) =
∞∑
i=0

ϕ(ai)si

eindeutig bestimmt. Umgekehrt ist das so definierte ϕs ein Ringhomomorphismus (Übung), der ϕs|R und ϕs(x) =
S erfüllt. �

IBemerkung 1.13
Insbesondere hat man für a ∈ R den Einsetzungshomomorphismus:

φa :

R[x] → R

f 7→ f(a)

gegeben durch φa |R= idR und φa(x) = a. Dies liefert eine AbbildungR[x] → Abb(R,R)

f 7→ f̃ , f̃(a) = φa(f)

Diese Abbildung ist im Allgemeinen nicht injektiv! Zum Beispiel für R = Z/2Z und f = x2 + x

ist f(0) = 0, f(1) = 0, aber f̃ = 0̃, aber f 6= 0.

Satz 1.14 (Polynomdivision)
Sei 0 6= g ∈ R[x] mit LC(g) ∈ R×. Zu jedem Polynom f ∈ R[x] gibt es eindeutig bestimmte
q, r ∈ R[x] mit f = qg + r und deg(r) < deg(g).

Beweis. Wie im Fall R = K ein Körper.
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• Eindeutigkeit: Sei f = q1g+ r1 = q2g+ r2 und deg(r1) < deg(g)⇒ r1− r2 = (q2− q1)g. Da LC(g) ∈ R×

ist LC(g) kein Nullteiler 1.10⇒ deg(r1 − r2)︸ ︷︷ ︸
<deg(g)

= deg(q2 − q1) + deg(g)

⇒ deg(q2 − q1) < 0⇒ q1 = q2 und r1 = r2

• Existenz: Sei f =
∑n

i=0 aix
i, an 6= 0 und g =

∑m

j=0 bjx
j mit bm 6= 0. Nach Voraussetzung ist bm ∈ R×,

es existiert also b−1
m ∈ R. Induktion nach deg(f) = n:

n < m: q = 0, r = f

n ≥ m: fi = f − anb−1
m xn−m · g ⇒ deg(f1) < deg(f) mit Induktionshypothese folgt f1 = q1 · g + r1 mit

deg(r) < m ⇒ f = (q1 + anb
−1
m xn−m)g + r �

Folgerung 1.15
Ist f ∈ R[x] und a ∈ R, f(a) = 0, so ist

f(x) = (x− a) · q(x) mit q ∈ R[x].

Beweis. Sei f = q(x−a)+r, deg(r) < deg(x−a), das heißt deg(r) ≤ 0⇒ 0 = f(a) = q(a−a)+r(a)⇒ r(a) = 0.�

Folgerung 1.16
Ist R nullteilerfrei, so hat 0 = f ∈ R[x] höchstens deg(f) viele Nullstellen in R.
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Definition 1.17 (Polynomring in kommutieren Variablen)
Für eine Menge I definieren wir das Monoid

N
(I)
0 :=

{
(µi)i∈I ∈

∏
i∈I

N0

∣∣∣∣∣µi = 0 für fast alle i
}

mit Addition

(µi)i∈I + (νi)i∈I := (µi + νi)i∈I

sowie den Ring

R[xi | i ∈ I] =
{

(aµ)
µ∈N(I)

0
| aµ ∈ R, fast alle gleich 0

}
mit Addition und Multiplikation

(aµ)
µ∈N(I)

0
+ (bµ)

µ∈N(I)
0

:= (aµ + bµ)
µ∈N(I)

0

(aλ)
λ∈N(I)

0
· (bν)

ν∈N(I)
0

:=

 ∑
λ+ν=µ

aλbµ


µ∈N(I)

0

genannt Polynomring in den kommutierenden Variablen xi mit i ∈ I. Wir identifizieren dem Ring
R mit den Unterring {

(rδµ,0)
µ∈N(I)

0
| r ∈ R

}
Wir schreiben xi := (δµν)

µ∈N(I)
0

, ν := (δij)j∈I und xµ :=
∏
i∈I x

µi
i . Damit ist dann

(aµ)
µ∈N(I)

0
=
∑
µ∈N(I)

0

aµx
µ.

Weiter schreiben wir R[x1, . . . , xn] := R[xi | i ∈ {i, . . . , n}].

Beispiel 1.18
Sei R = Z und I = {1, 2}, dann

(
x1x2 + x2

2
)2 = a(2,2)x

2
1x

2
2 + a(1,3)x1x

3
2 + a(0,4)x

4
2

mit a(2,2) = 1, a(1,3) = 2 und a(0,4) = 1

IBemerkung 1.19
Satz 1.10 und Satz 1.12 kann man allgemein für R[xi | i ∈ I] anstatt R[x] formulieren. Für Satz 1.14
bis Folgerung 1.16 gibt es keine Verallgemeinerung. So hat zum Beispiel f = x1−x2 unendlich viele
Nullstellen, da f(a, a) = 0 für alle a ∈ Z.
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2. Ideale

Sei R ein Ring. (Die meisten Beweise finden sich wieder im LAAG 1+2 Skript!)
Definition 2.1 (Ideal)
Ein Ideal von R ist eine Untergruppe I ≤ (R,+) mit a ∈ I, r ∈ R→ ra ∈ I (in Zeichen: I �R).

Beispiel 2.2
(a) Für a ∈ R ist (a) := Ra = {ra | r ∈ R} das von a erzeugte Hauptideal.

(b) (0) das Nullideal

(c) (1) = R das triviale Ideal (ein Ideal I �R mit I 6= R ist ein echtes Ideal von R)

IBemerkung 2.3
(a) I ⊆ R ist Ideal von R⇔ I + I ⊆, R · I ⊆ I, 0 ∈ I

(b) Ein Ideal von R ist im Allgemeinen kein Unterring von R.

(c) Für I �R ist I = R⇔ 1 ∈ I

(d) Für ein a ∈ R gilt: (a) = R⇔ a ∈ R×

Insbesondere gilt: Genau dann ist R ein Körper, wenn (0) 6= (1) die beiden einzigen Ideale
von R sind.

(e) Sind I, J �R, so auch I + J und I ∩ J .

(f) Der Schnitt einer Familie (Iλ)λ∈Λ von Idealen von R ist wieder ein Ideal von R. Insbesondere
existiert zu jedem A ⊆ R ein kleinstes Ideal 〈A〉 von R, das A enthält (das von A erzeugte
Ideal). Es gilt

〈A〉 =
{

n∑
i=1

riai | n ∈ N, r ∈ R, ai ∈ A

}

Wir schreiben (a1, . . . , an) für 〈{a1, . . . , an}〉.

Beispiel 2.4
Ist ϕ : R→ S ein Ringhomomorphismus, so ist Ker(ϕ) �R: ϕ(a) = 0,ϕ(b) = 0
⇒ ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) = 0
⇒ ϕ(ra) = ϕ(r) · ϕ(a) = 0

Definition 2.5 (Quotientenring)
Sei I �R. Der Quotientenring (QR) von R modulo I ist

R/I = {x+ i | x ∈ R}

mit x, y ∈ R

• (x+ I) +QR (y + I) := (x+ y) + I

• (x+ I) ·QR (y + I) := (xy) + I
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Satz 2.6
R/I ist ein Ring und πI : R→ R/I mit x 7→ x+ I ist ein Ringhomorphismus mit Kern I.

Beweis. Siehe LAAG VIII.5.8. �

IBemerkung 2.7
(a) Die Ideale sind also genau die Kerne von Ringhomomorphismen.

(b) Für x, y ∈ R schreibt man

x ≡ y mod I ⇔ x− y ∈ I

⇔ x+ I = y + I

⇔ πI(x) = πI(y)

Satz 2.8 (Homomorphiesatz)
Sei ϕ : R→ S ein Ringhomomorphismus und I �R ein Ideal mit I ⊆ Ker(ϕ). Dann gibt es genau
einen Ringhomomorphismus ϕ : R/I → S mit ϕ = ϕ ◦ πI

R S

R/I

ϕ

πI
ϕ

Insbesondere gilt: Ist ϕ surjektiv, so induziert ϕ ein Isomorphismus

R/Ker(ϕ) ∼= S.

Beweis. Siehe LAAG VIII.5.9. �

Lemma 2.9
Sei ϕ : R→ S ein Ringhomomorphismus.

(a) Für J � S ist ϕ−1(J) �R.

(b) Ist ϕ surjektiv, so liefert J 7→ ϕ−1(J) eine Bijektion Φ zwischen

(a) Idealen von S, und

(b) Idealen von R, die Ker(ϕ) enthalten

Beweis. (vgl. LAAG VIII.5.5) Skizze:

(a) a ∈ ϕ−1(J), r ∈ R ⇒ ϕ(ra) = ϕ(r)︸︷︷︸
∈S

ϕ(a)︸︷︷︸
∈J

∈ J

(b) Umkehrabbildung: I 7→ ϕ(I)
• ϕ(ϕ−1(J)) = J : ϕ surjektiv
• ϕ−1(ϕ(I)) = I : Lemma I.3.7
• I �R⇒ ϕ(I) � S : a ∈ I, s ∈ S ϕ surjektiv======⇒ s = ϕ(r) mit r ∈ R:

44



2. Ideale Kapitel II: Kommutative Ringe

⇒ sϕ(a) = ϕ(r)ϕ(a) = ϕ(ra) mit ra ∈ I ⇒ sϕ(a) ∈ ϕ(I) �

Definition 2.10 (Primideal und maximales Ideal)
Sei I �R.

(a) I ist prim :⇔ I 6= R und für a, b ∈ R gilt:

ab ∈ I ⇒ a ∈ I ∨ b ∈ I

(b) I ist maximal :⇔ I 6= R und ist J �R mit I ⊆ J ( R, so ist I = J .

Satz 2.11
Sei I �� R

(a) I ist prim ⇔ R/I ist nullteilerfrei

(b) I ist maximal ⇔ R/I ist Körper

(c) I ist maximal ⇒ I prim

Beweis. (a) Beachte: πI(a) = 0⇔ a ∈ I

• Hinrichtung: a, b ∈ R, πI(a) · πI(b) = 0⇒ πI(ab) = 0
⇒ ab ∈ I I prim====⇒ a ∈ I ∨ b ∈ I ⇒ πI(a) = 0 ∨ πI(b) = 0

• Rückrichtung: I nicht prim ⇒ es existieren a, b ∈ R mit ab ∈ I, a 6∈ I, b 6∈ I ⇒ 0 = πI(ab) =
πI(a)︸ ︷︷ ︸
6=0

πI(n)︸ ︷︷ ︸
6=0

⇒ R/I ist nicht nullteilerfrei

(b) I maximal 2.9b)⇐=⇒ R/I hat nur die Ideale (0) = πI(1) und (1) = πI(R) 2.3d)⇐=⇒ R/I ist Körper

(c) folgt aus a) und b), denn Körper sind nullteilerfrei! �

Beispiel 2.12 (Gegenbeispiel, dass die Umkehrung von Satz 2.11c) nicht gilt!)
In R = Z: Ideale sind genau die Hauptideale

(n) = nZ, n ∈ N0

• (n) ist prim ⇔ n Primzahl oder n = 0

• (n) ist maximal ⇔ n Primzahl

Satz 2.13
Jedes echte Ideal I �� R ist in einem maximalen Ideal von R enthalten.

Beweis. Sei H = {J �� R | I ⊆ J}. Wir wenden das Lemma von Zorn auf die Halbordnung (H,⊆) an:

• H 6= 0: I ∈ H.

• Sei (Jλ)λ∈Λ eine nichtleere Kette in H. Dann ist J =
⋃
Jλ ∈ H eine obere Schranke für (Jλ):

– I ⊆ J : klar, da I ⊆ Jλ für ein λ ∈ Λ
– J �R: Sind a, a′ ∈ J , r ∈ R, so ist a ∈ Jλ und a′ ∈ Jλ′ für λ, λ′ ∈ Λ. Da Λ eine Kette ist, folgt dass

(ohne Einschränkung) Jλ′ ⊆ Jλ. Also a+ a′ ∈ Jλ + Jλ′ ⊆ Jλ ⊆ J und ra ∈ R : Jλ ⊆ J

45
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– J 6= R: Jλ 6= R für alle λ ∈ Λ. Also liegt die 1 nicht in Jλ, also die 1 auch nicht in
⋃
Jλ = J , d.h.

J 6= R.

Nach dem Lemma von Zorn hat H ein maximales Element J , das auch ein maximales Ideal ist. �

IErinnerung 2.14 (Lemma von Zorn)
Sei (X,≤) eine Halbordnung, die nicht leer ist. Wenn jede Kette eine obere Schranke hat, dann hat
X ein maximales Element.

46



3. Chinesischer Restsatz und Einheitengruppen Kapitel II: Kommutative Ringe

3. Chinesischer Restsatz und Einheitengruppen

Sei R ein Ring.
Definition 3.1 (teilerfremd)
Zwei Ideale I, J �R heißen teilerfremd, wenn I + J = R.

Beispiel 3.2
(a) Sei R = Z, n,m ∈ Z

• (n) ∩ (m) = (kgV(n,m))

• (n) + (m) = (ggT(n,m)) (LAAG VIII 3.8) oder Lemma I.4.3

Insbesondere sind (n) und (m) genau dann teilerfremd, wenn (ggT(n,m)) = (1), also wenn n
und m teilerfremd sind.

(b) Sind I, J �R maximal und voneinander verschieden, so auch teilerfremd.

Theorem 3.3 (Chinesischer Restsatz)
Sind I1, . . . , Ik �R paarweise teilerfremd, so induzieren die Abbildungen

πi = πIi : R→ R/Ii

einen Isomorphismus

π̄ : R/⋂k

i=1
Ii
∼=−→

k∏
i=1

R/Ii

Beweis. Wende Homomorphiesatz an auf

π :

{
R →

∏n

i=1
R/Ii

x 7→ (π1(x), . . . , πn(x))

• Ker(π) =
⋂k

i=1 Ker(πi) =
⋂k

i=1 Ii

• π ist surjektiv: Sei y = (y1, . . . , yk) ∈
∏k

i=1
R/Ii. Für i = 1, . . . , k wähle xi ∈ R mit πi(x) = yi. Fixiere

ein I. Für j 6= i ist Ii + Ij = R. Insbesondere existiert aj ∈ Ii und bj ∈ Ij mit aj + bj = 1. Setze
ei =

∏
j 6=i bj ∈ R.

πν(ei) =
∏
j 6=i

πν(bj) =


∏
j 6=i

πi(1− aj)
(∗)= 1 ν = i

πν(bν)︸ ︷︷ ︸
=0

∏
j 6=i
j 6=ν

πν(bj) = 0 ν 6= i

(∗): aj ∈ Ker(πi)
Für x =

∑k

i=1 xi · ei ist

πν(x) =
k∑
i=1

πν(xi) · πν(ei) = πν(xi) = yν
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somit π(x) = (π1(x), . . . , πk(x)) = (y1, . . . , yk). �

Folgerung 3.4
Sind n1, . . . , nk ∈ N paarweise teilerfremd, und n = n1 · n2 · · ·nk, so ist

Z/nZ ∼= Z/n1Z× · · · × Z/nkZ

(Z/nZ)× ∼= (Z/n1Z)× × · · · × (Z/nkZ)×

Beweis. Sei n = n1 . . . nk = kgV(n1, . . . , nk)
3.2=⇒ (n) =

⋂k

i=1(ni)
3.3=⇒
3.2

Z/(n) ∼=
∏k

i=1
Z/(ni)

und die andere Aussage folgt mit Beispiel 1.8. �

IBemerkung 3.5
(a) Insbesondere gilt: Sind n1, . . . , nk ∈ N paarweise teilerfremd und n = n1 · · ·nk, so hat das

System von Kongruenzen

x ≡ x1 mod n1

...

x ≡ xk mod nk

für jede Wahl von x1, . . . , xk ∈ Z eine eindeutig bestimmte Lösung x ∈ {0, . . . , n − 1}, und
die anderen Lösungen in Z sind genau die Zahlen der Form x+ nm nur mit m ∈ Z.

(b) Der Beweis liefert ein Verfahren, um x zu bestimmen (modulo erweiterter euklidischer Algo-
rithmus).

(c) Es folgt auch: Sind n,m teilerfremd, so ist Cnm ∼= Cn × Cm.

(d) Die Vorraussetzung der Teilerfremdheit ist hier notwendig, so ist z.B. C4 6∼= C2 × C2.

IErinnerung 3.6

φ(n) = #(Z/nZ)×

Für n = p Primzahl: φ(p) = p− 1 und (Z/pZ)× ∼= Cp−1 (vgl Folgerung I.4.14). Es ist

(Z/nZ)× = {k̄ | ∃m̄ ∈ Z : m̄ · k̄ = 1̄}

= {k̄ | 1̄ ∈ 〈k̄〉}

= {k̄ | ordZ/nZ(k̄) = n}
4.5= {k̄ | ggT(k, n) = 1}

48
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Satz 3.7
Seien n,m ∈ N

(a) Ist ggT(n,m) = 1, so ist φ(n ·m) = φ(n) · φ(m)

(b) Für p ∈ N prim, r ∈ N ist φ(pr) = (p− 1)pr−1

(c) Sind p1, . . . , pk die verschiedenen Primteiler von n, so ist

φ(n) = n ·
k∏
i=1

(
1− 1

pi

)

Beweis. (a) Folgerung 3.4

(b) Für k ∈ {0, . . . , pr−1} gilt:

k̄ ∈ (Z/prZ)× ⇐⇒ ggT(k, pr) = 1

⇐⇒ p - k

⇐⇒ k 6∈ {0, p, 2p, . . . , pr − p}

Also #(Z/prZ)× = pr − pr−1 = (p− 1)pr−1

(c) n = pe1
i · · · p

ek
k

a)=⇒ φ(n) =
k∏
i=1

φ(peii )

b)=
k∏
i=1

(pi − 1) · pei−1
i

= n

k∏
i=1

(pi − 1) · p−1
i

= n

k∏
i=1

(
1− 1

pi

)
�

Lemma 3.8
Sei p ∈ N prim, e ∈ N mit pe > 2. Dann gilt für a, b ∈ Z:

a ≡ 1 + bpe mod pe+1 ⇒ ap ≡ 1 + bpe+1 mod pe+2

Beweis. Schreibe a = 1 + bpe + b′pe+1 = 1 + cpe mit c = b+ b′p, b′ ∈ Z.
⇒ ap =

∑p

i=0

(
p
i

)
cipe·i = 1 + cpe+1 +

∑p

i=2

(
p
i

)
cipe·i

• für 2 ≤ i < p gilt: p |
(
p
i

)
und e · i ≥ e+ 1. Also folgt(

p

i

)
cipe·i ≡ 0 mod pe+2

49



3. Chinesischer Restsatz und Einheitengruppen Kapitel II: Kommutative Ringe

• für i = p gilt: Es ist e · i = e · p ≥ 2, denn e ≥ 2 oder p ≥ 3. Also folgt(
p

p

)
cp · pep ≡ 0 mod pe+2

Insgesamt: ap ≡ cpe+1 ≡ 1 + bpe+1 mod pe+2. �

Theorem 3.9
Sei n ∈ N mit Primzerlegung

n =
k∏
i=1

prii

Dann ist

(Z/nZ)× ∼=
k∏
i=1

(Z/prii Z)×

wobei gilt:

(a) Für p > 2 prim und r ∈ N ist

(Z/prZ)× ∼= Z/(p− 1)pr−1Z

∼= Z/(p− 1)Z⊕ Z/pr−1Z

zyklisch.

(b) Für r ≥ 2 und p = 2 ist

(Z/2rZ)× ∼= Z/2Z× Z/2r−2Z

(c) (Z/2Z)× = {1}

Beweis (nur Teil (a)). Zu zeigen ist, dass G = (Z/prZ)× zyklisch ist, dann ist G ∼= Z/φ(pr)Z 3.7= Z/(p −
1)pr−1Z

3.4∼= Z/(p − 1)Z ⊕ Z/pr−1Z. Setze H = (Z/pZ)×. Der Ringhomomorphismus (z.B. aus Satz 2.8 mit
ϕ = π(p) · Z→ Z/pZ mit Ideal I = prZ)

π :

{
Z/prZ → Z/pZ

x+ prZ 7→ x+ pZ

liefert einen Gruppenhomomorphismus

π× = π |G : G→ H

mit N = Ker(π×) ≤ G. Es sind verschiedene Dinge zu zeigen:

• π(G) ⊆ H und π×(G) = H: klar, denn für x ∈ Z gilt: x+ prZ ∈ G⇔ ggT(x, pr) = 1⇔ ggT(x, p) = 1⇔
x+ pZ ∈ H

• G/N ∼= H: Folgerung I.3.9
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• #N = pr−1: #N = #G
#H = φ(pr)

φ(p) = (p−1)pr−1

p−1

• H ist zyklisch: Erinnerung 3.6

• N ist zyklisch: Sei a = 1 + p mit Restklasse ā = 1 + p + pZ ∈ G ⇒ ā ∈ N und ord(ā) | #N = pr−1. Es
gilt a ≡ 1 + 1p mod p2. Mit Lemma 3.8 folgt dass ap ≡ 1 + p2 mod p3. Die r − 2-fache Anwendung von
Lemma 3.8 bringt apr−2

≡ 1 + pr−1 mod pr. Da pr−1 6= 0 folgt āpr−2
6≡ 1 mod pr, also ord(ā)G = pr−1,

damit N = 〈ā〉.

• G ist zyklisch: Sei H = 〈π(b̄)〉 mit b ∈ Z. Da #H = p − 1 folgt ord(π(b̄)) = p − 1. Das bedeutet, dass
ord(b̄) | p − 1. Nach Folgerung I.4.7 existiert c̄ ∈ G mit ord(c̄) = kgV(ord(ā), ord(b̄)) = (p − 1) · pr, das
heißt G = 〈c̄〉. �

51



4. Teilbarkeit Kapitel II: Kommutative Ringe

4. Teilbarkeit

Sei R ein nullteilfreier Ring.
Definition 4.1 (teilt, assoziert, irreduzibel, prim, ggT, kgV)
Seinen x, y, z, p ∈ R.

(a) x teilt y (in Zeichen x | y) ⇔ ∃z ∈ R : xz = y

(b) x ist assoziert zu y (in Zeichen x ∼ y) ⇔ ∃z ∈ R×, xz = y

(c) p ist irreduzibel ⇔ p 6∈ R× ∪ {0} und ∀x, y ∈ R:

p = xy ⇒ x ∈ R× oder y ∈ R×

(d) p ist prim ⇔ p 6∈ R× ∪ {0} und ∀x, y ∈ R:

p | xy ⇒ p | x oder p | y

(e) z ist größter gemeinsamer Teiler von x, y (in Zeichen z = ggT(x, y)) ⇔ z | x und z | y und
∀a ∈ R : a | x und a | y ⇒ a | z

(f) z ist kleinstes gemeinsames Vielfaches von x, y (in Zeichen z = kgV(x, y)) ⇔ x | z und y | z
und ∀a ∈ R : x | a und y | a⇒ z | a

IBemerkung 4.2
(a) x | y ⇔ y ∈ (x)⇔ (y) ⊆ (x)

(b) x ∼ y ⇔ x | y und y | x⇔ (x) = (y)

(c) p prim ⇔ (p) prim und p 6= 0

(d) p prim ⇒ p irreduzibel

(e) Analog zu e) und f) in Definition 4.1 kann man ein ggT bzw. kgV von endlich vielen Elementen
von R definieren.

Beweis. d) p = xy ⇒ p | xy p prim====⇒ p | x oder p | y, ohne Einschränkung p | x, das heißt x = px′ mit
x′ ∈ R⇒ p(1− x′y) = 0⇒ 1− x′y = 0⇒ 1 = x′y ⇒ y ∈ R× �

Definition 4.3 (euklidisch, Hauptidealring, faktoriell)
(a) R ist euklidisch ⇔ es gibt eine euklidische Gradfunktion:

δ : R \ {0} → N0

mit ∀x, y ∈ R \ {0}∃q, r ∈ R mit x = qy + r und r = 0 oder δ(r) < δ(y)

(b) R ist Hauptidelring ⇔ Jedes Ideal I �R ist ein Hauptideal.

(c) R ist faktoriell ⇔ Jedes 0 6= x ∈ R \R× ist ein Produkt von Primelementen.
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Satz 4.4
R euklidisch ⇒ R Hauptidealring ⇒ R faktoriell.

Beweis. LAAG VIII.3.6 und VIII.4.4. �

Beispiel 4.5
(a) Z, K[x]: euklidisch

(b) K Körper: euklidisch

(c) Z[i] = {a+ b
√
−1 | a, b ∈ Z} ⊆ C: euklidisch mit δ(z) = |z|2

(d) K[x, y],Z[x]: keine Hauptidealringe

(e) Z[
√
−5] = {a+ b

√
−5 | a, b ∈ Z} ⊆ C: nicht faktoriell, da 6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5)(1−

√
−5)

IBemerkung 4.6
Ist R faktoriell, so gilt:

(a) p irreduzibel ⇔ p prim

(b) Eine Darstellung von 0 6= x ∈ R \ R× als Produkt von Primelementen ist eindeutig bis auf
Reihenfolge und Assoziiertheit.

Satz 4.7
Sei R ein Hauptidealring. Wenn (0) 6= p �R ein Primideal ist, so ist p maximal.

Beweis. Sei p ⊆ I � R. Da R ein Hauptidealring ist, kann man p = (p) mit p ∈ R prim schreiben. p ist prim,
insbesondere irreduzibel. Weiterhin gilt I = (a) mit a ∈ R und a | p. Da p prim, gilt a ∼ 1 oder a ∼ p. Also
I = R oder I = p. Damit ist p maximal. �

IBemerkung 4.8
In jedem Hauptidealring gilt:

(x) + (y) = (ggT(x, y))

anders gesagt

ggT(x, y) = ax+ by

mit a, b ∈ R. In euklidischen Ringen können a und b explizit bestimmt werden.
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Satz 4.9 (Erweiterter euklidischer Algorithmus)
Sei R euklidisch mit euklidischer Gradfunktion δ, und seien x, y ∈ R. Man setze x0 = x, x1 = y,
a0 = 1 b0 = 0, a1 = 0, b1 = 1 und berechne iterativ xi+1, qi+1, ai+1, bi+1 für i ≥ 1 als

xi−1 = qi+1xi + xi+1 xi+1 = 0 oder δ(xi+1) < δ(xi)

ai+1 = ai−1 + qi+1ai

bi+1 = bi−1 − qi+1bi

solange bis xk+1 = 0. Dann ist

ggT(x, y) = xk = akx+ bky

Beweis. Da δ(x1) > δ(x2) > . . . wird xk+1 = 0 irgendwann erreicht. Für jedes i ≤ k ist

ggT(xi−1, xi) = ggT(qi+1xi + xi+1, xi)

= ggT(xi+1, xi)

= ggT(xi, xi+1)

somit im Allgemeinen:

ggT(x, y) = ggT(x0, x1) = · · · = ggT(xk, xk+1︸︷︷︸
=0

) = xk

Per Induktion sieht man, dass xi = aix + biy für alle i ≤ k : xi−1 = ai−1x + bi−1y, xi = aix + biy sowie
xi−1 = qi+1xi + xi+1

⇒ xi+1 = xi−1qi+1xi = (ai+1 − qi+1ai)x+ (bi−1 − qi+1bi)y

= ai+1x+ bi+1y �

Beispiel 4.10
R = Z, x = 5, y = 13

=

=

=

=

=

·

·

·

·

·

+

+

+

+

+

5

13

5

3

2

0

2

1

1

2

13

5

3

2

1

5

3

2

1

0

⇒ ggT(5, 13) = 1 = 2 · 13− 5 · 5
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Beispiel 4.11
Bestimme x ∈ Z mit x ≡ 1 mod 5 und x ≡ 2 mod 13.
b1 = 2 · 13 = 26

b1 ≡ 1 mod 5

b1 ≡ 0 mod 13

b2 = −5 · 5 = −25

b2 ≡ 0 mod 5

b2 ≡ 1 mod 13

Setze x = 1 · b1 + 2 · b2 = −24. Die anderen sind x+ 5 · 13Z = 41 + 65Z.
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5. Ringe von Brüchen

Sei R ein Ring.

IBemerkung 5.1
Wir möchten Unterringe von Körpern charakterisieren. So ist zum Beispiel jeder Unterring R eines
Körpers K nullteilerfrei. Ist umgekehrt jeder nullteilerfreie Ring R isomorph zu einem Unterring
eines Körpers?

Definition 5.2 (multiplikativ)
Sei S ⊆ R. S ist multiplikativ ⇔ 1 ∈ S und für s, t ∈ S ist st ∈ S.

Beispiel 5.3
(a) S = R×

(b) S = {1, s, s2, . . . } für ein s ∈ R

(c) S = {x ∈ R | x ist kein Nullteiler}

(d) S = R \ p für ein Primideal p �R

Definition 5.4
Sei S ⊆ R\{0} multiplikativ und ohne Nullteiler. Definiere Äquivalenzrelation ∼ auf R× S:

(r, s) ∼ (r′, s′)⇔ rs′ = r′s

Schreibe r
s für die ∼-Äquivalenzklasse von (r, s) und

S−1R = R×S/∼ =
{r
s

∣∣∣ r ∈ R, s ∈ S}
Für r1, r2 ∈ R und s1, s2 ∈ S definiere

r1

s1
+ r2

s2
= r1s2 + r2s1

s1s2
r1

s1
· r2

s2
= r1r2

s1s2

Lemma 5.5
Addition und Multiplikation sind wohldefiniert und machen S−1R zu einem Ring.

Beweis. • ∼ ist Äquivalenzrelation: reflexiv, transitiv, symmetrisch (siehe Analysis Konstruktion rationaler
Zahlen)

• Multiplikation ist wohldefiniert:

r1

s1
· r2

s2
= r1r2

s1s2
,
r1

s1
= r′1
s′1

⇒ r′1
s′1
· r2

s2
= r′1r2

s′1s2

⇒ r1r2s
′
1s2 = r′1r2s1s2

⇒ r1r2

s1s2
= r′1r2

s′1s2
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• Addition ist wohldefiniert: analog

• (S−1R,+, ·) ist ein Ring: Übung �

Satz 5.6
Sei S ⊆ R\{0} multiplikativ und ohne Nullteiler. Dann definiert

ι :

R → S−1R

a 7→ a
1

einen injektiven Ringhomomorphismus mit ι(S) ⊆ (S−1R)×.

Beweis. • ι ist Ringhomomorphismus: klar

• ι ist injektiv: ι(r) = 0⇒ r
1 = 0 = 0

1 ⇒ r = 0

• ι(S) ⊆ (S−1R)×: ι(s) · 1
s

= s
1 ·

1
s

= s
s

= 1
1 = 1 �

Folgerung 5.7
Sei R nullteilerfrei. Für S = R\{0} ist S−1R ein Körper und ι : R→ S−1R ist injektiv.

Beweis. r
s
6= 0⇒ r 6= 0⇒ s

r
∈ S−1R, r

s
· s
r

= 1. �

Definition 5.8
Ist R nullteilerfrei, so heißt

Quot(R) = (R\{0})−1R

der Quotientenkörper von R. Wir identifizieren R via ι mit einem Teilring von Quot(R).
Folgerung 5.9
R lässt sich in einem Körper einbetten, das heißt er ist isomorph zu einem Unterring einer Körpers
⇔ R ist nullteilerfrei.

Beweis. • Hinrichtung: Bemerkung 5.1

• Rückrichtung: R ⊆ Quot(R) �

Beispiel 5.10
(a) Quot(Z) = Q

(b) Quot(R) = R

(c) Für einen Körper K ist K(x) := Quot(K[x]), der rationale Funktionenkörper einer Variable
x über K.

(d) Für ein Primideal p�R ist Rp := ( R/p )−1R, die Lokalisierung von R in p, z.B. Z(0) = Q,Z(2) =
{mn | m ∈ Z(0), n ∈ N, n ungerade}.

(e) Mit Z[i] = Z+Zi := {a+bi | a, b ∈ Z} ⊂ C ist Quot(Z[i]) = Q[i] := Q+Qi = {a+bi | a, b ∈ Q}
(siehe ÜA!, wie sieht Inverses zu a+ bi aus?)
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IBemerkung 5.11
Ist R Teilring einer Körpers K, so ist Quot(R) ∼= {s−1r | r ∈ R, s ∈ R\{0}} ⊂ K und wir
identifizieren Quot(R) mit diesem Teilkörper von K.

Satz 5.12
Sei R faktoriell. Ist P ein Vertretersystem der Primelemente von R modulo Einheiten, und K =
Quot(R), so hat jedes x ∈ K× eine eindeutige Darstellung:

x = u ·
∏
p∈P

pvp(x)

mit u ∈ R× und vp(x) ∈ Z für alle p ∈ P , fast alle gleich Null.

Beweis. Für x ∈ R folgt dies mit Satz 4.7b), vgl. LAAG VIII 4.7, mit vp(x) ∈ N0 für alle p ∈ P.

• Existenz: Für x = r
s

mit r, s ∈ R\{0} ist r = u ·
∏
p∈P p

vp(r) und s = w ·
∏
p∈P p

vp(s), u,w ∈
R×, vp(r), vp(s) ∈ N0.

⇒ x = uw−1︸ ︷︷ ︸
∈R×

·
∏
p∈P

pvp(r)−vp(s) wobei vp(r)− vp(s) ∈ Z

• Eindeutigkeit: Ist x = u ·
∏
p∈P p

νp = w ·
∏
p∈P p

µp mit u,w ∈ R×, νp, µp ∈ Z, fast alle gleich Null
und ηp = −min{0, νp, µp}, y :=

∏
p∈P p

ηp ∈ R, so ist xy = u
∏
p∈P p

νp+ηp = w
∏
p∈P p

µp+ηp , Exponenten

jeweils ≥ 0, in R==⇒ u = w und νp + ηp = µp + ηp für alle p ∈ P. �

Beispiel 5.13
(a) R = Z; R× = {±1},P = {2, 3, 5, . . . },K = Q

(b) R = F [x], F Körper, R× = F×, P = {f ∈ F [x] | f irreduzibel,LC(f) = 1},K = F (x)
(Primelemente von Z(0)[i])

Definition 5.14 (p-adische Bewertung)
Die Abbildung

vp :

K× → Z

x → vp(x)

heißt die p-adische Bewertung auf K = Quot(R) mit p ∈ R prim. Man setzt vp(0) :=∞ mit k ≤ ∞
für alle k ∈ Z ∪ {∞}.

Lemma 5.15
Sei R faktoriell, p ∈ R prim, x, y ∈ Quot(R).

(a) vp(xy) = vp(x) + vp(y)

(b) vp(x+ y) ≥ min{vp(x), vp(y)}

Beweis. (a) klar
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(b) klar für x, y ∈ R: pn | x und pn | y ⇒ pn | xy. Für x, y ∈ Quot(R) schreibe x = x0
a

, y = y0
a

mit x0, y0, a ∈ R

⇒ vp (x+ y) = vp

(
x0 + y0

a

)
(a)= vp

(1
a

)
+ vp (x0 + y0)

≥ vp
(1
a

)
+ min{vp (x0) , vp (y0)}

(a)= min
{
vp

(
x0

a

)
, vp

(
y0

a

)}
�

IBemerkung 5.16
Sei R faktoriell.

(a) Für x ∈ K = Quot(R) gilt: x ∈ R⇔ vp(x) ≥ 0 für alle p ∈ R prim

(b) Je zwei x, y ∈ R haben ein ggT und ein kgV:

ggT(x, y) =
∏
p∈P

pmin{vp(x),vp(y)}

kgV(x, y) =
∏
p∈P

pmax{vp(x),vp(y)}

wobei P ein Vertretersystem der Primelemente von R modulo Einheiten ist.

Definition 5.17 (diskrete Bewertung)
Ist K ein Körper, so heißt jede Abbildung v : K× → Z, die (a) und (b) aus Lemma 5.15 erfüllt,
eine diskrete Bewertung. Wir setzen stets v(0) :=∞.

IBemerkung 5.18
Jede diskrete Bewertung v : K → Z ∪ {∞} erfüllt

(a) v(1) = v(−1) = 0

(b) v(−x) = v(x) ∀x ∈ K

(c) v(x−1) = −v(x) ∀x ∈ K

Definition 5.19 (p-adische Absolutbetrag)
Sei p ∈ N eine Primzahl. Die Abbildung

| · |p :

Q → R≥0

x 7→ p−vp(x)

heißt der p-adische Absolutbetrag und erfüllt

(a) |xy|p = |x|p · |y|p

(b) |x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p} (≤ |x|p + |y|p)
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6. Satz von Gauss

Sei R ein faktorieller Ring, K = Quot(R) und p ∈ R prim.

IBemerkung 6.1
Ziel: R faktoriell ⇒ R[x] faktoriell.
Dafür studieren wir die folgenden Ringe:

R[x] K[x]

R K

faktoriell Körper

Hauptidealring,
insb. faktoriell

Definition 6.2
Für f =

∑
i≥0 aix

i ∈ K[x]. Sei vp(f) := mini≥0 vp(ai) ∈ Z ∪ {∞}.

IBemerkung 6.3
Seien f, g ∈ K[x].

(a) f ∈ R[x]⇔ vp(f) ≥ 0 für alle p ∈ R prim.

(b) vp(f + g) ≥ min{vp(f), vp(g)} (betrachte koeffizientenweise)

Definition 6.4 (Koeffizientenreduktion)
Der Homomorphismus

π(p) :

R → R/(p)

x 7→ x := x+ (p)

setzt sich nach Satz 1.12 zu einem HomomorphismusR[x] → (R/(p)) [x]

f =
∑
i≥0 aix

i 7→ f :=
∑
i≥0 aix

i

fort, genannt Koeffizientenreduktion. Dabei ist f = 0 ⇔ ai = 0 ∀i ⇔ vp(ai) ≥ 1 ∀i ⇔ vp(f) >
0.

Satz 6.5 (Lemma von Gauss)
Für f, g ∈ K[x] ist vp(fg) = vp(f) + vp(g).

Beweis. o.B.d.A. seien f, g 6= 0. Für h =
∑

i≥0 aix
i ∈ K[x], c ∈ K× ist vp(c ·h) = min vp(c ·ai) = vp(c) + vp(f).

Wir können deshalb ohne Einschränkung f und g mit c ∈ K× multiplizieren.
⇒ f, g ∈ R[x] z.B. multiplikation mit Produkt der Nenner
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⇒ ohne Einschränkung vp(f), vp(g) = 0
Dann ist f, g 6= 0. Wegen p prim ist R/(p) nullteilerfrei und weiter (R/(p)) [x] nullteilerfrei. Somit folgt fg 6.4=
f · g 6= 0, das heißt vp(fg) = 0 = vp(f) + vp(g). �

Folgerung 6.6
Ist f ∈ R[x] normiert und f = gh mit g, h ∈ K[x] normiert, so sind g, h ∈ R[x].

Beweis. Sei p ∈ R prim. Da f ∈ R[x] ist vp(f) ≥ 0. Da f, g, h normiert sind ist vp(f), vp(h), vp(g) ≤ 0
⇒ 0 = vp(f) = vp(gh) = vp(g)︸ ︷︷ ︸

≤0

+ vp(h)︸ ︷︷ ︸
≤0

⇒ vp(g), vp(h) = 0
Somit folgt g, h ∈ R[x] (vgl. Bemerkung 6.3a). �

Folgerung 6.7
Sei f ∈ R[x] normiert. Ist a ∈ K mit f(a) = 0, so ist a ∈ R.

Beweis. Sei f(a) = 0.
Rightarrowf(x) = f(x · a)g(x) mit g ∈ K[x] normiert
6.6⇒ x− a ∈ R[x], das heißt a ∈ R. �

Definition 6.8 (Inhalt, primitiv)
Sei f =

∑n
i=0 aix

i ∈ R[x].

(a) I(f) = ggT(a0, . . . , an), der Inhalt von f .

(b) f primitiv :⇔ I(f) ∼ 1.

Anmerkung
Sei f(x) = x2 + 5x+ 2. Dann ist p = 5 und q = 2. Dann

x1/2 = −p2 ±
√(p

2

)2
− q

= −5
2 ±

√
25
4 −

8
4

IBemerkung 6.9
(a) I(f) ist nur bis auf Einheiten bestimmt. Ist P Vertretersystem der Primelemente von R

modulo Assoziiertheit, so ist

I(f) ∼
∏
p∈P

pvp(f)

(b) Umformulierungen des Lemma von Gauss: I(fg) = I(f) · I(g).

(c) Zu f ∈ R[x] existiert c ∈ R, f0 ∈ R[x] primitiv mit f = c · f0, nämlich c = I(f). Zu f ∈ K[x]
existiert c ∈ K, f0 ∈ R[x] primitiv mit f = c·f0 (erst mit Produkt den Nenner multiplizieren).
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Theorem 6.10 (Satz von Gauss)
Sei R faktorieller Ring und K = Quot(R). Dann ist auch R[x] faktoriell. Ein f ∈ R[x] ist genau
dann prim, wenn

(a) f ist ein Primelement von R oder

(b) f ist primitiv und ist ein Primelement in K[x].

Beweis. Sei 0 6= f ∈ R[x] \R×, g, h ∈ R[x].

• f vom Typ (a) ⇒ f prim in R[x] : Sei f = p ∈ R prim in R.

p | gh⇒ 0 < vp(gh) 6.5= vp(g)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ vp(h)︸ ︷︷ ︸
≥0

⇒ ohne Einschränkung vp(g) > 0, das heißt p | g.

• f vom Typ (b) ⇒ f prim in R[x]:

f | gh in R[x]⇒ f | gh in K[x]
f prim====⇒
in K[x]

ohne Einschränkung f | g in K[x], das heißt existiert q ∈ K[x] mit g = q · f.

Für p ∈ R prim ist:

0 ≤ vp(g) = vp(q) + vp(f)︸ ︷︷ ︸
=0, f primitiv

= vp(q).

Somit folgt q ∈ R[x] und damit f | g in R[x].

• f ist Produkt von Elementen vom Typ (a) oder Typ (b). Schreibe f = cf0, c ∈ R, f0 ∈ R[x] primitiv
(Bemerkung 6.9c)). c ist Produkt von Elementen vom Typ (a) (oder c ∈ R×): Da K[x] faktoriell ist, ist
f0 = c0g1 · · · gn, c ∈ K×, g1, . . . , gn ∈ K[x] prim. Nach 6.9c) ist ohne Einschränkung g1, . . . , gn ∈ R[x]
primitiv, also vom Typ (b). Für p ∈ R prim ist

0 = vp(f0) = vp(c0) + vp(g1)︸ ︷︷ ︸
=0

+ · · ·+ vp(gn)︸ ︷︷ ︸
=0

= vp(c0)

⇒ c0 ∈ R×.

• Somit ist R[x] faktoriell. Ist f ∈ R[x] prim, so ist f = f1 · · · fn mit fi vom Typ (a) oder Typ (b):
⇒ n = 1, somit f = f1 vom Typ (a) oder Typ (b).

– Ist f ∈ R[x] vom Typ (a), so ist f 6∈ R[x]× = R× und somit prim in R[x].
– Ist f ∈ R[x] vom Typ (b), so ist f 6∈ K[x]×, insbesondere f 6∈ R[x]×, somit f prim in R[x]. �

Beispiel 6.11
Für F Körper ist F [x1, . . . , xn] faktoriell, aber für n > 1 kein Hauptidealring (vgl. V108)!
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7. Irreduzibilitatskriterien

Sei R ein faktorieller Ring, K = Quot(R).

IBemerkung 7.1
Sei f ∈ K[x]. Wir suchen hinreichende Kriterien dafür, dass f ∈ K[x] irreduzibel ist.

(a) Ist c ∈ K× so gilt: f ist irreduzibel =⇒ c · f ist irreduzibel. Wir können also z.B. ohne
Einschränkung annehmen, dass f normiert ist.

(b) deg(f) = 1: f ist irreduzibel und hat Nullstellen in K.

(c) deg(f) ≥ 2: f hat Nullstellen in K ⇒ f reduzibel, da f(a) = 0 ⇒ f(x) = (x − a) · g(x),
deg(g) = deg(f)− 1 > 0

(d) deg(f) ≤ 3: f hat keine Nullstelle in K ⇒ f ist irreduzibel, da f = gh, gh 6∈ K× ⇒ deg(g) = 1
oder deg(h) = 1
Achtung: Für deg(f) ≥ 4 ist dies im Allgemeinen falsch! Zum Beispiel f = x4 + 2x2 + 1 =
(x2 + 1)2 ∈ Q[x]

Satz 7.2 (Eisenstein’sches Irreduzibilitätskriterium)
Sei f =

∑n
i=0 aix

i ∈ R[x] \ R primitiv, und p ∈ R prim mit p - an, p | ai für i = 0, . . . , n − 1,
p2 - a0. Dann ist f irreduzibel in R[x] und somit auch in K[x].

Beweis. Sei f = g · h mit g =
∑k

i=0 bix
i, h =

∑l

i=0 cix
i ∈ R[x] und n = k + l.

• p - an = bk · cl ⇒ p - bk und p - cl

• p | a0 = b0 · c0 und p2 | a0 ⇒ ohne Einschränkung p | b0, aber p - c0

Sei m = max{i ∈ N | p | b0, ..., p | bi} ∈ {0, ..., k − 1}
⇒ am+1 = b0cm+1 + b1cm + ...+ bmc1︸ ︷︷ ︸

=0 mod p

+ bm+1c0︸ ︷︷ ︸
6=0 mod p

⇒ p - am+1

⇒ m+ 1 ≥ n⇒ k ≥ m+ 1 ≥ n = k + l⇒ k = n und l = 0
⇒ h ∈ R f primitiv======⇒ h ∈ R× ⊆ R[x]×

Somit ist f irreduzibel in R[x] und mit Theorem 6.10 und f /∈ R folgt, dass f irreduzibel in K[x] ist. �

Beispiel 7.3
Ist p ∈ R prim, n > 0 ist f = Xn − p nach Satz 7.2 irreduzibel in K[x]

(a) R = Z: x2 − 5, x7 − 3 irreduzibel in Q[x]

(b) R = F [t], F Körper: x2 − t, x5 + t+ 1 irreduzibel in F [t][x] = F [t, x]

Satz 7.4 (Reduktionskriterium)
Sei 0 6= f =

∑n
i=0 aix

i ∈ R[x] \R und p ∈ R prim mit p - an. Ist f̄ ∈ (R/(p)) [x] irreduzibel, so auch
f irreduzibel in K[x].

Beweis. Schreibe f = c · f0, c ∈ R und f0 ∈ R[x] primitiv. Wenn p - an, dann folgt p - c und p - LC(f0). Sei
also ohne Einschränkung f = f0 primitiv. Sei f = g · h mit g =

∑k

i=0 bix
i, h =

∑l

i=0 cix
i ∈ R[x] und k+ l = n.
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Wenn p - an, dann p - bk und p - cl.
⇒ f̄ = ḡ · h̄, wobei deg(f̄) = n, deg(ḡ) = k und deg(h̄) = l
f̄ irreduzibel========⇒ ohne Einschränkung ḡ ∈ (R/(p)) [x]×, insbesondere k = 0⇒ l = n

⇒ g ∈ R f primitiv======⇒ g ∈ R×

⇒ f irreduzibel in K[x] �

Beispiel 7.5
R = Z: f = x3 + 3x2 + 2x+ 1 ist irreduzibel in Q[x], denn

f̄ = x3 + x2 + 1 ∈ F2[x]

hat keine Nullstellen in F2 = {0, 1}.

IBemerkung 7.6
Die Nullstellen von xn−1 in C, also die n-Torsion C×[n] von C× nennt man die n-ten Einheitswurzeln.
Diesel bilden eine zyklische Gruppe der Ordnung n, erzeugt von ζn = e

2πi
n . Elemente von C× der

Ordnung genau n nennt man primitive n-te Einheitswurzel.

e
2πi
n

1

Definition 7.7 (p-tes Kreisteilungspolynom)
Für p ∈ N prim ist

Φp = xp − 1
x− 1 = xp−1 + xp−2 + ...+ x+ 1 ∈ Z[x]

das p-te Kreisteilungspolynom.

IBemerkung 7.8
Die Nullstellen von Φp sind genau die primitiven Einheitswurzeln:

Φp =
p−1∏
k=1

(x− ζkp )

Satz 7.9
Für p ∈ N prim ist Φp irreduzibel in Q[x].

Beweis. Das Polynom Φp(x+ 1) ist ein Eisensteinpolynom zur Primzahl p, also irreduzibel nach Definition 6.2.
Da f(x) 7→ f(x+ 1) ein Automorphismus von Q[x] ist, ist damit auch Φp(x) irreduzibel. �

Beispiel 7.10
Sei f = 2x7 − 100 ∈ Q[x]⇒ Multiplikation mit Einheit 2−1 ⇒ x7 − 50⇒ Eisenstein.
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Achtung: 2x7 − 100 ∈ R[x] ist nicht irreduzibel!

Anmerkung
In Beispiel 7.10 ist Eisenstein im ersten Schritt nicht anwendbar, da 2 | 100, aber auch 2 | LC(f) =
2 und 5 | 100, aber auch 5 | 1002.
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8. Rationale Funktionen

Sei K ein Körper.

IErinnerung 8.1
K(x) = Quot(K[x]) der rationale Funktionenkörper in der Variablen x über K. Die Elemente ϕ ∈
K(x) können geschrieben werden als ϕ = f

g mit f, g ∈ K[x] teilerfremd oder ϕ = c ·
∏
p∈Pk p

vp(ϕ),
c ∈ K×, vp(ϕ) ∈ Z fast alle gleich Null und Pk = {p ∈ K[x] | pnormiert und irreduzibel}.

Definition 8.2 (Nullstelle, Polstelle)
Sei ϕ ∈ K(x)×, p ∈ Pk. Ist vp(ϕ) > 0, so nennt man p eine Nullstelle von ϕ der Ordnung vp(ϕ).
Ist vp(ϕ) < 0, so nennt man p eine Polstelle von ϕ der Ordnung −vp(ϕ).

IBemerkung 8.3
Jedes ϕ ∈ K(x)× hat nur endlich viele Null- und Polstellen. Genau dann hat ϕ keine Null- oder
Polstellen, wenn ϕ konstant ist, also ϕ ∈ K.

Beispiel 8.4
(a) 1

x2+1 ∈ R(x) hat die einfache Polstelle p = x2 + 1.

(b) 1
x2+1 ∈ C(x) hat einfache Polstellen x+ i und x− i.

(c) x−1
x2−1 ∈ Q(x) hat einfache Polstelle x+ 1.

Definition 8.5 (unendliche Stelle)
Wir bezeichnen mit

v∞

(
f

g

)
= deg(f)− deg(g)

f, g ∈ K[x] die unendliche Stelle und schreiben deg(∞) = 1. Wir sagen ϕ hat eine Null- bzw.
Polstelle im Unendlichen, wenn v∞ > 0 bzw. v∞ < 0.

Lemma 8.6
v∞ ist eine diskrete Bewertung.

Beweis. zu zeigen: v∞ erfüllt Lemma 5.15 (a), (b)

(a) zeige v∞(xy) = v∞(x) + v∞(y):

v∞

(
f1

g1
· f2

g2

)
= deg(g1g2)− deg(f1f2)

= deg(g1) + deg(g2)− deg(f1)− deg(f2)

= v∞

(
f1

g1

)
+ v∞

(
f2

g2

)
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(b) zeige v∞(x+ y) ≥ min{v∞(x), v∞(y)}:

v∞(f1 + f2) = −deg(f1 + f2) ≥ −max{deg(f − 1), deg(f2)}

= min{−deg(f1),−deg(f2)}

= min{v∞(f1), v∞(f2)}

v∞

(
f1

g1
+ f2

g2

)
= v∞

(
1

g1g2

)
+ v∞(f1g2 + f2g1)

≥ v∞
(

1
g1g2

)
+ min{v∞(f1g2), v∞(f2g1)}

(a)= min
{
v∞

(
f1g2

g1g2

)
, v∞

(
f2g1

g1g2

)}
�

Satz 8.7 (Produktformel)
Jede rationale Funktion ϕ|inK(x)× hat gleich viele Null- und Polstellen, wenn man Vielfachheit
und Grad zählt: ∑

p∈Pk∪{∞}

deg(p) · vp(ϕ) = 0

Beweis. Da alle vp Lemma 5.15 (a) erfüllen, können wir ohne Einschränkung annehmen, dass ϕ = p0 ∈ Pk ist.

⇒ vp(ϕ) =


1 p = p0

0 p ∈ Pk\{p0}

− deg(p0) p =∞

⇒
∑

p∈Pk∪{∞}

deg(p) · vp(ϕ) = deg(p0) · 1 + deg(∞)︸ ︷︷ ︸
=1

· − deg(p0) = 0 �

Lemma 8.8
Ist v : K → Z ∪ {∞} eine diskrete Bewertung und sind x, y ∈ K mit v(x) 6= v(y), so ist

v(x+ y) = min{v(x), v(y)}

Beweis. ohne Einschränkung sei v(x) < v(y) ⇒ v(x + y)
(a)
≥ min{v(x), y(y)} und v(x) = v(x + y − y)

(b)
≥

min{v(x+ y), v(−y)︸ ︷︷ ︸
v(y)

}

x(y)>v(x)======⇒ min v(x+ y), v(y) = v(x+ y)
⇒ v(x+ y) = v(x) = min{v(x), v(y)} �
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Satz 8.9
Ist R ein Hauptidealring und P(R) ein Vertretersystem der Primelemente von R modulo Einheiten,
so lässt sich jedes x ∈ Quot(R) schreiben als

x =
∑

p∈P(R)

αp
pnp

mit np ∈ N0, fast alle gleich Null und αp ∈ R teilerfremd zu pnp auch fast alle gleich Null. Dabei
sind die np eindeutig bestimmt und die αp bis auf Vielfache von pnp .

Beweis. Schreibe x = y ·
∏k

i=1 p
−ni
i mit p1, ..., pk ∈ P(R) paarweise verschieden, y ∈ R, ni > 0, pi - y.

• Existenz: Induktion nach k

k = 1: klar
k > 1: Sei r =

∑k−1
i=1 p

ni
i , s = p

nk
k ⇒ ggT(r, s) = 1

⇒ es existieren a, b ∈ R mit ar + bs = ggT(r, s) = 1
⇒ 1

rs
= a

s
+ b

r

⇒ x = y
rs

= yb
r

+ ya
s

=
∑

p∈P(R)
βp
pnp

+ ya

p
nk
k

=
∑

p∈P(R)
αp
pnp

ohne Einschränkung p - αp falls αp 6= 0

• Eindeutigkeit: Übung �

Lemma 8.10
Seien f, g ∈ K[x], n = deg(g) ≥ 1. Dann gibt es eindeutig bestimmte f0, f1, ... ∈ K[x] fast alle
gleich Null, mit deg(fi) < n und

∞∑
i=0

fig
i

Beweis. H91 �

Theorem 8.11 (Partialbruchzerlegung)
Jedes ϕ ∈ K(x) lässt sich schreiben als

ϕ = f +
∑
p∈Pk

∑
i≥0

fp,i
pi

mit eindeutig bestimmten f ∈ K[x], fp,i ∈ K[x], deg(fp,i) < deg(p), fast alle gleich Null. Genau
dann ist p ∈ Pk eine Polstelle von ϕ, wenn fp,i 6= 0 für ein i, und dann ist

vp(f) = −max{i | fp,i 6= 0}

Beweis. • Existenz: Nach Satz 8.9 ist ϕ =
∑

p∈Pk
αp
pnp

, ggT(αp, pnp) = 1. Schreibe αp =
∑∞

i=0 fp,i · p
i,

deg(fp,i) < deg(p) (vgl. Lemma 8.10)

⇒ αp
pnp

=
∑np−1

i=0
fp,i

pnp−1 +
∞∑
i=np

fp,i · pi−np︸ ︷︷ ︸
∈K[x]

68



8. Rationale Funktionen Kapitel II: Kommutative Ringe

• Polstellen:

vp0

(
fp,i
pi

)
=

{
−i p = p0, fp,i 6= 0

vp0 (fp,i) ≥ 0 p 6= p0

8.8=⇒ vp0 (ϕ) = min{−i | fp0,i 6= 0} falls < 0

• Eindeutigkeit: ϕ = f +
∑

p

∑
i

fp,i
pi

= 0
⇒ fp,i = 0 (sonst ist vp(ϕ) < 0) ⇒ f = 0 �

Beispiel 8.12
Sei K = C. Pk = {x− a | a ∈ C}. Folglich lässt sich jedes ϕ ∈ C(x) schreiben als

ϕ = f +
∑
a∈C

∞∑
i=1

ca,i
(x− a)i

mit eindeutig bestimmten ca,i ∈ C, f ∈ C[x] fast alle Null. Anders gesagt ist

{
1, x, x2, ...

}
∪

{
1

(x− a)i

∣∣∣∣∣ a ∈ C, i ≥ 0
}

eine Basis des C-Vektorraums C(x).
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9. noethersche Ringe

Sei R ein Ring.
Definition 9.1 (endlich erzeugt, noethersch)

(a) Ein Ideal I �R ist endlich erzeugt, wenn I = 〈A〉 mit A ⊆ R endlich.

(b) Der Ring R ist noethersch, wenn jedes Ideal I �R endlich erzeugt ist.

Beispiel 9.2
R Hauptidealring ⇒ R noethersch

Beispiel 9.3
Q[x1, x2, ...] = Q[xi | i ∈ N] ist nicht noethersch.

I = (x1, x2, ...) = 〈{xi | i ∈ N}〉

Beweis. Wäre I = (f1, ..., fr) so existiert ein n ∈ N mit f1, ..., fr ∈ Q[x1, ..., xn]. Dann ist xn+1 /∈ (f1, ..., fr) = I.
Angenommen xn+1 ∈ (f1, ..., fr) ⇒ xn+1 =

∑r

i=1 gifi mit gi ∈ Q[x1, x2, ...]. Nach der universellen Eigenschaft
existiert ein Homomorphismus ϕ : Q[x1, x2, ...] → Q[x1, x2, ...] mit ϕ|Q = idQ, ϕ(xi) = xi für i 6= n + 1 und
ϕ(xn+1) = 1.
⇒ 1 = ϕ(xn+1) = ϕ(

∑
gifi) =

∑
ϕ(gi)fi ∈ I

⇒ 1 =
∑m

i=1 hixi mit hi ∈ Q[x1, x2, ...]
Nach der universellen Eigenschaft existiert ein Homomorphismus ψ mit ψ|Q = idQ und ψ(xi) = 0 ∀i
⇒ 1 = ψ(1) = ψ(

∑
hixi) =

∑
ψ(hi) · 0 = 0⇒ Widerspruch! �

Satz 9.4
Es sind äquivalent:

(a) R ist noethersch

(b) Jede aufsteigende Kette von Idealen

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . .

wird stationär, das heißt es existiert ein n ∈ N mit ∀i ≥ n : Ii = Ii+1. (aufsteigende
Kettenbedingung)

(c) Jede nichtleere Menge von Idealen von R besitzt ein bezüglich Inklusion maximales Element.

Beweis. • (a) ⇒ (b): I =
⋃
In ist ein Ideal von R, vgl. Satz 2.13 (a)=⇒ I = (x1, ..., xk) mit x1, ..., xk ∈ I. Für

jedes i = 1, ..., k ist xi ∈ Ini für ein ni. Mit n = max{n1, ..., nk} ist dann xi ∈ In für alle i.
⇒ I = (x1, ..., xk) ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ · · · ⊆ I
⇒ In = In+1 = . . .

• (b) ⇒ (c): Sei J eine Menge von Idealen von R. Angenommen J habe kein maximales Element. Wähle
I1 ∈ J . Da I1 nicht maximal ist, existiert I1 $ I2 ∈ J . Da I2 nicht maximal ist, existiert I2 $ I3 ∈ J ,
etc. Wir erhalten eine aufsteigende Kette I1 $ I2 $ I3 $ . . . von Idealen von R im Widerspruch zu (b).

• (c) ⇒ (a): Sei I � R. Definiere J = {J � R | J ⊆ I, J endlich erzeugt}. Da (0) ∈ J ist J 6= ∅, nach (c)
existiert deshalb ein maximales Ideal J ∈ J . J ∈ J ⇒ J = (x1, ..., xk) mit x1, ..., xk ∈ I. Wäre J $ I, so
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wähle a ∈ I \ J ⇒ J ′ = (x1, ..., xk, a) ∈ J , aber J $ J ′, im Widerspruch zur Maximalität von J . Somit
ist I = J endlich erzeugt. �

Folgerung 9.5
R noethersch, I �R⇒ R/I noethersch

Beweis (Variante 1). J � R \ I ⇒ π−1
I (J) � R ⇒ π−1

I (J) = (x1, ..., xk) endlich erzeugt ⇒ J = πI(π−1
I (J)) =

(πI(x1), ..., πI(xk)) ist endlich erzeugt. �

Beweis (Variante 2). Satz 9.4(b) + Lemma 2.9 �

Theorem 9.6 (Hilbert’scher Basissatz, 1890)
R noethersch ⇒ R[x] noethersch

Beweis. Sei I �R[x]. Für n ∈ N0 definiere In = {LC(f) | f ∈ I, deg(f) = n} ∪ {0}. Dann ist In �R:

• 0 6= an ∈ In, r ∈ R⇒ a = LC(f), f ∈ I, deg(f) = n

⇒ ra = 0 oder [ra = LC(rf), rf ∈ I, deg(rf) = n]
⇒ ra ∈ In

• a, b ∈ In ⇒ a = LC(f), b = LC(g), f, g ∈ I, deg(f) = deg(g) = n

⇒ a+ b = 0 oder [a+ b = LC(f + g), f + g ∈ I, deg(f + g) = n]
Auch dann ist In ⊆ In+1 ∀n, denn a ∈ In ⇒ a = LC(f), f ∈ I, deg(f) = n ⇒ a = LC(x · f), x · f ∈ I,
deg(x · f) = n+ 1⇒ a ∈ In

Da R noethersch ist, wird die Kette

I0 ⊆ I1 ⊆ . . .

stationär, es existiert also ein n0 mit

In0 = In0+1 = . . .

Da R noethersch ist und I0, ..., In0 endlich erzeugt. Für n = 0, ..., n0 wähle fn,1, ..., fn,kn ∈ I mit deg(fn,i) = n

und

In = (LC(fn,1), ...,LC(fn,kn))

Definiere J = 〈{fn,i | n = 0, ..., n0, i = 1, ..., kn}〉� R[x] ⇒ J ⊆ I. Wir wollen nun zeigen, dass J = I. Sei dazu
g ∈ I. Induktion nach d = deg(g).
d = −∞: klar
d ≥ 0: Setze a = LC(g), n = min{g, n0}. a ∈ Id = In

⇒ a =
∑kn

i=1 ri LC(fn,i), r1, ..., rkn ∈ R
⇒ f =

∑kn
i=1 rifn,i ∈ J , LC(f) =

∑kn
i=1 ri LC(fi) = a 6= 0

⇒ g1 = g − xd−nf ∈ I, deg(g1) < d
I.H.==⇒ g1 ∈ J ⇒ g = g1 + xd−n ∈ J �

Folgerung 9.7
R noethersch ⇒ R[x1, ..., xn] noethersch
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Folgerung 9.8
R noethersch, R ⊆ S endlich erzeugte Ringerweiterung, das heißt es existieren x1, ..., xn ∈ S mit:
Ist R ∪ {x1, ..., xn} ⊆ S0 ⊆ S Teilring, so ist S = S0. Dann ist S noethersch.

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft existiert ein Homomorphismus ϕ : R[x1, ..., xn] → S mit ϕ|R = idS
und ϕ(xi) = xi ∀i. Im(ϕ) ⊇ R ∪ {x1, ..., xn} ist Teilring von S.
⇒ ϕ ist surjektiv
⇒ S ∼= R[x1,...,xn]/Ker(ϕ)

R noethersch 9.7=⇒ R[x1, ..., xn] noethersch 9.5=⇒ R[x1,...,xn]/Ker(ϕ) noethersch �

Beispiel 9.9
Ist K ein Körper so ist K[x1, ..., xn] noethersch, aber für n > 1 kein Hauptidealring.

Beispiel 9.10
Für n ∈ Z ist Z[

√
n] = {a + b

√
n | a, b ∈ Z} ⊆ C ist Teilring und Z ⊆ Z[

√
n] ist endlich erzeugt

9.9=⇒ Z[
√
n] ist noethersch, aber zum Beispiel für n = −5 nicht einmal faktoriell.

Beispiel 9.11
Ist K ein Körper, so ist K[x1, x2, ...] faktoriell (Übung!) aber nicht noethersch.

IBemerkung 9.12
Es gilt:

euklidisch

Hauptidealring

faktoriell noethersch

und es gelten keine weiteren Implikationen.

IBemerkung 9.13
Es gilt:

R R/I R[x]

Hauptidealring X ×

faktoriell × X (Satz von Gauss)

noethersch X X (Hilbert’scher Basissatz)
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10. symmetrische Polynome

Sei R ein Ring, n ∈ N, R[x] = R[x1, ..., xn].
Definition 10.1 (allgemeines Polynom, elementarsymmetrisches Polynom)
Das Polynom

fallg =
n∏
i=1

(t− xi) = tn +
n∑
k=1

(−1)ksk(x1, ..., xn) · tn−k ∈ R[x1, ..., xn, t]

mit sk = sk(x1, ..., xn) =
∑

1≥i1<···<ik≥n xi1 · · · · · xik ∈ R[x] heißt das allgemeine Polynom vom
Grad n über R und sk heißt das k-te elementarsymmetrische Polynom in x1, ..., xn über R.

Beispiel 10.2
(a) s1 = x1 + · · ·+ xn

(b) sn = x1 · · ·xn

IBemerkung 10.3
Erinnerung: universelle Eigenschaft von R[x]: Ist ϕ : R→ R′ ein Ringhomomorphismus, r1, ..., rn ∈
R′, so gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus ϕr : R[x]→ R′ mit ϕr|R = ϕ und
ϕr(xi) = ri ∀i.

Ist R ein Teilring von R′ und ϕ = idR, so schreiben wir auch f(r1, ..., rn) für ϕr(f).

Definition 10.4 (symmetrisches Polynom)
Die Gruppe Sn wirkt auf R[x] durch Permutation der Variablen:

f(x1, ..., xn)σ = f(x1σ , ..., xnσ )

wobei f ∈ R[x] und σ ∈ Sn. Ein Polynom f ∈ R[x] heißt symmetrisch, wenn f = fσ ∀σ ∈ Sn. Wir
schreiben S für die Menge der symmetrischen Polynome.

IBemerkung 10.5
(a) S ist ein Teilring von R[x], der R und s1, ..., sn enthält.

(b) Insbesondere ist f(s1, ..., sn) für alle f ∈ R[x] symmetrisch.

Lemma 10.6
Für k = n ist sk(x1, ..., xn−1, 0) das k-te elementarsymmetrische Polynom in x1, ..., xn−1.

Beweis.

sk(x1, ..., xn) =
∑

1≥i1<···<ik≥n

xi1 · · ·xik
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Ist ik = n, so ist ϕx1,...,xn−1,0(xi1 · · ·xik ) = 0, somit

sk(x1, ..., xn−1, 0) =
∑

1≥i1<···<ik≥n

ϕx1,...,xn−1,0(xi1 · · ·xik )

=
∑

1≥i1<···<ik≥n−1

xi1 · · ·xik �

Definition 10.7
Sei f =

∑
α aαx

α ∈ R[x]. Wir definieren den Totalgrad von f als

deg(f) = max
{

n∑
i=1

αi | aα 6= 0
}

und das Gewicht von f als

w(f) = max
{

n∑
i=1

iαi | aα 6= 0
}

Beispiel 10.8
(a) deg(sk) = k

(b) w(f) = d⇒ deg(f(s1, ..., sn)) ≤ d

(c) f = x1 + x2 ⇒ deg(f) = 1, w(f) = 2
f(s1, s2) = s1 + s2, deg(f(s1, s2)) = 2

Theorem 10.9 (Hauptsatz über symmetrische Polynome)
Sei f ∈ R[x] symmetrisch vom Grad deg(f) = d. Dann ist f(x1, ..., xn) = g(s1, ..., sn) für ein
eindeutig bestimmtes Polynom g ∈ R[y1, ..., yn] das vom Gewicht w(g) ≤ d ist.

Beweis (Existenz). Induktion nach n:
n = 1: klar
n > 1: Induktion nach d:
d = 0: klar
d > 0: Mit ϕ = ϕx1,...,xn−1,0 ist deg(f) ≤ d
n-I.H.===⇒
10.6

ϕ(f) = g1(ϕ(s1), ..., ϕ(sn−1)), w(g1) ≤ d
⇒ f1 = f(x1, ..., xn) − g1(s1, ..., sn−1) ∈ S, deg(f1) ≤ max{deg(f),w(g1)} ≤ d, f1(x1, ..., xn−1, 0) = ϕ(f1) =
ϕ(f)− g1(ϕ(s1), ..., ϕ(sn−1)) = 0
⇒ xn | f1 in R[x1, ..., xn] f1∈S===⇒ xi | f1 für alle i xi prim====⇒ sn = x1 · · ·xn | f1

⇒ f1 = sn · f2 mit f2 ∈ S, deg(f2) ≤ d− n
d-I.H.===⇒ f2 = g2(s1, ..., sn), w(g2) ≤ d− n
Mit g = g1 + yng2 ist

g(s1, ..., sn) = g1(s1, ..., sn) + sng2(s1, ..., sn)

= f − f1 + snf2 = f

w(g) ≤ max{w(g1)︸ ︷︷ ︸
≤d

, n+ w(g2)︸ ︷︷ ︸
≤d−n

} ≤ d �
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Folgerung 10.10
Der Ring S der symmetrischen Polynome in x1, ..., xn ist isomorph zum Ring R[x1, ..., xn] selbst.

Beweis. ϕs1,...,sn : R[x]→ S ist surjektiv (Existenz) und injektiv (Eindeutigkeit) �

Definition 10.11 (Diskriminante)
Die Diskriminante von fallg ist

∆ =
∏
i<j

(xi − xj)2

IBemerkung 10.12
∆ ist symmetrisch also Polynom in s1, ..., sn.

Beispiel 10.13
Für n = 2 ist

∆ = (x1 − x2)2 = s2
1 − 4s2

Anders geschrieben: Die Diskriminante von f = x2 + bx+ c ist ∆ = b2 − 4c.
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