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Kurzfassung

Kohérente Rontgenstreuung mit hochintensiven Pulsen bietet einen neuen Ansatz die geometri-
sche Struktur einzelner Nanopartikel zu bestimmen. Da bei der Detektion des gestreuten Lichts
meist die Phaseninformation verloren geht, werden geeignete Methoden der Bildrekonstruktion
benotigt. Fiir einen Vergleich zwischen der iterativen Phasenrekonstruktion und dem kiirzlich
vorgestellten Ansatz der Freiflug-Holographie bieten sich synthetische Streubilder an. Die Si-
mulation von Streubildern hinter rdumlich ausgedehnten, dreidimensionalen Objekten lésst sich
effizient mit Hilfe verschiedener, schichtweise arbeitender Algorithmen bewerkstelligen. In dieser
Arbeit wird gezeigt, dass eine schichtweise Propagation der Wellenfront durch das Streuobjekt
(Multislice Propagation) hierbei fiir Kugeln gut mit der Mie-Theorie iibereinstimmende Ergeb-
nisse liefert und wird deshalb fiir die Simulation der synthetischen Streubilder ausgewihlt. Der
Vergleich der Rekonstruktionsmethoden im zweidimensionalen Fall zeigt die Vorteile der Frei-
flugholographie mit Wiener-Entfaltung beziiglich der Anfélligkeit fiir Rauschen und fehlender
Bildinformationen, setzt jedoch im Gegensatz zur iterativen Phasenrekonstruktion eine genau
bekannte Referenz voraus. Es wird eine Kombination aus Holographie und iterativer Rekon-
struktion vorgestellt, die die Vorteile beider Verfahren verbindet und auch fiir die simulierten
dreidimensionalen Streubilder gute Ergebnisse liefert. Der in dieser Arbeit entwickelte Werk-
zeugkasten aus Simulation und Rekonstruktion liefert eine Basis fiir die weitere Untersuchung

von Ansatzen zur Rekonstruktion dreidimensionaler Informationen aus Streubildern.
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Kapitel 1

Einleitung

In der Clusterphysik, wie auch in Bereichen der Biologie und Medizin, besitzt die Untersu-
chung von feinsten Strukturen mit Auflésungen im Nanometerbereich einen immer gréferen
Stellenwert. Bei der optischen Abbildung besteht eine Auflésungsbeschriankung aufgrund von
Beugungserscheinungen in Abhéngigkeit von der Wellenldnge (Abbe-Limit). Bei kiirzeren Wel-
lenldngen ist jedoch zum einen die Konstruktion von als Linsen geeigneten optischen Elementen
durch die bei dieser Wellenldnge kaum vom Vakuum verschiedene Brechzahl der Materialien
erschwert, zum anderen erzeugen Fresnel-Zonenplatten oder mehrschichtige Spiegel Abbildungs-
fehler. Freie-Elektronen-Laser erzeugen kohérente Strahlung bei kurzen Wellenldngen (XUV- und
Rontgenstrahlung) mit hoher Brillianz und erméglichen durch elastische Lichtstreuung die Auf-
nahme von sogenannten kohérenten Streubildern ohne die Verwendung von optischen Elementen
zur Abbildung und somit ohne Aberration. Dieses Verfahren wird als Coherent Diffraction Ima-
ging (CDI) bezeichnet [1].

CDI erlaubt es, Einzelbildaufnahmen von Proben mit hoher rdumlicher und definierter zeitlicher
Auflésung durchzufiihren. Insbesondere bei biologischen Proben ist es von Interesse, dass im
Gegensatz zu anderen Verfahren (wie der Elektronenmikroskopie) durch die Verwendung von
Injektoren, die einzelne Partikel der Probe in den Strahl einbringen, kein Trager fiir die Probe
benétigt wird und auch keine Préparation der Probe von Néten ist. Somit wird deren Struktur
bis zur Abbildung nicht beeintrachtigt. Mit CDI konnten bereits Aufnahmen von Viruspartikeln
sowie Clusterproben angefertigt werden |2, 3|. Jedoch geht bei der Aufnahme des Streubildes die
Phase der gebeugten Welle verloren, die einen grofen Teil der Informationen tragt. Dies wird
als das Phasenproblem bezeichnet [4]. Hierfiir wurde kiirzlich als Losungsansatz die Freiflug-
Holographie entwickelt, bei der neben der Probe ein zusétzliches Referenzobjekt mit abgebildet
wird und aus der Wechselwirkung der gestreuten Wellen der beiden Objekte Informationen
gewonnen werden konnen [5]. Weiterhin existiert der Losungsansatz der sogenannten iterativen

Phasenrekonstruktion mittels verschiedener Algorithmen [6].

Zum Vergleich dieser beiden Ansétze ist es zweckhaft, zunéchst simulierte Streubilder einzuset-
zen, sodass die Ergebnisse der Rekonstruktion mit einem bekannten Ausgangsbild verglichen
werden konnen. Es sind in der Literatur verschiedene Anséitze zur Simulation von Streubildern
beschrieben. Die gebréuchlichsten sind hierbei Finite Difference Time Domain (FDTD), Dis-
crete Dipole Approzimation (DDA), die 8D-Fouriertransformation ausgewertet auf der Fwald-
kugel (berechnet mittels einer im Frequenzraum nicht dquidistanten schnellen Fouriertransfor-
mation) sowie sogenannte Multislice Simulationen [3, 7-10]. Die erstgenannten Ansétze sind
fiir die Simulation von Streubildern, wie sie fiir die Evaluation der Holographie bendtigt wer-
den, nur eingeschriankt geeignet, da bei der gewiinschten hohen rdumlichen Auflésung und der
Ausdehnung der Objekte der Speicherbedarf das technisch Realisierbare um mehrere Grofen-

ordnungen {iberschreitet. Unter dem Begriff Multislice hingegen werden verschiedene Ansétze
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subsumiert, die auf Naherungen aus der Wellenoptik aufbauen und die Menge an gleichzeitig zu

bearbeitenden Daten durch eine schichtweise Formulierung des Problems reduzieren.

Im Rahmen dieser Arbeit werden zunéchst zwei verschiedene Formulierungen der schichtweisen
Simulation des Durchtritts einer Wellenfront durch ein dreidimensionales Objekt sowie eine aus
der Born-Néherung abgeleitete Simulation des Streubildes, die alle drei unter dem Begriff Multis-
lice beschrieben werden, betrachtet. Sie werden durch einen Vergleich mit der Mie-Streutheorie
bewertet um die geeignetste Methode fiir die Simulation ausgedehnter Strukturen auszuwéh-
len. Die beiden Ansétze zur Losung des Phasenproblems, die Holographie sowie die iterative
Phasenrekonstruktion werden anschliefend zunéchst fiir 2D Bilder verglichen, um im Anschluss
die simulierte Austrittswelle hinter einer dreidimensionalen Nanostruktur aus dem simulierten

Streubild zu rekonstruieren.



Kapitel 2

Theoretischer Hintergrund

Zur Betrachtung von Streuung ist es zweckméfig, zunéchst die benétigten Grundlagen zu de-
finieren, um aus diesen dann die Simulationsansétze sowie die Grundlagen der Rekonstruktion
aus Streubildern abzuleiten. Sofern nicht anderweitig gekennzeichnet folgen die Herleitungen
Standardwerken [11-13].

2.1 Skalare Beugungstheorie

Aus den Maxwell-Gleichungen l&sst sich unter der Annahme eines sich im Vergleich zur Wellen-

lange A rdumlich nur langsam &ndernden Mediums die skalare Helmholzgleichung

(A+E*)p=0 (2.1)
mit der Wellenzahl k&
P (2.2)
=5 )

und der komplexen Brechzahl des Mediums 7 fiir eine elektromagnetische Welle ¢ aufstellen.
Diese Betrachtung ignoriert den vektoriellen Charakter der Elektrodynamik, insbesondere die
Polarisation der Welle wird vernachléssigt. Des Weiteren findet eine Separation der Zeitabhin-

gigkeit statt, sodass nur stationidre Probleme betrachtet werden.

Im Bereich der Rontgenbeugung kann es aufgrund der geringfiigigen Abweichungen der Brech-

zahlen von Medien zur Vakuumbrechzahl (n = 1) hilfreich sein, 7 als

n =1—6+iB=1+0dn (2.3)
72~ 1+ 20n (2.4)

darzustellen. Bei dieser Darstellung quantifiziert § die Refraktion, 8 die Absorption [14].

Eine fiir die Betrachtung von Streuvorgdngen hilfreiche Form der Wellengleichung lésst sich
durch Darstellung mittels einer Greenschen Funktion finden. Hierfiir wird zunéchst die Fourier-
transformierte der Wellengleichung betrachtet. Mit dem Ortsvektor r = (z,%,2)” im Realraum

und q= (va Qy, QZ)T
des Faltungstheorems (Gleichung A.5) und der Ableitung (Gleichung A.7)

im Frequenzraum lautet diese mit der Ndherung 2.4 und unter Beachtung

—2k?2

ooy 1 ). (25)

(—¢° +k*)é =

Hierbei bezeichnet die Notation f(q) die Fouriertransformierte von f(r) und es gilt ¢ = |q| .

3
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Wird nun die Greensche Funktion G im Fourierraum als

. 1 2k?
G=—r——— 2.6
S (2.6
definiert, so lasst sich daraus nicht direkt die Greensche Funktion im Realraum gewinnen, da das
Integral der inversen Fouriertransformation von G divergiert. Dieses Problem lisst sich durch

Hinzufiigen eines infinitesimalen imaginéren ie (mit € — 07) zu k im Nenner 15sen [15, 16]:

1 > 2k? ,
_ zqrd3
“= @y /_oo Z—(k+aorps ©
k2 eikr
= 2.7
27 r (27)

Die so konstruierte Greensche Funktion lasst sich in den Realraum transformieren, stellt weiter-
hin eine Greensche Funktion der Wellengleichung dar und wird als retardierte Greensche Funkti-

on bezeichnet. Fiir die Wellengleichung gilt mit ihr somit im Fourier- bzw. im Realraum [12, 17]:

¢ = G(on* ) (2.8)

Diese Formulierung erweist sich im Folgenden fiir die Herleitung der Born-Néherung als hilfreich.

2.2 Born-Naherung

FEine haufige Ndherung bei Streuproblemen ist die sogenannte Born-Ndherung. Sei zunichst mit
den in Abbildung 2.1a dargestellten Bezeichnungen fiir die Vektoren das streuende Objekt bei
r’ rdumlich um den Koordinatenursprung beschréankt (und somit auch én(r’)). Zur Berechnung
der Welle am Beobachtungsort r wird nun davon ausgegangen, dass gilt r > |r/| (mit |r| = r)
fiir alle Punkte an denen 67 von Null verschieden ist, d.h. dass der Beobachtungsabstand grofs

gegeniiber den Ausmafen des Streuobjektes ist [16]. In diesem Fall gilt die Naherung

‘r—r’{:\/r2+r’2—2r-r'%r—£~r’. (2.9)
r
In Gleichung 2.8 kann nun die Faltung ausgeschrieben und die Greensche Funktion gendhert

werden (mit k als ausgehenden Wellenvektor nach dem Streuvorgang in r-Richtung):

eik(rfkr’)

o(r) = /G(r —r)on(r)e(r') d3r / ——n(r)o(r') d3r’. (2.10)

r

Hierbei wird die Ndherung aus Gleichung 2.9 im Exponenten angewendet. Im Nenner kann
aufgrund des geringen (da nur linearen) Einflusses |r -1 ‘ ~ r gendhert werden. Wird nun ¢ als
Reihe ¢ = ¢g+ ¢1 + P2+ .. mit ¢p(r') = e'kor’ 315 einlaufende ebene Welle dargestellt und ist der
Einfluss des Streuobjektes auf die einfallende Welle gering, so lasst sich in Gleichung 2.10 ¢(r) ~

¢o(r’) im Integral anwenden [12]. Dies wird als Born-Ndherung erster Ordnung bezeichnet. In

4



2.3. ANGULAR-SPECTRUM PROPAGATION

Streuobjekt

einfallende Streubild k
ebene Welle

0
(a) Ortsvektoren (b) Wellen- und Streuvektor

Abbildung 2.1: Skizze zur Bezeichnung der Ortsvektoren (a) sowie der Wellenvektoren und des Streu-
vektors (b): Das Streuobjekt ist raumlich um den Ursprung beschrénkt und liegt bei r’, die Beobachtung
findet bei r statt. kg und k bezeichnen den Wellenvektor der einfallenden bzw. ausfallenden Welle mit
dem dazwischenliegenden Winkel 6, q bezeichnet den Streuvektor.

dieser gilt mit dem Streuvektor q = k—kq (vgl. Abbildung 2.1b) und dem Erhalt der Wellenzahl
lko| = |k| (elastische Streuung) fiir die Losung der Wellengleichung

el

kor .
" /577(r’)e_“1r a3’ o« F[om)] . (2.11)

/G(I‘ _ r/)é‘n(r/)eikor/ d3 / ~

Dies hat die Form einer Fouriertransformation — in Naherung ist die gestreute Welle proportional

zur dreidimensional fouriertransformierten Abweichung der Brechzahl von der Vakuumbrechzahl.

2.3 Angular-Spectrum Propagation

Wird eine elektromagnetische Welle ¢ durch ihre zweidimensionale Fouriertransformierte ¢ als
1 o »
P(a,y,2) = 5 / / O(fo, fy, 2)e" 1Y) dg, dg, (2.12)
™ —0o0

dargestellt und gefordert, dass diese im Vakuum die Wellengleichung 2.1 erfiillt, so muss ¢ im
Hybridraum (g, g, im Fourierraum, in z-Richtung jedoch im Realraum)

& . 2 2, 2\ \ 7
7,200 4y, 2) + (kr - (qm + qy)) Gz, qy,2) =0 (2.13)

erfiillen. Eine Losung dieser Gleichung ist
& (4w, Gys AZ) = G(qo, @y, 0)e' 22V~ (G 4a). (2.14)

Somit l&sst sich die Propagation einer Welle im Vakuum als Multiplikation mit einem Exponen-
tialfaktor im Fourierraum beschreiben. Dieses Verfahren wird Angular-Spectrum Propagation
genannt [11]. Die eingehende Welle bei z = 0 wird hierbei in ebene Wellen, die sich in verschie-
dene Richtungen ausbreiten (Angular Spectrum) zerlegt und deren Propagation berechnet. Die
ausgehende Welle bei z = Az im Realraum, ¢ (z,y, Az), lisst sich aus ¢ (qx, Qys Az) durch eine

inverse Fouriertransformation bestimmen.
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2.4 Fresnel- und Fraunhofer-Naherung

Wird in Gleichung 2.14 die Taylor-N&herung 2. Ordnung durchgefiihrt (Gleichung 2.15 und 2.16)
sowie eine zweidimensionale inverse Fouriertransformation angewendet, so erhélt man mit dem

Faltungstheorem die Fresnel-Niaherung im Realraum (Gleichung 2.17).

(43 +q5)
R = (g +ay) ~ k= == (2.15)
(2,1, 2) = ¢(x,y,0)e*e 3k T (2.16)
g1 ethz i @2+
Z= ¢(2,y,2) = ¢z, y,0) * (iz/\ek 2 (2.17)

In dieser Naherung wird die Ausbreitung der Welle durch die Faltung mit dem sogenannten
Fresnel-Propagator ausgedriickt. Wird die Faltung explizit ausgeschrieben, kann der Exponent

aufgespalten werden

oy, 2) = / d(or, B, 0)eds (=07 +0=5)°) da

zz)\
Z z ik 2
= e2z (@ +y? / (b 5, 622(a +5 )

2+ @atuB) 4o dg. (2.18)

Verschwindet nun die eingehende Welle ¢(x,y, z = 0) auferhalb eines Bereiches S = [-X, X]| x
[—Y,Y] und gilt

Va,ﬂéS:z»%(oﬂ—k,@’Q) , (2.19)

d.h. sind die Ausmafe des Bereiches, auf dem die Welle nicht verschwindet klein gegeniiber dem
Beobachtungsabstand, so gilt
e2s(0P+8%) 1 (2.20)

So lésst sich Gleichung 2.18 als Fouriertransformation der Eingangswelle ausgewertet bei f, , =
g(x,y) und multipliziert mit einem in z,y-Richtung reinem Phasenterm interpretieren (Glei-
chung 2.21). Diese Ndaherung wird als Fraunhofer-Naherung bezeichnet und lésst sich zur Be-

rechnung des Fernfeldes einer elektromagnetischen Welle verwenden:

2 2
ik(z+ 25

12\

e

¢(‘737y7 Z) = F [¢(1’7y’0)} (fm = ij:fy = ij) (221)



Kapitel 3

Simulation von Streubildern

Es ist sinnvoll, die Evaluierung von Rekonstruktionsansétzen zundchst mit synthetischen Streu-
bilder durchzufiihren, da so das ideale Rekonstruktionsergebnis bekannt ist und fiir einen direk-
ten optischen Vergleich zur Verfiigung steht!. Fiir das Problem der Berechnung synthetischer
Streubilder existieren verschiedene Losungsansétze: Neben den verbreiteten Methoden DDA und
FDTD, die in allen Raumrichtungen Berechnungspunkte in einem Abstand deutlich geringer als
die Wellenldnge benétigen, kann die 3D-Fouriertransformierte, die auch mit weniger Punkten
noch valide Ergebnisse liefern kann, genutzt werden [8, 9, 19]. Diese vernachléssigt jedoch Mehr-
fachstreuung und Absorption und wird ebenfalls durch den Berechnungsaufwand hinsichtlich der
Ausmafse der Objekte, deren Streubilder berechnet werden kénnen, limitiert. Von besonderem
Interesse sind deshalb die verschiedenen schichtweise arbeitenden Ansétze, die im Folgenden

vorgestellt und beziiglich ihrer Giiltigkeit tiberpriift werden.

3.1 Mie-Streuung

Die Mie-Theorie bietet eine analytische Losung der Streuung an einer Kugel in Form einer
unendlichen Reihe, basierend auf einer Lésung der Grenzbedingungen fiir elektromagnetische
Wellen [20]. Diese unendliche Reihe lésst sich n&dherungsweise numerisch berechnen (Details
siche Anhang B). Eine vektorisierte Version dieser Berechnung ist in den auf Métzler [21]
basierenden Matlab Funktionen simulation/mie.m fiir winkelabhingige Radialprofile sowie
simulation/mie_scatter.m fiir Streubilder implementiert. Diese fiir eine homogene Kugel im
Vakuum korrekte Losung dient im Rahmen dieser Arbeit der Verifizierung der Simulationsver-

fahren.

3.2 Projektions-Naherung

Um dreidimensionale Streuobjekte durch zweidimensionale Blenden zu néhern, ldsst sich die
Projektion ihrer Dichteverteilung auf eine Ebene direkt hinter ihnen betrachten. In Ndherung
verhélt sich eine elektromagnetische Welle nach Durchlaufen eines hinreichend diinnen Objektes
gleich wie nach Durchlaufen einer Blende mit dieser durch Projektion gewonnenen Absorption
und Refraktion, sodass in Fraunhofer-Fernfeldnéherung das Streubild durch die zweidimensionale

Fouriertransformierte der Projektion gendhert werden kann.

Fiir eine kreisformige Blende existiert eine analytische Darstellung der Fouriertransformation in

Form der sogenannten Airy-Scheibe. Das Streubild eines Objektes mit kreisformiger Projektion

1 To our knowledge there is no reliable objective metric for image quality. Ultimately, the quality comparison bet-
ween algorithms is based on what looks good to the user®, D. R. Luke in der Vorstellung des RA A R-Algorithmus [18].

7
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lasst sich somit mittels der Besselfunktion 1. Ordnung J,, als

1(6) (Wsme)f (3.1)

krsin 6

néhern [13]. Fiir nicht kreisformige Projektionen der Dichte ldsst sich die Fouriertransformation

diskret numerisch auswerten.

Im Weiteren wird die Projektion der Dichte und anschliefsende diskrete Fouriertransformation
dieser als Projektions-Ndherung bezeichnet. Diese Naherung wird bei dem Vergleich der Simu-

lationsanséitze aufgrund des geringen Rechenaufwandes mit betrachtet.

3.3 Multislice Fouriertransformation

Das Grundprinzip der in mehreren Schichten arbeitenden Multislice Algorithmen ist in Abbil-
dung 3.1 dargestellt: Die Streuobjekte (in diesem Beispiel eine Kugel) werden zunéchst in eine
quaderformige Szene eingebettet und diskretisiert. Hierbei kénnen unterschiedliche Auflésun-
gen in x,y und z-Richtung gewihlt werden. Bei der Simulation werden nun einzelne Schichten

gleichen z-Wertes betrachtet.

Einer dieser Algorithmen ist die Multislice Fouriertransformation (MSFT). Nach Gleichung 2.11

gilt in der ersten Bornschen Naherung fiir die Amplitude der gestreuten Welle

d x /(517(1‘)6_“"r dr. (3.2)

Um die Komplexitéit zu reduzieren, wird nun versucht auf eine schichtweise Berechnung iiberzu-
gehen: Wird das Skalarprodukt q - r = zg; + yq, + 2¢. ausgeschrieben und die Integration iiber

x und y als zweidimensionale Fouriertransformation interpretiert,

¢ x /9’ [01] (42, qy, 2)e”#= dz (3.3)

so lasst sich das Integral in z-Richtung als Summe interpretieren: Aufgrund der Impulserhaltung
muss fiir die Wellenvektoren ko? = k? = k2 gelten. Nach Abbildung 3.2 lisst sich der Streuvektor

q in einen zum einfallenden Wellenvektor parallelen Anteil q sowie einen senkrechten Anteil

NS

X

‘Az

|
NI
Abbildung 3.1: Prinzip der Multislice-Simulation: Das zu simulierende Streuobjekt (in diesem Fall eine
einfache Kugel) wird in eine quaderférmige Szene eingebettet (wobei fiir die Berechnung eine grofere x,y-

Ausdehnung als z-Ausdehnung gewihlt wird) und diskretisiert. Ublicherweise wird hierbei eine feinere
Auflésung Az in Strahlrichtung gew#hlt. Bei der Simulation werden nun einzelne Schichten betrachtet.



3.3. MULTISLICE FOURIERTRANSFORMATION

Ko

Abbildung 3.2: Skizze zur Bezeichnung der Vektoren. kg und k bezeichnen den Wellenvektor der ein-
fallenden bzw. ausfallenden Welle mit dem dazwischenliegenden Winkel 6. q bezeichnet den Streuvektor
mit einer zu ko parallelen (g)) und einer senkrechten (¢ ) Komponente.

 NRRGARY
2230

z

Abbildung 3.3: Illustration zur MSFT: Das Streubild wird berechnet, indem schichtweise der jeweilige
Beitrag der Bornschen Naherung phasenkorrekt aufaddiert wird. Die Position der dargestellten Schichten
ist auf der z-Achse markiert. Das Bild unten rechts auften ist somit das berechnete Streubild des Objektes
und das Ergebnis des Algorithmus.

q. zerlegen,

B =k-q)+d ©q=k—/k-q¢. (3.4)

Somit kann ¢, = ¢|| eingesetzt werden und es gilt fiir die Welle im Fernfeld wie in Abbildung 3.3

illustriert

o~ Y # o] e (V). (3.5)

Gleichung 3.5 beschreibt einen Algorithmus um das Streubild eines dreidimensionalen Objektes

im Fernfeld schichtweise in der ersten Bornschen Néherung zu berechnen [3].

Bei dieser Methode wird Mehrfachstreuung vollsténdig ignoriert. Durch nachtrégliches Einfiithren

eines zusétzlichen Faktors, der die Absorption und Phasenédnderung der Welle beim Durchlaufen

9



KAPITEL 3. SIMULATION VON STREUBILDERN

des Objektes beschreibt, liefe sich nachtriglich eine grobe Naherung fiir Absorptionseffekte
einfithren, die in einigen Féllen die subjektive Qualitét der Simulation zu verbessern scheint [3].
Da zum Einen die Giiltigkeit dieser Absorptionsndherung nicht direkt abgeschatzt werden kann
und sie zum Anderen nicht in allen Fallen die Giite der Simulation verbessert, ist im Weiteren
mit MSFT die Methode ohne diese Korrektur bezeichnet [22|. Eine Implementierung des MSFT-

Algorithmus mit optionaler Absorptionskorrektur liegt in simulation/msft.m vor.

3.4 Multislice Propagation

Ein alternatives Verfahren zur Simulation von Streubildern ist in der Literatur als Multislice
Propagation oder Beam Propagation bekannt [10, 23]. Bei diesem in Abbildung 3.4 skizzier-
ten Verfahren wird zunéchst die Szene ebenfalls in einzelne Schichten mit dem Abstand Az
zerlegt. Jedoch unterscheidet sich das weitere Vorgehen deutlich von MSFT: Statt auf der Born-
Néherung zu basieren, wird schichtweise der Durchtritt der in die Szene einfallenden ebenen
Welle durch das Objekt simuliert. Hierbei wird die Ausbreitung von Schicht zu Schicht genéhert

durch eine Vakuumpropagation nach Angular Spectrum Propagation im Hybridraum?,

3 (q%qwz I Az) _ é(z)eiAz\/kQ*(qI+Qy)2 , (3.6)

sowie durch eine Wechselwirkung mit der Materie der Schicht in einer einzelnen Ebene im Real-

raum

B2y, 2 + Az) = ge’ A7 (3.7)

Dabei wird die Annahme getroffen, dass innerhalb einer Schicht die 6rtliche Verteilung der Ma-

terie konstant ist, sowie die durch die Propagation bedingte Verdnderung innerhalb von Az

2Die Naherung der Vakuumausbreitung durch einen Fresnel-Propagator bringt gegeniiber der korrekten Berech-
nung iiber die Angular Spectrum Propagation keine numerischen Vorteile. Aus diesem Grund wird im Gegensatz
zu [10] auf diese Ndherung verzichtet.

NN Eintrittswelle

Vakuum

Vakuum

Vakuum

Vakuum

Vakuum

Austrittswelle

Abbildung 3.4: Prinzip der Multislice Propagation: Die Szene wird in einzelne Schichten zerlegt und die
Wechselwirkung mit der Materie jeder einzelnen Schicht in auf eine in dieser Schicht liegenden Ebene
reduziert. Zwischen diesen Ebenen wird eine Vakuumpropagation angewendet.

10



3.5. THIBAULTS MULTISLICE

Abbildung 3.5: Hlustration zur Multislice Propagation: Bei Strahlrichtung von links nach rechts ist
von exemplarischen (auf der z-Achse markierten) Schichten der Betrag der komplexen Wellenfront als
Helligkeit, die Phase als Farbton dargestellt. Rechts aufsen ist die Austrittswelle hinter der Szene und
damit das Ergebnis des Algorithmus.

ausreichend klein ist, sodass keine Anteile der Wellenfront innerhalb einer Schicht unterschied-
liche Brechzahlen durchlaufen [10]. Dies kann durch ein hinreichend kleines Az gewéhrleistet
werden. Des Weiteren wird bei der Wechselwirkung mit der Materie der Winkel mit dem ein
Anteil der Wellenfront durch die Materie 1auft vernachlassigt: Bei Anteilen der Welle, die durch
vorangegangene Streueffekte bereits in einem deutlichen Winkel die Szene durchlaufen, wird ge-
néhert, dass ihr Weg durch die Materie gleich lang wie der Weg von nicht gestreuten Anteilen

ist. Somit wird Mehrfachstreuung zwar mitberiicksichtigt, jedoch nur ndherungsweise.

Der Algorithmus zur Berechnung der Austrittswelle, d.h. der Welle hinter der Szene bzw. dem

Streuobjekt, ist somit die iterative Anwendung von
B(z + Az) = @Bz g1 | bR b))’ 7 [(2)] | (3.8)

Dies ist in Abbildung 3.5 am Beispiel der Austrittswelle hinter einer Kugel illustriert.

Ist die Austrittswelle bekannt, so ist die weitere Ausbreitung zum Detektor eine Vakuumpro-
pagation, die sich entweder mittels Angular Spectrum Propagation berechnen, oder durch eine
einfache Fouriertransformation in Fraunhofer-Naherung bestimmen l&sst. Ersteres Verfahren hat
den Nachteil, das es bei einer numerischen Implementierung im Bereich der Szene die gleiche
rdumliche Rastergrofe wie im Bereich des Detektors erfordert. Bei Anwendung der Fernfeldné-
herung ist zwar der maximale Winkel, in dem das Streubild berechnet werden kann, von der
rdumlichen Auflésung der Austrittswelle sowie die Winkelauflésung von der Szenenausdehnung
abhangig, dies ist jedoch deutlich praktikabler. Diese Methode wird im Weiteren als Multislice

Propagation bezeichnet und ist in simulation/multislice.m implementiert.

3.5 Thibaults Multislice

Thibault hat in [17] eine eigene Formulierung der Multislice-Simulation aufgestellt. Ausgehend

von der Wellengleichung (Gleichung 2.8) ldsst sich fiir die Welle im Hybridraum

B(2) = G *. [6n %4, D] (3.9)

11



KAPITEL 3. SIMULATION VON STREUBILDERN

mit
G LR g (3.10)
2w/ k2 qi
aufstellen. Hierbei sind die Faltungsoperatoren mit den Variablen, iiber die die Faltung durchzu-
flihren ist, indiziert. Wird nun die Welle bei Az betrachtet, so ldsst sich unter Vernachlassigung
von Riickstreuung das Faltungsintegral iiber z in zwei Integrationsbereiche aufspalten (vom

Ursprung bis Az sowie von dort bis ins Unendliche):

00 Az

D2+ Az) = G(2) [6n*q, @] (z + Az —2)dd' + G(2) [6n*q, @] (z+ Az —2")d7 .
Az 0
(3.11)
Fiir den ersten Summanden gilt mit einer Substitution (2’ — 2" + Az)
G(2) [0 =g, @] (z+ Az —2)d
Az
z—>z//+Az/ a z"—i—Az) [577 %, ] (Z _ )dZ”
_ zAz (q— / 27T — 6 "(q)—k) [5}’ *q, (i)] (z _ Z//) dz"

= ARG (y), (3.12)

im zweiten Summanden kann fiir hinreichend kleine Az das Integral gut durch eine Rieman-
Obersumme mit einem einzigen Stiitzpunkt bei Az approximiert werden (der Fehler ist hierbei

von der Ordnung Az):

Az

i G(2') [6n %4, @] (z + Az — ) d2' = AzG(Az) [6n %4, @] (2). (3.13)

Somit lasst sich in Naherung fiir die Welle bei z + Az

bz ik

27 k'2 _ qi

B(z 4+ Az) ~ 207 | $(z) + (61 %4, @] (2) (3.14)

aufstellen. Dies stellt eine iterative Beschreibung der Streuung dar — ausgehend von z = 0 kann
schrittweise in Einfallsrichtung die Wellengleichung in einer Szene gelost werden. Somit handelt
es sich um einen Algorithmus, der ebenfalls der Kategorie ,,Multislice* zuzuordnen ist. Im Ge-
gensatz zur Multislice Propagation findet hier die Wechselwirkung mit der Materie jedoch nicht
in Form eines Exponentialfaktors statt, in Kleinwinkelndherung entspricht Gleichung 3.14 einer
Taylorndherung erster Ordnung in der Exponentialfunktion von Gleichung 3.8. Unabhéngig von
der Giiltigkeit der verwendeten Niherungen besitzt Gleichung 3.14 bei k2 = ¢, eine Singula-
ritdt. Aus diesem Grund muss entweder das Raster, in dem die Simulation durchgefiihrt wird,
hinsichtlich der Auflésung in x,y-Richtung so gewahlt werden, dass diese Singularitdt nicht zum
Tragen kommt oder nach jedem Simulationsschritt im Fourierraum (g, qy) fir g, +¢qy > k auf

Null gesetzt werden. Die numerische Simulation dieser Methode ist in simulation/thibault.m

12
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implementiert.

3.6 Verifizierung

Zur Verifizierung der vorgestellten Simulationsalgorithmen und deren numerische Implementie-
rungen eignet sich der Vergleich der berechneten Streubilder hinter Kugeln mit den Ergebnissen
aus der Berechnung mittels Mie-Streuung. Der Vergleich wird fiir verschiedene Brechzahlen und

Kugelradien bei einer Wellenléinge von 1 nm durchgefiihrt.

Da ein realer Detektor nicht die Intensitéten bei prazise definierten Winkelpunkten misst, son-
dern innerhalb eines Areals, ist es zweckméfig, die simulierte Detektorfliche in quadratische
Areale (Pizel) zu unterteilen und die Intensitdt in jedem dieser Areale als gewichtetes Mittel
zwischen in dem Areal liegenden Punkten zu betrachten. Hierbei werden (wie in Abbildung 3.6
dargestellt) an den Réndern zwischen zwei Arealen liegende Berechnungspunkte je zur Hélfte
in beiden Arealen, in der Ecke zwischen vier Arealen liegende Berechnungspunkte je zu einem
Viertel in den vier Arealen beriicksichtigt. Besonders bemerkbar ist dieser Bearbeitungsschritt
bei Pixeln die genau in den Intensitdtsminima liegen: Ohne die gewichtete Mittlung wiirde der
gesamten Flache zwischen den Pixeln die Intensitédt des Minimums zugewiesen werden, auch
wenn dessen Breite extrem schmal ist, werden zusétzliche Pixel berechnet und anschliefsend ge-
wichtet gemittelt, ergibt sich eine korrektere Wiedergabe des tatsédchlichen Intensitédtsverlaufs.
Dies wird sowohl fiir die mit den verschiedenen Algorithmen simulierten Streubildern als auch
fiir die Mie-Streubilder durchgefiihrt und einspricht einer einfachen Form des Antialiasings, das

den Einfluss der diskreten Berechnung verringert.

Intensitat

Abbildung 3.6: Die Verwendung von Uberabtastung und gewichteten Mittelwertes bei den Streubildern:
Um die Intensitat im links rot umrandeten Bereich zu bestimmen, wird die Intensitdt an den schwarzen
Punkten berechnet und ein gewichteter Mittelwert gebildet. Dazu wird die Intensitat der vier Randwerte
zur Hilfte, die der vier Eckpixel zu einem Viertel in dem umrandeten Bereich mitberiicksichtigt. Der
Effekt gegeniiber einer simplen Berechnung des zentralen Pixels zeigt sich rechts: Wird die Intensitét bei
einem schwarz dargestellten wahren Intensitédtsverlauf nur an den roten Punkten bestimmt, dominiert
das Minimum den Intensitdtsverlauf. Eine geringere Abweichung ergibt sich bei Berechnung auch an
den blauen Punkten und anschliefender Bildung des gewichteten Mittelwerts (griin).

13



KAPITEL 3. SIMULATION VON STREUBILDERN

(a) Austrittswelle (b) Streubild

Abbildung 3.7: Exemplarische Multislice-Propagations Austrittwelle (a) und logarithmierte Intensitét
des simulierten Streubildes (b) einer Kugel mit Radius 100nm bei 3,6=1073. Die relative Intensitit
der Austrittswelle beziiglich der Eintrittswelle ist {iber die Helligkeit dargestellt, die Phase iiber den
Farbton. Das Streubild zeigt einen Bereich bis 15°.

Anschlieftend werden die simulierten Streubilder beziiglich ihrer Skalierung auf die Mie-Streubilder
normiert. Hierzu wird ein Skalierungsfaktor gesucht, der die mittlere Abweichung der simulierten
Streubilder vom jeweiligen Mie-Streubild innerhalb der ersten 10° minimiert. Zur Quantifizierung
des Fehlers der simulierten Streubilder wird die relative Abweichung von den Mie-Streubildern
betrachtet. Fiir die Multislice Propagation ist in Abbildung 3.7 fiir einen konkreten Parameter-
satz exemplarisch Austrittswelle und Streubild dargestellt, die relative Abweichung von Mie ist

fiir diesen Parametersatz in Abbildung 3.8 fiir alle Simulationsansétze dargestellt.

Aus den rotationssymmetrischen Streubildern kénnen nun Radialprofile der Intensitét sowie des
relativen Fehlers bestimmt werden um einen besseren Uberblick zu erhalten (Abbildung 3.9). Es
ist zu erkennen, dass der relative Fehler in den Datenpunkten, in denen das Mie-Profil ein Mini-
mum hat, aufgrund dessen steilen Verlaufs scharfe, nur 1-2 Datenpunkte umfassende, Maxima
annimmt. Um die Giite einer Simulation bei einem bestimmten Radius und Stoffeigenschaften
zu quantifizieren, wird deshalb der Median des relativen Fehlers bis 20° Streuwinkel genutzt.
So ist es moglich, fiir die unterschiedlichen Simulationsalgorithmen Bereiche zu bestimmen, in
denen sie ausreichend mit der Mie-Theorie iibereinstimmen, um sie dort als valide anzusehen.
In Abbildung 3.10 wird deutlich, dass bei Werten von & bzw. 3 in der Gréfenordnung bis 10~4
(die viele Materialien bei 1 nm Wellenlédnge aufweisen [24]) sowohl Multislice Propagation und
Thibaults Multislice als auch MSFT valide Ergebnisse liefern — der mediane Fehler iiberschrei-
tet 5 % nicht. Bei groReren Abweichungen der Brechzahl von der Vakuumbrechzahl steigt der
mediane Fehler des mittels MSFT berechneten Streubildes deutlich an, insbesondere bei grofsen
Radien. Bei diesen kommt es zu deutlich mehr Absorption und Mehrfachstreuung in Vorwérts-
richtung, die bei MSFT im Gegensatz zu den beiden anderen Multislice Varianten vollstdndig
ignoriert wird. Der Unterschied zwischen Thibaults Formulierung und der Multislice Propagati-
on kann zu einem gewissen Anteil durch die hier verwendete numerische Implementierung von

Thibaults Algorithmus begriindet sein. Hier besteht weiteres Optimierungspotential beziiglich
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Abbildung 3.8: Betrag der relativen Abweichungen von Mie der simulierten Streubilder einer Kugel
mit Radius 100nm bei 8 = § = 1072, Es ist bei allen Simulationsmethoden der Trend zu ansteigenden
Abweichung bei grofseren Streuwinkeln sowie konzentrische Zonen héherer Abweichungen zu erkennen.
Bei den hier verwendeten Parametern zeigt die Projektionsnéherung ein deutlich schlechteres Ergebnis
als die Multislice Ansétze.

der Genauigkeit und dem Einfluss von Rundungsfehlern.
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Abbildung 3.9: Radiale logarithmierte Intensitétsprofile berechnet mit den verschiedenen Algorithmen sowie die relative Abweichung von Mie fiir eine
Kugel mit Radius 20 nm und $,=10"%. Es ist bei kleinen Streuwinkeln eine gute Ubereinstimmung aller Algorithmen zu erkennen, bei gréferen Winkeln
versagt die Projektion. Uber den gesamten Bereich besitzt bei diesen Parametern die Multislice Propagation die beste Ubereinstimmung. Die relativen
Fehler der Simulationen sind in den Intensitdtsminima aufgrund der dort deutlich abfallenden Referenzintensitét bei allen Verfahren stérker ausgepragt.
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Abbildung 3.10: Zur Entscheidung bei welchen Radien und welchen Abweichungen der Brechzahl vom
Vakuum die Simulationen noch valide sind, ist der Median des Betrags der relative Abweichung bis 20°
von Mie {iber den Parametern aufgetragen. Es sind somit die Bereiche erkennbar, in denen der jeweilige
Simulationsalgorithmus valide Ergebnisse liefert. Es ist insbesondere zu erkennen, dass bei gréferen
Brechzahlen sowie groferen Abweichungen von der Vakuumbrechzahl MSFT nur eingeschrénkt valide
ist, sowie dass die Multislice Propagation und Thibaults Multislice iiber den gesammten dargestellten
Bereich gute Ergebnisse liefern. Parameter: Az = A/2, Az und */s und N=2048.

Mit der Multislice Propagation ist somit ein effizienter, schichtweise arbeitender Algorithmus

gefunden, der sich fiir die Simulation synthetischer Streubilder eignet.
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3.7 Streubilder komplexer Objekte

Neben der bislang zur Validierung erfolgten Berechnung von Streubildern von Kugeln eignen
sich die Simulationsalgorithmen auch zur Berechnung der Austrittswellen und Streubilder hinter

anderen, komplexeren Objekten.

Als interessante Testszene wird das in Abbildung 3.11 dargestellte Modell einer wassergefiillte
ikosaederformige Lecithin-Membran (Aufenradius 375 nm, Dicke 25 nm), um deren Mittelpunkt
vier kleinere, DNA gefiillte Kugeln (Radius 90 nm) in den Eckpunkten eines Tetraeders angeord-
net sind, als biologisches Objekt betrachtet. Als Referenz dient ein disjunktes Xenon-Dodekaeder
mit Aufenradius 100 nm. Die komplexen Brechzahlen der simulierten Materialien sind in Tabel-
le 3.1 aufgefiihrt [24-26]. Die fiir diese Szene berechnete komplexe Austrittswelle ist in Abbil-
dung 3.12a gezeigt. Es sind sowohl die Wirkung der Absorption in Form der Intensitétsabnahme
hinter den Streuobjekten, wie auch der Brechung in Form einer geringen Intensitdtszunahme
um die Streuobjekte sowie einer Phasendnderung zu erkennen. Das zugehorige Streubild ist in
Abbildung 3.12b gezeigt und stellt das Ergebnis der Bemiihungen synthetische Streubilder zu
erstellen dar. Im Folgenden wird dies fiir den Vergleich der Rekonstruktionsansétze genutzt,

indem deren Eignung zur Rekonstruktion der Austrittswelle betrachtet wird.

Tabelle 3.1: Fiir die Berechnung der komplexen Austrittswelle
verwendete Materialien

Material Brechzahl bei 1nm [24]

Lecithin (Cy4HgoNOgP) [26] 1 — (1.69 — 0.124) x 107
Wasser 1—(1.55—0.18i) x 1074
Protein (HgsC52N130159) [25] 1 — (2.03 — 0.167) x 10~*
Xenon-Cluster 1 —(2.54 — 1.46i) x 1074

Abbildung 3.11: 3D-Modell des Objektes

(a) Austrittswelle (b) Streubild

Abbildung 3.12: Austrittswelle und logarithmiertes Streubild eines komplexen Objektes. Bei der Aus-
trittswelle ist die relative Intensitét beziiglich der Eintrittswelle iiber die Helligkeit dargestellt, die Phase
iiber den Farbton.
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Kapitel 4

Rekonstruktion

Zur Verwendung von CDI zur Untersuchung von Proben sind aus dem aufgenommenen Streu-
bild Informationen iiber die Probe zu rekonstruieren. Wie in Kapitel 2.4 gezeigt, entspricht die
im Fernfeld aufgenommene Welle der Fouriertransformierten der Austrittswelle. Kénnte nun so-
wohl Amplitude als auch Phase des Streubildes aufgenommen werden, so liefte sich durch eine
einfache Riicktransformation die Austrittswelle rekonstruieren und somit die gewiinschten In-
formationen iiber das Objekt gewinnen. Jedoch wird mittels eines Sensors nur die Intensitéit der
Welle aufgezeichnet, die Informationen iiber die Phase gehen verloren. Diese tréagt jedoch wie in
Abbildung 4.1 ersichtlich einen Grofiteil der Informationen. Das Problem, aus dieser unvollstén-
digen Messung die Austrittswelle zu rekonstruieren, wird als das Phasenproblem bezeichnet. Zur
Losung existiert seit kurzem der Ansatz der Freiflug-Holographie sowie die etablierte Methode

der iterativen Phasenrekonstruktion, die im Folgenden zunéchst vorgestellt werden.

Amplitude

Phase

A 4

Amplitude

Abbildung 4.1: Zur Illustration der Bedeutung der Fourierphase sind links zwei unterschiedliche Test-
bilder dargestellt. Aus diesen werden zwei neue Bilder generiert, in dem die Fourieramplituden des einen
mit den Phaseninformationen des anderen kombiniert werden. Es ist deutlich zu erkennen, dass hier der
visuelle Eindruck von den Phaseninformationen bestimmt wird.

19



KAPITEL 4. REKONSTRUKTION

4.1 Holographie

Bei der Holographie wird versucht, Informationen {iber die Phase mit aufzuzeichnen. Hierzu
wird neben der zu untersuchenden Probe ein zusétzliches, bekanntes Objekt (im Folgenden als
Referenz bezeichnet) in den Strahl eingebracht, sodass die eingehende Welle an beiden gestreut
wird. Die Interferenz der beiden gestreuten Wellen kodiert in diesem Fall die relativen Pha-
seninformationen in der Amplitude. Das Einbringen einer Referenz wurde in der Vergangenheit
iiblicherweise realisiert, indem die Probe auf eine Membran mit einer zusétzlichen Offnung aufge-
bracht wurde [27]. Eine elegante Methode, die sog. Freiflug-Holographie (In-Flight Holography),
bei der freie Edelgascluster als Referenz mit in den Strahl eingebracht werden, wurde kiirzlich
u.a. von Gorkhover und Ulmer vorgestellt [5, 28]. Sind O,R die Austrittswellen von Objekt bzw.
Referenz, so ist die gemeinsame Austrittswelle 1 = O+ R und fiir die aufgenommene Intensitét
I im Fernfeld gilt

. \9[0}+9[RH2:(0+R\2. (4.1)

Wird nun auf I eine inverse Fouriertransformation angewendet,

F-1 [(0 + Rﬂ =771 [00°] + 77 [RR] + 77 [ROT) + 7 [OR] . 42)

so ergibt sich mit Hilfe der komplexen Konjugation der Fouriertransformation (A.3) und des

Korrelationstheorems (A.6)

F N xOR0+RIR+R20+0®R. (4.3)

Autokorrelationen Kreuzkorrelationen

Dies ist in Abbildung 4.2 illustriert. Die Autokorrelationen, d.h. die Korrelation der Austritts-
welle von Objekt mit Objekt bzw. Referenz mit Referenz liegen hierbei um den Ursprung des
Koordinatensystems und kénnen in jede Richtung maximal die doppelte Gréfse von Objekt bzw.
Referenz haben. Die Kreuzkorrelationen aus den Austrittswellen von Objekt und Referenz sind
punktsymmetrisch zum Ursprung und haben von diesem den gleichen Abstand wie Objekt-
und Referenzaustrittswelle voneinander. Sie entsprechen einer Faltung des Objektes mit der ge-
spiegelten, komplex konjugierten Referenz bzw. der Referenz mit einem gespiegelten, komplex
konjugierten Objekt. Ist die Referenz in guter Naherung punktférmig und lésst sich durch eine
Delta-Funktion beschreiben, so ist die Kreuzkorrelation ndherungsweise gleich der Austrittswel-
le des Objektes. Somit kénnen trotz der verlorenen Phaseninformationen die Austrittswelle des
Objektes inklusive der Phase wiedergewonnen werden. Dieses Verfahren wird im Weiteren als

Fouriertransformations-Holografie (FTH) bezeichnet.

4.1.1 Entfaltung

Um bei ausgedehnten Referenzen eine bessere Approximation des Objektes zu erhalten, muss
die Faltung zwischen Objekt und Referenz riickgidngig gemacht werden. Die Faltung entspricht
einer Multiplikation (Gleichung A.5), die Inverse somit einer Division im Fourierraum. Jedoch

verursachen vor allem zwei Effekte Probleme: i) Rauschen im aufgenommenen Bild, das bei
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Ty ) e

i

1a

Abbildung 4.2: Prinzip der Fouriertransformations-Holografie: Wird von einem Objekt nur das Betrags-
quadrat der Fouriertransformierten aufgenommen, liefert die Riicktransformation die Autokorrelation
des Objektes, aus der sich nur wenig iiber das urspriingliche Objekt ableiten lasst (oben). Wird jedoch
zusétzlich zu dem Objekt eine kleine Referenz genutzt, so liefert die Riicktransformation auferdem die
Kreuzkorrelation aus Objekt und Referenz (unten).

der Division in Bereichen mit geringer Intensitit der fouriertransformierten Referenz deutlich

verstérkt werden wiirde und ii) Nullstellen der fouriertransformierten Referenz.

Das Problem der Entfaltung tritt in verschiedenen Bereichen auf, unter anderem in der Bild-
verarbeitung. Dort ist der Prozess der sogenannten Wiener-Entfaltung, deren Prinzip fiir den
eindimensionalen Fall in Abbildung 4.3 dargestellt ist, etabliert. Hierbei wird der Wiener-Filter
G fiir ein mit H gefaltetes Signal S mit additivem Rauschen (mit der spektralen Stirke N)

definiert als s
=—. (4.4)
|H|*S+ N
Fiir Rauschen, dass nicht mit dem Signal korreliert ist, minimiert eine Faltung mit G die mittlere
quadratische Abweichung zum rauschfreien, nicht gefalteten Original — es handelt sich somit im
Sinne des mittleren quadratischen Fehlers um die ideale Entfaltung [29]. Ist das Rauschen jedoch
mit dem Signal korreliert, wie dies z.B. bei Poisson-Rauschen (in Form des Schrotrauschen (engl.
Shot Noise) der grokte Rauschbeitrag bei realen Streubildern) der Fall ist, so ldsst sich eine
heuristische Form des Wiener-Filters mit konstantem N anwenden [30]. Dabei muss bei der

Wahl von N ein Kompromiss aus Rauschunterdriickung und Entfaltung gew&hlt werden.
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KAPITEL 4. REKONSTRUKTION

(a) Intensitat a Obrekt (b) o I (Objet)
je og je
Referenz - log | F (Referenz)|
Intensitat A
x q
(C) Intensitat A (d)

F! <U—'(Objekt+ Referenz)|2)

log | F (Kreuzkorrelation)|
log | F (Referenz)|
log | F (Objekt)|

/\ /\ LA [y S ma——

Intensitat a

(e) Intensitat 4 (f)
direkte Entfaltung
———— Wiener Entfaltung

log | F (Objekt)|
log | F (direkte Entfaltung)|
log |F (Wiener Entfaltung)|

WL : e
x q

Abbildung 4.3: Prinzip der Holographie mit Wiener-Entfaltung: In der obersten Reihe sind Objekt und
Referenz im Realraum (a) bzw. logarithmiert im Fourierraum (b) dargestellt. Wird das Betragsquadrat
der Summe aus Objekt und Referenz im Fourierraum gebildet und in den Realraum riicktransformiert, so
sind zentral die Autokorrelationen, aufien die Kreuzkorrelationen zu erkennen (c). Wird die Kreuzkorre-
lation im logarithmierten Fourierraum betrachtet, so wird deutlich, dass bei niedrigen Raumfrequenzen
das log. Objekt fast die Differenz aus log. Kreuzkorrelation und log. Referenz ist, bei hoheren Raum-
frequenzen jedoch das Rauschen dominiert (d). Wenn im Fourierraum die Kreuzkorrelation durch die
Referenz geteilt wird (direkte Entfaltung), so wird bei Frequenzen, bei denen die Intensitit der Referenz
gering ist, das Rauschen deutlich verstirkt — das Objekt ist nicht zu erkennen. Die Wiener-Entfaltung
verhindert dies, indem auch bei diesen Frequenzen eine ,Mindestintensitat“ der Referenz in Hohe des
geschéitzten Rausch-zu-Signal-Verhéltnisses verwendet wird (e und f).

Intensitat a

4.2 TIterative Phasenrekonstruktion

Wire durch Aufnahme des Streubildes die vollstéandige komplexe Fouriertransformation der Aus-
trittswelle (d.h. Amplitude und Phase) bekannt, so konnte die Austrittswelle einfach durch eine
inverse Transformation gewonnen werden. Da die N komplexen Datenpunkte im Realraum der
Fouriertransformation durch N Amplituden und N Phasen, also 2N reelle Variablen dargestellt
werden konnen, jedoch nur N reelle Variablen (die Amplituden) gemessen werden konnen, ist das
Problem unterbestimmt und nicht eindeutig l6sbar. Kann jedoch das zu rekonstruierende Objekt
im Realraum auf weniger als N/2 Bildpunkte beschrankt werden, so wird das Problem lésbar.
Die rdumliche Beschrankung im Realraum wird durch die Wahl eines sogenannten Supports um-
gesetzt, aufserhalb dessen der Realraum als leer angenommen wird. Die Problemstellung ist nun

1

im rauschfreien Fall eine Losung der Gleichung p(z) = %~ ' 5(q) unter den Nebenbedingungen,
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4.2. ITERATIVE PHASENREKONSTRUKTION

dass i) p auf den Support beschrinkt ist und ii) die Amplituden von p mit den gemessenen
Fourieramplituden A(q) iibereinstimmen. Eine Losung wird iiblicherweise iterativ gefunden und
stellt eine Wiederherstellung der Phase dar — dieses Vorgehen wird deshalb als iterative Phasen-
rekonstruktion (IPR) bezeichnet.

4.2.1 Algorithmen

Fiir die Losung der Problemstellung existieren verschiedene Algorithmen, die im Folgenden
vorgestellt werden. Eine detailliertere Beschreibung kann z.B. von Fienup oder Marchesini nach-
gelesen werden [6, 31]. Der Prototyp der verwendeten Algorithmen, der Error-Reduction Algo-
rithmus (ER) basiert auf dem abwechselnden Erzwingen der Nebenbedingungen, d.h. von einem
Startwert py ausgehend wird zunéchst gy bestimmt, die Amplitude im Fourierraum durch die
gemessenen Amplituden A ersetzt, in den Realraum transformiert und dort auferhalb des Sup-
ports gleich Null gesetzt. Dies wird iterativ wiederholt, wobei sich p,, einer Losung annédhert,
die beide Nebenbedingungen erfiillt [32].

Eine Moglichkeit, sowohl den ER-Algorithmus wie auch die tibrigen héufig verwendeten Algo-
rithmen zu formulieren, sodass eine einheitliche Notation sowie graphische Darstellung mdoglich
ist, bietet die Notation mittels Projektionsoperatoren (sogenannte Projektoren), die in Abbil-
dung 4.4 skizziert sind: Das Erzwingen der Nebenbedingung im Realraum kann als Projektion

auf die Losungsmenge S der Nebenbedingung (mit dem Komplement S) durch den Projektor P;

p(x) firzeS 0 firx e S
Pop() = Pip(a) = (4.5)
0 firx ¢ S plx) firxz ¢ S

aufgefasst werden. Der analoge Projektor fiir die Erfiillung der Nebenbedingung im Fourierraum,
der im Fourierraum die Amplitude von p durch die bekannte Amplitude A(q) ersetzt und dabei
die Phase ® (5 (¢)) beibehélt, lautet

Poilq) = Alg)e’™®? Pup(z) = F 1 A(q)e!®(Fr@). (4.6)

Neben den Projektoren, die den Schritt p — Pp = (1 + (P — 1))p ausfiithren, kénnen auch

sogenannte Reflektoren mit doppelter Schrittweite
R,=(1+2(P,—1))= (2P, — 1) (4.7)

eingefiihrt werden. In dieser Schreibweise konnen auch Weiterentwicklungen wie der Hybrid Input
Output (HIO) und der Relared Averaged Alternating Reflections (RAAR) Algorithmus darge-
stellt werden (siehe auch Anhang C). Ihr Prinzip ist in Abbildung 4.5 graphisch dargestellt. Die
Algorithmen unterscheiden sich beziiglich ihres Konvergenzverhaltens und insbesondere beziig-
lich ihrer Anfélligkeit flir Stagnation in lokalen Minima. Ein Rauschen im Fourierraum bewirkt,

dass keine eindeutige exakte Losung existieren muss, sondern nur ein globales Minimum aufge-
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Support-Projektor Support-Reflektor Fourier-Projektor
A P3
Psp P
S Rip
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_______ Psp
S
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Abbildung 4.4: Zur Beschreibung der Rekonstruktionsalgorithmen verwendete Operatoren: Der
Support-Projektor Pg projiziert auf die durch den Support beschriebene Mannigfaltigkeit, Ps auf das
Komplement. Ein Reflektor wendet die doppelte Schrittweite eines Projektors an und stellt somit eine
Spiegelung an der Losungsmenge der Nebenbedingung dar. Der Fourier-Projektor stellt in Fourierraum
eine Projektion auf die kreisférmige Menge der bekannten Amplituden dar.

ER RAAR HIO
Rm
M
E P
PP, 7
BPEPm
TO vPst S
] N\
/ / PS/!/ o
: pn-H
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Abbildung 4.5: Darstellung der Algorithmen ER, RAAR und HIO: Bei ER findet eine abwechselnde
Projektion auf die Lésungsmengen der Nebenbedingungen statt. Bei ER und HIO ist der einzelne Itera-
tionsschritt komplexer und abhéngig von einem Parameter 8. Abbildung fiir ER und HIO nach [6]. Fiir
eine detailliertere Darstellung von RAAR und HIO siehe Anhang C.

funden werden kann. Dieses Problem tritt bei der Rekonstruktion experimentell aufgenommener

Daten auf.

4.2.2 Support

Ublicherweise ist der Bereich auf den das Objekt im Realraum beschrinkt ist nicht bekannt
— der fiir die iterativen Rekonstruktionsalgorithmen bendtigte Support muss also zunéchst be-
stimmt werden. Hierfiir existieren verschiedene Méglichkeiten. Die triviale Methode besteht aus
einer Festlegung aus zuvor bekannten Dimensionen des Experiments. Jedoch kann so nur in

Ausnahmefillen der Support ausreichend eng gewéahlt werden, um die Bedingung, dass dieser
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(a) Holographie

- D ) W D ™

(b) Shrink-Wrap

Abbildung 4.6: Erzeugung des Supports: Bei Verwendung von Holographie kann die Kreuzkorrelation
aus Referenz und Objekt als Support genutzt werden. Zusétzlich muss im gleichen Abstand wie Kreuz-
und Autokorrelation die Referenz dem Support hinzugefiigt werden. Der Shrink-Wrap Algorithmus
beginnt mit der Autokorrelation als initialem Support und passt diesen im Laufe der Rekonstruktion
an.

weniger als N/2 Bildpunkte beinhalten muss, zu erfiillen. Eine verbreitete Methode, bezeichnet
als Shrink-Wrap Algorithmus, ist durch eine Anpassung des Supports wihrend der Rekonstruk-
tion gekennzeichnet: Der zunéchst geratene (fiir eine eindeutige Losung des Problems zu grofse)
Support wird nach einer festgelegten Anzahl an Rekonstruktionsiterationen auf den Bereich be-
schrénkt, in dem die rekonstruierte Intensitét hoher als ein festgelegter Schwellwert ist. Dieser

aktualisierte Support wird fiir weitere Iterationen genutzt und erneut aktualisiert [33].

Die Nutzung der Holographie bietet eine weitere Methode der Bestimmung des Supports: Die aus
der Holographie gewonnene Rekonstruktion des Objektes und eine Schétzung der Referenz las-
sen sich zu einem Support kombinieren. Hierfiir wird nach Anwendung eines Median-Filters zur
Rauschunterdriickung ein Schwellwert in Abhéngigkeit von Mittelwert und der Standardabwei-
chung der Rekonstruktion festgelegt. So kann nach morphologischem Offnen und Schliefen (zur
Entfernung von Rauschen bzw. Lochern) die Kreuz- und Autokorrelation identifiziert werden
(Details siche Anhang D) [34]. Der nétige Abstandsvektor dieser Supportteile ist der Abstands-
vektor zwischen Auto- und Kreuzkorrelation (Abbildung 4.6). In beiden Fillen ist darauf zu
achten, dass der Support nicht zu klein gewéhlt wird, da es sonst keine Losung unter dieser
Nebenbedingung geben kann und somit die Algorithmen keine guten Rekonstruktionen liefern.
Ein groferer als notwendiger Support bereitet hingegen (solange er weniger als N/2 Bildpunkte
beinhaltet) kein Problem. Es kann somit sinnvoll sein, den gewonnenen Support kiinstlich zu

vergrofern [35].

4.2.3 Eindeutigkeit der Losung

Das Problem der IPR ist, dass die Algorithmen keine eindeutigen Losungen liefern. Neben der

Moglichkeit, dass die Algorithmen in einem lokalen Minimum stagnieren und dieses nicht ver-
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lassen, existiert eine weitere Quelle der Unsicherheit: Das sogenannte Zwillingsbild-Problem. Da
nach Gleichung 4.8 das Bild f(z,y) und das komplex konjugierte, punktgespiegelte Zwillingsbild
f*(—xz,—y) den gleichen Betrag der Fouriertransformation besitzen, sind beide Losungen des

Problems.
| Z (=, —y)]| = | Zf (2, 9)]"| = | Ff(z,9)]] (4.8)

Dies fithrt dazu, dass bei einem punktsymmetrischen Support (oder einem Support, der so grofs
ist, dass Bild und Zwillingsbild in ihn hineinpassen) in einigen Regionen das Bild, in anderen
das Zwillingsbild rekonstruiert wird. Beide Probleme, Stagnation in einem lokalen Minimum
und Zwillingsproblem, sind abhéngig von der Wahl des Startpunktes der Rekonstruktion, bei

zufilliger Wahl der Fourierphase ist die Rekonstruktion somit nicht deterministisch.

Der Shrink-Wrap-Algorithmus zur Supportgewinnung kann das Zwillingsproblem in manchen
Féllen umgehen, indem bei einer Dominanz von Bild oder Zwillingsbild in einem der Rand-
bereiche des aktuellen Supports das jeweils andere bei der ndchsten Anpassung des Supports
unterdriickt wird und so ein nicht-punktsymmetrischer Support gefunden werden kann. Die
Supportgewinnung mittels Holographie 16st dieses Problem vollstdndig. Je nach Wahl der fiir
den Support verwendeten Kreuzkorrelation und davon abhéngiger Platzierung der Referenz im
Support wird Bild oder Zwillingsbild rekonstruiert, da Objekt und Referenz zusammen nicht

punktsymmetrisch sind.

Fiir die IPR wird héufig mehrfach mit verschiedenen, zufélligen Fourierphasen gestartet und ein
Mittelwert aus den Rekonstruktionen gebildet (hierbei miissen die einzelnen Rekonstruktions-
ergebnisse hinsichtlich Translation und Punktspiegelung angepasst werden). Die Methode der
Kombination aus FTH zur Supportgewinnung und anschliefsender IPR beginnt jedoch mit ei-
nem definierten Start (der Kreuzkorrelation) und wird nur einmalig durchgefiihrt. Das Ergebnis
der Rekonstruktion jedes einzelnen Streubildes ist somit eindeutig und es handelt sich um ein

deterministisches Verfahren.

4.3 Vergleich in 2D

Es kénnen nun die drei unterschiedliche Arten der Rekonstruktion verglichen werden:

e FTH mit Entfaltung
e IPR mit Shrink-Wrap Support

e IPR mit FTH Support

Die Rekonstruktionsansitze werden beziiglich ihrer Empfindlichkeit gegeniiber Rauschen, ge-
geniiber den durch zentrale Maskierung des Streubildes entstehenden Hochpass und gegeniiber
einem Fehler in der Abschétzung der Referenz untersucht. Dies geschieht zunéchst mit rein syn-
thetischen 2D Bildern als Ersatz fiir Austrittswellen, um die Funktion der drei Ansétze und ihre

Limitationen zu tiberpriifen.
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Original IPR (Shrink-Wrap Support)

FTH mit Entfaltung IPR (FTH Support)

W

Abbildung 4.7: Rekonstruktion bei idealen Bedingungen, d.h. mit Zentralstrahl und ohne Rauschen:
Oben links das theoretische Optimum, in diesem Falle das Eingangsbild, bei spéteren Bildern mit mas-
kierter Mitte das hochpassgefilterte Eingangsbild. Oben rechts die durch IPR mit Shrink-Wrap, unten
links die durch Entfaltung (mit dem Parameter N = 1) aus der FTH gewonnene Rekonstruktion. Unten
rechts die Rekonstruktion mittels IPR mit FTH als Start und Support. Alle Rekonstruktionen liefern
optisch perfekte Ergebnisse.

Als Algorithmus der IPR wird bei diesem Vergleich ein Wechsel aus HIO (5 = 0.9) und ER
verwendet, die genauen Parameter und Abléufe sind in Anhang D angegeben. Diese Kombination

wird aufgrund ihrer grofien Verbreitung in der Literatur stellvertretend fiir die IPR betrachtet!.

Bei idealen Bedingungen, d.h. ohne Rauschen, ohne zentrale Maskierung und mit préazise bekann-
ter Referenz liefern, wie in Abbildung 4.7 zu erkennen, alle Ansétze ein optisch vom Ausgangsbild

nicht zu unterscheidendes Ergebnis.

4.3.1 Einfluss der Zentralmaske

Bei der Aufnahme von Streubildern in Experimenten wird aufgrund der grofien Intensitét des
ungestreuten Strahles zur Vermeidung der Beschiddigung des Detektors der zentrale Anteil des
Strahles blockiert [1]. Dies wirkt in der Fraunhofer-Fernfeldndherung wie ein Hochpass. Der Ein-
fluss dieses Hochpasses zeigt sich in Abbildung 4.9, in der die Ergebnisse der Rekonstruktion
bei geringer und grofserer Maskierung der zentralen Anteile des Streubildes der verschiedenen
Ansétze dargestellt sind. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass durch die Festlegung eines
rdumlich beschréankten Supports mehr Informationen rekonstruiert werden kénnten, als durch
einen Hochpass nahe gelegt: Wie in Abbildung 4.8 illustriert sind durch die Festlegung eines Sup-
ports im Realraum auch die vom Hochpass betroffenen Frequenzanteile nicht mehr vollkommen
frei wahlbar. Fiir eine korrekte Betrachtung der tatséchlich fehlenden Informationen muss das
FEingangsbild in eine Basis aus sowohl im Real- wie auch im Fourierraum réumlich beschrénkten

Funktionen zerlegt werden. Nur die Komponenten, die sowohl im Fourierraum vollstdndig im

'Die Verwendung von RAAR liefert keine signifikant abweichende Aussagen und wird daher im folgenden nicht
dargestellt.
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Intensitat Intensitat

Fourierraum Realraum

Abbildung 4.8: Illustration zu den fehlenden Bildinformationen: Auch wenn im Fourierraum ein Teil
des Bildes nicht bekannt ist (grau dargestellt), so konnen dort aufgrund der Supportbeschrinkung im
Realraum (rot dargestellt) nicht beliebige Intensitéten liegen. In diesem Beispiel mit drei reinen Gauf-
Funktionen konnte sowohl die blau wie auch die griin dargestellte Funktion im unbekannten Bereich
liegen, die Realraumbeschrinkung verbietet jedoch die blaue Funktion. Somit bewirkt das Einfiihren
eines Supports eine Einschrankung der unbekannten Informationen, die iiber einen reinen Hochpass
hinaus geht.

Original IPR (Shrink-Wrap Support)  Original IPR (Shrink-Wrap Support)

FTH mit Entfaltung IPR (FTH Support) FTH mit Entfaltung IPR (FTH Support)

(a) kleines zentrales ,Loch* (b) grofes zentrales ,Loch®

Abbildung 4.9: Einfluss einer zentralen Maskierung (eines zentralen ,Loches®) des Streubildes mit Ra-
dius 16 Pixel bzw. 64 Pixel von 2048 Pixeln auf die Rekonstruktionen (gleiche Anordnung wie in Abbil-
dung 4.7). Die Entfaltung (N = 1) erweist sich als am unempfindlichsten, die IPR als am empfindlichsten.

maskierten Bereich liegen, wie auch im Realraum vollstdndig im Support liegen, kénnen nicht
wieder rekonstruiert werden [28, 36]. Jedoch ist die optische Beurteilbarkeit so rekonstruier-
ter Bilder eingeschriankt. Aus diesem Grund sind die dargestellten Bilder hochpassgefiltert, um
einen gewohnten Bildeindruck zu vermitteln. Sowohl die Wiener-Entfaltung als auch die IPR
mit Support aus der Holographie erzeugen optisch ideale Rekonstruktionen, die Erzeugung des
Supports mittels Shrink-Wrap ist stidrker beeinflusst, liefert aber ebenfalls gute Ergebnisse in

Abwesenheit von Rauschen.
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4.3.2 Einfluss des Rauschens

Zur Beurteilung des Einflusses von Rauschen auf die Rekonstruktionen werden die Fourierampli-
tuden mit verschiedenen Auflésungen diskretisiert und ein Poisson-Rauschen angewendet (Ab-
bildung 4.10). Dadurch wird das natiirliche Schrotrauschen bei idealer Belichtung simuliert.
Hier zeigt sich eine Unempfindlichkeit der Wiener-Entfaltung gegeniiber Rauschen — durch den
Rauschterm in der Entfaltung kann der stérende Einfluss minimiert und gleichzeitig eine ausrei-
chende Entfaltung bewirkt werden. Insbesondere die IPR mit Shrink-Wrap Support leidet unter
Rauschen, da kein geeigneter Support gefunden werden kann. Durch die Erzeugung des Supports

mittels Holographie kann dieses Problem umgangen werden.

4.3.3 Einfluss der Referenzabschitzung

Sowohl fiir die Entfaltung wie auch fiir die Festlegung des Supports fiir die IPR muss die Referenz
abgeschétzt werden. Der Einfluss der Giite dieser Abschatzung ldsst sich in Abbildung 4.11
betrachten. Schon eine Abweichung des Radius um 5 % von der wahren Grofe bewirkt ein
Scheitern der Entfaltung. Die iterativen Algorithmen sind hingegen unempfindlich gegeniiber

diesem Einfluss.

Zusammenfassend lésst sich aus der zweidimensionalen Untersuchung die Anfélligkeit der IPR
beziiglich Rauschen und fehlenden Bildinformationen sowie die Anfélligkeit der Wiener-Entfal-
tung beziiglich einer nicht perfekt bekannten Referenz bei relativer Unempfindlichkeit gegeniiber
den zuvor genannten Effekten hervorheben. Die Kombination aus Entfaltung zur Gewinnung des
Supports und Verfeinerung mittels iterativer Rekonstruktion scheint die Vorteile beider Verfah-

ren zu kombinieren.
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Original IPR (Shrink-Wrap Support) Original IPR (Shrink-Wrap Support)

iz

FTH mit Entfaltung IPR (FTH Support) FTH mit Entfaltung

&

(a) wenig Rauschen (b) viel Rauschen

Abbildung 4.10: Einfluss des Rauschens: Das gering maskierte Streubild wurde mit 16 Bit bzw. 14 Bit
diskretisiert und Poisson-Rauschen hinzugefiigt. Die Entfaltung (N = 103 bzw. 3 - 103) erweist sich
deutlich als am unempfindlichsten, die IPR als am empfindlichsten.

Original IPR (Shrink-Wrap Support) Original IPR (Shrink-Wrap Support)

i
o
/
s
LR
S

a =

FTH mit Entfaltung  IPR (FTH Support)

(a) 1 % Abweichung des Radius (b) 5 % Abweichung des Radius
Abbildung 4.11: Einfluss von ungenauer Referenzabschétzung: Das gering verrauschte und maskierte

Streubild wird mit einem anderen Radius der kreisformigen Referenz rekonstruiert. Dies hat nur einen
Einfluss auf die Entfaltung (N = 2103 bzw. 2 - 10%).
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4.4. REKONSTRUKTION EINER 3D AUSTRITTSWELLE

4.4 Rekonstruktion einer 3D Austrittswelle

Die fiir zweidimensionale Bilder getesteten Ansétze kdnnen nun zur Rekonstruktion der Aus-
trittswelle hinter einem dreidimensionalen Objekt eingesetzt werden. In Abbildung 4.12 wird die

Austrittswelle analog zu den 2D-Bildern betrachtet.

Die Entfaltung wurde mit einer simulierten Austrittswelle der Referenz durchgefithrt. Obwohl
hierfiir von einer vollstdndig bekannten Referenz ausgegangen wird, leidet die Rekonstruktion
deutlich unter der komplexen Struktur und der Diskretisierung der Referenz. Die IPR leidet
hingegen sichtbar unter Zwillingsbildern. Dieses Problem kann durch die Kombination von IPR
und Holographie umgangen werden. Das Ergebnis dieser Kombination unterscheidet sich optisch
kaum von der Austrittswelle direkt hinter dem Objekt.

Durch eine Anwendung einer Propagation lésst sich die Fokusebene sowohl der idealen wie auch
der rekonstruierten Austrittswelle verschieben [28|. Wird hierbei als Schérfekriterium die Varianz
genutzt und diese maximiert, so wird eine Ebene innerhalb des Objektes ,fokussiert”. Zu beachten

ist, dass hierbei nicht das Wellenfeld an dieser Position berechnet wird, sondern ein in der

(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 4.12: Die Rekonstruktion einer komplexen Austrittswelle: Dargestellt ist jeweils das Ergebnis
der Rekonstruktion der Austrittswelle aus Abbildung 3.12 (mit der von dort bekannten Farbskala)
normiert auf das optimale Ergebnis (a). Die Rekonstruktion mittels IPR mit Shrink-Wrap (b) leidet
unter Zwillingsbildern, die Kombination aus IPR und Holographie (d) ist optisch gut und der reinen
Entfaltung (c) iberlegen.

31



KAPITEL 4. REKONSTRUKTION

(a) (b)

Abbildung 4.13: Durch Anwendung einer Propagation um —50nm lésst die Schérfe der idealen Aus-
trittswelle (a) bzw. einer Propagation um 30 nm der durch Kombination von Entfaltung und iterativer
Rekonstruktion gewonnene Welle (b) maximieren. Sie unterscheiden sich in diesem Falle optisch kaum.

Realitét nicht vorliegendes Bild erzeugt wird, dass jedoch fiir die optische Beurteilung aufgrund
der erhdhten Schérfe besser geeignet ist. Bei dieser in Abbildung 4.13 dargestellten Fokussierung

ist die rekonstruierte Austrittswelle optisch kaum vom idealen Ergebnis zu unterscheiden.

Somit ist auch fiir die Rekonstruktion einer komplexen Austrittswelle die Kombination aus

Holographie und IPR gut geeignet.
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Kapitel 5

Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit gelang es zunédchst von der skalaren Beugungstheorie ausgehend die Entstehung
von Rontgenstreubildern zu beschreiben. Darauf aufbauend konnte ein effizienter Ansatz fiir die
Simulation von Streubildern ausgedehnter, komplexer Objekte formuliert, implementiert und
mit der Mie-Theorie {iberpriift werden. Es fand jedoch noch kein Vergleich mit den Ergebnissen
aus anderen Ansédtzen statt. Hier wiirden sich die bereits erwéhnten Verfahren DDA und FDTD
anbieten. Dies wiirde gegeniiber der alleinigen Validierung mittels der Mie-Theorie eine Erwei-
terung beziiglich der Parameter, bei denen der Algorithmus valide Ergebnisse liefert, auf nicht

kugelférmige Objekte ermdglichen.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde die Theorie der Rekonstruktion betrachtet und, neben der
bekannten Methode der iterativen Phasenrekonstruktion und der neueren In-Flight Holographie
mit Entfaltung, eine Kombination aus diesen beiden Methoden vorgestellt. Die drei betrachteten
Rekonstruktionsanséitze besitzen unterschiedliche Starken und Schwéchen hinsichtlich Eindeu-
tigkeit, Qualitdt und Geschwindigkeit. Es konnte gezeigt werden, dass die iterative Phasenrekon-
struktion durch Kombination mit der Holographie deutlich erleichtert wird, sodass sie zum einen
stabiler, zum anderen deterministisch, gute Ergebnisse liefern kann. An dieser Stelle sind wei-
tere Untersuchungen erfolgversprechend, insbesondere ist ein Vergleich mit in einem geeigneten

experimentellen Aufbau gewonnenen Daten empfehlenswert.

Eine offene Frage ist, in wie weit sich dreidimensionale Informationen aus dem Streubild rekon-
struieren lassen. Bei den Rekonstruktionsversuchen in dieser Arbeit wurden die 3D-Eigenschaften
des Objektes weitestgehend ignoriert und nur die Austrittswelle betrachtet. Bei dieser Betrach-
tung kommt jedoch der Vorteil der synthetischen Streubilder noch nicht direkt zum Tragen.
FEine weitere Betrachtung der Riickpropagation der Austrittswelle zur Refokussierung ist hier
nur der erste Schritt — im weiteren Verlauf ermdglicht der in dieser Arbeit entwickelte Werk-
zeugkasten aus Simulation und Rekonstruktion eine weitere Untersuchung der Moglichkeiten zur

Rekonstruktion der dreidimensionalen Struktur der Probe.

Sollten weitere Fortschritte im Bereich der 3D-Informationen gemacht werden, so wiare CDI eine
Methode, die in dieser Hinsicht ein Alleinstellungsmerkmal besitzt: Durch die kurze Zeit, in der
eine Aufnahme erfolgt, lieffen sich neue Informationen iiber den Aufbau biologischer Proben
gewinnen, kombiniert mit der geringen Beeinflussung der Probe durch die Praparation wére ein

weiterer Einblick in dynamische Prozesse auf Nanoebene mdglich.
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Anhang A

Fouriertransformation

Die in dieser Arbeit verwendete Form der Fouriertransformation lautet
1 > —iq-X n
FUCla) = s [ S0 (A1)
mit der inversen Fouriertransformation
—1rF 1 ® 2 iq-X N
FUF @I = s [ Flaeeaa. (A2)
(2m) 2 )

Fiir diese gilt unter anderem:

komplexe Konjugation

s (F )] = 1o (A3)

— eine komplexe Konjugation im Fourierraum entspricht einer Spiegelung im Realraum

doppelte Fouriertransformation
77 [1@)]] = f(=2) (A4)

— die zweimalige Anwendung der Fouriertransformation entspricht einer Spiegelung

Faltungstheorem

— eine Faltung im Realraum entspricht einer Multiplikation im Fourierraum

Korrelationstheorem
F(f ® g = 2m)" " Z[f](Fg))* (A.6)

— eine Korrelation mit einer Funktion im Realraum entspricht im Fourierraum einer Multipli-

kation mit der komplex-konjugierten Funktion
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Ableitung

F[25)(g) = —ig Z[f)(q)

— eine Ableitung im Realraum wird zu einer Multiplikation im Fourierraum.
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Anhang B

Mie-Streuung

Fiir die Intensitét bei einem Streuwinkel 6 gilt in der Mie-Theorie fiir die Streuung unpolarisierter
Strahlung in Abhéngigkeit von der Brechzahl n der Sphére (Radius r) und dem Parameter
x=r/k:

1 2 2
10) o< 5 (181 +152°) (B.1)
mit den Reihen
2n+1 2n +1
= — — \\UdnTn nTn = — N \UdnTn ntn) B.2
Sy ;n(nﬂ)(aw + bpTh) Sy Zﬂ;n(nH)(“*b”) (B.2)

wobei die Reihen bei der numerischen Auswertung nach N Termen abgebrochen werden. Eine
hinreichende Konvergenz liegt meist bei N ~ 2 + x + 4¥/x Termen vor. m, und 7, kénnen mit

w1 = 1 und w9 = 3 cos # rekursiv iiber die Relationen

2n —1
_ cos Om,_1 — i -2 Tp = ncosOm, — (n+ 1)m,—1 (B.3)

Tn,
n—

und a,,b, liber

ay = (Dn/77 + n/$)¢n — Pn—1 b, = ("7Dn + n/l')wn — Yn-1 (B4)

(Dn/77+n/1:)Xn — Xn—1 (nDn +n/x)Xn — Xn—1

definiert werden. D,, lasst sich rekursiv iiber

n 1
anl =

= uwz  Dutnfna) (B:5)

berechnen. Dabei kann ausgenutzt werden, dass bei dieser Berechnung der Fehler strikt monoton
fallend ist, d.h. wird Dy fiir ein hinreichend grofes N’ > N abgeschétzt, so ist der Fehler von
D, fiir n < N hinreichend genau. Hierbei hat sich N = N + 15 und die Abschéitzung Dy = 0
bewahrt. Mittels sphérischer Besselfunktionen 1. Art (j,) und 2. Art (y,) kénnen v, und x,

mittels
Un = Tjn Xn = Tjn + 12Yn (B.6)

berechnet werden [20, 21].

39



ANHANG B. MIE-STREUUNG

40



Anhang C

Algorithmen zur

Phasenrekonstruktion

Die grundlegende Iteration der Rekonstruktionsalgorithmen ER, HIO und RAAR in ihrer Pro-
jektionsschreibweise sind in Tabelle C.1 dargestellt 6, 18, 32].

Es wird an dieser Stelle davon ausgegangen, dass die Realraumbeschriankungen nur aus der Be-
schrankung auf den Support bestehen, d.h. dass der Realraum-Projektor Ps geschrieben werden

kann als

p(x) firzeS 0 firz e S
Pop() = Pip(a) = (1)
0 fir z ¢ S plr) firzé¢ S

und somit als reiner Support-Projektor aufgefasst werden kann. In der Literatur wird unter der
Bezeichnung P; teilweise auch ein Projektor bezeichnet der aufferdem weitere Forderungen im
Realraum beinhaltet. Im Rahmen dieser Arbeit ist nur fiir den ER-Algorithmus zusétzlich eine
Form implementiert, deren Realraum-Projektor eine reele, positive Losung erzwingt, da das mit-
telfristige Ziel die Rekonstruktion der Austrittswelle inklusive der relativen Phasenbeziehungen
darstellt.

Fiir den HIO-Algorithmus gilt mit jenem P

Prpn firzeS
Pn+1 = = [Pst + (Pg - BPEPm)} Pn - (CQ)
[1—BPy)pn firxz¢ S

Diese Form erleichtert das Verstdndnis von Abbildung 4.5. Zum weiteren Versténdnis ist in
Abbildung C.1 der Prozess fiir den RAAR-Algorithmus schrittweise dargestellt.

Die implementierte Form des RAAR Algorithmus basiert auf folgender Umformung;:

B B
2 2
(RsRmﬁL:ﬂ-)ﬁL(l*B)PmZQﬂPst+6(:ﬂ-*Ps)+(1*2ﬁ)Pm

(RsRym +1) = = ((2Ps — 1)(2Py, — 1) + 1) = 28P, Py, — BPs — 8Py, + 1

B
2
P, firre S
(1-28)P, +p1 firr¢sS
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Tabelle C.1: Iterationsschritte der implementierten IPR-Algorithmen in Projektorenschreibweise

Algorithmus Pn+1
ER PsPrpn
HIO P.pn firxze S
[L—BPn)pn firxz¢s

RAAR [g (RyRm + 1) + (1 — B) Pm} on

(RSRm)pn wpn Pmpn pn+1

Rm
M M M
Pm
S S S S
/] P, e, o, P,
o RRy#HL
. -7 ’ 2
RSRm RsRm

Abbildung C.1: Detaillierte Darstellung zu Abbildung 4.5 fiir RAAR, von links nach rechts: 1. Die An-
wendung des Modulus-Reflektors gefolgt vom Support-Reflektor liefert RsR,,p. 2. Der Mittelpunkt von
RsRpund pist (1/2RsR,, +1)p. 3. Anwenden des Modulus-Projektors liefert P, p. 4. Die Kombination
von P,p und (1/2RsR,, + 1)p im Verhiltnis 8 und 1 — 8 liefert das Ergebnis der Iteration und somit
den Startpunkt fiir die néchste Iteration (pp11)-

(PPrlp, (BF:Pm)R (Ps-BP:P)R Pont
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Abbildung C.2: Detaillierte Darstellung zu Abbildung 4.5 fiir HIO, von links nach rechts: 1. Die An-
wendung des Modulus-Projektors gefolgt vom Support-Projektor liefert PsP,,p. 2. Die Anwendung des
Modulus-Projektors gefolgt vom Projektor auf das Komplement des Supports liefert PsP,,p, dies wird
um den Parameter 3 verkiirzt um SP;P,,p zu bilden. 3. Die Differenz aus diesem und der Projektion
von p,, auf das Komplement des Supports ist Ps — BP;P,,. 4. Die Kombination dieser Differenz mit P,,p
liefert das Ergebnis der Iteration und somit den Startpunkt fiir die néchste Iteration (pn41)-
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Anhang D

Technische Details zu den

Rekonstruktionen

Die genauen fiir die Rekonstruktionen in Kapitel 4 genutzten Abfolgen sowie die verwendeten

Parameter werden im Folgenden detailliert.

Bei den zweidimensionalen Rekonstruktionen wird zur Erzeugung des initialen Supports und
der Startwerte fiir die IPR mit Shrinkwrap die Funktion generic_support genutzt, deren Ab-
laufschema in Abbildung D.1 dargestellt ist. Die eigentliche Rekonstruktion lduft nach dem in
Abbildung D.2 dargestellten Schema ab. Fiir die Erzeugung des Support und der Startwerte
mittels Holographie wird die Funktion holo_support genutzt, deren Ablaufschema in Abbil-
dung D.3 dargestellt ist, die anschliefende Rekonstruktion lduft nach dem in Abbildung D.4
dargestellten Schema ab, das bis auf die erste Phase identisch zu zum Ablauf bei Nutzung
von Shrinkwrap ist. Die jeweils genutzten Parameter sind in Tabelle D.1 aufgelistet. Die in der
Wiener-Entfaltung genutzte Kreuzkorrelation wird ebenfalls mittels holo_support identifiziert.
Hierbei wird jedoch der Parameter radDilate auf 50 Pixel erhoht, da die Entfaltung génzlich
unempfindlich gegeniiber einer zu groft gewahlten, jedoch duflerst empfindlich gegeniiber abge-
schnittenen Kreuzkorrelation reagiert. Die verwendeten Parameter N der Wiener-Entfaltungen
werden optimal gewdhlt, sodass die mittlere Abweichung vom jeweiligen Idealergebnis minimal

ist.

Amplitude

Schwellwert

> Offset Korrektur > 0,5% des Maximums

Zufallige Phase

Dilatation . o Halbieren in
3 Pixel > Locherfillen > Begrenzungsrahmen > g y Richtung

Abbildung D.1: Initialer Support und Startwerte fiir Shrinkwrap: Ausgehend vom Betrag der inversen
Fouriertransformation des Streubildes wird nach einer Offset-Korrektur maskiert mit einem Schwellwert
vom 0,5 % der maximalen Intensitiat. Nach Dilatation um 3 Pixel und einem Auffiillen von Lochern
wird der Begrenzungsrahmen der Autokorrelation bestimmt. Der Support ist der in beiden Richtungen
halbierte Begrenzungsrahmen. Die Startwerte sind die inverse Fouriertransformation der Kombination
aus dem Streubild sowie zufilligen Phasen.
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ﬁ
200 i

Iterationen

HIO

200

HIO Iterationen

ER
Start und Support ER 5 > ‘ >
lterationen
|

7 ER 100

Iterationen
Shrinkwrap

50

Iterationen

50
Iterationen

le—|

Abbildung D.2: Ablauf IPR mit Shrinkwrap: Ausgehend vom initialen Support sowie dem Startbild
wird zunéchst eine Shrinkwrap Phase durchgefiihrt. Diese besteht aus 50 Iterationen von jeweils 200
Iterationen HIO, 5 Iterationen ER und einem Shrinkwrap Schritt (mit den Parametern o und threshold).
Anschlieftend folgt die Rekonstruktion mit 50 Iterationen von jeweils 200 Iterationen HIO und einer
Iteration ER. Die letzte Phase besteht aus einer Optimierung durch 100 Iterationen ER.

Median Filter Schwellwert
liFTI > radFilter > threshold
(Stdv Gber Mean)
Offnen SchlieBen Locher flllen Dilatation
2 Pixel ™1 radCiose [ 7] ™1 radDilate
Zusammenhéangende
Flachen
groBe zweitgroBte

Autokorrelation

Kreuzkorrelation Referenz Schatzung
Support und Start

Abbildung D.3: Erzeugung des Supports und der Startwerte mittels Holographie: Ausgehend vom
Betrag der inversen Fouriertransformation des Streubildes wird zunéchst ein Medianfilter (mit dem
Radius radFilter) zur Rauschunterdriickung angewendet. Das Ergebnis wird mittels eines Schwellwer-
tes, angegeben als Vielfache (threshold) der Standardabweichung iiber dem Mittelwert, maskiert. Durch
morphologisches Offnen mit einem Radius von 2 Pixeln werden einzelne Pixel eliminiert. Das Ergebnis
wird morphologisch geschlossen (mit dem Radius radClose) und die Locher in der Maske ausgefiillt.
Anschliefend findet zur Supportvergroferung eine Dilatation (mit dem Radius radDilate) statt. Die
grofste zusammenhéngende Fliche in dem Ergebnis ist die Maske der Autokorrelation, die zweitgréfste
die Maske einer der Kreuzkorrelationen. Die Referenzabschétzung wird mit der Maske der Kreuzkorre-
lation zum Support kombiniert, sowie mit den der Kreuzkorrelation zugrunde liegenden Werte zu den
Startwerten kombiniert. Die Kreuzkorrelation wird dariiber hinaus fiir die Entfaltung genutzt.
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Tabelle D.1: Parameter fiir die iterativen Rekonstruktionsanséatze

Parameter 2D Rekonstruktionen 3D Rekonstruktionen
radFilter 15 Pixel 15 Pixel
. threshold 0,66 1,00
Support Holographie radClose 30 Pixel 30 Pixel
radDilate 10 Pixel 10 Pixel
Support Shrink Schwellenwert 5% des Max. 5% des Max.
uppor riwrap Filterradius 4 Pixel 10 Pixel
I
HIO 200

Iterationen

ER
Start und Support | —>
|

ER 100

Iterationen

50
Iterationen

Abbildung D.4: Ablauf IPR mit Shrinkwrap: Ausgehend vom mittels Holographie erstellten Support
sowie dem Startbild erfolgt die Rekonstruktion mit 50 Iterationen von jeweils 200 Iterationen HIO und
einer Iteration ER, gefolgt von einer Optimierung durch 100 Iterationen ER.

Die Rekonstruktionen der komplexen Austrittswellen laufen dhnlich zu den zweidimensionalen
Rekonstruktionen ab, es werden jedoch geringfiigig andere, ebenfalls in Tabelle D.1 dargestellten
Parameter genutzt. Auch hier wird fiir die Entfaltung der Radius der Dilatation bei der Identi-
fikation der Kreuzkorrelation auf 50 Pixel erhéht. Der Parameter N der wird bei der Entfaltung
der Austrittswelle so gewéhlt, dass das Ergebnis optisch optimal ist. Das Ergebnis bei zu groftem

sowie zu kleinem N ist zum Vergleich in Abbildung D.5 dargestellt.

Abbildung D.5: Zur Wahl des Parameters bei Wiener-Entfaltung: Wird der Parameter N der Wiener-
Entfaltung mit 10% zu klein gew#hlt (a), so iiberwiegen Stérungen. Wird er mit 10° zu grof gewéhlt, so
entsteht ein unscharfes Ergebnis (c) im Vergleich zur Verwendung des optimalen Wertes (b) von 10%.
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Anhang E

Programmiiberblick

Es folgt ein Uberblick iiber die wichtigsten im Rahmen dieser Arbeit erstellten Matlab-Funktionen.
Der vollstiandige Programmecode ist unter http://github.com/fzimmermann89/bsc abrufbar

und liegt der gedruckten Version dieser Arbeit in Form einer CD-ROM bei.

Simulation
scatterObjects Erzeugung von Streuobjekten

.cube Wiirfel
.dodecahedron Dodekaeder
.icosahedron Ikosaeder
.octahedron Oktaeder
.tetrahedron Tetraeder
Eigenschaften:
beta,delta,radius,positionX/Y/Z,rotationX/Y/Z
.sphere Kugel
Eigenschaften:
beta,delta,radius,positionX/Y/Z
.matrix aus Matlab-Matrix laden. Keine weiteren Eigenschaften.
Funktion aller Streuobjekte:
[getSlice] =prepareSliceMethod (this,N,dz, gpu)) Gibt eine getSlice Funkti-

on initialisiert fiir die rdumliche Auflésung dz und NxN Pixel des Streuobjektes
zuriick. Nutzt bei wahrem gpu CUDA um auf der Grafikkarte zu rechnen.
[slice]=getSlice (this,z) Die bei z liegende Schicht des Streuobjektes be-
rechnet durch Ermittlung der die Ebenen schneidenden Kantenldngen und
einem optimierten Punkt-in-Polygon Algorithmus [37].
[matriz] =toMatrix (objects, VN, dz, gpu) Logische NxNxN Matrix der Streuob-
jekte objects.
[projection] =projection (objects, N, dz, gpu) Projektion der Streuobjekte ob-
jects. Nutzt bei wahrem gpu CUDA um auf der Grafikkarte zu rechnen.

[theta, Intensity,S1,S52] =mie (lambda, radius,beta,delta, steps)
Intensitat in Mie Streuung unpolarizierten Lichtes an Sphére mit Radius radius (in nm)
und Brechzahl n=1-delta-+ibeta bei Wellenldnge lambda (in nm), ausgewertet in steps
linearen Schritten des Winkels theta.
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[scatter]=mie_scatter (lambda,radius,beta,delta,VN,dz,offset)

Streubild nach Mie mit NxN Punkten und Realraumauflésung dz.

[scatter] =msft (lambda,objects, N, dz,dz, gpu, sim_absorption, debug)
Streubild nach MSFT bei Wellenlédnge lambda (in nm) der Objekte im cell-array objects
berechnet mit NxN Punkten im Abstand dx pro Schicht im Abstand dz. Ist der optionale
Parameter sim_ absorption wahr, wird eine grobe Néherung fiir Absorption durchgefiihrt.
Nutzt bei wahrem gpu CUDA um auf der Grafikkarte zu rechnen. In @debug(data,z) kann
eine Funktion iibergeben werden, die in jedem Berechnungsschritt mit den aktuellen Daten

aufgerufen wird.

[exitwave] =multislice (lambda,objects, VN, dz,dz, gpu, debug)
Austrittswelle nach Multislice Beam Propagation, die Parameter entsprechen den jeweili-

gen Parametern bei msft

[ezitwave] =thibault (lambda,objects, N, dz, gpu, debug)
Austrittswelle nach Thibaults Multislice, die Parameter entsprechen den jeweiligen Para-

metern bei msft.

[scatter,angles, exitwave] =exitwave2scatter (exitwave, dz, lambda,padhal f,padcut, angles)
Erzeugt ein Streubild aus einer Austrittswelle exitwave. Ist padhalf wahr, wird ein Padding
der Austrittswelle durchgefiihrt und der gewichtete Mittelwert des Streubildes gebildet. Ist
padcut wahr, wird ein Padding der Austrittswelle und ein Zuschnitt des Streubild durch-
gefiihrt. Die durch diese Optionen beeinflussten Streuwinkel werden optional als angles

zuriickgegeben.

Rekonstruktion

[start, support] =SupportGeneric (scatterImage)
Erzeugt aus einem aufgenommen Streubild scatterImage mit der weichgezeichneten Maske
softmask den Support aus der Autokorrelation und ein zufélliges Startbild. Der Schwell-
wert wird als relThreshold in Vielfachen des Maximums festgelegt. Ist optional halfbox
wahr, so wird stat der Autokorrelation deren halbierte Begrenzungsrahmen als Support
zuriickgegeben. Der Ablauf der Funktion ist in Abbildung D.1 dargestellt.

[start, support, crossImage] =SupportHolo (scatterImage, softmask, refImage)
Erzeugt aus einem mit Holographie aufgenommen Streubild scatterlmage den Support
und das Startbild. Die verwendete weichgezeichnete Maske sowie eine Abschétzung der
verwendeten Referenz werden als softmask bzw. reflmage iibergeben. Der Ablauf sowie
die Bedeutung der optionalen Parameter radFilter (Default: 15), radClose (Default: 30),
radDilate (Default: 10) und threshold (Default: 0.5) ist in Abbildung D.3 dargestellt. Nutzt
(sofern verfiigbar) CUDA um auf der Grafikkarte zu rechnen.

recon.Plan

Klasse fiir iterative Phasenrekonstruktion.
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addStep (this,step,iterations, {parameters})

Schritt zur Rekonstruktion hinzufiigen. Unterstiitzte Schritte:

er, errp, hio, raar ER bzw ER mit postiv-realer Einschriankung

hio, raar HIO bzw. RAAR. Parameter: 8 (Default: 0.9)

sw Shrinkwrap Supportverfeinerung. Parameter: Radius Gaussfilter (Default: 4 Pi-
xel), Schwellenwert (Default: 0.05)

loosen Support erweitern. Parameter: Radius

untwin Fienups Ansatz zur Losung des Zwillingsproblems durchfithren

noise Rauschen zum Realraum Bild hinzufiigen

show Aktuellen Stand anzeigen

writeFrame Aktuelles Realraumbild in animierte GIF schreiben. Parameter: Da-

teiname

[reconImage, errors]=run(this, scatterimage, support,start,mask)
Rekonstruktion des Streubildes scatterImage mit support durchfiihren. Ist start eine
NxNxA Matrix werden A unabhéngige Rekonstruktionen durchgefiihrt. Nur in mask
wahre Bereiche des Streubildes werden beachtet. Werden zwei Ausgabevariablen ge-
nutzt, werden die Realraumfehler mit berechnet. Nutzt CUDA um auf der Grafikkarte

zu rechnen.

[avg,recons, errors] =runAvg (this, scatterImage, support, start,mask,uselnlyBest)
Fiihrt je nach Grofe der dritten Dimension von start eine Anzahl unabhingige Re-
konstruktionen durch und nutzt die useOnlyBest (optional) am besten iibereinstim-
menden Rekonstruktionen um einen Mittelwert nach Korrektur von Spiegelung und

Translation zu berechnen.

[deconvolution] = wiener (input,h,noise)
Wiener-Entfaltung des komplexen input mit h unter Beriicksichtigung des Rauschspek-

trums oder skalaren Wertes noise.
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