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Zusammenfassung

Diese Proseminar-Arbeit fithrt in die Thematik der Petrinetze ein. Petrinetze sind ein
Formalismus zur Beschreibung vernetzter Systeme. Ihre Starken liegen besonders bei
der Darstellung nebenldufiger Prozesse. Transitionen und Plitze sind die Komponenten
eines Petrinetzes. Wahrend Transitionen die elementaren Aktionen des modellierten
Systems abbilden, konnen Pldtze Objekte oder Informationen speichern beziehungs-
weise lagern. Nachdem dem Leser die grundlegende Funktionsweise von Petrinetzen
bekannt ist, wird auf die Bestimmung von Platzinvarianten als exemplarische Analyse-
methode eingegangen. Aus Platzinvarianten lassen sich Gleichungen ableiten, die zur
weiteren Analyse oder zur Verifikation des Modells genutzt werden konnen. Anschlie-
end wird das vermittelte Wissen anhand einer Fallstudie noch einmal in ein grofieres
Beispiel gefasst.
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1 Einleitung

1.1 Allgemeines

Der Formalismus der Petri-Netze ging aus der Theorethischen Informatik hervor und
diente urspriinglich lediglich der Beschreibung von verteilten technischen Systemen.

Meist wurden technische Systeme mit Hilfe eines Automaten beschrieben. Mit der
ansteigenden Komplexitit grofier Systeme wéchst die Anzahl der Zustande potentiell
exponentiell an. Dies wird besonders bei der Modellierung von verteilten Systemen
schnell uniibersichtlich. Um solche Systeme trotzdem modellieren zu kénnen, wer-
den sie mit Hilfe von Petri-Netzen beschrieben. Der Formalismus der Petri-Netze
beschrankt sich heutzutage nicht mehr nur auf die Themenbereiche der Informatik,
sondern hat sich auch als bewihrtes Mittel in der Biologie und im Geschéftsprozess-
management etabliert. Die grofSe Starke der Petri-Netze besteht darin, nebenlédufige
Prozesse darzustellen, wodurch beispielsweise so genannte ,deadlocks” ! in friithzeitig
erkannt werden konnen und die Laufzeit eines Systems durch Analyse verkiirzt wer-
den kann. Auflerdem lassen sich komplexe Systeme durch eine Modellierung besser

verstehen.
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1.2 Historie

Carl Adam Petri, geboren am 12. Juli 1926 in Leipzig und gestorben am 2. Juli 2010, ist
der Schopfer der Petrinetze.

Bereits im Alter von 13 Jahren versuchte er sein Wissen tiber chemischen Prozesse zu
visualisieren und diese Prozesse abzubilden.

Im Jahre 1941 begann er mit seinen theoretischen Forschungen, die damals durch den
Entwickler, der ersten frei programmierbaren Computer, Konrad Zuse (1910-95), stark
beeinflusst worden sind.

Zu seiner Studienzeit und der daraufhin folgenden Zeit als Assistent an der technischen
Universitdt Hannover (1950-56) und Bonn (1956-62) merkte er, dass es notig ist einen
Formalismus zur Losung elementarer Probleme der Informatik zu schaffen. Dabei
wollte er eine Alternative zu Automaten schaffen. Aus diesem Grund lehnte er Modelle
mit einem globalen Zustand ab und entwickelte ein aus dezentralisierten Zustanden
bestehendes Modell. Diese Ideen beschrieb er in seiner Dissertation tiber , Kommu-
nikation mit Automaten”. Auch wenn Petri nicht sehr viel von Petrinetzen in dieser
Dissertation erwahnt hatte, so hat er jedoch deren Eigenschaften in mathematische
Notationen integriert. Petrinetze, so wie wir sie heute kennen, hat Petri zum ersten Mal
bei einer Konferenz im Jahre 1965 erwahnt.

Jedoch gab es fiir seine Theorien zu seiner Zeit wenig Anwendungen, weshalb sie
in der Wissenschaftsgemeinde keinen Anklang fanden. Dies wandelte sich mit der
Entwicklung parallelisierter Computer-Systeme und dezentralisierter Netzwerke. Im
Jahre 2008 erhielt Petri den ,Computer Pioneer Award” !
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2 Theorie

2.1 Aufbau von Petrinetzen

Im Prinzip konnen Petrinetze als Graphen aufgefasst werden. Diese Graphen besitzen
allerdings besondere Knoten, die als Komponenten bezeichnet werden. Im folgenden
werden die Komponenten eines Petrinetzes beschrieben.

Platze sind die passiven Komponenten eines Petrinetzes. Sie reprédsentieren Zustiande
oder lagern Objekte. Ein Platz wird durch einen Kreis dargestellt:

O Q

Leerer Platz Gefiillter Platz

Abbildung 2.1: Beispiel fiir einen leeren Platz und einen Platz mit einer (abstrakten) Marke.

Die Objekte, die von Pldtzen gelagert werden, werden allgemein als Marken bezeichnet.
Grundsitzlich kann ein Platz beliebig viele Marken enthalten. AufSferdem koénnen in
einem Modell unterschiedliche Typen von Marken verwendet werden. Eine Marke
kann ein konkretes Objekt aus der realen Welt reprasentieren (Maschinen, Werkstiicke,
Menschen, ...). Es konnen jedoch auch abstrakte Marken verwendet werden, die dann
meist als schwarzer Punkt dargestellt werden, wie in Abbildung 2.1 zu sehen. Abstrakte
Marken sind sehr niitzlich, um Zustdnde, in welchen sich das System befinden kann,

zu modellieren.

Transitionen sind die aktiven Komponenten eines Petrinetzes. Sie beschreiben eine
elementare Aktion, die Dinge erzeugen, transportieren, verdndern oder vernichten .
Eine Transition wird durch ein Quadrat dargestellt:

Transitionen konnen zuséatzlich noch mit einer Formel beschriftet werden. Diese ist eine

Vorbedingung, die erfiillt sein muss, damit die Transition aktiviert werden kann. Wann
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Abbildung 2.2: Beispiel fiir eine Transition

genau eine Transition aktiviert ist und was das bedeutet, wird spéter in Kapitel 2.2
noch diskutiert.

Kanten sind selbst keine Komponenten, sondern stellen Beziehungen zwischen Kom-
ponenten her. Kanten werden durch einen Pfeil gekennzeichnet und verbinden immer
eine Transition mit einem Platz oder umgekehrt. Niemals jedoch verbinden sie zwei

Platze oder zwei Transitionen miteinander.

Kanten, die von einer Transition auf eine Stelle zeigen, driicken aus, dass diese Transiti-
on Objekte erzeugt und sie in der Stelle ablegt. Kanten, die von einer Stelle auf eine

Transition zeigen, driicken aus, dass diese Transition Objekte aus der Stelle entnimmt.

Eine Kante kann zusétzlich noch mit einem Term beschriftet werden. Das Ergebnis
dieses Terms miissen Marken sein. Damit wird angegeben, wie viele und welche
Marken die Transition aus der Stelle entnimmt beziehungsweise in ihr erzeugt. Im
Normalfall ist die Beschriftung einfach ein konstanter Term, es sind jedoch auch Terme

mit beliebigen Variablen erlaubt.

konsumiert
()
produziert Q

® °

Abbildung 2.3: Beispiele fiir Kanten

2.2 Ablaufregeln

Der allgemeine Aufbau von Petrinetzen ist nun bekannt. Nach welchen Regeln sich
ein Petrinetz genau verhilt, wurde jedoch noch nicht festgelegt. In den folgenden
Abschnitten sollen diese Regeln erldutert werden.

Als Markierung eines Petrinetzes bezeichnet man die Verteilung von Marken auf
die Platze. In Abbildung 2.4 und 2.5 sind zwei unterschiedliche Markierungen eines
Petrinetzes dargestellt. Ein Petrinetz zusammen mit einer Anfangsmarkierung, in der

sich das Petrinetz zu Beginn befindet, wird Systemnetz genannt.




Lagerbestand

Endprodukt
Produkt herstellen D—>©

o

Auftrag liegt vor

Abbildung 2.4: Markierung 1 eines Petrinetzes

Lagerbestand

Endprodukt

ﬁ

Produkt herstellen D—>

@\

Auftrag liegt vor

Abbildung 2.5: Markierung 2 eines Petrinetzes

Als nichstes wird erkliart, wann man eine Transition als aktiviert bezeichnet. An-
schaulich gesehen ist eine Transition ¢ in einer bestimmten Markierung aktiviert, wenn
alle Platze, aus denen ¢t Marken entnimmt, dafiir genug Marken beinhalten. Formal
muss also jeder Platz, von dem eine Kante auf ¢ zeigt, von jedem Markentyp genauso
viele oder mehr Marken beinhalten als in der Beschriftung der Kante angegeben.

Im Petrinetz aus Abbildung 2.4 entnimmt die Transition Produkt herstellen eine dreie-
ckige Marke aus dem Platz Lagerbestand und eine schwarze Marke aus Au ftrag liegt vor.
Beide Plédtze enthalten die geforderten Marken. Also ist die Transition aktiviert.

In Abbildung 2.5 ist das selbe Petrinetz in einer anderen Markierung dargestellt. Hier
enthdlt Auftrag liegt vor genug schwarze Marken. Aus dem Platz Lagerbestand ent-
nimmt die Transition jedoch eine dreieckige Marke, aber in dem Platz sind nur Rauten-

formige Marken enthalten. Daher ist die Transition in Markierung 2 nicht aktiviert.

Diese Vorgehensweise funktioniert fiir Kanten, die mit konstanten Termen beschriftet

sind. Wenn im Term einer Kante Variablen vorkommen, muss zunéchst eine Belegung




der Variablen mit echten Werten gefunden werden, fiir die diese Bedingung zutrifft.
Aufierdem muss die Formel in der Transition fiir die Variablenbelegung wahr sein.
Wenn eine passende Variablenbelegung existiert, dann ist die Transition in der ent-
sprechenden Markierung unter dieser Variablenbelegung aktiviert. Andernfalls ist die

Transition nicht aktiviert.

Platz 1

3

()

Platz 2 X,Y Platz 4

Y
Platz 3

Abbildung 2.6: Ein Petrinetz mit Variablen in den Kantenbeschriftungen

Abbildung 2.6 zeigt ein Petrinetz mit Variablen in den Kantenbeschriftungen. In der
gezeigten Markierung gibt es zwei Variablenbelegungen, fiir die die Transition aktiv

ist:
e X =1 Y=o
e X =eo Y=o

Eine Variablenbelegung mit Y = W, bei der die Transition aktiviert ist, kann es in der
gezeigten Markierung nicht geben, denn in Platz 3 ist ausschliefilich eine kreisformige

Marke vorhanden.

Wenn eine Transition aktiviert ist, dann kann sie eintreten. Beim Ablauf eines Petri-
netzes kann in einer Markierung immer nur eine Transition eintreten. Welche der
aktivierten Transitionen eintritt, ist nicht deterministisch bestimmt. Durch das Ein-
treten einer Transition wird eine neue Markierung fiir das Petrinetz erzeugt. Dabei
werden aus allen Pldtzen, von denen eine Kante auf die Transition zeigen, die in der
Kantenbeschriftung angegebenen Marken entfernt. AufSlerdem werden zu allen Plétzen,
auf die eine Kante zeigt, die bei der Transition beginnt, die in der Kantenbeschriftung

angegebenen Marken hinzugefiigt.

Wenn die Kantenbeschriftungen Variablen enthalten, miissen zunichst die Werte aus

der Variablenbelegung, fiir die die Transition aktiv ist, eingesetzt werden.

Wenn die Transition Produkt herstellen in Abbildung 2.4 eintritt, dann wird aus dem

Platz Lagerbestand ein Marke a entfernt und aus dem Platz Au ftrag liegt vor wird eine




Marke o entfernt. Auierdem wird zum Platz Endprodukt eine Marke [Jhinzugefiigt.
So entsteht die Markierung, die in Abbildung 2.5 zu sehen ist.

Wie oben bereits erldutert, ist die Transition aus Abbildung 2.6 fiir die Variablenbe-
legung X =M, Y = e aktiviert. Wenn die Transition unter dieser Variablenbelegung
eintritt, wird aus Platz 3 eine Marke e und aus Platz 1 eine Marke B entfernt. Aus
Platz 2 wird zunachst ebenfalls eine Marke B entfernt und die Marken B und e wieder

hinzugefiigt. Auflerdem wird zu Platz 4 eine Marke B hinzugefiigt.

Platz 1

3

20

Platz 2 X,Y Platz 4

Y
Platz 3

Abbildung 2.7: Das Petrinetz aus Abbildung 2.6 nach dem Eintreten der Transition.

Ein weiteres Beispiel fiir den Ablauf eines Systemnetzes sind Zahler. Diese erleichtern
unter anderem die Modellierung von Lagern mit begrenzten Sttickzahlen. Der Zahler,
der in Abbildung 2.8 zu sehen ist, besteht aus einer Transition, die maximal 10 mal
eintreten kann. Als Marke in Platz 1 wird eine natiirliche Zahl verwendet. Bei jedem
Eintritt der Transition wird diese in Form der Variable = aus dem Platz entnommen und
dafiir die Zahl z — 1 wieder hinzugeftigt. So verringert sich die Zahl in dem Platz bei
jedem Eintreten der Transition um 1. Die Transition hat aufierdem als Vorbedingung,

dass x > 0 gelten muss. Deshalb kann sie insgesamt nur 10 mal eintreten.

]x— 1

Platz 1

8

Abbildung 2.8: Ein Zahler




2.3 Weitere Ausdrucksmoglichkeiten

Schnittstellen ermoglichen auf Aktivitdten aus der Umgebung einzugehen. Mit
Hilfe der bisher vorgestellten Bestandteile lassen sich bereits geschlossene Systeme
modellieren. Sollen allerdings Interaktionen eines Geschéftsprozesses mit z.B. einem
Kunden modelliert werden, benétigt man Schnittstellen. Diese werden durch eine

Transition dargestellt.

Kalte Transitionen dienen der Modellierung von Transitionen, bei denen nicht klar
ist ob sie eintreffen. Wird z.B. ein Prozess von einem Kunden durch dessen Bezahlung
ausgelost, ist im Vorhinein nicht klar ob dieses Ereignis jemals eintreffen wird. Ist
das Gegenteil der Fall wird die Transition als ,,warm” bezeichnet. Kalte Transitionen

werden durch ein € in der Beschriftung kenntlich gemacht.

2.4 Variationen

Mit den zunehmenden Anforderungen an Petrinetze sind zahlreiche Variationen von

Petrinetzen entstanden. Dabei werden die Varianten in zwei Kategorien gegliedert:
e low-level Petrinetze

e high-level Petrinetze

2.4.1 Elementare Petrinetze

Haufig werden Petri Netze dazu verwendet darzustellen, wo ein Kontrollfluss aktuell
steht. ! Will man einen Prozess genauer analysieren geht dies am einfachsten in dem
man den Prozess abstrakt darstellt. Dafiir bieten sich elementare Petrinetze an, die auch
als elementare Systemnetze bezeichnet werden.

Bei einem elementaren Petrinetz werden die Marken auf den Kanten weggelassen.
Aufserdem gibt es nur eine Form von Marken, die in der Regel durch einen schwarzen
Punkt e visualisiert wird. Dabei beschrankt sich ein elementares Petrinetz auf Transitio-
nen, Platze und Marken. Aufgrund der abstrakten Modellierung und geringen Anzahl

an Komponenten gehoren elementare Petrinetze zu den low-level Petrinetzen.

1 (vgl. [Reil0, Seite 39])




2.4.2 Gefarbte Petrinetze

Gefédrbte Petrinetze werden hauptsachlich zur Modellierung komplexer Systeme ver-
wendet, da Sie zu der Gruppe der high-level Petrinetze gehoren. Im Unterschied zu
anderen Petrinetzen sind die gefarbten Petrinetze wesentlich iibersichtlicher, konnen
allerdings jederzeit wieder in ein low-level Petrinetz zurtickgefiihrt werden. Dabei

bieten die gefarbten Petrinetze weitere Funktionalitidten' wie z.B.:
e Typen

Knotenfunktionen

Typfunktionen

Wichterfunktionen

Kantenausdrucksfunktionen

Initialisierungsfunktionen

2.5 Analyse von Petrinetzen mit Platzinvarianten

Es gibt verschiedene Moglichkeiten zur Analyse von Petrinetzen. Grundséatzlich kann
man dabei zwischen der Analyse von Zustands- und Ablaufeigenschaften unterschei-
den. Bei ersterem untersucht man Eigenschaften, die allgemein fiir alle im Systemnetz
erreichbaren Markierungen gelten. Ablaufeigenschaften wiederum beschreiben Eigen-
schaften von einzelnen Markierungen, welche nach mehreren Schritten aus anderen

Markierungen hervorgehen konnen.

In den folgenden Abschnitten wird exemplarisch die Bestimmung von Platzinvarianten
in elementaren Systemnetzen beschrieben. Dabei geht es darum, Gleichungen zu finden,
die fiir jede erreichbare Markierung gelten. Diese kann man dann beispielsweise fiir

die Verifikation des Modells verwenden.

2.5.1 Einfuhrung

Oft werden in Petrinetzen Material- oder Informationsfliisse modelliert. Dabei wird
nichts erzeugt oder verbraucht, sondern das Material oder die Informationen werden
blof transportiert. Aquivalent dazu werden auch die entsprechenden Marken im

Petrinetz nicht erzeugt oder zerstort, sondern nur von Platz zu Platz verschoben. Ein

L (vgl: [Fun06])




Beispiel ist in Abbildung 2.9 zu sehen. Die Gesamtzahl der Marken bleibt hier immer
gleich. Wenn man mit | Platz| die Anzahl der Marken im gegebenen Platz bezeichnet,

kann man bei diesem Beispiel sagen, dass die Gleichung

|PL| + |Po| + | P3| =5

immer wahr ist. Ziel der Platzinvarianten ist es solche Gleichungen auch in grofieren

Petrinetzen zu finden.

. N
) - \_/ - O
P, nach P, P, nach Ps

P P, Py

Abbildung 2.9: Ein einfaches Petrinetz mit einer Platzinvariante.

Platzinvarianten sind jedoch noch etwas allgemeiner anwendbar. In Abbildung 2.10
ist ein einfaches Systemnetz zum Verpacken von Produkten dargestellt. Auch hier
werden wieder Materialfliisse dargestellt. Dabei werden Produkte mit Verpackungen
zu verpackten Produkten kombiniert. Auch wenn so kein Material erzeugt oder zerstort
wird, bleibt die Anzahl der Marken hier nicht gleich. Trotzdem lédsst sich das Petrinetz

mit einer Platzinvariante beschreiben.

Produkte

verpacken D—»@
Verpackte Produkte

Verpackungen

Abbildung 2.10: Auch fiir Petrinetze wie dieses kann man Invarianten finden.

Eine Marke in VerpackteProdukte ist ndmlich genauso viel wert, wie eine Marke in
Produkte zusammen mit einer Marke aus Verpackungen. Um auszudriicken, dass eine
Marke aus Verpackte Produkte zwei Marken aus den anderen Pldtzen entspricht, kann
man die Anzahl der Marken in Verpackte Produkte mit zwei multiplizieren. Dann gilt

immer die Gleichung:

2 - |Verpackte Produkte| + |Produkte| + |V erpackungen| = 11

10



2.5.2 Formale Definition

Gegeben sei ein Elementares Petrinetz mit k Platzen. Wenn man die Pldtze als Py, P, P, ..., Py,
bezeichnet und jedem Platz P, eine Zahl n; zuordnet, dann hat die Gleichung einer

Platzinvariante die Form:

k
> ng [Pl =mn1- [Pl +ng- P+t [P = c

s=1
Dabei wird c als die Konstante der Platzinvariante bezeichnet.

Die Zahlen n4, ny, ..., n, werden genau dann als Platzinvariante bezeichnet, wenn sich c

beim Eintreten einer beliebige Transition in einer beliebigen Markierung nicht dndert.

2.5.3 Platzinvarianten bestimmen

Die Platzinvarianten aus den beiden vorherigen Beispielen (Abbildung 2.9 und 2.10)
kann man mit etwas Ubung schon beim Betrachten des Petrinetzes erkennen. Bei
grofleren Petrinetzen wird das jedoch schwieriger und fehleranfilliger. Deshalb soll im
folgenden Abschnitt ein Verfahren zum Bestimmen von Platzinvarianten in beliebig
komplexen Petrinetzen vorgestellt werden. Als Beispiel wird dabei das Petrinetz aus
Abbildung 2.11 dienen.

Abbildung 2.11: Ein Beispielnetz zum Bestimmen von Platzinvarianten

Um die Notation zu vereinfachen, definieren wir uns zunéchst die Hilfsfunktion d(z, p).
Diese soll die Verdnderung beschreiben, die eine Transition an einem Platz durchfiihrt,

wenn sie eintritt. Wenn ¢ eine Transition ist und p ein Platz, dann ist

d(t,p) := (Anzahl der Marken, die t in p erzeugt)—(Anzahl der Marken, die t aus p entnimmt)

11



Im Beispielpetrinetz aus Abbildung 2.11 lauten die Funktionswerte von d wie folgt:

d(Th, P) =—-1 d(Ty, P;) =0 d(Ts,P) =1

d(Th, P,) =2 d(Ty, Py) = —1 d(T5,P) =0

d(Th, P;) =2 d(Ty, P3) = —2 d(T5,P;) =0

d(Th, Py) =1 d(Ty, Py) =0 d(T5, Py) = —1

d(Th,P;) =0 d(Ty, Ps) =1 d(Ts, Ps) = —1

d(Th,Fs) =0 d(Ty, Ps) =1 d(Ts, Ps) = —1

d(Th,Pr) =0 d(Ty, P;) =0 d(Ts,P;) =1
Um eine Platzinvariante zu finden, miissen konkrete Werte fiir die Variablen n, no, ..., n;
bestimmt werden. Diese miissen der Bedingung aus Abschnitt 2.5.2 entsprechen: Beim
Eintreten einer beliebigen Transition darf sich die Konstante c der Schleifeninvariante

nicht verdndern. Die Verdnderung von c beim Eintreten einer Transition ¢ berechnet
sich durch:

k
Ac=> "n,-d(t,P) =ny-d(t,P1) +ny-d(t, Py) + ... + ny, - d(t, P)
s=1

Indem man nun fiir jede Transition die Verdanderung der Konstante mit 0 gleichsetzt,
erzwingt man, dass die Bedingung fiir die Platzinvariante eingehalten wird. Fiir jede

Transition ¢ muss also gelten:
k
> ngd(t,P) =ny - d(t, Py) +ny - d(t, Po) + ...+ - d(t, Py) =0
s=1

So entsteht ein lineares Gleichungssystem, das zum Beispiel mit dem Gaufsschen
Eliminationsverfahren gelost werden kann. Beim Petrinetz aus Abbildung 2.11 ergeben

sich die folgenden Gleichungen:

lenl-(—1)+ n2-2 + n3-2 + Tl4'1 + n5-0 + TLG'O +TL70:0

TQI TLl'O +n2(—1)+n3(—2)+ 7’L4'O + 715']_ + n6-1 +n7():0

Tg: 7’L1'1 + 7’L2'0 + 7’L3'O —|—TL4(—1)—|—TL5(—1)—|—’I’L6(—1)—|—7’L71:O

Durch Losen des Gleichungssystems kommt man auf die Werte fiir ny, ny, ..., n7. Jede
Losung ist eine Platzinvariante des Petrinetzes. Das Gleichungssystem hat unendlich

12



viele Losungen, entsprechend gibt es auch unendlich viele Platzinvarianten. Einige
exemplarische Losungen lauten:

Platzinvariante1: n1 =2 nya=0 nz3=1 ng=0 ns=2 ng=0 ny, =0
Platzinvariante2: n; =1 =0 n3=0 ngq=1 ns=0 ng=0 n;, =0
Platzinvariante 3: n; =2 =0 n3=1 ng=0 ns=0 ng=2 n;, =0

Platzinvariante4: n; = -2 nyo=-2 n3=1 ng=0 n5=0 ng=0 n;, =2

Um die Gleichung der Platzinvarianten zu bestimmen, fehlen noch die Konstanten
der Platzinvarianten. Diese konnen aus der Anfangsmarkierung nach der Formel aus
Abschnitt 2.5.2 berechnet werden. Fiir die oben bestimmten Platzinvarianten ergibt sich
so:

Platzinvariante1: c¢=14
Platzinvariante2: c¢=7
Platzinvariante3: c¢=14
Platzinvariante4: ¢ = —14

Anschliefiend konnen die Gleichungen der Platzinvarianten aufgeschrieben werden.
Dafiir miissen die Werte fiir ny, ns, ..., ni, sowie fiir ¢ in die Formel aus Abschnitt 2.5.2

eingesetzt werden. So erhilt man fiir das Systemnetz aus Abbildung 2.11 die folgenden

Gleichungen:
Platzinvariante 1 : 2-|P|+ |Ps|+2-|P5| =14
Platzinvariante 2 : |P| + | Py =7
Platzinvariante 3 : 2-|P |+ P +2- | 5| =14

Platzinvariante 4 : (=2) - |Py| + (=2) - |Po| + | P3| + 2 | 7| = —14

Diese Gleichungen gelten in allen erreichbaren Markierungen.

Das gezeigte Verfahren ist universell einsetzbar und ermoglicht es, alle Platzinvarianten
eines gegebenen Systemnetzes zu finden. Da es in der Hauptsache auf dem Losen eines
linearen Gleichungssystems beruht, sollte es aufSlerdem moglich sein, das Verfahren zu
automatisieren. Wie man anhand der Gleichung der Platzinvariante 4 sieht, gehen die
Ergebnisse der Analyse iiber die in Abschnitt 2.5.1 vorgestellte Analogie zu Material-
oder Informationsfliissen hinaus, denn durch die negativen Koeffizienten lasst sich
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diese hier nicht anwenden. Welche Moglichkeiten die Gleichungen zum weiteren
Vorgehen bieten, wird in Kapitel 3 - Fallstudie besprochen.
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3 Fallstudie

Im Folgenden soll eine Produktionsanlage eines Baukastens fiir einen Anemometer !
modelliert werden, welches im Rahmen eines Projektes * der Gruppe Woodchucks an
der DHBW Mannheim entwickelt wurde.

3.1 Modellierung

Der Kreislauf beginnt mit der Eingabe eines neuen Auftrages. Dieser ermoglicht die
Ausfiihrung der Tansition (,,Auftrag bearbeiten”). Somit wird die Ausfithrung der
neuen Transition ,Grundplatte bauen” ermoglicht.

Diese beginnt nun mit dem Bau der Grundplatte. Hieraus werden zwei neue Transitio-
nen angesteuert, sobald eine Einheit produziert worden ist.

Bevor die Transition , Fliigel herstellen” ausgefiihrt werden kann, wird der CNC-Modus
der Fréase gedndert. Nun wird begonnen die Fliigel herzustellen. Sobald vier Einheiten
produziert worden sind, wird der CNC-Modus umgestellt, um mit der Frdse eine neue
Grundplatte erzeugen zu konnen.

Sobald nun die Fliigel hergestellt sind und eine Menge von mindestens 40 Einheiten
Holz verbraucht worden sind, so wird eine neue Transition ,,Holz kaufen” ausgefiihrt,
welche nach deren Ablauf das Lager mit dem neuem Holz nachfiillt. Nach der Produk-
tion von 4 Einheiten der Fliigel beginnt nun die Transition , Zusammensetzen”. Bei

dieser Aktion werden nun die einzelnen Komponenten:
e Standbeine
o Fliigel
e Grundplatte

zusammengesetzt und fiir die weitere Verarbeitung, als neue Einheit zur Verfiigung

gestellt.

Ein Geridt zum messen der Windstirke
2 http://mett.ddns.net [Stand: Juni]

15


http://mett.ddns.net

Sollten nun bei dieser Transition mindestens 8 Standbeine verbraucht worden sein, so

wird eine neue fiir den Einkauf und Einlagerung von Standbeinen in Kraft gesetzt.
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Herzustellende Fliigel
Holzlager

40
Holz nachkaufen Di’ 50xe

40xe

Eingehende Auftrage
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—

Verbrauchtes Holz

Fliigel herstellen

Grundplatte bauen
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10xe (8*—0{] Standbeine Nachkaufen Grundplatten

Sxe

Verbrauchte Standbeine

Zusammensetzen

Q Fertige Windrader

Abbildung 3.1: Modell der Anemometer Produktion




3.2 Analyse und Verifikation

Bei diesem Modell ist es wichtig, dass genau so viele Windrdder hergestellt werden,
wie eingehende Auftrdge vorhanden sind. Dass dies tatsdchlich der Fall ist, soll im
Folgenden mit Hilfe der Platzinvarianten verifiziert werden.

Um die Schreibweise kurz zu halten, werden die Komponenten des Petrinetzes entspre-
chend den Tabelln 3.1 und 3.2 auf Seite 19 umbenannt.

Es wird weiterhin davon ausgegangen, dass zu Beginn a Auftrage vorliegen. Im Platz
P, befinden sich also a Marken.

Zunidchst miissen die Platzinvarianten des Petrinetzes bestimmt werden. Dafiir kann
das in Abschnitt 2.5.3 vorgestellte Verfahren verwendet werden. Darauf soll hier nicht
erneut eingegangen werden. Die Gleichungen der erhaltenen Platzinvarianzen lau-

ten:

1 1 1
‘P13|—Z'|P5|—Z'|P3|:—1 (3.1)
| Pra| + [Pyo| = 10 (3.2)
1 1
’P11|+|P9|+1'|P6|+1'!P?,’:a (3.3)
1 1
s| — |6l + - | P5| = :
FIEENIERTARY 64
1 1
7+ = B+ < [Py = .
P+ 2R+ 2Pl =1 65)
|P1| + [P = 50 (3.6)

Nach dem vollstandigen Bearbeiteten aller Auftriage befinden sich die hergestellten
Windrdder in Platz P;;. Die Pldtze fiir die eingehenden Auftrage (Fy) sowie fiir die
Teilauftrage zum Herstellen der Einzelteile (7 und Fs) und die Zwischenlager (5 und
P3) sind dann leer. Es gilt also:

|Pi3| =0
[Py =0
1Py =0
| Ps| =0
| P3[ =0

18



Verkiirzte Bezeichnung Transition

T, Auftrag bearbeiten

T, Fliigel herstellen

T3 Grundplatte bauen

T, Zusammensetzen

T5 CNC-Modus umschalten
T Standbeine nachkaufen
T Holz nachkaufen

Tabelle 3.1: Umbenennung der Transitionen

Verkiirzte Bezeichnung Platz

P Holzlager

P Verbrauchtes Holz

Py Fliigel

Py (ohne Beschriftung)

P; CNC-Modus Fliigel

Fs Herzustellende Fliigel
P; CNC-Modus Fliigel

Py Herzustellende Grundplatten
Py Eingehende Auftrage
P Standbein Lager

Py Fertige Windrader

P Verbrauchte Standbeine
Pi3 Grundplatten

Tabelle 3.2: Umbenennung der Plétze
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Um nachzuweisen, dass pro Auftrag ein Windrad hergestellt wird, kann Gleichung 3.3
verwendet werden. Wenn man dort fiir | Py|, | | und | Ps| die soeben festgelegten Werte

einsetzt, erhdlt man die Gleichung;:

|P11| =a

In P;; befinden sich die fertigen Windrédder; a ist die Anzahl der Auftrdge in der
Anfangsmarkierung. Die Gleichung zeigt also, dass pro Auftrag tatsachlich genau ein
Windrad hergestellt wird.
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4 Fazit

Petrinetze erlauben es, Systeme formal zu modellieren. Die Starken von Petrinetzen
liegen jedoch vor allem bei der Analyse und Verifikation der Modelle. Die Analyse auf
Platzinvarianten liefert Aufschliisse iiber die Funktionsweise eines Petrinetzes. Diese
kann man zum Beispiel dafiir verwenden, das Modell zu verifizieren. Die Schwie-
rigkeit der Petrinetze liegt bei der Modellierung. Komplexe Systeme werden schnell
uniibersichtlich und kénnen von Menschen kaum noch modelliert werden. Abhilfe
schaffen hierfiir die high-level Petrinetze, die in low-level Petrinetze umgewandelt
werden konnen. AufSerdem lassen sich viele konkretere Modellierungssprachen direkt
auf Petrinetze zuriickfithren. Dazu zihlen zum Beispiel BPMN 2.0 und EPK', zwei
Sprachen zur Modellierung von Geschiftsprozessen. Entsprechende Software kann
die modellierten Geschéftsprozesse dann intern in Petrinetze umwandeln. So kann
dem Benutzer eine einfache Moglichkeit zur Modellierung geboten werden. Gleich-
zeitig konnen méchtige Funktionen zur Analyse, Verifikation und Simulation, die auf
den theoretischen Erkenntnissen iiber Petrinetze aufbauen, implementiert werden.
Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass Petrinetze ein méachtiges Werkzeug sind. Im
Geschiftsprozessmanagement wird ein Anwender aufgrund ihrer Komplexitit, jedoch

eher selten direkt mit ihnen in Beriihrung kommen.

1 [Berl3]
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