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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden parabolische Randanfangswertprobleme mit zufalliger
Anfangs- und Neumann-Randbedingung betrachtet. Die zufilligen Einflufsgrofien
werden dabei als e-korrelierte, zufillige Felder modelliert. Das Hauptinteresse liegt
auf der Berechnung stochastischer Kenngrofen der auf Basis der Finite-Elemente
Methode erhaltenen Loésung des Randanfangswertproblems. Fiir die Korrelations-
funktion der Losung wird eine Entwicklung nach der Korrelationslange sowie eine
explizite Berechnung fiir spezielle Typen der Vernetzung vorgestellt. Anhand von
numerischen Beispielen werden abschliekend die auf den verschiedenen Wegen er-
haltenen Varianzen mit der einer simulierten Losung verglichen.
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1 Einleitung

Parabolische Randanfangswertprobleme (RAWP) finden in Technik, Natur und Wirt-
schaft ein breites Anwendungsspektrum. Dabei werden dufsere Einflufsfaktoren oder Mo-
dellparameter oft als zufillig angenommen, da sie keinem erkennbaren deterministischen
Muster zu folgen scheinen. Derartige Modelle machen die Betrachtung zufélliger RAWP
notig.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Losung parabolischer RAWP mit zufélliger Anfangs-
bzw. Randbedingung mit Hilfe der Finite-Elemente Methode, wobei das Hauptinteresse
auf der Berechnung stochastischer Kenngréften wie Varianz- oder Korrelationsfunktionen
der Losung liegt.

Behandelt werden parabolische Differentialgleichungen der Art

2
0 ou 9
ut—;axi ()\i(t,x)ax) =f(t,z) zeDCR

mit einer Anfangsbedingung

u(0,z,w) = up(r,w) x €D
und den Randbedingungen

ou

ﬁ(t,x) = P(t,z,w)

(0D)1

(%(t’x) +a(u(t, ) —“A(tl‘))) — 0.

(0D)2

Die Anfangsbedingung ug sowie der Warmeeinflufs iber den Rand (9D); werden als zufal-
lig angesehen. Dieses Problem konnte beispielsweise ein Modell fiir einen Bremsvorgang
im Rad oder einen Kupplungsvorgang sein. Aufgrund der bei Warmeleitungen auftreten-
den Diffusionseffekte erscheint es als physikalisch sinnvoll, die zuféllige Anfangsbedingung
sowie den zufélligen Warmefluft durch e-korrelierte, zuféllige Felder zu beschreiben.

Die Eigenschaft der e-Korreliertheit besagt, daf die Korrelationsfunktion R(z,y) fiir
x,y € R™ einer zufilligen Funktion f(z,w), x € R™ verschwindet, wenn der Abstand
zwischen den Punkten x und y grofser als die Korrelationslinge ¢ > 0 ist. D.h. fiir
|z—y| > € sind die Zufallsgrofsen f(x,w) und f(y,w) unkorreliert. Somit sind e-korrelierte
Funktionen durch das Fehlen einer Fernwirkung charakterisiert. Im Gegensatz zum viel-
benutzten White-Noise Modell konnen diese Zufallsfunktionen aber eine beliebige Glatt-
heit besitzen.

Kapitel 2 beschreibt das betrachtete RAWP und skizziert dessen Losung mittels der
Finite-Elemente Methode. Die auf diesem Wege erhaltene Losung des diskretisierten
Problems

uy(t, ) = Zuhz(t)pz(x)
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bildet die Grundlage der weiteren Betrachtungen. Die Funktionen p;, i = 1,..., Ny,
stehen dabei fiir die Ansatzfunktionen der FEM, welche lokalen Trager besitzen sollen
und die Indexmenge x, = {1,..., N} fiir die gewéhlte Diskretisierung. Der Vektor wy (t)
ist die Losung des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen

Maisy (1) + Knw, (1) = £, (1), ¥t € (0,7
AB: My, (0) = d,,

wobei die Matrizen M), und K Masse- bzw. Steifigkeitsmatrix des diskretisierten RAWP
darstellen. Der Vektor f L bezeichnet den Lastvektor, in welchen der zufillige Warmeein-
strom P eingeht. Der Vektor d;, beinhaltet die zuféllige Anfangstemperatur.

In Kapitel 3 wird die Korrelations- bzw. Varianzfunktion der Losung u;, des diskretisier-
ten Problems zum einen tiber eine Entwicklung nach der Korrelationsldange ¢ bestimmt
und zum anderen fiir zwei spezielle Vernetzungen des Gebietes D explizit berechnet.

Im letzten Abschnitt werden anhand eines Beispiels die in Kapiteln 2 und 3 berechneten
Varianzfunktionen mit der Varianzfunktion einer simulierten Losung des obigen Systems
gewoOhnlicher Differentialgleichungen verglichen.

2 Losung des konkreten RAWP mittels FEM

Ausgangspunkt der Untersuchung ist das stochastische Randanfangswertproblem

uy — ANAu = f(t,z), = (v;,22) €D CR? te(0,T], A= const

AB: u(0,2) = ug(z,w), xe€D

ou

RBZ 8—N(t,l')

:P(t,xl,w) (21)

1)

ou

(8—N(t7 x) + a;(u(t,x) — ualt, x))) =0, i=2,3,4.

I's;

Das Gebiet D (vgl. Abb. 2.1) ist dabei ein Rechteckgebiet, wobei fiir den Rand 0D gilt:
0D =T9UTl'3,UI's3UTl's 4. Das zufillige Feld P beschreibt den zufélligen Wérmeeinflufs
iiber dem Rand I's, ug die zufdllige Anfangstemperatur des Gebietes D und wu steht fiir
das zu bestimmende Temperaturfeld. Weiterhin gilt

5 2
. —n;, (W = (n1,n2)" Normalenvektor).

3_]\7: ,laxi

Im weiteren wird das Temperaturfeld u, welches sich aus der Beziehung
u(t,x,w) = u(t,r,w) —w(t,x)
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Abbildung 2.1: Gebiet D

ergibt, untersucht. Das deterministische Temperaturfeld w stellt dabei die Losung des
gemittelten Problems zu (2.1) dar. Damit ist folgendes RAWP zu bearbeiten

U — AANU =0, z=(r,25) €D CR? te(0,T], A= const
AB: u(0,z,w) = ug(z,w) — E{ug(2)} =: up(z,w), x€D

ou
RB: a—N(t,x)(F2 — P(t,01,0) — E{P(t, 1)} = P(t,21,0) (2.2)

@(t, x) + au(t, )
(ox )

wobei P und T, zufillige, zentrierte Felder bezeichnen.

=0, i=2,34,

I's;

Gesucht ist also eine Losung des Randanfangswertproblems (2.2), welche die Glattheits-
forderungen

ue CHP((0,T] x D)NC@V((0,T] x D) N C([0,T] x D)

erfiillt. Der Raum C*?)((0,T] x D) umfaft alle Funktionen, die zweimal stetig differen-
zierbar beziiglich des Ortes © € D und einmal stetig differenzierbar beziiglich der Zeit
t € (0,7 sind. Entsprechend sind die Rdume C'®V((0, 7] xD) und C([0, T'] x D) definiert.
Fiir die Existenz der klassischen Losung @ des Problems (2.2) ist die Kompatibilitét
zwischen Anfangs- und Randbedingungen und der Randbedingungen verschiedenen Typs
untereinander notwendig, d.h. es miissen folgende Beziehungen erfiillt sein

811,0

W(:{:) = P(0,71,w), (2.3)

s

(%(x) + oziuo(:);)) =0, =234, (2.4)

I's;

[—)\g(t, —R) + ayP(t, —R)] =0, (2.5)
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NL R PR =0, (2.6)
al‘l

Bemerkung 2.1 Sollten die Vertréglichkeitsbedingungen verletzt sein, so sind diese
Phéanomene in der Literatur als ,space-space-corner singularity” bzw. ,time-space-corner
singularity” bekannt. Fiir parabolische Differentialgleichungen sind diese Irregularitéiten
allerdings dufserst kurzlebig in Zeit und Ort (vgl. [2], [5]).

Das RAWP (2.2) soll nun mit Hilfe der Finite-Elemente Methode approximativ gelost
werden. Den Ausgangspunkt der FE-Diskretisierung bildet dabei nicht wie etwa beim
klassischen finiten Differenzenverfahren (siche dazu etwa [10]) die klassische Formulie-
rung, sondern die daraus abgeleitete Variationsformulierung (schwache Formulierung).

Die Variationsformulierung fiir das Randanfangswertproblem (2.2) hat die Form
(wy,v)o +a(t;w,v) = (F(t),v) Yve H'(D), Yt e (0,T]
AB: (@(0,-),v)0 = ("p,v)o VYvE€E Hl(D), (2.7)
wobel

H'(D) := {u € Ly(D) : 3 verallgemeinerte Ableitungen a@u

€ Ly(D), i = 1,2}

(2

einen Sobolevraum bezeichnet. Desweiteren sind in (2.7) die folgenden Bezeichnungen
eingefiihrt (vgl. auch [8])

(U, v)g = /Ht(t,x)v(x)dx,

D

D k=1 = 3k

a(t;w,v) = )\/ Zﬂxk(t,x)vxk(x)dx—i-Zak/ﬂ(t,x)'u(x)ds,

P(t,z,w)v(x)ds,

_
!
—
~
:_/
<
~
I

1)

U (z,w)v(z)d.

—~
S
2
4
N—
o
I
O

Definition 2.2 FEine Funktion u(t,x) mit
u(t, ) € H'(D) und u; € Ly(D), t € (0,T]

wird als schwache Lésung des RAWP (2.2) bezeichnet, wenn sie dem Problem (2.7)
gentgt.

Um eine Approximation der Losung des Problems (2.7) zu erhalten, wird zu einer Dis-
kretisierung iibergegangen.
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Dazu wird der Sobolevraum H'(D) durch die endlichdimensionale Menge
Vi = o on(@) = 3 vipi(a) }

ersetzt. Die Indexmenge y, = {1,2,..., N, } enthilt die globalen Knotennummern der
Diskretisierung des Gebietes D. In der Abb. 2.2 sind zwei Beispiele derartiger Vernetzun-
gen angegeben. Die Finiten Elemente T r € ¢, = {1,..., R} sind dabei Rechtecke
bzw. Dreiecke.

49 50 51 52 63 54 55 56 41 42 43/[4 15 A6 a7 4t

B5S B6 37 38 39 ¢

[4%]
W
=

[dV]
w
[dV]
Ny
o1
[e2]

B7 B8 B9 40 25 26 p7 P8 29 30 31 3

17 18 19 4] 21 22 23

25 26 P7 28 29 |30 31 32

9 0 11 12 13 14 15 1

17 18 19 20 21 22 23 24
9 10 11 12 13 14 15 16
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 2.2: Mogliche Diskretisierungen des Gebietes D mit x; = {1,...,56} bzw.
xn=11,...,48}

Die Funktionen p;, ¢ € x;, werden als Ansatzfunktionen bezeichnet und als linear un-
abhéngig vorausgesetzt. Fiir die Finite-Elemente-Technologie ist es kennzeichnend, dafs
diese Ansatzfunktionen p;, 7 € xj, einen lokalen Trager besitzen.

Gesucht ist also eine Naherungslosung der Form
up(t, z) = Z up,i(t)pi(e), (2.8)
1EXH

so dals fiir alle v, € V), erfiillt ist

((@n)e, vn)o + al(t; up, vy) = (F(t),vn), t € (0,T]
AB: (ﬂh((), '),’Uh>0 = (ﬂo, Uh)o-

Da die Folge {p;}icy, eine Basis des Raumes V}, darstellt, ist obige diskrete Variations-
formulierung fiir alle v, € V), erfiillt, wenn sie fiir alle Basiselemente p;, i € y;, erfiillt
ist, was auf folgende Aufgabe fiihrt

((@n)t; pi)o + a(t;un, pi) = (F(t),pi), t € (0,T] (2.9)
AB: (@x(0,),pi)o = (o, pi)o, L€ Xn-

Die Funktion %, der Form (2.8) kann als N&herungslosung des RAWP (2.2) aus dem
endlichdimensionalen Unterraum V), betrachtet werden.
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Die Aufgabe (2.9) ist dquivalent zu folgendem Anfangswertproblem eines Systems ge-
wohnlicher Differentialgleichungen fiir die Koeffizienten w, (t) = (up (%) )iey,

My, (t) + Kpwy(t) = £, (t,w), t € (0,7
AB: Muu,(0) = dj,(w). (2.10)

Die Matrizen Mj, und K} stellen dabei Masse- bzw. Steifigkeitsmatrix dar, die Vektoren

f , und d;, den Lastvektor bzw. die Momente der Anfangstemperatur. Diese Grofen sind
definiert durch

M, = ((pi7pj)0)i,je><h’
Kn = (a(t;pi,pi); jey,

2 3p‘3p~ 4
= [ L p;d
/ axkakaszk/ppjs ,
D - Iz

k=1
iJGXh
R T
fo= (F@).p), = / il 0Pt s, 0)ds | (2.11)
—R 1EXR

4y, = ((ﬂoypi)o)iTGXh-

Die Aufgabe (2.10) beschreibt fiir jede Diskretisierung x, = {1,2,..., Ny} ein lineares
Differentialgleichungssystem mit im betrachteten Fall zeitunabhingiger Systemmatrix
und stetigem inhomogenen Term f (t,w), womit die Existenz einer eindeutige Losung
w, gesichert ist (vgl. z. B. [3]). Damit ist der Vektor @, der Form (2.8) Losung der
diskreten Variationsformulierung (2.9).

Ausgehend von der Losung wy, des diskretisierten Problems erhélt man durch Grenzwert-
bildung

u = Nlhlgloo uy,
die Losung @ zu (2.7). Dabei wird die Diskretisierung x, = {1,2,..., N} als regulér
vorausgesetzt (vgl. [7]). Der Grenzwert existiert, ist eindeutig und 16st das RAWP in der
Variationsformulierung (2.7) (vgl. etwa [4]).

Die Grundidee des Beweises der Existenz beruht auf den Aussagen, daf die Folgen
{wn}%,—, im Raum H'(D) und %}f\,ohzl im Raum Ls(D) beschrankt sind und damit

eine Teilfolge {ﬂh}fv?hzl C {un} 3, mit schwacher Konvergenz von

Ot U 1,(D)

i, — U in H'(D d —
up, —~uin H (D) un 5 T

existiert. Weiterhin kann gezeigt werden, dafs dieser Grenzwert u Losung der Variations-
formulierung (2.7) ist und damit eine schwache Losung des RAWP (2.2) darstellt.

Workshop ,,Stochastische Analysis* 27.09.2004 — 29.09.2004
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Die Losung des Anfangswertproblems (2.10) ist durch

u,(t) = Gu(t)d, + /Gh(t —s)f, (s)ds (2.12)
= Gu(t) /ﬂo(%w)ﬁ(iﬁ)d@“ + /Gh(t —s)f,(s)ds mit p = (pi)iey,

gegeben. Die Kernfunktion G (t) ist dabei als Matrixexponentialfunktion
Gn(t) = exp(—M, 'Kpt)M,

definiert.

Die Korrelationsfunktion E{u(t, x)u(ts, y)} des Problems (2.2) ist ndherungsweise durch
die Korrelationsfunktion E{wy(t;,x)u,(t2,y)} des diskretisierten Problems (2.9) be-
stimmt. Aufgrund der Beziehung (2.8) gilt

E{u(ty, ©)u(ts, y)} ~ E{un(ty, ©)un(te, y)} = Z Efuni(ty)un;(t2) }pi(2)p; (y),

d.h. die Berechnung der Korrelationsfunktion E{@y,(t1, z)uy(t2,y)} setzt die Kenntnis
der Korrelationsmatrix E{uw,,(t;)ul (t3)} der Losung u, des stochastischen Anfangswert-
problems (2.10) voraus.

Diese Korrelationsmatrix berechnet sich als

E{u,(t))uf (t2)} = E{ Gh(tl)/Eo(x)]_?(x)dx—i-/Gh(tl—s)fh(s)ds

D 0
Gh(tz)/ﬂg(m)]_)(x)dzv—l—/Gh(tg —s)f,(s)ds }

= E{ Gh(tl)/_g(m)]_)(x)d:r/ﬂo(x)]_)T(:v)d:vG:,f(tQ) }
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Die Terme (2.13) und (2.14) in obiger Formel stellen die Korrelationen zwischen An-
fangstemperatur %, und zufilligem Wirmeeinstrom P dar. Es erscheint als sinnvoll diese
beiden Grofen als unabhéngig zu betrachten, so dafs die Terme (2.13) und (2.14) ver-
schwinden. Somit vereinfacht sich die Korrelationsmatrix unter Verwendung der Bezie-
hung (2.11) fiir den Lastvektor f, z

Efu, (1) (1)} :<nm//Em 2o (y) ()P (w)dyde GE () (2.15)
7/7/Rc;hul—sl)g(rl,O)g_gT(m,O)Gg(tQ—52)

E{F(Sl, 7“1)?(82, TQ)}d?”QdSQdTldSl. (216)

Folglich kann die Korrelationsmatrix E{uw,,(t;)u} (t2)} durch die Summe der Terme (2.15)
und (2.16) berechnet werden, wobei der erste Summand durch die zufillige Anfangstem-

peratur u, und der zweite Summand durch den zufilligen Wirmeeinflu P iiber den
Rand I'y bestimmt wird.

Untersuchungen zum Ausdruck (2.16) sind in [8] zu finden. Dort wird mit Hilfe einer
Eigenwertzerlegung der Systemmatrix A = M, 'K, bzw. iiber die Auswertung einer
Lyapunovgleichung das Integral bestimmt. Im folgenden sei P(t,z1,w) = 0 gesetzt, wo-
mit sich fiir die zu untersuchende Korrelationsmatrix

E@NM&@%%MM//M%@%@M@i@@m%m) (2.17)

ergibt.

3 Bestimmung der Korrelationsmatrix E{u,(t;)u! (t2)}

In diesem Kapitel wird die Korrelationsmatrix E{u,, (t;)ul (t2)} der Lésung u,, des Sy-
stems gewohnlicher Differentialgleichungen (2.10) bestimmt. Die zuféllige Anfangstem-
peratur wird dabei als Element einer Familie reellwertiger zentrierter Zufallsfelder

(*uy, € > 0) mit der Korrelationsfunktion Regyeq, (7, y) = E{U(z)uy(y)}, =,y € R?
modelliert. Dabei gelten folgende Annahmen.

Annahme 3.1

1. Das zufallige Feld “ug ist i.w.S. homogen, d.h. es gilt
Raﬂoeﬂo(x7y) = Regyea, (y - "L‘) = Regyea, (Z)’ Z=Y—x, € R?.

2. Das zufillige Feld “ug ist e-korreliert, d.h. Regyeq,(2) = 0 falls mit z = (21, 22) gilt
‘21’ 2 €1 oder ‘22’ Z 9.

Workshop ,,Stochastische Analysis* 27.09.2004 — 29.09.2004
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3. Die Korrelationsfunktion von “u, wird durch die Korrelationsfunktion R eines
1-korrelierten, i. w. S. homogenen Zufallsfeldes erzeugt, d.h. es gilt

Regyen,(2) = R (f) =R (é, Q) , €= (e1,80) >0, z € R
g E1 &9

4. Das zufillige Feld %, ist im quadratischen Mittel stetig auf R?, d.h. auch die
erzeugende Korrelationsfunktion R ist stetig auf R2.

Bemerkung 3.2 Aufgrund dieser gewéhlten Eigenschaften des zufilligen Feldes “uy
sind die Vertriglichkeitsbedingungen (2.3) und (2.4) nicht erfiillt. Es sei hier auf die
Bemerkung 2.1 verwiesen. Dariiberhinaus wird etwa in [6], [11| auf diese Problematik
eingegangen.

Fir die Korrelationsfunktion der zuféalligen Anfangstemperatur “uy wird also

- -
E{*uo(z1, 22) U0 (y1, Y2)} = Remgeno (Y1 — T1, Y2 — 72) = R (yl - - & . 2)
1 2
vorausgesetzt. Unter Nutzung der gegebenen Vernetzung kann die Gleichung (2.17) als
Summe von Integralen tiber den R;, Finiten Elementen, welche im folgenden als Rechtecke

angenommen werden, geschrieben werden. Es gilt

E{u,(t)ul(t2)} = Gyult,) i(c(r))T / / R (yl — xl’ Y2 — wz) P (1, 22)

€1 €2 -

rs=1 () T(s)

(B(S))T(yhyz)dy2dy1d$2dI10(S)Gg(t2)a (3.1)

wenn die Beziehung p(z) = (C'(’”))TQ(T) (z), x € T™ beriicksichtigt wird. Die Indexmenge
X = {1,..., N} beschreibt dabei die Menge der lokalen Knoten der Finiten Elemen-

te. Der Vektor ]2(7"), r = 1,..., R, besitzt die Dimension N und enthélt die N Ele-

mentansatzfunktionen pg ), welche auf dem Finiten Element 7 nicht Null sind. Die-
se Funktionen pg) ergeben sich aus der Transformation der auf dem Referenzelement

T = {(&1,&) : 0 < &,& < 1} definierten Formfunktionen ¢,. Weiterhin beschreibt die
Elementzusammenhangsmatrix O = [Cc(fi)} den Zusammenhang zwischen der

aEX,iEX
lokalen und globalen Knotennumerierung. Ausgehend von der Zuordnungsvorschrift (vgl.

als Beispiel Abb. 3.1)
a——i=1i(r,a) a€X, i€ X

wird die Matrix C(") = [C’gg} wie folgt definiert

QEX,LEXR

1 falls ¢ die globale Knotennummer des Knotens mit der
ol = lokalen Knotennummer o im Element T ist,

0 sonst.
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43 44 45 46
4 3
1 2

17 18 19 20

Abbildung 3.1: Globale und lokale Numerierung Finiter Elemente mit N = 4

Mittels der Transformation (z1,x2) — (u1,us), uy = %, Uy = 3’26;;2 ergibt sich fiir
die Summanden aus Gleichung (3.1) (vgl. Abb. 3.2)

— X — X
/ / R <y1 1, 92 2> P(T) (1, 952)(10(8))T(1917 y2)dyedy1 | dxadxy

&1 E9 - -
T(r) T(s)
() 'y ﬁ(yl—xﬁ?) %(yz—xﬁ?)
= €182 / dy, / dyso / duy / dusy
@ L) Li-al))  La—aly)
R(uy, UQ)B(T) (y1 — erur, Yo — 52“2)(£(S))T(y17 Y2)
&) Hwm—al)) &) Seeiy)
= £1&9 / dyl / du1 / dyg / d’LLQ
D e R e
R(uy, UQ)B(T) (y1 — e1ur, Yo — 52“2)(8(8))T(y17 Ya).
T2 U2
(@5, 24 @0, 28y (En—al), L —2) (E @ —a)), Ly — =)
(4) (3) (2) (1)
T(r)
(3" 4)
(1) (2) (= - z5)), = (y2 — 5)) (=1 — a1, (Y2 — 5))
(@i, 2{7) (@8, 257)
1 Ui

Abbildung 3.2: Transformation (x1,x5) — (u1,us) von T)

Setzt man nun

) =) o) = 080 o) 1) =g — ol =) o),
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so ergibt sich durch Vertauschung der Integration (vgl. Abb. 3.3)

9521 c1

/

J:n o (y1 T

\

/-

€1

J

()

L n-={))
H(y1,y2; u1, uz)durdys (3.2)
(T))
L@ -2 cjuita? L@P-=) o (@) -alD)
f duq f dyy + f duq f dyr + f duq
L@y -al)) 2{y L@ o L@y -al?) 51u1+a:11
H(y1,y2;u1,uz) fiir h '>h
é(zl 27 erur+al) = L (2l —af) erur+all) 11 (@8 —=()) xy

duq f dyr + f duq f dyy + f duq f dyr

(a1 _7”%71)) 75551) é(ﬂcﬁ)—mﬁ)) 51“1"‘151) o1 ($§s1>_$21)) 51“1+33§1)

H(yr,yz;u,ug)  fiir b < pfY

und ein entsprechendes Ergebnis fiir

20
f"’42 62 (y2—212)

/ / H(y1, y2; uy, ug)dusdys. (3.3)

21y & (w2—al)

U1l
) _
— _ 1 ()
U(yl) = (yl L1 )
(s)
€1 lL
) -
Z(n{” =)
) -
u(y) = 2y — 2l Lhy”
Dy L e
| |
Y1
xﬁ) x(231)

Abbildung 3.3: Zur Vertauschung der Integration im Fall hgr) > hgs)

Mit H (yy, y2; u1, ug) wurde der Integrand abkiirzend bezeichnet. Die wesentliche Idee fiir
die folgenden Uberlegungen kommt auch fiir den Spezialfall hY) = hf) = hy, hér) =
hgs) = hy zum Ausdruck, wobei sich hierfiir die Rechnungen erheblich vereinfachen. Aus
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B = n folgt 282 — 2" = 2§ — 2§ Somit entfillt in (3.2) die Unterscheidung und

der mittlere Term verschwindet. Ahnlich vereinfacht sich die Berechnung fiir (3.3) mit
K = h$ . Damit besitzt die Korrelationsmatrix (3.1) im Fall A" = p{¥ n{? = p$ die
Form

Ry 11 @8 —2(?) 2 —eru = (3321 )—af?) z$y 1
E{Qh(tl)QZ(tQ)} = €1€2Gh(t1) Z ( / duq / dy1 -+ / duq / dy1
S [ ) Lal-al))  of-ewm |
[ 12(9542 -2(3) 2\ —eous 5(1742 ~$3) 'y
X / dug / dys + / dus / dyo
| 2@y =) 2y Ll —al)) o) —eau

R(uz, Uz)(C(T))TB(T) (y1 +erut, y2 + 52“2)(2(5))T(y1a 3/2)0(8)> G, (t2),

wobei zusétzlich die Transformation (uy,us) — (ul, u), v} = —uy, vy = —us ausgefiihrt
und die Eigenschaft der Korrelationsfunktion R(uy,us) = R(—uy, —uz), welche sich aus
der Homogenitét (Annahme 3.1) ergibt, beachtet wurde. Der Vorteil dieser Darstellung
ist, dafs der Integrand in ein Produkt zerfillt, in dem die Korrelationsfunktion nur von
(u1,uy) abhéngt. Nutzt man diese Trennung der Integrationsvariablen und fiihrt die
Funktionen

le x42 —2z2

79 (21, 29) = / / My + 21,92 + 22) () (41, o) dyadyn,  (3.4)

59 (21, 20) = / / My + 21,90 + 22) () (g1, y2)dydyr,  (3.5)

Tor Tyg —22

y s)(zb z) == / / ZZ(T) ( + 21,92 + 22)(1_’(8))T(’y1> Y2)dyadyy,  (3.6)

O (21, 29) == / / POy + 21,92+ 2) () (y1, y2)dyadyr (3.7)

1‘(11) —Zz1 JEYQ‘) z2
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ein, so ergibt sich fiir die zu berechnende Korrelationsmatrix

Ry,
Kty t2) = B{w,(t)uf (12)} = €162Ga(t1) > ((C(r))T (3.8)
=1
L @) —a(?) L@y -=(?) L@y -=$3)
[ / du, / dus ¢\ (e1uy, exun) + / dus o5 (e1uy, xus)
L@l -a(P) L@y -=(7) L@y -a$y)
L (@) -alY) L @) L @R -2$)
+ / duy / dusy (bér’s) (e1uy, Eousn) + / dus qﬁff’s) (e1u1, E2us) ]
o (@7 =) 5 (@1 —a13) % (@1 —ol3)

€2 €2

R(Ul, U2)0(8)> G}Y;(tg)

Da die zufillige Anfangsbedingung “uy nach Annahme 3.1 als e-korreliert vorausgesetzt
ist, soll im folgenden untersucht werden tiber welche s bei festem r in Gleichung (3.8)
summiert werden muf, d.h. fiir welche Finiten Elemente 7®) sind die Summanden i. allg.
ungleich Null.

Es sei g1 = (ll - 191)]117 E9 = (lg - 192)h2 mit ll,lz S N, 191,192 c [0, 1) Die Integration
bzgl. u; erstreckt sich iiber

1 T s 1 T 1 T s 1 r s
_(Igl) — )) Su S — (xgl) xn) bzw. (xgl) gl)) Su < — (x(Zl) - x(21)>
€1 €1 €1 &1
Setzt man
e (3.9)
und beachtet m;? = xg? + hq, so folgt
(r,s) (r,s) (rs) (r,s)
kl—gulgu bzw. ugulg ki .
[y — [y =y Iy — [y —

Da R(uy,us) = 0 fiir (uy,us) ¢ [—1,1]%, ist der Summand Null fiir solche s, fiir die

=9 <k oder K" 41<—l+9 baw.
L—0, <k —1 oder k"™ < -1, 40,

gilt. Folglich ist der Summand fiir alle Finiten Elemente 7 Null, fiir die

P > — 9 +1 oder B < —i +09, — 1.
Vereinbart man k;ér’s)hg = aigg) — mg‘;), so folgt aus analogen Uberlegungen das Verschwin-
den der Summanden auch iiber alle s, fiir die

B > 1 — 9+ 1 oder B < —ly + 95— 1.
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kérvs)

pre) 3 2 1 o -1 -2 -3
1

Abbildung 3.4: Summation bzgl. s in (3.8) bei festem r iiber alle Indizes zu den Recht-
ecken des schraffierten Gebietes im Falle [; =2, [ = 1

Abb. 3.4 zeigt im Fall ¢; = %hl, €9 = hg, also fir [; =2, I =1 und ¥, = %, ¥y = 0,
daR tber alle Indizes zu Rechtecken aus dem schraffierten Gebiet zu summieren ist. Die
Summanden sind Null fiir solche Rechtecke T) mit

r,8 5 T8 5 8 r,8
K5 > 2 oder k) <~ baw. kYY) > 2 oder kYY) < 2.
2 2

3.1 Asymptotische Entwicklung hoherer Ordnung

Die Losung des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen mit zufélliger Anfangsbe-
dingung ist nach Gleichung (2.12) im hier betrachteten Fall P = 0 ein Integralfunktional
der Gestalt

uy(t) = Gu(t) /ﬂo(x,w)z_o(ac)dx.

Fiir die in [13] angegebene asymptotische Entwicklung der Korrelationsmatrix K, (¢, t5)
nach der Korrelationsldnge ¢ bis zur Ordnung m iiber dem Gebiet D, mufs die Kernfunk-
tion p die in Annahme 3.3 formulierten Voraussetzungen erfiillen.

Annahme 3.3

e Die Ableitungen D™m2)p(z) := %p(zl, xg) seien fiir n = ny +ny < m stetig,
p ™ oan? P

° D("h"?)]_), m = nj + ng seien absolut stetig und

o D™m2)p fiir n = ny +ny < m+ 1 gehoren zu Ly (D) N Ly(D).
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In der Finite-Elemente-Theorie werden im allgemeinen die Ansatzfunktionen als Funk-
tionen mit lokalem Trager gewahlt. Geht man beispielsweise von linearen oder bilinearen
Funktionen aus, so sind diese nur stetig iiber dem Gebiet D. Die asymptotische Entwick-
lung beziiglich des Gesamtgebietes D kann damit nur bis zur nullten Ordnung angegeben
werden.

Allerdings erfiillen die Ansatzfunktionen {p;}ic,, die Annahme 3.3, wenn sie nur iiber
den Finiten Elementen betrachtet werden. Deshalb kann nun ausgehend von Gleichung
(3.1) eine Entwicklung der Korrelationsmatrix Kj(t1,%2) nach der Korrelationsliange
auch hoherer Ordnung angegeben werden.

Um eine Entwicklung der Korrelationsmatrix K, (1, t2) beziiglich £; und 5 zu berechnen,
werden die Funktionen ¢\ (eyuy, equs), i = 1,...,4 fiir (1,5) = (0,0) in der Form

7,8 e* a i (rs a r,5
¢\ (erur, exus) = Z JD S [ — +Qz(‘,m)+1(€1ulﬂfzu2) (3.10)

lal<m

L . o o
angegeben, wobei die Bezeichnungen u = (uy, us), a = (g, ag),e* = €'e5?,

olel .
W@S(zb 2z9) vereinbart

u® = utug?, |al = a; + ag, ol = ajlag! und DY¢(21, 22) =

werden.

Fiir die weiteren Betrachtungen werden die in Abb. 3.5 angegebenen Bezeichnungen
fiir die benachbarten Elemente von T) verwendet. Dabei bezeichnen etwa T das
rechte Nachbarelement und 7W*) das untere linke. Die Koordinaten der Eckpunkte
Pi(T), i=1,2,34 von T") werden mit Pi(r) = (xz(;),xg)) bezeichnet und entsprechend

die Eckpunkte von 7).

1) (4) (4) (4) @ | @ (4)

o) TWVer) | @
) TN | @

—2h1 —h1 2h1 3hi 1
1
2 T(Nur) @

) ®3) ®3) ®3) @ | @ ®3)

—2ho

Abbildung 3.5: Bezeichnung benachbarter Finiter Elemente von 7"
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Im Fall e; = khy, g5 = lho, k,l = 1,2,... und s = Nul ergibt sich fiir das Gebiet iiber
welches die Funktion QSY’S) integriert wird (vgl. (3.8), Abb. 3.5)

1 r s hl 1 2 th 1 ., .
g(xgl) —ai) = ek Sws g = e g(xgl) — ()
! r s h2 1 2 2h2 1 T s

LU o) = = swm S = Th s Sl o)

oder
(e1u1,e9us) € {(21,22) : h1 < 21 < 2hy, hy < 25 < 2hs}.

Fir £ > 1 und [ > 1 gilt (ug,ug) € [0,1]* und folglich ist i.allg. R(uy,us) # 0, aber der

Entwicklungspunkt (gquy, £5us) = (0, 0) liegt nicht im Definitionsgebiet von ¢! (r Nl . Die
Entwicklung (3.10) fithrt nur im Fall £ = [ = 1 also fiir &y < hy, e < hy zu sinnvollen
Resultaten.

In den weiteren Uberlegungen werden deshalb die Bezichungen
g1 < h; und &9 < hy

vorausgesetzt. Als Integrationsgebiet fiir die ersten Summanden in (3.8) bei festem 7"
ergibt sich in dem gewéhlten Koordinatensystem (vgl. Abb. 3.5)

]. 1 S 1 S ]- S
——al) Sur < —(hy —2)), ——al) <us < —(hy —2t3). (3.11)
&1 &1 E2 &2

Die Korrelationsfunktion R(uy,us) ist Null fiir (uy,up) ¢ [—1,1]%, d.h. fiir

1< —Laf) oder 2\ < —hy, dh. fiir s = (1), Nol, NI, Nul,
i(hl - xﬁ)) < —1 oder 2h; < xﬁ) d.h. fir s = (2),

1< —%xg‘;) oder xﬁ‘;) < —hy d.h. fir s = (3), Nul, Nu, Nur,
é(hQ — xﬁ“;)) < —1 oder 2hy< xg‘;) d.h. fiir s = (4).

Fiir s € {r, Nr, Nor, No} ist i allg. R(uy,us) # 0 und der Entwicklungspunkt (0, 0) liegt
im Definitionsgebiet von ¢§ denn aus Gleichung (3.11) folgt mit h; = h1 , hy = h2 fiir

s=r : 0<wu <hy, 0 < uy < hy,
s=Nr : —h <u <0, 0 < uy < ho,
s= Nor —Elgulgo, _EQSUQSO,
s=No OSulgﬁl, —hy < uy < 0.

Eine Ubersicht der zu beriicksichtigen Terme ¢ET’S) bei festem r in Abhéngigkeit von i
und s liefert die folgende Tabelle. Es ist R(uj,us) = 0 fiir s € {(1),(2),(3),(4)} fur
1 =1,2,3,4.
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1 s: R(uj,uy) =0 s: zu berticksichtigende Glieder
1| Nol, Nl, Nul, Nu, Nur {r,Nr,Nor, No} =: M;
2| Nol,NI, Nul, No, Nor {r, Nr, Nur, Nu} =: M,
3| Nor, Nr, Nur, Nu, Nul {r,Nl,Nol, No} =: M3
4 | Nor, Nr, Nur, No, Nol {r, NI, Nul, Nu} =: My

Tabelle 3.1: Ubersicht der Finiten Elemente 7) bzgl. 7™ und R(uy,us) = 0

Zusammenfassend ergibt sich mit Hilfe der Entwicklung (3.10) aus der Gleichung (3.8)
im Fall e; < h; und &4 < hy die Beziehung

GT(ty) (3.12)
r=1 1=1 seM;

Ry,
Kh<t1,t2) _ Gh(tl)z |: Z (Z Z T ((lrzs C:"zs)cr(S))
|| <m

+om+1(e1,€2)

vereinbart man die Bezeichnungen 1 = (1, 1),

Qg:) : DaqbgT’S)(zl’ Z2)|21:z2:0, i1=1,... 74

und
L (@§)—-a()) L @8y —a())
(rys) .
Ay = ultuy? R(uy, ug)dusduy,
2 (@7 =) S @i a1
11 (le ) 1( (r)_zflz))
(rys) .
Uy = uTtug? R(uy, ug)dusduy,
L@ —2l)) L @) —af)
é@g) (6)) a1 (755{; S))
r7s .
a(()z,3) = / / Ul UQZR(Ul,Ug)dUQdUl,
L@ o)) L @7 -a3)
L@ o)) L (257 -23)
(7"78) .
Aoy = ulus? R(uy, ug)dusdu; .
L@ o) L@ —a)
Mit

(v, w) := / / ulug? R(uy, ug)dusduy
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lassen sich die Ausdriicke a ) durch a.(v,w) angeben, wobei die Werte fiir (v, w) aus
nachfolgender Tabelle 3.2 in Abhanglgkelt von s und ¢ entnommen werden konnen. Diese
Ergebnisse folgen aus den Definitionsbeziehungen der a ") und der Tabelle 3. 1, welche
die Indizes 7, s mit R(u1,us) = 0 angibt.

s\ i 1 2 3 4
r (0,0) (0, —hy) (—=h1,0) | (=h1, —ho)
Nr | (=hy,0) | (=hy,—hs)
Nl (0,0) (0, —hs)
No | (0,—hy) (—h1, —hs)
Nu (0,0) (—hy,0)
Nor | (=hy, —hs)

Nur (—h1,0)
Nul (0,0)

Tabelle 3.2: Werte fiir (v, w) aus a( s) = (v, w); kein Eintrag: ag:’f) =0

(rs)

Zur Berechnung der Terme ¢, ;" werden die Ausdriicke

b—2z1 d—22

Ag’s)(zl, zoja,b,c,d) = / / D(a1,0<2)]2(r)(y1 + 21,0 + 22)@(8))7“(1}1’ y2)dyadyy
a1—1 b—z2

Bgd’S)(ZhZQ;a?b? C) = Z (_1)i+1 / D(alilii’QQ)B(r)(c7 Y2 +Z2)D(i70)(12(8))T(C - ZlayQ)dy27
=0 2
as—1 b—z1

Cg7s)(2’1, 2914, b, C) — Z (_1)i+1 / D(al,az—l—i)y(r) (yl + Zl,C)D(O’i) (Q(S))T(yla c— 22)dy1’
=0

a
a1—1as—1

D) (21, 205 a, b) Z Z 1) plaa=i=iaz=1-j) ()(a b)D(”)( NT(@ — 21,b — 29)
=0 5=0

eingefiithrt und damit ergibt sich

DagbgT’S) (217 22) = Aar78) (Zl? 227 x§1)7 xél)7 x§§)7 $4(12)> —"_ Béﬁr75) (z17 227 x§§)7 xl(lg)7 xgi)>
!

o ) (Z17 22; xgl)a :Lél)’ x4(12)) + D&T,S) (Zla 22; :Léq)’ xé(Lg))’

=

+

Da¢g’s)(zla ) = —A&’ )(Zla Zzadf@éﬁ ,ZU42 79312> B (Zl,z2,$512),x§2),x51))

— Cff’s)(zl, 22; $§1)a xgl)a xgz)) D(T S)(Zla Z2; x§1)7 xﬁ?)
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Da¢i(’>r’S)(Zl> 22) = _At(xr’S)(Zb 22; -1'%1)7 xgq)a I'ESQ), 3:4(12)) Bgﬂ’S) (Zla 22, xg?? $512), 33571))

- Cc(vns)(zla <25 xésl)axgl)axz(iz)> - D&’ )(2’1, 29} 955?7 9@(3)7

Da¢z(1rvs)<z1a 22) - Aarjs)(zb 22; xél)a 3751), xz(LSQ)> .Igg)) + B&n )(Zla 223 xz(LQ)a ZE&?, $§?)

Cg[T’S)('Zl? 22; xgl)> xgl)> xg2)> + DaT’S)(zh 223 x§1)> ‘7752))‘

+

Fiir die qg’f) bestimmenden Ausdriicke AT, BY®) 0% und D fiir (21, 22) = (0,0)
ergeben sich die nachfolgenden Uberlegungen.

Der Integrand D*p™ (y1, 42)(p'*))" (41, y2) des Terms AL(0,0;a,b, ¢, d) verschwindet fiir
r # s aufgrund der Eigenschaften der Elementansatzfunktionen p(r) und p(s). Es gilt
g(")(yl,yQ) =0auf D\ 7, B(s)(yl,yQ) =0 auf D\ 7 und vol(T") N T )) = 0. Somit
ergibt sich Al in folgender Behauptung

AC(0,0;a,b, e d) =0 4 L Hrs g4
A2 : fiir max{aq,as} > 1 bei bilinearen Ansatzfunktionen.
(3.13)
Die Bedingung A2 ergibt sich aus der linearen Struktur von p™) (y; + 21, i + 22) beziiglich
z; und zy bei bilinearen Ansatzfunktionen (vgl. [7]). N

(7’78)

Der Term B(T’S (0,0;a,b,c¢) geht in die Berechnung von ¢, ;” mit den Werten

c e {:1:11 ,:1:21 } ein und das Integral erstreckt sich tiber (a b) € {(:v12 ,:1:4(12)) (555152), xgg))}
Aus der Form des Integranden als Produkt der Faktoren D@1 =1=%22)p(") (¢, y) und

Do) (]_9(5) )2 (c,y) ergibt sich

;

c=2\) fir s ¢ {r, NI}
c= xgi) fir s ¢ {r, Nr}
B2 : fir o] = 0

B1:
B)(0,0;a,b,¢) =0

B3 : fiir oy >3 V ay > 1 bei bilinearen Ansatzfunktionen.
(3.14)

\

Ein &hnliches Resultat folgt fiir C&"%(0,0;a, b, ¢) mit ¢ € {2'7), 2{)} und
(a.b) € {(a},2)), (a7, 217)

(

c= xu) fir s ¢ {r, Nu}
c= 5542 fir s ¢ {r, No}
C2: firas; =0

C1:
C)(0,0;a,b,¢) =0

C3: fir a; >1 V «ay > 3 bei bilinearen Ansatzfunktionen.
(3.15)

\
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Der Ausdruck DY(0,0;a b) ist fiir (a,b) € {P(T) P P PIY (vgl. Abb. 3.5) zu
betrachten. Das Produkt D@0p(") (a, b) D02:32) (p())T(a, b) fithrt auf das Ergebnis

(

(a,b) P fir s ¢ {r, NI, Nul, Nu}
(a,b) = P, fursgé{r Nr, Nur, Nu}
(a,b)

D1 :
P( " fiir s ¢ {r, Nr, Nor, No}

| (a,0) = P" fiir s ¢ {r, NI, Nol, No}
D2 : fiir min{a;, s} =0

a,

D9(0,0;a,b) =0 :

D3 : fiir max{ay,as} > 3 bei bilinearen Ansatzfunktionen.
(3.16)

Die Glieder nullter Ordnung in der Entwicklung von Kj(t1,t2) nach Gleichung (3.12)
ergeben sich fir a = (0,0). Aus (3.13) bis (3.16) folgt

q((gg))l — ¢ET’S)(O, 0) = AES’E))(O, 0;a;,bi,¢i,d;)) =0 fiir s #£r, i=1,...,4

und aufgrund der Bezichung

Ae)(0,050,b, ¢,d) = = A{E) (0,0;b, 0, ¢,d) = — A5 (0,0 a,b,d, )

erhalt man firi=1,....4

Qo = Ao (0,021, 2y ) ) = q(gy).

Es gilt fir a = (0,0)

4

i=1

= Q(M (CLa(O 0)+aa(0 h2)+a04( hl’ +ao‘( hl’_h2>>

= (r,r) / / Ul,U2 du2du1 / / ( ! )du2du1
€1&2 1’

—hy — —h1 —

(vgl. Tab. 3.2). Damit ergibt sich der nullte Entwicklungsterm der Korrelationsmatrix
Kh(tl, tg) als

Rh 4
Ky o(t1,t2) = €162Gp(th) Z C(T q 00% a c) GT(ty)
r=1 =1
mit
1 2
00) - // y17y2 )) (yl yg)dyzdyl und Zaw) / / u1,U2 dUQdU1
T(T) 7h1
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Der Entwicklungsterm erster Ordnung Kj, 1 (t1,t2) von Kjp(ty,ts) wird bestimmt durch

e (N A7)
Z al . qal a,i )
jal=1 i=1

wobei sich die Summe {iber e = (1,0) und a = (0, 1) erstreckt. Fiir & = (1,0) und
i = 1 folgt mit (3.13) bis (3.16)

) _ 4(r)

901,01 (1,0 )(0 0; Qfgsl) 33§1)7-73§2),$4(12)) +B((TS)(0 0; 37%)7334(12)73351))

0)

und weiterhin
q((;g))l =0 fiir s ¢ {r, Nr}.

Aus diesen und dhnlichen Uberlegungen erhilt man

qgf)))l = qg 02 =0 fir s ¢ {r, Nr},
qg:g))s = q((I0)4 =0 fiir s ¢ {r, Ni},
qég‘;))l = q((g s =0 fir s ¢ {r, No},
qégi))z = q((g Ha=0 fir s ¢ {r, Nu}.

Im Fall @ = (1,0) und s = Nr ist qg:;s) = 0 fiir ¢ = 3,4 und mit

avy = ADD0,0;0) ) a5, al)) + BU(0,0:0t), ) )

- BanS) (07 0; J/’g), 954(12)7 xgl))
0y = —ATD0,0;28), 20 2% 2)) — BU(0,0;28), 2, 25)

folgt wegen

() (r)

= T12
/ P (5 ) () (23 )y = — / P v) () (w3 ve) e
o) (s)

T2 e

die Gleichheit an1 = q((l 5. Durch Anwendung dieser Uberlegungen auf den Fall
s = NI ergibt sich zusammenfassend fiir o = (1,0), s#r

q(r’NT)(aa(—El, 0) + ao(—h1,—hy)) s= Nr

4 a,l
Y a0l = 2 g0 (a0, 0) + aa(0, — ) s = NI

i=1
0 sonst.
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Ahnliche Berechnungen fiihren fiir o = (0, 1), s # r auf

. 0 (a0(0, ~h2) + ao(~h1,~h2)) s = No
Y alP el = S U (00(0,0) + aa(—T, 0)) s = Nu
=1

0 sonst.

Der Entwicklungsterm erster Ordnung kann somit unter Hinzunahme des Falls
s = r berechnet werden als

Kpi(ti,ta) = e1e2Gp(ta)

Ry, 4
Z(C(r))T< Z e ( qg:) ((;:)) C(r)
=1

r=1 |a|=1

+14(1 01 (1.0 (=1, 0) + a1 0) (—For, —h2) )CNT)
r,N1 N
+214(; 0y 4(0(1.0) (0, 0) + a1 0 (0, =h) ) O
"N (a0 1(0, —h —h1, ~h))C N
-+ EQQ(O 1) 1 (a(O,l)( ) 2) + a(O,l)( 1, 2))

G (t2).

+ ezq((g jl\g“)( (071)(07 0) + a(0,1)<—ﬁ1, 0))C(Nu)>

Im Falle zweiter Ordnung |«| = 2 erhdlt man mit Hilfe der Beziehungen (3.13) bis (3.16)
die i. allg. von Null verschiedenen Ausdriicke fiir s # r als

( TNT ((Za( E 70)_‘_&&(_%17_%2)) s=Nr
er - a=(2,0)
(a0 (0,0) + an (0, —h2)) s = NI
anlNo (aa(ov ) + aa( El, _E2>> S = NO .
TNu o = (O, 2)
'(aa(0,0) + an(—hy,0)) s = Nu
4 qozrlNr aa( E 70) + qgﬂer a(_ﬁl, _EQ>> S = N?” )
S gl =4 a0y aa(0.0) + 03 Vaa(0,~Ry)) s =N
i1 0 000, =) + 47 aa(~P1, ~F2)) s = No
200(0.0) 4 471 (T, 0) 5= Nu
rNor) - T o = (1, 1)
ao(—hy, —hs) s = Nor
TNOl)aa(Oa h2) s = Nol
(7‘ Nur)aa( hl; O) 5 — NUT
~ TN“”%(O, 0) s = Nul |

und damit den Entwicklungsterm zweiter Ordnung. Entsprechende Ergebnisse lassen sich
fir |o| > 2 angeben.
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3.2 Direkte Berechnung fiir bilineare Ansatzfunktionen

Ausgangspunkt der Uberlegungen dieses Abschnittes ist die Darstellung der Korrelati-
onsmatrix Kp(t1,t2) in der Form (3.8). Im Falle bilinearer Ansatzfunktionen kénnen die

matrixwertigen Funktionen gbl(-r’s)(zl, 29) explizit berechnet werden.

Die Definition
b—z1 d—2z2

e, 220, b,¢,d) ::/ / (1 + 21,92 + 22) () (91, ) dyodyn

a C

fithrt mit den Darstellungen (3.4) bis (3.7) auf

¢Y7s)(2’1, Z9) = (2’1, 22; %1 a$§1 a9312 ,$42 ),
¢§m)(21, 2) = (Z 223 $11 755&1 71’42 73712 )7
¢§3T’S)(Z1, 2’2) (Z 29, m21 a$§1 a$12 751542 )7 (3'17)
¢§1r’s)(21, 29) = TS)(Zh 22} 9521 73551 73742 vxl? )
Im betrachteten Fall gilt
P (Y1, y2) = (08 (01, 92)aemys PY (01, 2) = @alére (11, 42))
mit Yh - {]-7 27 374} und
P1(&1)P1(62)
(0a(&1,62))acy, = %2(51)%1(52) o a1e) = 1=2 dafe) = 2
P2(&1)Pa(a)
P1(&1)Pa(E2)
&) v2} P Py
1 P4 P3
€ = o (y) T
T
A A Y = yre (§) ® (s)
P, P, R Py B -
0 1 & .

Abbildung 3.6: Abbildungen zwischen dem Referenzv1ereck T und einem beliebigen
Rechteck T®) der Vernetzung mit P (xl(ff), a:l(;))
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Mittels der Transformationsvorschrift
22 ffgsl) - $§1) xgu) - $11 &1 $§sl)
Yo 90582)

) () (s) & +

Lag — L1z Lyp — x12
wird die Abbildung von T auf T reahslert Bel der Vorausgesetzten Vernetzung ergeben

sich mit :u(n) xﬁf =0, x22) —xg = 0 und %1 —xﬁ = hy, x42) —x§2 = hy die Beziehungen

g1 =h& + 2, yo = hoby + 2ty bzw.

& =) = - —al)). & =%l = 3-0e —af))

also pS’ (y1,¥2) = va(€1(y1), %€2(y2)). Ebenso folgt
pg)(yl + 21,92 + 22) = @i (Y1 + 21), (Y2 + 22)).

Zur vereinfachten Schreibweise wird

&1 ="6(y1), &= %(y2) und 51 ="C(y + 21), 52 = "6 + 2)

vereinbart und fiir den Integranden von F (%) ergibt sich

_ _ T
1-8)0-8 ] [0-a0-a
I := B(r)<yl + 21,92 + Zz)(ﬁ(s))T(yh Yo) = & (515252) 51(;2252)
(1-£), (1 —=&)&
Mit den von (yg, 2), k = 1,2 abhéngigen Funktionen
ap =1 =&)L —&), be=01—-E&)&% =81 —&), di=E8
und
A= | b’“] fiir k= 1,2
Cp dk
ergibt sich
(51058 a2b1 b2b1 bg(ll
[= |26 axdy badv bacolpg 0y g A (g, 7)) P. (3.18)

cac1  cady  dody  docy

coa1  c2by  doby  doay

Dabei wurde als [4 x 4] Matrix A; ® Ay = ax i ey vereinbart. Die Matrix
bQAl CQAl
100 0
p_ 0100
0001
0010
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ist fiir die Vertauschung der dritten und vierten Zeile bzw. Spalte verantwortlich. Fiir
die zu berechnenden Gréfe F(*) folgt

b—2z1 d—zo
F(T’S) (21, Z9, Q, b, C, d) =P / Al (yl; Zl)dyl (059 / A2<y2, ZQ)dyQ P. (319>
Die Funktionen QSET’S)(zl, 2), i =1,...,4 ergeben sich dann aus

b—z1

/ Ar(yr, 20)dys - fiir (a,b) € {(21),25)), (23], 217)} und

a
d—zo

/ Aol z2)dys fir (e, d) € {(25,2%), (25, 2%)}.

Im Fall [ Ay(y1,21)dy, fiir (a,b) = (23, 25)) wurde

hi& =y, — xﬁ) und hlél =1y + 21 — xﬁ)

gesetzt. Durch die Einfithrung von

T8 1 7,8 . r.s r
7I§ )( 1) = h—(zl - k?§ ’ )hl) mit ki ’ )h1 = Igl) - xif (vel. 3.9)

1
folgt
h_ — (8 () (s) —h h (1,3) dd 't_ — ()
1§19 =y — 2y + 21— 2y + Ty 161+ hany (1) und damit § = & +my 7 (21).

Mit der Variablensubstitution h1& = y1 — xﬁ) ergibt sich

(r)

Toy —Z1 1-n
1-&—n1-&) 1-&—n&
A ,21)dyr = h d&q,
(Z 1(3/1 21 U1 =mn 0/ €1+n 1_51) (§1+7])§1 &1

schreibt man abkiirzend n = 1(z;) fiir n\"**)(z1). Einfache Berechnungen fithren auf

r
acél) —Zz1

B1(21,h17kgr’3)) = / Al(ylazl)dyl
()
_ gy |@om@tn) (=)
6 44+l (1-=n)(2+n)
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Im Fall (a,b) = (2%, 2{7)) erhélt man

(r) _

L1 —*1 -
Bo(or. by k59) = Ay(os o)y — by [ |G = mA =) <1—§1—n>§1]d
2(21, h1, by ) x 1(y1, 21)dys 1/[ 61t — &) 61+ ) &1
h —I+nE-n) —n*+dn-1 (rs)
= - , = 21).
g L+ (1t —(1+n)(2—77)] n=m""(z1)

Die Substitution hofs, = y» — 213 in Verbindung mit

= r,5 r,5 1 7,5 7,8 r s
€y =&+ 15" (20), 1S (20) = h—2(22 — kP ho), kS P hy =2l — 2ty

liefert
d—zo

By (29, ho, kY fiir ¢ = 248, d = 2%)
AZ(y2722>dy2 _ 1( 2, 162, v ) 12 42

By(22, ho, kg’s)) fiir ¢ = xfé), d= xgz)

C

Schlielich lassen sich die matrixwertigen Funktionen ¢\ (21, 2) aus (3.17) mit Hilfe
der Darstellung (3.19) schreiben als

1 (21,22) = P[Bi(z1, h, kY’S)) ® Bi(22, ha, kg’S))]P’
$) (21, 22) = —P|Bi(z1, hu, k") @ Ba(2a, ha, k")) P,
Qb:(ar’s)(zh 22) = —P[By(21, hu, kY’S)) ® Bi(z2, ha, kg’S))]P’
U9 (21,22) = PlBazr, hu, k™) @ Ba(2y, ho, k")) P.

Die Elemente der 4 x 4 Matrizen besitzen die Form
Oé(Zl, Zg) = (512? +f612% + 5121 + Cfil)(agzg +EQZ§ + 5222 + 672)

und die Summanden der Korrelationsmatrix Kj(t1,t2), gegeben durch (3.8), lassen sich
nunmehr nur noch als Doppelintegrale der Gestalt

p(rs) gris)

/ / a(euy, eaug) R(uy, ug)dusduy

a(rs) ¢(rss)

angeben.

3.3 Explizite Berechnung

In diesem Abschnitt wird die Korrelationsmatrix Kj(t1,t2) aus (3.8) fiir spezielle Arten
der Vernetzung explizit berechnet. Ausgangspunkt der Uberlegungen ist wieder die Zer-
legung des Integrationsgebietes in Summen von Integralen iiber Finiten Elementen (vgl.

(3.1))
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Kn(t1,t2) = Gp(th) Z / Reggemy (y — 2)(CUN) T (2) (pN) T (y) CWdyda G (L),
mSEXh () (o)

(3.20)
mit x, = {1,..., Ry}. Aufgrund der angenommen e-Korreliertheit der zuféilligen An-
fangstemperatur %, besitzt deren Korrelationsfunktion fiir z = (21, 2,) € T die Ei-
genschaft

Rsmfao(y —x) = 0 fiir [y; — 551\ >e1 Vo |y — 32| > €.

Somit sind die Integrale iiber den Finiten Elementen T fiir festes x € T") hochstens
dann von Null verschieden, wenn 7) N D,(x) # () mit

DE(ZE) = {y eDnN (IL‘l —£&1,21 +51) X (132 — E9,T9 +€2)}.

Im Fall der Zerlegung von D mit Rechtecken wird die lokale Numerierung und deren
Knotenpunkte geméfs Abb. 3.7 bezeichnet.

(5, 2) (5, 255
4 3
()
1 2
(17, 2%) (5, 255

Abbildung 3.7: Lokale Numerierung der Knoten des Elements 7°(")

Bei festem r € Yy, ist die Summe iiber s in Gleichung (3.20) aufgrund der e-Korreliertheit
der Anfangstemperatur nur iiber solche Finiten Elemente T®) zu erstrecken, fiir die
seM }({Z erfiillt ist. Dabei ist die Menge M g )E definiert durch

Myl ={s € R af) Vg € (o) —enay) +en) A ol vl € (o) —enaly) +e2)).

So ergibt sich aus Gleichung (3.20) fiir die numerische Berechnung die Beziehung

Kp(t1,t2) = Gu(t) Z > / / Renero (y — 2)(CT) T (2) (pN) T (y) O dydar G (8).
Lsem) 7 7o)

Betrachtet man Abb. 3.8, so ist a € MR und fiir y € T@W\ {y : y1 < xél + &1} gilt

x1 —y1| > e fiir alle z € T(T), woraus Regeq,(y —x) =0
0 0

folgt.
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- 25 + e
. )
2y

2y — e

I I
o)~y ) z) +er

Abbildung 3.8: Integrationsgebiet fiir festes r € yx;, beziiglich s € M 1(%T)e

Bei einer Zerlegung des Gebietes D mit Dreiecken wird vorausgesetzt, dak die Dreiecke
zwei achsenparallele Seiten besitzen, so daf nur die in Abb. 3.9 dargestellten Grundtypen
von Finiten Elementen auftreten.

Ahnlich dem Fall von Rechteck-Elementen ist bei festen r € y;, die Summe iiber s
in Gleichung (3.20) aufgrund der e-Korreliertheit der Anfangstemperatur nur iiber alle

s € Mg)6 mit
Mg)a ={s€Xn: xﬁ) \ xgj) S J1(T) A JUSSQ) \ xész) € JQ(T)} wobei
K= () = e +en), B = (o = el 4 22).

zu erstrecken (vgl. Abb. 3.10).

v b (28], a5 (a5, 25y w2 (5, 253)

2 3 3

T(r)
9(y1) 9(y1)
(")
1

(r)" (r) L 2
(@7, 1) @7, 2{) (5, 253)
1117 ‘7"17

Abbildung 3.9: Lokale Numerierung der Dreieck-Elemente 7

Fiir 7@ gilt a € Mg’)s, da 2\ € J, 29 e J | aber Regyeq,(y — ) = 0 fiir 2 € T,
y € T . Die Finiten Elemente 7@ und T'® bediirfen also einer genaueren Betrachtung.
Uber s = a mufs nicht summiert werden, wohingegen s = b € M gl in die Summation
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aufzunehmen ist. Um sich bei der numerischen Realisierung weitere Test zu ersparen, ist
es sinnvoll iiber s = a zu summieren, das Ergebnis ist Null.

% - acg;) + &9

gy

71y

(r)

=Ty —E2

I 1
ay —er ) o) x5 + e

Abbildung 3.10: Integrationsgebiet fiir festes r € x; beziiglich s € M g )

£

Eine einfache Uberlegung zeigt (vgl. Abb. 3.11), daf im Falle eines solchen Finiten Ele-
mentes 7@ dieses nur betrachtet werden muf, wenn
(r) (r) xé‘? - ﬂfg) (a) (a)
g(zs) +e1) > x5 — e mit g(x1) = W(ml — 1) + 215 -
T3r — I1p

Z2

:c:(fl) +e1

L3

(r) _

D) €2

7
75

_

Li2

9 4

Ty

Abbildung 3.11: Beispiel eines Finiten Elementes am Rand des Korrelationsgebietes

4 Numerische Beispiele

Die Anfangsbedingung °u, determiniert die zufillige Temperaturverteilung zum Zeit-
punkt t = 0 im Gebiet D. Der Einfluf dieser Bedingung auf die Temperaturverteilungen
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im Gebiet D zu spéteren Zeitpunkten wird durch die Naherungslosung (2.8) des betrach-
teten RAWP (2.2)

beschrieben. Die Abb. 4.1 bis 4.4 zeigen eine Realisierung von u(t, x,w) zu den Zeitpunk-
tent =0;5-1075;107%;5-10~%. Zum Zeitpunkt Null ist die zufillige Anfangstemperatur
dargestellt und es zeigt sich, daf sich die Temperaturverteilung auf D mit der Zeit aus-
mittelt.

Abblldung 4.1: Eh(t,xl,xg) flirt =0 Abblldung 4.2: ﬂh(t, x1, 332) firt=>5-107°

Abblldung 4.3: ﬂh(t, .’El,xz) fir t = 10~* Abblldlll’lg 4.4: ﬂh(t, xy, :UQ) firt=>5-10"*

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Korrelationsmatrix E{w,, (t;)u} (t2)} des zeit-
abhangigen Koeffizienten u,;, aus zwei verschiedenen Sichtweisen heraus berechnet. Zum
einen wurde die asymptotische Entwicklung (3.12) angegeben und zum anderen eine
explizite Berechnung, welche sich aufgrund der polynomialen Struktur der Ansatzfunk-
tionen p;, ¢ € x5 anbietet.
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Eine weitere Moglichkeit Informationen zur Matrix E{w,, (t;)u] (t2)} zu erhalten, bieten
statistische Resultate aus der Simulation des Systems gewohnlicher Differentialgleichun-
gen (2.10). Die zuféllige Anfangstemperatur “uy wird dabei durch ein zufélliges, homo-
genes, stetiges Moving-Average Feld generiert (siche dazu [1], [8], [9], [12]).

In diesem Abschnitt sollen die auf den verschiedenen Wegen berechneten Varianzen

E{u, (0l (1)} = Gi(t)SGT (1) mtS://ﬁ%%@—@mmﬂwmw

miteinander verglichen werden. Das Gebiet D wurde dazu als das Quadrat
[—0.5,0.5] x [0, 1] gewahlt, welches fiinfmal total mittels Rechtecken verfeinert wird. Die
Korrelationsfunktion der zufélligen Anfangstemperatur “ug ist gegeben durch

2 2
<1 _ |y18—1$1|> (1 _ \y28—2z2\> ’yl _ 371‘ < e,
2

E{ty(x1, 22) o (y1,y2)} = 0 Y2 — 32| < &2 (4.1)

0 sonst.
Die Ansatzfunktionen p;, i € x; werden in diesem Fall als bilinear vorausgesetzt (vgl.

[7]). Als Korrelationslingen wurden £; = €9 = hy = hy = % gewahlt, so dafs auch die
asymptotische Entwicklung von E{w, (t)u] ()} berechnet werden kann.

Vorangestellt seien allerdings folgende Uberlegungen. Die Approximation der stetigen
Anfangsbedingung “%g(z,w) des RAWP (2.2) ist nach (2.8) gegeben durch

wobei gilt
u,(0,w) = M, 'd(w), d(w)= /Eﬂo(x,w)z_)(x)dx. (4.2)

Durch die in (4.1) gegebene Korrelationsfunktion ergibt sich eine konstante Varianz fiir
U, es gilt
E{*ty(z)*} = 0* YV € D.

Die Varianz der approximativen Losung @y, (¢, z,w) des RAWP (2.2) zum Zeitpunkt ¢ = 0
besitzt dagegen die Gestalt

E{@(0,2)°} = ) E{uni(0)un;(0)}pi()p;(@).
LIEXR
Mit Hilfe der Anfangsbedingung (4.2) des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen
(2.10) ergibt sich

E{u,(0,2)°} = Y > MM, L E{dad,}pi(2)p;(x)

4,JEXh a,bEXH

= Y Say Myip(x) Y My ().

a,beExn 1EXR JEXh
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1 fiici— &
Fiir einen beliebigen Knotenpunkt & = Py gilt die Beziehung p;(z) = e

0 sonst
und somit
E{1,(0,2)°} = Y SaM, 1, M4, (4.3)

a,bexn

Die Massematrix M), besitzt aufgrund ihrer Definition My = ((p;,p;)o)ijey, und der
Eigenschaften der Ansatzfunktionen p;, ¢ € x; eine Bandstruktur. Die Inverse M, !
dagegen ist vollbesetzt. Numerische Rechnungen zeigen, dafs die werteméfig grofsten
Eintrége von M, U auf der Diagonale M, . ,ik, k € xp zu finden sind. Dabei gilt die Relation

1 “1 1
My ik > My, > My kg

wobei k; fiir die Indizes der vier Eckpunkte steht, ko fiir die Indizes der Randpunkte und
ks fiir die Indizes der inneren Punkte. Den Eckpunkten werden also besonders grofse Wer-
te zugeordnet. Aufgrund dieser Struktur der Matrix M, ' ergibt sich aus Gleichung (4.3)
ein unterschiedliches Verhalten der Varianz E{@; (0, x)*} in den Randknoten und inneren
Knoten (vgl. Abb. 4.5), insbesondere ist sie nicht konstant. In den Abb. 4.6 bis 4.8 sind

Abbildung 4.5: Approximation der Anfangsbedingung %y (z,w) durch (0, z,w)

die mittels der asymptotischen Entwicklung (bis zur Ordnung sechs), der expliziten Be-
rechnung und der Simulation erhaltenen Varianzen E{wu(t, x)*} zum Zeitpunkt ¢ = 107°
dargestellt. Die Simulationsergebnisse wurden dabei auf Basis von 10° Realisierungen er-
mittelt. Am Rand I'; ist die Neumann-Randbedingung g—ﬁ(t, x) = 0 gestellt, wohingegen

an den Réndern I's;, ¢ = 2,3,4 die Robin-Randbedingungen g—ﬁ(t,x) — ou(t,z) =0
mit a; = o = 10 gesetzt sind. Die Robin-Randbedingungen gehen in die Berechnung der
approximativen Losung wy, tiber die Steifigkeitsmatrix K, ein.
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Abbildung 4.6: Entwickelte Varianz Abbildung 4.7: Explizit berechnete Varianz
E{uy(t,z)?} zut =107 E{uy(t,z)?} zut =107

Abbildung 4.8: Simulierte Varianz E{uy,(t,2)?} zut = 107°

Es zeigt sich, daft die Werte gut iibereinstimmen, was auch bei allen nachfolgenden
Betrachtungen der Fall ist. Deshalb wird im folgenden statt drei nur noch eine Abbildung
angegeben.

Wie eingangs schon erwédhnt erfolgt die Entwicklung bis zur sechsten Ordnung, bei
der dann der Approximationsfehler verschwindet. Die Approximationsgiite der Ent-
wicklung verdeutlicht die Abb. 4.9, welche die Werte der entwickelten Varianzmatrizen
E{u,(t, z)?} fiir die Ordnungen null, eins und zwei zum Zeitpunkt ¢ = 107° als Schnitte
in x;-Richtung durch das Gebiet D an der Stelle o = 0.5 darstellt. Es zeigt sich, daft mit
jeder weiteren Ordnung das Approximationsergebnis verbessert wird und bei Ordnung
sechs die exakte Darstellung erreicht ist.

Die folgenden Abb. 4.10 bis 4.15 zeigen den Verlauf der Varianz E{uy, (¢, z)?} in Abhéngig-
keit von den Wéarmeiibergangszahlen «;. Die Robin-Randbedingungen an den Réndern
I's;, i =2,3,4 lauten

Ju

8—N(t, x) = ou(t, x).
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6500F T

6000 - ——— Exakt

5500
so00f -
8 500
4000
3500

3000 -

Abbildung 4.9: Vergleich der Entwicklungen von E{uj(t,2)?} fiir verschiedene Ordnun-
gen, xo = 0.5, t = 1075

Je grofer die Warmeiibergangszahl «; ist, desto grofser ist der Warmeflufs iiber den Rand
I's ; und dementsprechend mitteln sich Temperaturunterschiede schnell aus. Fiir a; — oo
geht die Robin-Randbedingung in eine Dirichlet-Randbedingung iiber, d.h. in diesem Fall
ist am Rand die Temperatur und nicht der Wéarmeflufs vorgegeben. Diese Eigenschaften
spiegeln sich auch in den Abb. 4.10 bis 4.15 wieder. Fiir a; = o = 10, © = 2, 3,4 ist kein
grofer Unterschied zu der Neumann-Randbedingung %(t,x) = 0 am Rand I'y, welche
den Fall der Wérmeisolation beschreibt, zu erkennen. Die Fluf {iber den Réndern I's; ist
schwach bzw. am Rand I'y gleich Null. Somit mitteln sich Temperaturunterschiede am
Rand schlechter aus und die Varianz bleibt hoch (vgl. Abb. 4.10 und 4.11).

8000
7000

N 6000

]

3

> 5000

4000

3000

Abbildung 4.10: E{u,(t,2)?} zu t = 107° Abbildung 4.11: E{u,(t,z)*} zu t = 1074
und o = 10 und o = 10

Fir a; = a = 100 bzw. a; = a = 1000, 7 = 2, 3,4 erhoht sich der Warmeflufs und es
ist ein deutlicher Unterschied zur Neumann-Randbedingung am Rand I's zu erkennen.
Temperaturunterschiede werden schnell ausgemittelt und so sind die Varianzen an den
Réndern I's;, © = 2, 3,4 kleiner als im Inneren des Gebietes.

Workshop ,,Stochastische Analysis* 27.09.2004 — 29.09.2004



200 A. Kandler, M. Richter, J. vom Scheidt

8000

7000

6000

5000

4000

3000

Abbildung 4.12: E{w,(t,x)*} zu t = 107> Abbildung 4.13: E{u,(t,z)?} zu t = 10~*
und o = 100 und o = 100
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Abbildung 4.14: E{w,(t,2)*} zu t = 107° Abbildung 4.15: E{a,(t,z)?} zu t = 10~*
und o = 1000 und a = 1000

Die Abb. 4.16 zeigt das rasche Abnehmen der Varianz mit zunehmender Zeit. Dargestellt
sind wieder die Werte der Varianzmatrizen E{u(t,z)?} mit a; = a = 10, i = 2,3,4
zu den Zeitpunkten ¢ = 107°,107%,1073,1072 als Schnitte in x;-Richtung durch das
Gebiet D an der Stelle x5 = 0.5. Da nur zum Zeitpunkt ¢ = 0 Zufall in das System
(2.10) tiber die Anfangsbedingung “%, eingebracht wird, mittelt sich dieser Einfluf mit
zunehmender Zeit aus. Die Abb. 4.17 verdeutlich diesen Zusammenhang nochmals. Hier
wurde die Varianz im Punkt (0,0.5) (Knotenpunktnummer 347) in Abhéngigkeit von der
Zeit dargestellt.



Parabolische Randanfangswertprobleme mit zufélliger Anfangsbedingung
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Abbildung 4.16: Vergleich der Varianzen E{ay,(t, z)?} fiir z2 = 0.5, o = 10 zu verschiedenen
Zeiten
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Abbildung 4.17: Varianz E{uy (¢, x)?} fiir 2 = (0,0.5), a = 10 in Abhingigkeit der Zeit
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