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Capitulo 1

Axiomas

Los axiomas de la teoria Z de Zermelo son los siguientes enunciados.

1. Extensionalidad. Vey(Vu(u € x <~ u € y) — z =y).
Axioma del par. Vey3zVu(u € z - u = Vu=y).
Axioma del conjunto potencia. VaxIyVu(u € y < u C z).

Axioma de la unién. VoIyVu(u € y < Fv(u € v Av € x)).

DA el

Esquema de separacién. Para cada férmula o(u,z1, ..., z,):

Voy ...z VedyVu(u € y — u € z Ap(u, x1,...,Ty)).

6. Axioma del infinito.

JyFz(r e yAVuu g x) AVe(x €y — Fz(z € y AVu(u € z = u € x Vu=u1x)))).

La teoria ZF de Zermelo-Fraenkel tiene ademaés de estos axiomas el esquema de reemplazo:
para cada férmula @(u, v, x1,...,x,):

Vaq ... xn(Vuvw(e(u, v, 21, .. xn) Ap(u,w, 21, ... 2,) = v =w) — VeIyVo(v € y < Fu(u € zA

(U, v, 21, ..., Ty))).

Observacion 1.1 FEl esquema de separacion y el axioma del par se obtienen a partir del axioma
de reemplazo y los restantes axiomas de Z.

Si o(u, 1, ...,2z,) es una férmula, a, ..., a, son conjuntos y existe un conjunto b tal que
Vu(u € b p(u,a1,...,a,))

entonces nos referimos a este (inico) conjunto b con la notacién {u : p(u,as,...,a,)}. El axioma
del par dice que {u: u =12V u =y} existe, el axioma del conjunto potencia dice que {u: u C x}
existe, el axioma de la unién dice que {u : Jy(u € yAy € )} existe y el esquema de separacién dice
que {u:u € zAp(u,x1,...,u,)} existe. La paradoja de Russell establece que {u : u € u} no existe,
es decir, no es un conjunto. De ello se sigue que tampoco {u : w = u} es un conjunto. Es posible
dar entidad a todas las colecciones del tipo {u : ¢(u,x1,...,2,)} pero no con todos los atributos



de los conjuntos. Ello puede hacerse en una teoria de clases que presentamos a continuacion.
Esto no significa que se inicie un proceso que pueda ser iterado pues ni se consideran a todas las
clases como una totalidad ni se contempla la posibilidad de formar clases de clases. Las clases
son simplemente los conjuntos y las colecciones definibles de conjuntos y aqui definibles significa
definibles mediante férmulas que hablan inicamente de conjuntos.

La teoria BG de Bernays-Godel trata de clases y de conjuntos. Los conjuntos son las clases
que son elementos de otras clases. Ello se concreta en la siguiente definicion

Vo (Cx < Jyx € y).

Una férmula todos cuyos cuantificadores estén restringidos por el predicado C' (es decir, sean de
la forma Jz(Cx A p) y Vz(Cz — ¢)) es una férmula que cuantifica sobre conjuntos y no sobre
clases arbitrarias. Equivale a una féormula arbitraria en el contexto en que sélo hay conjuntos. Los
axiomas de BG son los siguientes enunciados:

1. Extensionalidad. Vey(Vu(u € x — u € y) — z =y).
2. Existencia de conjuntos. JxC'z.

3. Formacién de clases. Para cada férmula p(u,x1,...,%,) todos cuyos cuantificadores estdn
restringidos a C:
V..o, IyVu(u € y « Cu A p(u, x1,...,2,)).

Este esquema de axiomas permite hablar de la clase {u : ¢(u,z1,...,2,)}, que puede ser o
no un conjunto.

Axioma del par. Voy(Cz A Cy — 32(Cz AVu(u € z s u=xVu=y))).
Axioma del conjunto potencia.Vz(Cz — CP(z)), donde P(z) = {u:u C z}.
Axioma de la unién. Vz:(Cx — C'|Jz), donde X ={u: Jv(u evAv € x)}.

Axioma de separacién. Vay(Cx — Cx Ny), donde z Ny ={u:u€xAu€y}.

® N ke

Axioma del infinito.

Jy(CyATz(zeyANVuu gxz)AVe(zr €y — Fz(z € yAVu(u € z > u € zVu=1)))).

9. Axioma del reemplazo. Vzy(Cz A Vuvw((u,v) € y A (u,w) € y — v = w) — Cylx]), donde
zly] = {v: Ju(u € z A (u,v) € y)}.

Observaciones 1.2 1. En la enunciacion de los anteriores aziomas el par ordenado (u,v) tie-
ne el significado habitual si u,v son conjuntos. Puede suponerse definido de modo arbitrario
por razones formales cuando u o v no son conjuntos. Es conveniente hacerlo de modo que
st (u,v) es un conjunto también u y v lo sean. Ello permite simplificaciones en la escritura
de las formulas con cuantificadores restringidos a C'.

2. El esquema de separacion y el esquema de reemplazo han quedado ahora convertidos en
dos axiomas. Pero ha aparecido un nuevo esquema axiomdtico, el esquema de formacion de
clases. De hecho este esquema es reemplazable por un nimero finito de axiomas. Por tanto
BG es finitamente aziomatizable. ZF no lo es.

3. BG es una extension conservativa de ZF en el sentido de que los enunciados acerca de con-
juntos que se obtienen en una y otra teoria son exactamente los mismos. Mds precisamente,
si o es un enunciado de ZF y o€ es el enunciado de BG obtenido al restringir todos los
cuantificadores de o al predicado C, entonces

ZF |= 0 siy sdlo si BG = o©.



4. En el esquema de formacion de clases de BG pueden usarse formulas con simbolos defini-
dos siempre y cuando estos simbolos hayan sido definidos mediante férmulas con todos los
cuantificadores restringidos a C.

En la teoria BG se definen operaciones con clases de modo andlogo a como se hace en ZF con
conjuntos. Las clases que no son conjuntos se llaman clases propias. Por ejemplo, la clase universal

V=A{u:u=u}

es una clase propia. Obsérvese que Yu(Cu < u € V). Una clase relacional es una clase cuyos
elementos son pares ordenados de conjuntos. Por tanto las relaciones son las clases relacionales
que son conjuntos. Una clase funcional es una clase relacional F' tal que

Vuvw((u,v) € F A (u,w) € F — v =w).

Asi una clase funcional que es un conjunto es una funcién.



Capitulo 2

Conjuntos bien ordenados

Definicién 2.1 (Conjunto ordenado) Decimos que (A4,<4) es un conjunto parcialmente or-
denado si <4 es un orden parcial estricto de A. Si el orden es total decimos que (4,<4) es un
congunto totalmente ordenado o simplemente un conjunto ordenado.

Definicién 2.2 (Funcidén creciente, inmersién, isomorfismo, automorfismo) Si(A,<4)y
(B, <p) son conjuntos ordenados y f: A — B definimos:

1. f es estrictamente creciente si Vab € A(a <4 b — f(a) <p f(b)).

2. f es una inmersion de (A, <4) en (B,<p) si f es inyectiva y Vab € A(a <4 b < f(a) <p

f ().

3. f es un isomorfismo entre (A, <4) y (B,<p) si f es una inmersién exhaustiva de (A, <,)
en (B, <B)-

Si existe un isomorfismo entre (A4,<4) y (B, <p) decimos que (4,<4) y (B, <p) son isomorfos
y escribimos (A4, <4) = (B, <g). Un automorfismo de (A, <4) es un isomorfismo entre (A, <4) y
(A, <A)~

Observacion 2.1 Toda funcidn estrictamente creciente entre conjuntos ordenados es una inmer-
S10M.

Observaciones 2.2 Sean (A4,<4), (B,<p) y (C,<c¢) conjuntos ordenados.
1. (A, <a) = (A, <4).

2. Si(A,<4)
3. Si(A,<a)=(B,<p)y(B,<p) = (C, <), entonces (A, <4) = (C,<¢).
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(B, <B), entonces (B,<p) = (A,<4).

Definicién 2.3 (Suma y producto de conjuntos ordenados) Sean (A,<4) y (B,<p) con-
juntos ordenados.

1. Si ANB =1, se define la suma de (A4, <4) con (B, <p) como el orden (A4, <4)® (B,<p) =
(C,<¢)donde C =AUBya<cbe (a<abVa<pbV(ae ANDbE B)).



2. El producto de (A,<4) y (B,<p) se define como el orden (A,<4) ® (B,<p) = (C,<¢)
dondeAszC’y(ab)< (c,d)siysdlosib<pdV(b=de BAa<yc).

Observaciones 2.3 Sean (A, <a4), (B,<p) (4',<a/) y (B, <p’) conjuntos ordenados.
1. Sea ANB=ANB=0. 5 (A, <4)=2(A,<a) vy (B,<p)=(B,<p), entonces

(A, <A) S5 (B, <B) = (A/, <A/) > (B/, <B/)~

2. Si(A,<a)=(A,<a) y(B,<p)=(B,<p), entonces

(A,<4)® (B,<p) & (A/, <a4)® (B/, <pr).

Definicién 2.4 ((A,<4) < (B,<p)) Sean (A,<4) y (B, <p) conjuntos ordenados. La notacién
(A, <4) < (B,<p) indica que (A4, <4) es isomorfo a un segmento inicial propio de (B, <g). Re-
cordemos que X C B es un segmento inicial de (B,<p) si (Vab € B)(a <pbAbe X — a € X).
El segmento inicial X es propio si X # B. En general consideramos a los subconjuntos X de B
ordenados con el orden heredado a <x b < (a,b € X Aa <p b). En la préictica usamos la notacién
(X,<p) en vez de (X, <x) vy se entiende que el orden debe restringirse a X.

Observacién 2.4 1. Para cualesquiera conjuntos ordenados (A, <4), (B,<p) y (C,<¢): si
(A,<4) < (B,<B) y (B,<B) < (C,<¢), entonces (A,<4) < (C,<¢).

2. Emisten conjuntos ordenados (A, <) tales que (A, <4) < (A, <4).

3. Para cualesquiera conjuntos ordenados (A,<4) y (B,<p): (4,<4) < ( ,<B) sty solo si
existe un conjunto ordenado (C,<c) tal que C # 0, ANC =0 y (4,< A) & (C,<¢) =
(A, <A)-

Definicién 2.5 (Buen orden, conjunto bien ordenado) < esun buen orden de A si < es un
orden estricto de A en el que todo subconjunto no vacio tiene un menor elemento. Tal orden debe
ser necesariamente total. (A, <) es un conjunto bien ordenado si < es un buen orden de A.

Observaciones 2.5 1. Todo orden finito es un buen orden.
2. El orden de los nimeros naturales es un buen orden.
3. Ni el orden de los niumeros enteros ni el orden de los nimeros racionales son buenos drdenes.
4. Todo suborden de un buen orden es un buen orden.
5. La suma y el producto de buenos érdenes es un buen orden.
Proposicién 2.6 (Principio de Induccién) Sea (A4, <a) un conjunto bien ordenado y X C A.

Si
(Va e A)(Vb(b<gaa—be X)—acX)

entonces X = A.

Prueba. Supongamos que A # X y sea a el menor elemento de A \ X. Obviamente a ¢ X pero
Vb(b <4 a—be X).



Lema 2.7 Sean (A, <4) un conjunto bien ordenados. Si f : A — A es estrictamente creciente,
entonces (Va € A)f(a) >4 a.

Prueba. Efectuando una induccién supongamos que a € A y que para cada b <4 a, f(b) >4 b.
Asi, si b <4 a tenemos que f(a) >4 f(b) >4 b. Por tanto f(a) >4 a.

Proposiciéon 2.8 1. Todo conjunto bien ordenado es rigido, es decir, su unico automorfismo
es la identidad.

2. Entre dos conjuntos bien ordenados hay a lo sumo un isomorfismo.

Prueba. 1. Sea f un automorfismo del conjunto bien ordenado (4, <4). Por el lema 2.7, f(a) >4 a.
Como también f~1 es un automorfismo de (4, <4), de nuevo por el lema 2.7, a = f~(f(a)) >a
f(a). Por tanto a = f(a). El punto 2 se sigue de 1 dado que si f y g son isomorfismos entre (A4, <4)
y (B,<p), entonces g~ ! o f es un automorfismo de (A, <4) y por ello debe ser la identidad, en
cuyo caso f = g.

Proposicién 2.9 1. Si (A,<4) es un conjunto bien ordenado, no existe ninguna inmersion
de (A, <a) en un segmento inicial propio de (A, <a).

2. No eziste ningin conjunto bien ordenado (A, <4) tal que (A, <4) < (A, <4).

3. No existen conjuntos bien ordenados (A,<a) y (B,<p) tales que (A,<4) < (B,<p) y
(B,<B) < (4,<4).

Prueba. 2 se sigue inmediatamente de 1y 3 se sigue de 2. Respecto a 1, supongase que f es una
inmersién de (A, <4) en un segmento inicial propio X de (A, <4). Sea a el menor elemento de
AN X. Por el lema 2.7 f(a) >4 a, en cuyo caso a € X pues X es un segmento inicial. Esto es una
contradiccién ya que a & X.

Teorema 2.10 (Comparabilidad de conjuntos bien ordenados) Si (A,<4) y (B,<p) son
conguntos bien ordenados, se da exactamente uno de los tres siguientes casos:

1. (A,<a) = (B,<B).
2. (A, <a)=(B,<sB).
3. (B,<B)-<(A,<A).

Prueba. El hecho de que no puedan darse dos de estos casos es una consecuencia de la proposicién
2.9. Para establecer que al menos uno de ellos se da consideremos la relacién

f={(a,b) € Ax B: (A4, <a) = (By,<p)}

donde A, ={z € A: 2 <,a}y By,={x € B:xz <p b}. Obsérvese que A, y B} son segmentos
iniciales propios. De la proposicién 2.9 se sigue que si b # b entonces By, y By no son isomorfos y
por tanto que f es una funcién. Es facil ver que el dominio de f es un segmento inicial de (4, <4) y
que el recorrido de f es un segmento inicial de (B, <p). Veamos que f es estrictamente creciente.
En caso contrario hay a,a’ € A tales que a <4 a pero f(a) >p f(a'). Sea g un isomorfismo
entre (Aq,<a) y (Bf(a),<p) y sea h un isomorfismo entre (Au,<a) y (Bya), <p). Entonces

g~ ! oh es una inmersién de (A, <a) en (A,,<a) v (As,<a) es un segmento inicial propio de



A,. Esto contradice a la proposicién 2.9. Asi pues, f es estrictamente creciente. Si dom f = A
yrecf = Bsedael caso 2. Sidomf = A yrecf # B se dael caso 1. Y si dom f # A pero
rec f = B, se da el caso 3. Sélo falta asegurar que el caso dom f # A y rec f # B es imposi-
ble. Supongamos lo contrario y sea a el menor elemento de A \ dom f y b el menor elemento de
B~ rec f. Entonces fU{(a,b)} es un isomorfismo entre (A,, <a)y (Bp, <g) con lo cual a € dom f.

Teorema 2.11 (Recursién para conjuntos bien ordenados) Sea (A, <4) un conjunto bien
ordenado, sea X un conjunto, sea B el conjunto de todos los segmentos iniciales S de (A, <4) y
consideremos el conjunto | Jgc S X de todas las aplicaciones de la forma h : S — X para S € B.
Sig:Usen SX — X, entonces existe una tnica funcion f: A — X tal que para cada a € A,

fla)=g(f T{be A:b<4a})

Prueba. Verificamos en primer lugar la unicidad de una tal funcién. Supongamos que ademas de
f tenemos una f': A — X tal que para cada a € A, f'(a) = g(f' [ {b€ A:b <4 a}). Vemos
por induccién que (Va € A)f(a) = f'(a). Sea a € A y supongamos que (Vb € A)(b <4 a — f(b) =
f'(b)). Entonces f [{be A:b<ga}=f [{be A:b<4 a}y por tanto

fla)=g(f1{beA:b<qa})=g(f' [{beA:b<aa})=f(a)
Consideramos ahora la existencia de f. Para ello definimos
F={h:(3SeB)(h:S—>XANNMacS)h(z)=gh|{be A:b<y4a}))}

Observemos que si hi,hy € F, entonces hy U he es una funcién. Para justificarlo basta establecer
que (Va € A)(a € dom hyNdom hy — hy(a) = ha(a)) y ello puede hacerse por induccién. Sea a € A
y supongamos que (Vb <4 a)(b € dom hy Ndom hy — h1(b) = ha(b)) y que a € dom hy N dom hs.
Como los dominios de hy y ho son segmentos iniciales, Vb(b <4 a — b € dom h; N dom hs). Por
tanto Vb(b <4 a — hi(a) = ha(a)), es decir, hy [ {b€ A:b<aa} =hs [ {b€ A:b <y a}.
Entonces hi(a) = glhy [ {b€ A:b<4a}) =glha [ {be€ A:b<4 a}) = ha(a). Asi finaliza la
induccién. De esta primera observacién se sigue inmediatamente que | F' es una funcién. Definimos
[ = UF. Es facil ver que dom f = |J,.pdomh es un segmento inicial de (A, <,). Podemos
mostrar incluso que f € F. Para garantizarlo basta justificar que (Va € A)(a € dom f — f(a) =
g(f T1{b€ A:b<a a})). Sea a € dom f. Entonces hay h € F tal que a € dom h. Obviamente
(Vb <4 a)(b € dom f Ndomh A h(b) = f(b)). Entonces

fla)=h(a)=gh1{beAd:b<aa})=g(f1{b€EA:b<4a})

Establecido asi que f € F, sélo queda demostrar que dom f = A. Supongamos lo contrario y sea a
el menor elemento de A \ dom f. Es f4cil comprobar que si b = g(f) resulta que fU{(a,b)} € F,
lo cual implica que a € dom f, en contradiccién con la eleccién de a.

Definicién 2.6 (Clases bien ordenadas) Podemos extender la nocién de buen orden a clases
relacionales. Una clase relacional < es un buen orden de una clase A si toda subclase no vacia de
A tiene un menor elemento en <. Si anadimos la hipdtesis de que todo segmento inicial propio
sea un conjunto, ello es equivalente a que todo subconjunto no vacio tiene un menor elemento
en <. Existe una dificultad en la nocién de clase bien ordenada. El problema es que si A y <
son clases propias hay que concretar qué es el par ordenado (A, <) de modo que represente a A
y <4 en el orden en que son dados. Esta problema puede solventarse definiendo en estos casos
(A, <) = (Ax{0})U(< x{1}). La nocién de isomorfia y los restantes conceptos de conjuntos bien
ordenados se extienden sin dificultad a las clases bien ordenadas.



Teorema 2.12 (Recursién para clases bien ordenadas) Sea (A4, <4) una clase bien ordena-
da en la que todo segmento inicial es un conjunto. Si X es una clase y G : V — X es una clase
funcional, entonces existe una unica clase funcional F': A — X tal que para cada a € A,

Fla)=G(F [{be A:b<4 a}).

Prueba. Se razona como en la prueba del teorema de recursiéon para conjuntos bien ordenados
pero en ciertos puntos hay que hacer uso del axioma de reemplazo. Obsérvese que precisamente
por este axioma se puede garantizar que F' | {b € A : b <4 a} es un conjunto y por tanto tiene
sentido tomarlo como argumento de GG. La demostracién de la unicidad de F' no ofrece ninguna
dificultad. Respecto a la existencia, se define la clase B formada por los segmentos iniciales propios
de A y la clase

F={h:(3SeB)(h:S— XA(YacS)h(z)=G(h|{be A:b<ya})}

y tras garantizar que |J F es una clase funcional se pone F' = | JF. Ahora no tiene sentido mostrar
que F' € F pues no se sabe si es un conjunto o no, pero si se puede mostrar que tiene todas las
otras propiedades de los elementos de F. Por tltimo razonando indirectamente se muestra que
si dom F' # A entonces F' € F y F puede todavia extenderse como en la prueba del teorema de
recursién para conjuntos bien ordenados.

Observacién 2.13 Si (A,<4) y (B, <p) son dos clases propias bien ordenadas en las que todo
segmento inicial es un conjunto, entonces (A, <4) = (B,<p).



Capitulo 3

El axioma de eleccion

Definicién 3.1 (Funcién de eleccién, axioma de eleccién) Sea X un conjunto de conjuntos
no vacios. Una funcidn de eleccion para X es una funcién f : X — |JX tal que (Va € X) f(a) € a.
El axzioma de eleccion (abreviado AC) es el enunciado segtin el cual para todo conjunto de conjuntos
no vacios existe una funcién de eleccion.

Observacion 3.1 El axioma de eleccion es equivalente al enunciado que dice que para cada rela-
cion R existe una funcion f C R tal que dom f = dom R.

Definicién 3.2 (Lema de Zorn y Principio del buen orden) El Lema de Zorn (abreviado
ZL) es el siguiente enunciado:

Si < es un orden parcial del conjunto A # ) en el que toda cadena tiene una cota superior,
entonces A tiene un elemento maximal en <.

El Principio del buen orden (abreviado WO) es el siguiente enunciado:

Todo conjunto puede ser bien ordenado, es decir, para cada conjunto A existe una relacién <
que es un buen orden de A.

Proposicién 3.2 Sea X un conjunto tal que ) ¢ X. Si existe un buen orden de |J X, entonces
existe una funcion de eleccion para X. Por tanto WO — AC.

Prueba. Sea < un buen orden de |J X. Definimos entonces
f={(a,b):ae X ANbeaAn (Ve €a) <z}

Es rutina verificar que f es una funcién de eleccién para X.
Corolario 3.3 5i 0 ¢ X y|J X es numerable entonces existe una funcién de eleccion para X .
Prueba. Si X es numerable, entonces X es biyectable con un conjunto de nimeros naturales y

por tanto X posee un buen orden.

Proposiciéon 3.4 ZL — AC
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Prueba. Sea X un conjunto tal que @ € X y sea A el conjunto formado por todas las funcio-
nes de eleccién para los subconjuntos de X. Como @ es una funcién de eleccién para (), § € A.
Consideramos el orden de la inclusién (estricta) entre elementos de A. Si C' es una cadena en A
entonces |J C es una funcién de eleccién para dom (JC = (J;c dom f y por tanto |J C es una cota
superior de C. Por el lema de Zorn A tiene un elemento maximal f. Debe ser dom f = X, pues si
a € X ~ dom f y escogemos b € a resulta que f U {(a,b)} € A lo que contradice la maximalidad
de f. Entonces f es una funcién de eleccién para X.

Proposiciéon 3.5 WO — ZL

Prueba. Sea A un conjunto no vacio y < un orden parcial en A en el que toda cadena tiene una
cota superior. Supongamos que A no tiene elemento maximal en <, de manera que toda cadena
en A tiene una cota superior estricta. Sea C' el conjunto formado por todas las cadenas de A.
Usando WO podemos obtener una funcién ¢ : C' — A tal que para cada X € C, ¢(X) es una
cota superior estricta de la cadena X. Ahora sea B un conjunto de cardinalidad mayor que A,
por ejemplo B = P(A) y sea <p un buen orden de B (que existe por la hipétesis WO). Por el
teorema de recursién para conjuntos bien ordenados existe una funcién f : B — A tal que para
cada b € B,

f0) = c({f(z):z <p b}).
Para obtener explicitamente esta funcién aplicando el teorema de recursion es necesario definir
primero el conjunto D formado por todos los segmentos iniciales de (B,<pg) y la funcién g :
Usep ®A4 — A por g(h) = c(rech) si rech es una cadena en (4,<4) y g(h) = a donde a € A es
un elemento fijo elegido de antemano si rec h no es una cadena. Entonces se obtiene f : B — A
tal que para cada b € B,

fO)=g(f 1{z € B:z<pb})

Por induccién se muestra entonces facilmente que para cada b € B, f[{z € B : © <p b}] es una
cadena en (A, <4) y por tanto f(b) = c¢({z : x <p b}). Es claro que f es estrictamente creciente.
Como el orden de B es total, ello implica que f es inyectiva. Pero esto contradice la eleccién de
B como un conjunto de mayor tamano que A.

Proposicién 3.6 AC — WO.

Prueba. Sea A un conjunto arbitario. Mostraremos que existe un buen orden de A. Con el axioma
de eleccidn es facil obtener una funcién f: P(A) N~ A — A tal que

(VX G A)f(X) € AN X.

Sea A el conjunto de todos los conjuntos bien ordenados de la forma (X, <x) donde X C Ay para
cada segmento inicial propio Y de X, f(Y) es el menor elemento de X\Y. Si (X, <x) € Aya € A,
ponemos X, = {z € X : x <x a}. Obsérvese que también (X,, <x) € A. Digamos que (X, <x) es
una continuacién de (Y, <y ) si Y es un segmento inicial de (X,<x)y <y=<x N(Y xY). Vamos
a mostrar que si (X,<x) y (Y,<y) son dos elementos de A, entonces o bien (X,<x) es una
continuacion de (Y, <y) o bien (Y, <y) es una continuacién de (X, <x). Para ello mostramos por
induccién que para cada a € X o bien existe un b <x a tal que (X, <x) = (Y, <y) o bien, segunda
posibilidad, a € Yy (X4, <x) = (Ya, <y). Sea a € X, supongamos que ésta es la situacién para
todo b <4 a y veamos que también se da la disyuntiva para a. Si no hay ningin b <x a tal que
(Xp, <x) = (Y, <y), entonces, por la hipdtesis inductiva, para cada b <x a tenemos que b € Y’
y (Xp,<x) = (Y, <y). Esto implica que (Y, <y) es una continuacién de (X,,<x). SiY = X,
se da la primera de las dos opciones en la disyuncién. Y si X, es un subconjunto propio de Y
entonces a = f(X,) € Y y Y, = X,. Entonces también (X,,<x) = (Y, <y). Con esto finaliza
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la induccién. Ahora, si hay algiin a € X tal que (X,,<x) = (Y, <y), claramente (X, <x) es una
continuacién de (Y, <y). Y si no hay tal a € X por lo que hemos demostrado vemos que para
cadaa € X,a €Y y (Xq <x) = (Ya,<y). De ello se sigue que (Y, <y) es una continuacién de
(Xv <X)'

Establecido asi que si (X,<x) y (Y, <y) son dos elementos de A, entonces o bien (X, <x)
es una continuacién de (Y, <y) o bien (Y, <y) es una continuacién de (X, <x). Consideremos la

union de todos ellos
B= |J Xy <= | <x.
(X,<x)EA (X,<x)eA

Obviamente (B, <pg) es un conjunto ordenado, pero ademés <p es un buen orden pues si X es
un subconjunto no vacio de B existe (Y, <y) € A tal que X NY es un subconjunto no vacio de Y’
y como Y es un segmento inicial de (B, <p) y <y=<p N(Y x Y), el menor elemento de X NY
en (Y, <y) es el menor elemento de X en (B, <p). Finalizamos la prueba mostrando que debe ser
A = B. En caso contrario, como (B, <p) € A, podemos prolongar el orden anadiendo f(B) como
un nuevo elemento mayor que todos los elementos de B. Este nuevo conjunto ordenado también
estd en A lo cual implica que f(B) € B y esto es una contradiccion.
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Capitulo 4

Ordinales

Definicién 4.1 (Ordinal) Si (A4, <4) es un conjunto bien ordenado sabemos que por el teorema
de recursion para clases bien ordenadas existe una tnica funcién f : A — V tal que

fla) ={f(b) :b<aa}.

Se define el ordinal de (A,<4) como el conjunto Ord(A, <4) = rec f. Los nidmeros ordinales
(abreviadamente los ordinales) son los ordinales de los conjunto bien ordenados. La clase de todos
los nimeros ordinales es

On = {a : a es un nuimero ordinal }.

Lema 4.1 Si« es un ordinal (Va € o) a C a.

Prueba. Sea o = Ord(A, <4) y sea f : A — « la funcién exhaustiva que cumple (Va € A)f(a) =
{f(z) : x <4 a}. Obviamente (Va € A) f(a) C a.

Proposicién 4.2 Si a es un ordinal, a estd bien ordenado por la relacion de pertenencia
€a={(a,b) :a,b € a Aa € b}.

Y si (A, <4) es un conjunto bien ordenado, Ord(A, <) =« y f es la funcion f: A — « tal que
(Va € A)f(a) = {f(z) : © <a a}, entonces f es un isomorfismo entre (A, <4) y (o, Eq).

Prueba. Es claro que f es exhaustiva y que (Vab € A)(a <4 b — f(a) € f(b)). Por induccién se ve
inmediatamente que (Va € A)f(a) € f(a). Por el lema 4.1, =(Jab € A)(f(a) € f(b) A f(b) € f(a)).
De todo ello se sigue que f es una biyeccién y que (Vab € A)(a <a b f(a) € f(b)). Esto implica
que €, es un buen orden de o y que f es un isomorfismo.

Proposicién 4.3 Sia, 8 son ordinales isomorfos (con el orden de la pertenencia) entonces o = 3.
Prueba. Sea f un isomorfismo entre (o, €,) v (8,€p). Se cumple que (Vab € a)(a € b <
f(a) € f(b)). Por el lema 4.1 sabemos que si a € «, entonces a = {& € o : ¢ € a} y

fla) = {z € B : z € f(a)}, de manera que f(a) = {f(z) : € a}. Por induccién se puede
ver entonces facilmente que (Va € &) f(a) = a. Por tanto o = 3.

Proposicién 4.4 Sean (A, <4) y (B,<p) conjuntos bien ordenados.
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1. Ord(A4,<y) es el unico ordinal o tal que (A, <4) = (o, €q).
2. (A,<a) = (B,<p) siy sdlo si Ord(A, <4) = Ord(B,<p).

Prueba. Los dos puntos se siguen de la proposicién 4.2 y la proposicion 4.3.

Definicién 4.2 (Conjunto transitivo) Un conjunto A es transitivo si los elementos de los ele-
mentos de A son elementos de A, es decir, si (Va € A)(Vx € a)z € A. Una condicién equivalente
es que (Va € A)a C A y también es equivalente la condicién de que | JA C A.

Proposicion 4.5 Los ordinales son los conjuntos transitivos que estdan bien ordenados por la
pertenencia. Ademds para cada ordinal o, Ord(a, €,) = a.

Prueba. Si « es un ordinal sabemos por el lema 4.1 que « es transitivo y sabemos por la propo-
sicién 4.2 que « estd bien ordenado por &€,. Sea ahora A un conjunto transitivo y bien ordenado
por €= {(a,b) € Ax A:a €b}. Seaa=0rd(4,€4) ysea f: A— «la funcién exhaustiva que
verifica (Va € A)f(a) = {f(x) : x €4 a}. Por induccién se ve sin problemas que (Va € A)f(a) = a.
Por tanto A = « es un ordinal. La segunda afirmacién se sigue de este ultimo razonamiento.

Proposiciéon 4.6 1. Todo elemento de un ordinal es un ordinal.

2. Ningun ordinal se pertenece a si mismo.

Prueba. El punto 2 es claro dado que todo ordinal esta bien ordenado por la pertenencia. Respec-
to al punto 1, es claro que todo elemento de un ordinal es un subconjunto del ordinal en cuestién
y por tanto estd bien ordenado por la pertenencia. Por la proposicién 4.5 basta ver que todo
elemento de un ordinal es transitivo. Sea o = Ord(A, <4) y sea f : A — « la funcién exhaustiva
tal que (Va € A)f(a) = {f(x): x <4 a}. Supongamos que que a € Ay que z € y € f(a) y veamos
que z € f(a). Por definicién de f hay b <4 a tal que y = f(b) y hay ¢ <4 b tal que z = f(c).
Como ¢ <4 a, x € f(a).

Lema 4.7 Sea o un ordinal y X C «. Entonces X € « si y solo si X es un segmento inicial
propio de (a, €,).

Prueba. Sea X € a. Entonces X es un ordinal y por tanto es transitivo. Para mostrar que X
es un segmento inicial supongamos que f € X, v € ay v € 8. Como X es transitivo, § C X
y asi v € X. Como X es un ordinal X ¢ X y por ello X # «. Por tanto X es un segmento
inicial propio de «. A la inversa, supongamos que X C « es un segmento inicial propio. Si § es
el menor elemento de a~ X, resulta que X = {y € a: v € 8} y como 3 C « se concluye que X = .

Proposicién 4.8 Sean (A,<4) y (B,<g) conjuntos bien ordenados.

Ord(A,<4) € Ord(B,<p) siy sélo si (A,<4) < (B,<B)

Prueba. Sea a@ = Ord(A4,<4) y sea 8 = Ord(B,<p). Si a € 3, por el lema 4.7 o es un seg-
mento inicial propio de 5. Como « es isomorfo a (4,<4) y B lo es a (B,<p), se concluye que
(A,<4) < (B,<p). A la inversa, supongamos ahora que (A, <4) < (B, <p). Entonces « es iso-
morfo a un segmento inicial propio de 3. Por el lema 4.7 este segmento inicial es un ordinal vy € 3.
Pero ordinales isomorfos son iguales, de manera que a = v y as{ o € (.
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Definicién 4.3 (<) Definimos < como la relacién de pertenencia entre ordinales. La transiti-
vidad de los ordinales implica que < es una relacién transitiva. Por la proposicién 4.6 sabemos
que es irreflexiva. Por tanto < es un orden parcial de la clase On de todos los ordinales. De la
proposicién 4.8 y el teorema 2.10 se sigue que de hecho es un orden total de On. Veremos que es
un buen orden. El orden reflexivo asociado es, claro esta, <.

Proposicion 4.9 Para cualesquiera ordinales o, B son equivalentes:
1. a<g.
2.« es un segmento inicial de (8, €g).

3. aCp.

Prueba. 1 = 2se sigue del lema 4.7 y 2= 3 es obvio. Probamos 3 = 1. Sea a C (3 y supongamos
que a £ 3. Como el orden es total, 8 < «, es decir, § € a. Pero entonces § € 3, lo cual es una
contradiccién.

Proposicién 4.10 Todo clase no vacia de ordinales tiene un menor elemento en el orden <.

Prueba. Sea X una clase no vacia de ordinales y escojamos o € X. Si a N X =0, « es el menor
elemento de X. Y si N X # () el menor elemento de oM X es el menor elemento de X.

Lema 4.11 1. ( es un ordinal.
2. Sia esun ordinal, « U{a} también lo es.
3. Si X es un conjunto de ordinales | J X es un ordinal.

4. Si X es un conjunto no vacio de ordinales, (1 X es un ordinal.

Prueba. En cada caso hay que verificar que el conjunto en cuestién es transitivo y estd bien
ordenado por la pertenencia. Obsérvese en el punto 3 que | J X es un conjunto de ordinales (pues
los elementos de los ordinales son ordinales) y por la proposicién 4.10 todo subconjunto no vacio
suyo tiene un menor elemento en <.

Proposicién 4.12 < es un buen orden de On. Si X es un conjunto no vacio de ordinales entonces
X es el menor elemento de X. En este orden todo conjunto de ordinales tiene un supremo y
todo ordinal tiene un sucesor inmediato. Si X es un conjunto de ordinales, | J X es el supremo de
X y si a es un ordinal, a U {a} es el sucesor inmediato de o.

Prueba. Es consecuencia de las proposiciones 4.9, 4.10 y del lema 4.11.

Definicién 4.4 (0,1,2 y el sucesor de un ordinal) El nimero cero se define como el conjunto
vacio: 0 = ). Es el menor ordinal. La clase funcional S : On — On se define por

(Vo € On) S(a) = a U {a}.

S(«) es el ordinal que sigue inmediatamente a « en el orden de On. Se llama el ordinal sucesor de
a o siguiente a a.. Obsérvese que S es inyectiva. El nimero uno es el siguiente al cero y el nimero
dos es el siguiente al uno: S(0) =1y S(1) = 2.
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Proposicién 4.13 (Burali-Forti) On es una clase propia.

Prueba. Si On es un conjunto entonces On € On, pero ningin ordinal se pertenece a si mismo.

Observacién 4.14 Salvo isomorfia (On, <) es la Unica clase propia bien ordenada en la que todo
segmento inicial propio es un conjunto.

Definicién 4.5 (Conjunto inductivo, w, nimero natural) Un conjunto X es inductivo si
0€e Xy (Va € X)aU{a} € X. El axioma del infinito establece que existe un conjunto in-
ductivo. De ello se sigue que existe un menor conjunto inductivo, es decir, un conjunto inductivo
que esta contenido en todos los deméds conjuntos inductivos. Por definicién w es el menor conjunto
inductivo. Los numeros naturales son los elementos de w. Por tanto

w= X : X es un conjunto inductivo } = {n : n es un nimero natural }.
Al j

Proposiciéon 4.15 Los numeros naturales son ordinales y w es un ordinal.

Prueba. Sea X = w N On. Por el lema 4.11 sabemos que ) € X y que (Va € X)a U {a} € X.
Por tanto X es inductivo y con ello w = X C On. Para mostrar que w € On falta ver que w es
transitivo. Para ello formamos el conjunto X = {n € w : n Cw}. Es claro que X es inductivo de
manera que X = w. Ello implica que w es transitivo.

Definicién 4.6 (Ordinales limite) Un ordinal es lémite si no es el cero ni es sucesor de otro
ordinal.

Proposicion 4.16 w es el menor ordinal limite.

Prueba. Es ficil ver (considerando el conjunto inductivo oportuno) que todo ntdmero natural
distinto de cero es sucesor de otro nimero natural. Por tanto ningiin nimero natural es limite.
Pero w es limite pues en otro caso serfa w = n U {n} para algin nimero natural n y sin embargo
nU{n} € w mientras que w ¢ w.

Definicién 4.7 (Sistema de Peano) Un sistema de Peano es una triada (A, f,a) donde A es
un conjunto, f: A — A es inyectiva, a € ANrec fy

(VX CAace ANNVzeX)flz) e X — X =A).
Si (4, f,a) y (B, g,b) son sistemas de Peano y h : A — B es una biyeccién que verifica h(a) =by

(Ve € A)h(f(x)) = g(h(z))

se dice que h es un isomorfismo entre (A, f,a) y (B,g,b). Se dice que los sistemas de Peano
(4, f,a) y (B, g,b) son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos.

Proposicién 4.17 Sis es la restriccion de S a w, entonces (w,s,0) es un sistema de Peano.

Prueba. Es inmediato a partir de las definiciones.
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Proposicién 4.18 (Induccién ordinal) Sea X una subclase de On.

1. Si(Va€On)(aCX — ac€ X), entonces X = On.

2. Supdngase que 0 € X, que (Vo € X)S(a) € X y que para cada 6 € On limite, (Vn < 0)n €
X — 6 € X. Entonces X = On.

Prueba. Se sigue del hecho de que On estd bien ordenado y de las definiciones de las nociones
que aparecen.

Teorema 4.19 (Recursién ordinal) Si X es una clase y G : V. — X es una clase funcional,
eziste una unica clase funcional F: On — X tal que

(Va € On) F(a) = G(F | a).

Prueba. Se sigue del teorema de recursién para clases bien ordenadas teniendo en cuenta que
para cada ordinal o, « = {# € On: 8 < a}.

Observacion 4.20 Hay una serie de variantes del teorema de recursion ordinal que se obtienen
fdcilmente a partir del teorema bdsico 4.19.

1. Si X eswunaclase yG: OnxV — X es una clase funcional, existe una unica clase funcional
F:0On — X tal que

(Va € On) F(a) =G(o, F | o).

2. SiX esunaclase,a€ X yG:X — X y H:P(X) — X son clases funcionales, entonces
eziste una unica clase funcional F : On — X tal que

a) F(0)=a.
b) F(S(a)) = G(F(«)) para cada « € On.
c) F(0)=H{F(a):a<d} para cada 6 € On limite.

3. SiX esunaclase,a € X yG:0nxX — X y H:OnxP(X) — X son clases funcionales,
entonces existe una unica clase funcional F: On — X tal que

a) F(0)
b) F(S(a)) = G(a, F()) para cada o € On.
¢) F(0)=H(0,{F(a):a<d} para cada 6 € On limite.

a.

4. Las versiones anteriores pueden enunciarse para un ordinal dado v en vez de para On. Por
ejemplo la version bdsica para 7y es la siguiente: Si X es una clase y G :' V. — X es una
clase funcional, existe una unica funcion f:v — X tal que

(Va <v) fla) =G(f | o).

Proposicién 4.21 (Recursién natural) 1. Si X esuna clase y G : wxV — X es una clase
funcional, existe una unica funcion f:w — X tal que

(Vnew) f(n)=G(n, f | n).

2. Si X esunaclase, a € X y G :wx X — X es una clase funcional, entonces existe una
unica funcion f:w — X tal que
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a) f(0)=a.
b) f(S(n)) = G(n, f(n)) para cada n € w.

Prueba. Se trata de las versiones para un ordinal dado, w en este caso, comentadas en la observa-
cién 4.20. En el segundo punto sobra la clausula para ordinales limite dado que no hay ordinales
limite que pertenezcan a w.

Proposicién 4.22 Todo sistema de Peano es isomorfo a (w,s,0).

Prueba. Sea (A4, f,a) un sistema de Peano. Por el teorema de recursién natural hay una funcién
h:w— Atal que h(0) = ay h(s(n)) = f(h(n)) para cada n € w. Sélo falta ver que h es una
biyeccién. Para mostrar que es exhaustiva basta justificar que a € rech y que (Va € rech) f(z) €
rech. Lo primero es claro pues a = h(0). Respecto a lo segundo, supongamos que z € rech.
Entonces hay n € w tal que h(n) = z y por tanto f(z) = f(h(n)) = h(s(n)) de modo que también
f(x) € rech. Para demostrar que h es inyectiva formamos el conjunto

X={n€cw: (Ymew)(h(m)=nh(n) - m=n}

y mostramos que 0 € X y que (Vn € X)s(n) € X. Veamos primero que 0 € X. Para ello supon-
gamos que h(m) = h(0). Si m # 0, entonces existe un n € w tal que s(n) = m. Pero entonces
a = h(0) = h(m) = h(s(n)) = f(h(n)) y a € rec f, lo cual no es posible. Por tanto m = 0.
Supongamos por ultimo que n € X y veamos que s(n) € X. Sea h(m) = h(s(n)). Si fuera m =0
tendrfamos que a = h(m) = h(s(n)) = f(h(n)), pero a ¢ rec f. Por tanto debe ser m # 0y por
ello debe haber un k € w tal que s(k) = m. Entonces h(m) = h(s(k)) = f(h(k)) = f(h(n)) y como
f es inyectiva, k = n. En ese caso m = s(k) = s(n).
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Capitulo 5

Aritmética ordinal

Definicién 5.1 (Continuidad y normalidad) Una clase funcional F' : On — On es continua

si para cada ordinal limite ¢,
F(6) =sup{F(a): a < §}

y es normal si es continua y es estrictamente creciente. Recuérdese que si F' es estrictamente
creciente entonces

(VaB € On)(a < B« F(a) < F(B))

y ademas
(Vo € On)F () > a.

Lema 5.1 Sea F : On — On

1. Si F es continua y (Vo € On) F(a) < F(S(«)) entonces F es normal.
2. SiF es normal y 0 es limite, entonces F(8) también es limite.

3. SiF esnormal y X C On es un conjunto no vacio, entonces F(sup X) = sup{F(a) : « € X}.

Prueba. En 1 sélo falta probar que F es estrictamente creciente, es decir, que (Va8 € On)(a <
8 — F(a) < F(B)). Ello puede hacerse por induccién ordinal. Se forma la clase X = {# € On :
(Va € On)(a < f— F(a) < F(B))} y se muestra que 0 € X, que (V3 € X)S(8) € X y que para
cada limite § € On, si (Vn < d)n € X entonces también § € X. Se dice que la induccién es en
0 pues se ha elegido § como variable para formar la clase X. En este caso es claro que 0 € X.
Supongamos que 8 € X y que o < S(8). Entonces o < 8. Si @ = 3 tenemos por la hipdtesis que
F(a)=F(B) < F(S(B)). Y si a < 3 la hipétesis inductiva nos da F(a) < F(8) < F(S(3)). En el
caso J limite tenemos que si o < § entonces existe § < § tal que a < 3, de modo que por hipétesis
inductiva y por la hipétesis, F(a) < F(8) < sup{F(n) : n < §} = F(9).

Respecto a 2, sabemos que F(§) = sup{F(n) : n < §}. Como F es estrictamente creciente,
F(5) > 6 > 0. Por tanto sélo falta ver que {F(n) : n < 0} no tiene un mayor elemento. Y esto
es asi, pues si n < ¢ entonces también S(n) < d y F(n) < F(S(n)). Probamos finalmente 3. Si X
tiene mayor elemento « entonces (como F' es una inmersién) también {F(n) : n € X} tiene mayor
elemento y éste es F(a). En ese caso a = sup X y F(«a) = sup{F(n) : n € X}. Supongamos ahora
que X no tiene mayor elemento y sea 6 = sup X. Como X # (), 6 # 0 y por tanto § es limite. En-
tonces F(0) = sup{F(n) : n < 6}. Es facil comprobar que sup{F(n:n <} =sup{F(n):n <€ X}.

Definicién 5.2 (Suma ordinal) La suma ordinal es la clase funcional + : On x On — On
definida por recursiéon mediante las siguientes clausulas:
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s o+ 0=oa.
= a+S(8) =S(a+ ).

» a+0=sup{a+y:y<d}sideslimite.

El teorema de recursién ordinal proporciona para cada ordinal o una tnica clase funcional S, :
On — On definida por las clausulas

" So(0) =a.
* Sa(S(8)) = 5(Sa(B))-
n S, (0) = sup{Sa(y) : v < d} sid es limite.

La suma entonces se obtiene por a + 3 = S, ().

Proposicion 5.2 La suma ordinal es normal en su seqgunda coordenada y es creciente en su
primera coordenada. Por tanto,

1. a<fevy+a<y+p.
a+fB=a+y—[B=r.

a< B+ a.

PSS

a<f—oaty<f+y.

Prueba. La continuidad en la segunda coordenada es por definicion. La normalidad se sigue en-
tonces del lema 5.1 pues o + 8 < « + S(f). Los puntos 1, 2y & se siguen del hecho de que la
suma es estrictamente creciente en la segunda coordenada. En el punto 4 se enuncia que la suma
es creciente en la primera coordenada. La prueba es por induccién en (.

Lema 5.3 1. (a+p8)+vy=a+(8+7).

2. 0+a=aqa.

3. a+1=5S(a).

4. B<B+a

5 (Ynm<w)(n+m<wAn+m=m+n).
6. Mn<w)n+w=uw.

Prueba. I se prueba facilmente por induccién en <, es decir se muestra por induccién que
{y €On: (Vaf € On)(a+ B) +v = a+ (8 +v)} = On. Andlogamente 2y 4 se prueban
por induccién en «. El punto 3 es inmediato: a +1 = o+ S(0) = S(a + 0) = S(«). Respecto a
5, conviene primero mostrar por induccién en m que (Vmn < w)S(n) +m = S(n + m). Con esto
y con ayuda de 2 se prueba el resultado por induccién en n. El punto 6 puede obtenerse ahora
directamente: n +w =sup{n +m: m < w} =supw = w.

Proposicién 5.4 Para cada o, 8 € On tales que 3 > «, existe un unico v € On tal que « = F+-y.
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Prueba. La unicidad de v se sigue de la proposicién 5.2. Probamos su existencia. Sea X = {n €
On:a+n< g} Sin>p+1,entonces a+n>n> F. Por tanto X C f+ 1y X es un conjunto.
Sea v = sup X. Como X # (), por continuidad, o + v = sup{a +7n: a +n < 8} < 3. Si fuera
a+ v < 0, tendriamos v+ 1 € X, en contra de sup X = ~. Por tanto a + v = (.

Proposicién 5.5 o+ 5= Ord((A,<4) ® (B,<p)) donde
= A=ax{0}.
* (1,0) <a (7,0) =y <o <o

B =px{1}.

(%1) <B (’Yl’l) =y <y <p.

Prueba. Sea (C,<¢) = (A4,<4) & (B,<p). Se define f : C — o+ § por f(7,0) = vy
f(v,1) = a + v. Claramente es una funcién estrictamente creciente y, por tanto, una inmer-
sién. De la proposicion 5.4 se sigue que f es exhaustiva y, por consiguiente, que es un isomorfismo.

Lema 5.6 1. a+(=0—-a=p=0.

2. 1+a=a<—a>w.

3. a<feo (IyeOn)(vy#0Aa+y=0).
4. a<fBeo(IyeOn)a+y=0.

Prueba. 1 es claro. 2. Si @ < w, tenemos por el lema 5.3 que 1 + « = a + 1 y, por tanto,
l1+4a > a Y si a > w, existe por la proposicién 5.4 un 3 tal que @ = w + . Entonces
l+a=14+(w+P) =1+4+w)+0 =w+ B = «a Los puntos 3y 4 se siguen de la proposi-
cién 5.4 y del punto 4 de la proposicién 5.3.

Definicién 5.3 (Producto ordinal) El producto ordinal es la clase funcional - : On x On — On
definida por recursiéon mediante las siguientes clausulas:

= a-0=0.
ca-(B+1)=(a+h) +a.

w a-0=sup{a-n:n<d}sideslimite.

Lema 5.7 1. a-1=1-a=aqa.
2. 0-a=0.

3. a-2=a+a.

Prueba. 1 y 2 se prueban por induccién en «. Respectoa 8: -2 =a-(14+1) =a-1+a =a+a.

Proposicion 5.8 FEl producto es normal en su sequnda coordenada si la primera es distinta de
cero. Ademds es creciente en ambas coordenadas. Por tanto
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1. a#0—(B<yea-f<a-y).
2. a#0—a-8>p.

3 a#FO0ANa-f=a-yv—B=17.

4. a<B—oa-y<ByAy-asy- B

Prueba. Sea o # 0. Entonces a- (84+1) = a- 8+ a > a- (. Como el producto es continuo
en la segunda coordenada, del lema 5.1 se sigue la normalidad en la segunda coordenada cuando
la primera es distinta de cero. Los puntos 1, 2y & se siguen de ello. Por el lema 5.7, cuando la
primera coordenada es cero, el producto en la segunda es constante cero y por tanto el producto
es creciente en la segunda coordenada. Falta sélo ver que el producto es creciente en la primera
coordenada, es decir, que « < § — «a -~y < §-+. Ello se prueba por induccién en v usando la
proposicién 5.2.

Lema 5.9 1. a-(B+7)=(a-B)+ (7).
2. (a-B)-y=a-(B-7).

3. a-f=0—a=0vE=0.

4. a-f=1—-a=p=1.

5 (Ynm<w)(n-m<wAn-m=m-n).
6

("n<w)n£0—->n -w=uw).

Prueba. 1 se prueba por induccion en v usando la normalidad del producto en el caso «y limite.
2 se prueba por induccién en y usando 1 y también la normalidad. 3 se demuestra probando por
induccion en 3 que a # 0Aa- = 0 — [ = 0. Respecto a 4, supongamos que «- 3 = 1. Obviamente
a,f>1.Sea = (y+1). Entonces o (y+ 1) = a-v+ a =1 de manera que a < 1 y por tanto
a = 1. Pero entonces 1 = -3 =1-5 = (. El punto 5 se establece por induccién en m habiendo
demostrado previamente por induccién en m que (Vnm < w) (n+1)-m = n-m+ m. Por tdltimo,
sin # 0 entonces n-w =sup{n-m: m<w}=supw = w.

Proposicién 5.10 (Divisién con resto) Para cualesquiera o, 3 € On con 8 # 0 existe un inico
par de ordinales y,n tales que

a=p6-v+n y n<p.

Prueba. Sean a,3 € Oncon 8 #0ysea X = {£ € On: (- -£ < a}. Como 8 # 0, tenemos que
B-(a+1)=pF-a+>a Portanto X Ca+ 1y X es un conjunto. Sea v = sup X. Entonces
B-v=sup{B-€£: &€ X} < a. Por tanto hay un tnico 7 tal que a« = -~y + 0. Si fuera n > 8
existirfaun { tal que n =0+ conlocuala=0- v+ (B+&) =B -7+ 08)+E=06-(v+1)+¢
y v+ 1 € X, lo cual no es posible. Por tanto, n < 3. La unicidad de v se garantiza porque si
a=0-9+n" conn < debe ser v/ =sup X.

Corolario 5.11 « € On es limite si y solo si existe un 3 € On tal que B #0 ya=w - (.
Prueba. Sea «a limite. Por la proposiciéon 5.10 existe v < w tal que a = w - § + . Como « es

limite debe ser v = 0. Por otro lado, si « = w - By # # 0 existe un n tal que § =n+ 1, de modo
que o = w - 1N + w es limite.
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Proposicién 5.12 « - 3 = Ord((a, €4) ® (3, €3)).

Prueba. Se define f : @ X § — « - por f(n,7) = a-v+n. La proposicién 5.10 implica que f
es exhaustiva. Se puede verificar facilmente que f es estrictamente creciente y por ello que es un
isomorfismo.

Definicién 5.4 (Exponenciacién ordinal) La exponenciacidn ordinal es la clase funcional exp :
On x On — On definida por recursiéon mediante las siguientes cldusulas:

» a?=0.
» 0= (af) - a.
» o =sup{a” :n < J} siJ es limite.

donde o = exp(a, ).

Lema 5.13 1. a>0—0*=0.

2. 1°=1

3. al=a

4. ’=a -«

5. P =0—-a=0A0>0.
6. o> =1-p3=0Va=1.
7. (Vnm <w)n™ < w.

Prueba. Si o # 0 entonces existe un 3 € On tal que o = $+1, con lo cual 0% = 09+ = 7.5 = 0.
Esto justifica el punto 1. El punto 2 se prueba por induccién en «. Los puntos 3, 4 y 6 se verifican
facilmente aplicando la definicién de exponenciacién. El condicional a” = 0 — a = 0 del punto 5
se prueba por induccién en . Finalmente, el punto 7 se prueba por induccién en m.

Proposicion 5.14 La exponenciacion es normal en la seqgunda coordenada cuando la primera es
> 1. Ademds es creciente en la primera coordenada. Por tanto

1. a>1—(B<ye=ad®<a).
a>1—a®>p.
a>1nal=a" = 3 =1.

B <y —pr <y

e

Prueba. Para la primera afirmacién hay que justificar que @ > 1 — o8t > of. Sea o > 1.
Tenemos que ver que o - a > . En general, si v > 1y > 1 entonces 1 -y > 1 (la verificacién
de esto es sencilla). Por tanto basta con que veamos que o’ > 1. Pero ya hemos mostrado que si
a” =0, entonces o = 0. Los puntos 1, 2y 3 se siguen de la normalidad. El punto 4 se prueba por
induccién en 7.
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Lema 5.15 1. 3#0—af > a.

2. a#0AB<y—ad’ <.

3. Bt =af + a7,

4. (&) =aP.
Prueba. El punto 1 es claro si @ = 0. Y si @ # 0 entonces a” - &« > «, pues el producto es
estrictamente creciente en la segunda coordenada cuando la primera es no nula y aqui a” # 0 ya

que « # 0. Esto establece 1 también en el caso o # 0. El punto 2 ya estd establecido si a > 1.
Pero el caso a = 1 es trivial pues a” = 1 = a7. Los puntos 3y 4 se prueban por induccién en 7.
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Capitulo 6

Forma normal de Cantor

Proposicién 6.1 Sea a > 1. Para cada ordinal v > 1 existe una unica triada de ordinales 3,m, &
tales que vy =af - n+ & 0<n<ayé<al.

Prueba. Como a > 1,072 =™t .a > (y+1)-a > y+1 > 7. Por tanto X = {p € On: o® > 7}
es un conjunto. Sea (8 su supremo. Si y = o ‘m+€&coml<n<ayé< o entonces debe
ser ' = supX = (3. La razén es que tenemos por un lado que b < ~v y por otro lado que
ot =0 a>a (n+1)=0a n+a >a" - n+E=~ypor tanto que F/ +1 ¢ X. Esto
prueba la unicidad de 3. La existencia y unicidad de n y £ con v = o - n+ £y € < of se sigue
de la existencia y unicidad de la divisién con resto. El hecho adicional de que 0 < 1 < « se sigue
de que o <y < Pt

Proposiciéon 6.2 Sea o > 1. Para cada ordinal v > 1 existe un numero k < w y Secuencias
finitas de ordinales By, ..., 0k y Mo, - - ., Nk tales que

f}/:aﬁono++aﬁknk

yBo>->0r y0<n <apara cada i =0,..., k. El numero k y estas secuencias de ordinales
estdn univocamente determinadas por o y 7.

Prueba. Supongamos que tenemos una tal expresién para cada ordinal menor que v y vea-
mos que también podemos obtener una para 7. Por la proposicién 6.1 existen 3,7 y & tales que
y=al n+Econ0<n<ayé<a’ Sié=0yatenemos la expresién para 7. Sea pues £ > 1.
Como £ <+, por hipétesis hay k < w y secuencias finitas de ordinales Bg, ..., Br ¥ 7o, - - - , Nk tales
queé=af my+---+al oy Bo>-->Bry0<m <aparacadai=0,...,k Como ¢ < o
debe ser 8 > fy. Entonces v = o -1+ a0 -ng + - - - 4+ aP -y, es la expresién buscada para 7. La
unicidad de estas expresiones se sigue de la condicién de unicidad de la proposicién 6.1

Definicién 6.1 (Punto critico) Se dice que o € On es un punto critico de F': On x On — On
si (VBy <a) F(B,7) <.

Proposiciéon 6.3 1. Las siguientes condiciones son equivalentes.

a) « esun punto critico de la suma ordinal.

b) "W<a)v+a=a.
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c) a=0 o bien a =wP para algin ordinal 3.
2. Las siguientes condiciones son equivalentes.

a) « es un punto critico del producto ordinal.
b) (Vy<a)(y#0—7v-a=a).

c) a<2obiena= we’ para algun ordinal (.

Prueba. Comenzamos con 1. (a) = (c). Sea a > 0. Por la proposicién 6.1 existen v < w” yn < w
tales que 0 # n y o = w®-n 4. Si fuera v # 0 tendrfamos que w” -n < a y por (a) w® -n+~ < a.
Asfpues, 7 =0y o = w?-n. Como n # 0, para algiin m < w, n = m+1. Entonces o = w” -m+w?.
Obviamente o > w” - m, pues w?® # 0. Si fuera m = 0 tendriamos el resultado buscado: a = w?.
Y si m # 0 resulta que a > w? - m > wP con lo cual, por (a), w? - m + wP < a. Mostramos ahora
(c) = (b). El caso a = 0 es claro. Sea a = w”. Veremos que (Vy < a) v+ a < a, de lo cual ya se
sigue que (Vv < «) v+ a = a. Efectuamos una induccién en 3. En el caso § =0 se tiene a =1y
el resultado es inmediato. En el caso 3 + 1 tenemos a = w*! = w? . w = sup{w? - n:n < w} de
manera que hay n < w tal que v < w”-n. Entonces y+w? -w < wl-n+wf-w = w? (nt+w) =l w.
Por dltimo, si 3 es limite resulta que v < w' para algin 7 < § y entonces, usando la hipotesis
inductiva, v + w® < sup{y + w® : € < B} = sup{w® : £ < B} = w?. Mostramos finalmente que (b)
= (a). Sean v, 3 < 'y veamos que v+ 8 < «. Esto es claro dado que y+ 8 < v+ (+1) < v+«
y por la hipétesis (b) v+ a = a.

Mostramos a continuacién 2. (a) = (¢). Sea o > 2. Entonces « es también un punto criti-
co de la suma y, por I, hay 3 tal que o = w?. Pero 8 debe ser entonces un punto critico
de la suma y por I se obtiene el resultado. (¢) = (b). El caso a < 2 es claro. Por otro la-

8

. ., 3
do una induccién en [ muestra que (Vy < wwﬁ) v-wY < w*”. En el caso 8 = 0 tenemos

T y el resultado ya es conocido. Consideremos el caso 3 + 1. Sea v < "™ Como

o e = (wwﬁ)“’ = sup{(w“’ﬁ)" :n < w}, existe un n < w tal que v < (w“’ﬂ)”. Entonces
vow < (w“’ﬁ)" cw = (w‘*’ﬁ)"*“’ = (w‘”ﬁ)” = w*”™ En el caso 3 limite se usa la hipétesis
inductiva para obtener el mismo resultado. (b) — (a). Sean v, 3 < a y supongamos que « verifica
(b). Si 3 =0entonces 8-y =0 < a.Ysif#0,entonces -7 < f-(y+1) < f-aypor (b)[-a=a.

Definicién 6.2 (Forma normal de Cantor) Aplicando la proposicién 6.1 al caso & = w vemos
que para cada ordinal 7 existe un Unico £ < w, una unica secuencia de ordinales By > -+ > G, y
una unica secuencia de niimeros naturales no nulos ny, ..., n; tales que

yzwﬂo'no—i-”'—ﬁ-wﬁ"-nk.

Esta expresion se llama la forma normal de Cantor de . Para manejar mejor las formas normales
de Cantor es conveniente introducir la notacién ) ., F(a). Sea F' : On — On una clase funcional
que s6lo tiene un numero finito de argumentos con valores no nulos. Si a; > -++ > a,, son estos
argumentos definimos

> Fla)=F(a)+ -+ F(an).
a€On

Se entiende que la suma es 0 si F' es siempre nula. Si F' = (7, : a € On) escribimos ) ., Va-
La forma normal de Cantor puede obtenerse ahora siempre en la forma

Y= Z wa'na

acOn

donde (n4 : @ € On) es una secuencia (en realidad una clase propia) de nimeros naturales que son
siempre nulos excepto en un ndimero finito de casos. La secuencia (n, : @ € On) estd univocamente
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determinada por <y y existe también para el caso v = 0. A menudo omitimos el indice @ € On y
escribimos simplemente ) w® - ng.

Proposicién 6.4 Sean ) w® - -n, y ) ,w® - m, dos ordinales en forma normal de Cantor.
Entonces ) w® -ng < ), w® - mq siy sélo si existe un « tal que n, = m,, para cadan > oy
Ng < M.

Prueba. Supongamos que Y w®-nq y Y, w®-mq son ordinales distintos. Existe un méximo «

con Ny, # My, Asi
Zwﬁ-nﬁ<2wﬁ-mg<—> Zn5< ng.
B B

BLa Bl
Y sing < mg entonces Zﬁ<awﬁ~n5:w“-na+zﬁ<aw5~nlg WY Ny +w* =w* (ng+1) <

w® -mg < Zﬁgawﬁ -mg.

Definicién 6.3 (Suma natural de ordinales) Sean ) w® -n,y ) ,w® M, dos ordinales en
forma normal de Cantor. Su suma natural es por definicién el ordinal

Zwo‘ “Ng F# Zwo‘ CMy = Zwa (N +Ma)-

Es claro que se trata de una operacion asociativa y conmutativa.

Proposicién 6.5 (Vaf € On) a+ 8 < a # 5.

Prueba. Sea a = Zn w"-ny, ysea B = Zn w" - m,, y sea 7y el mayor ordinal tal que m, # 0. Si
no hay tal v entonces =0y a+ 6 =«a # (. Y si lo hay,

Zw"~nn+2w’7-mn:Zw"~nn+2w”-nn+2w’7-mn=Zw"~nn+2w”-mn

n n nzvy n<y n<vy n>vy n<~y
< an'”nJFWW'("vJFmv)*ZWn'mn SZ“’”'(”T)‘“”W) =a#p.
n>y n<y n

Proposicién 6.6 La suma natural de nimeros ordinales es la menor operacion # : On x On —
On que es estrictamente creciente en las dos coordenadas. Menor significa aqui que para cualquier
otra tal operacion F, (Yaf € On) a# 0 < F(a, §).

Prueba. El uso de la forma normal de Cantor y una aplicacién de la proposicién 6.4 muestra que
la suma natural es estrictamente creciente en ambas coordenadas. Sea ahora F': On x On — On
estrictamente creciente en ambas coordenadas. Por induccién en v es facil ver que F(a, B+7) > v
y que F(a++,8) > . Sean ahora a = Zn Wwhnyy 8= Zn w" - m,,. Aplicando estos criterios de
cotas inferiores de I vemos que para cada vy, F'(32, w" - ny, >, w"-my) > 30 o w" - (ng +my).
De ahi el resultado.

Definicién 6.4 (Punto fijo) « € On es un punto fijo de F': On — On si F(a) = a.

Proposicién 6.7 Si F: On — On es normal, entonces para cada o € On existen puntos fijos de
F que son mayores que «.
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Prueba. Definimos f : w — On mediante f(0) = ay f(n+ 1) = F(f(n)). Sea 8 = sup{f(n) :
n < w}. Entonces F(8) = sup{F(f(n)) :n <w} =sup{f(n+1):n<w}=70.

Definicién 6.5 (Ndmero epsilon) Un nidmero epsilon es un punto fijo de o — w®. Como esta
operacion es normal, existen nimeros epsilon arbitrariamente grandes. El menor nimero epsilon
se designa con €.

Proposicion 6.8 ¢, es el menor ordinal que no es expresable mediante sumas, productos y expo-
nenciacion de w y numeros naturales.

Prueba. Considérese la funcién f : w — On definida por f(0) = w y f(n + 1) = w/(. Sea
B =sup{f(n) : n < w}. Sia < f(0) obviamente w* > a. Y si f(n) < o < f(n + 1) entonces
w® > w/™ = f(n 4+ 1) > a. Por tanto no hay nimeros epsilon menores que 3. Sin embargo j3
mismo es un niimero epsilon pues w” = sup{wf™ : n < w} = sup{f(n+1) : n < w} = B. Por
tanto 0 = €p. De la proposicién 6.3 se sigue que €y es un punto critico de la suma y el producto.
Pero también es un punto critico de la exponenciacién, pues si o, F < gg existen n,m < w tales
que a < f(n) y B < f(m) y entonces o < f(n)/™) < f(n+ 1)Fm) = (W) f0m) = ,f(0)-F(m)
y como hay k < w tal que f(n) - f(m) < f(k) se concluye que o < wf*) = f(k+ 1) < &9. Por
tanto cualquier nimero expresable mediante sumas, productos y exponenciaciones de ordinales
menores que £g €S menor que £g. Finalmente mostramos que todo ordinal menor que £y es ex-
presable mediante sumas, productos y exponenciaciones de w y numeros naturales. Sea a < g
y supongamos inductivamente que todo ordinal menor que « tiene una tal expresiéon. Podemos
suponer que o > 1. Por la proposicién 6.1 hay 8,7 € On y n < w tales que o = w” - n + 1,
n >0y v < w’. Entonces, como (8 < gy, 3 < wP. Asf 3,7 < a y tanto 3 como ~ tienen una tal
expresion. Obviamente también n la tiene. Sustituyendo se obtiene entonces una expresion de «
del tipo indicado.
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Capitulo 7

Cardinales

En este y en los posteriores capitulos se trabajara en ZFC, es decir, con el axioma de eleccion.
Bajo esa hipdtesis todo conjunto es bien ordenable y por ello biyectable con un ordinal. Usamos
la notaciéon X ~ Y para indicar que los conjuntos X, Y son biyectables.

Definicién 7.1 (Cardinalidad, ndmero cardinal) La cardinalidad de un conjunto X es el
menor ordinal « tal que X ~ «. La cardinalidad de X se denota con |X|. Es obvio entonces que
X ~Y siysélosi |X|=1Y]. Los nimeros cardinales son los ordinales de la forma | X|. Por tanto
un ordinal es un cardinal si y sélo si no es biyectable con ningtin ordinal menor. Usamos x, A, u, v
como variables de nimeros cardinales.

Observacién 7.1 Para cada o € On, |a| < a.

Lema 7.2 Sia € On y A C «, entonces Ord(A, €4) < a.

Prueba. Sea § = Ord(A,€4) y sea f : f — A un isomorfismo entre (3,€3) y (4,€4). Como f
es estrictamente creciente. (Vy < 3) v < f(y) < a. De aqui que § C « y por tanto § < a.

Proposicion 7.3 Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. | X|<|Y).
2.  Existe una funcion f: X — Y inyectiva.

3. X =0 o existe una funcidn f:Y — X ezhaustiva.

Prueba. I = 2 es claro pues X ~ |X| C |Y| ~ Y. Mostramos ahora 2 = 1. Supongamos que
existe una funcién f : X — Y inyectiva. Como Y ~ |Y|, también existe g : X — |Y| inyectiva.
Sea A = recg y sea a = Ord(A,€4). Entonces X ~ A ~ a y por el lema 7.2 o < |Y]. Esto
implica |X| < |Y|. Mostramos a continuacién 2 = 3. Sea f : X — Y inyectiva. Supuesto que
X # (), escojamos a € X. Se define entonces g : Y — X por g(z) = f~'(z) siz € recf y
g(z) =asix €Y \recf. Obviamente g es exhaustiva. Mostramos por tltimo § = 2. Si X =0
es obvio que existe una funcién inyectiva de X en Y. Supongamos ahora que hay f : Y — X
exhaustiva. Sea h una funcién de eleccién para P(Y) \ {0}. Se define entonces g : X — Y por
g(x) =h({y €Y : f(y) = z}). Es fécil verificar que g es inyectiva.
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Lema 7.4 Ningun nidmero natural es biyectable con un subconjunto propio suyo.

Prueba. Se demuestra por induccién natural. Para 0 es claro pues 0 no tiene subconjuntos pro-
pios. Consideremos el caso n+ 1. Supongamos que f es una biyeccién entre n+ 1 y un subconjunto
propio X de n+ 1. En caso n & rec f resulta que f [ n es una biyeccién entre n y un subconjunto
propio de n, en contra de la hipétesis inductiva. Supongamos pues que n € rec f. Si fuera f(n) = n,
entonces de nuevo f | n serfa una biyeccién entre n y un subconjunto propio de n. Y si f(n) # n,
entonces ' = (f~{(n, f(n)), (f~1(n),n)})U{(n,n),(f~(n), f(n))} es una biyeccién entre n+ 1
y un subconjunto propio suyo con f’(n) = n, de modo que se aplica lo anterior.

Proposiciéon 7.5 Los nimeros naturales son nimeros cardinales. También w es un cardinal.

Prueba. Del lema anterior se sigue que ningiin niimero natural es biyectable con otro natural
menor. Por tanto los nimeros naturales son cardinales. Si w no fuera un cardinal entonces para un
n € w tendriamos |w| = n. Pero entonces, como n+ 1 C w y w ~ n, existe una funcién inyectiva
den+lenn,conlocualn+1=|n+1| < |n|=n.

Definicién 7.2 (Conjuntos finitos, conjuntos infinitos y conjuntos numerables) Un con-
junto es finito si su cardinalidad es un nimero natural y es infinito en otro caso. Por tanto, los
cardinales finitos son los niimeros naturales. Un conjunto es numerable si su cardinalidad es menor
o igual que w. Los cardinales numerables son w y los niimeros naturales.

Proposicion 7.6 Un conjunto es infinito si y solo si es biyectable con un subconjunto propio.

Prueba. Por el lema 7.4 ya sabemos que los conjuntos finitos no son biyectables con subconjuntos
propios. Por otro lado es claro que w si tiene esa propiedad, pues, por ejemplo, w ~ w ~\ {0}.
Si k es un cardinal infinito resulta que w C k y por tanto también podemos obtener una bi-
yeccién entre £ y un subconjunto propio de x: basta combinar una biyeccién entre w y w ~ {0}
con la identidad en k~\w. Por tanto todo conjunto infinito es biyectable con un subconjunto propio.

Teorema 7.7 (Cantor) Para cada conjunto X, |X| < |P(X)].

Prueba. Es claro que |X| < |P(X)]|. Supongamos que |X| = |P(X)|. Sea f una funcién biyec-
tiva de X en P(X). Sea A = {x € X : ¢ ¢ f(z)} y sea a € X tal que f(a) = A. Entonces
ac fla) =ad fla).

Proposicion 7.8 1. No hay un mayor nimero cardinal.

2. El supremo de un conjunto de numeros cardinales es un numero cardinal.

Prueba. El punto I se sigue del teorema 7.7. Sea X un conjunto de cardinales y sea o = sup X. Si
X tiene mayor elemento, este mayor elemento es o y por tanto a es un cardinal. Supongamos que
X no tiene mayor elemento y que « es biyectable con un ordinal f < a. Sea f una tal biyeccion.
Existe un k € X tal que 8 < k. Entonces, como k C «, |k| = |f[£]| < |8] < B < k, de manera que
k no puede ser un cardinal.
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Corolario 7.9 La clase de los numeros cardinales es una clase propia.

Prueba. Si fuera un conjunto tendria un supremo, que seria un cardinal. Este supremo tendria
un cardinal sucesor, que ya no podria formar parte del conjunto al ser mayor que el supremo.

Definicién 7.3 (Cardinales sucesores y cardinales limites) Six es un nimero cardinal, exis-
te un menor nimero cardinal que es mayor que k. Se llama el cardinal sucesor de k y se designa
con k1. No debe confundirse con x + 1, el ordinal sucesor de . Sélo se da el caso kK + 1 = &t
cuando s es un nimero natural. Los cardinales de la forma s+ se llaman cardinales sucesores.
Un cardinal distinto de cero que no es un cardinal sucesor se llama cardinal limite. Por tanto un
cardinal A es limite si

AN£OA (Ve < A) kT <A

Todo cardinal infinito es un ordinal limite pero no necesariamente un cardinal limite.

Definicién 7.4 (La funcién aleph) La funcién aleph asigna a cada ordinal o un cardinal R, y
se define por induccién con las siguientes clausulas:

u NO = Ww.

L Na+1 == N;

n Ny =sup{R, : o < J} si J es limite.
Una notacion alternativa es w, = N,. De hecho w,, se definié originalmente de modo distinto, como

el ordinal del conjunto bien ordenado formado por todos los ordinales de cardinalidad menor que
N.. Pero este conjunto es simplemente R, y por tanto su ordinal vuelve a ser N,,.

Proposiciéon 7.10 X es un isomorfismo entre la clase de los ordinales y la clase de los cardinales
infinitos.

Prueba. Es claro que X es normal. Sélo falta ver que todo cardinal infinito es de la forma N, para
algin ordinal .. Supongamos que esto no es asi y que k es el menor cardinal infinito que no es un
valor de N. Obviamente k # w y k no puede ser un cardinal sucesor. Entonces k es un cardinal
limite. Sea X la clase de los ordinales « tales que X, < k. Como k+ 1 ¢ X, X es un conjunto.
Sea § su supremo. Entonces N5 = sup{R, : o < §} = k.

Definicién 7.5 (Suma, producto y exponenciacién cardinal) No vamos a introducir una
notacién para las operaciones aritméticas cardinales que sea distinta de la usada para las opera-
ciones aritméticas ordinales, aunque las nociones son bien distintas. El contexto debe clarificar de
qué operacién estamos hablando. La suma cardinal se define por

k+A=p— FJAB(k=[A|AX=|B|ANANB=0Apu=]AUB|).
El producto cardinal se define por
K-A=p< 3JAB(k=|A|ANX=|B|Ap=|Ax B|).
La exponenciacion cardinal se define por
K = 3AB(k = |B|AXN= |A| A= |2 B])

donde 4B es el conjunto formado por todas las funciones f : A — B.
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Observaciones 7.11 1. kK+A=A+k
2. k+A+p)=(K+A)+p

K- A=Ak

e (Ap) = (k- A) - p

RO ) = (5 N) + (5 - p)

KN - gH = gATH

(K- AP = kH - AR

S S N

() =

Observaciones 7.12 1. s <K AAN<S N = k+ A<k + ).
2. K<K AN N =Kk A<k N

3. ngm'/\)\g)\’ﬁ/{’\g,‘{’)".
Proposiciéon 7.13 Para cada cardinal infinito k, k- kK = K.

Prueba. Utilizamos el lema de Zorn. Sea A un conjunto infinito. Mostraremos que A x A ~ A.
Para ello consideramos todos los pares de la forma (B, f) donde B es un subconjunto infinito de
Ay f es una biyeccién entre B x By B. Los ordenamos estipulando que (B, f) < (C,g) si BC C
y f C g. Al menos tenemos un par (B, f) en esta coleccién pues A tiene un subconjunto B de car-
dinal w y es obvio que w-w = w. Es facil ver que toda cadena tiene una cota superior: basta tomar
la unién de los conjuntos y la unién de las biyecciones. Por el lema de Zorn existe un elemento
maximal (B, f). Sea A =|B|. Como B~ Bx B, A+A=2-A<X-A= A\ Sifuera |[A\ B| < |B|
tendriamos |A| = |B|+ |A~ B| <A+ A= Xy por tanto A x A ~ A. Por tanto podemos suponer
que A \ B tiene un subconjunto C' de cardinalidad A. Sea D = (B x C') U (C' x B) U (C x C).
Resulta que [D| = (A-A)+ (A-A) + (A-A) = Ay por tanto existe una biyeccién g entre D y C.
Como (BUC) x (BUC) = (B x B)UD, vemos que fUg es una biyeccién entre (BUC) x (BUC)
y BUC'. Esto contradice la maximalidad de A.

Corolario 7.14 1. Sik, A son cardinales infinitos, k + X\ = k- A = max{k, A}.

2. Si k es un cardinal infinito y n < w, entonces n + kK = K. Si ademds n # 0, n-K =K y
n
K" = K.

Prueba. Supongamos, sin perder generalidad, que x < . Entonces A < k+ A< k- A< A A=A
La segunda parte es clara.

Proposiciéon 7.15 La suma, el producto y la exponenciacion cardinal de nimeros naturales coin-
cide con su suma, producto y exponenciacion ordinal.

Prueba. Se muestra por induccién natural a partir de una serie de hechos simples sobre biyecta-
bilidad.

Proposicién 7.16 1. Sik es infinito, 2" = k".
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2. |P(A)| =24l

3. k<28,
Prueba. Obviamente 2% < k. Por otro lado, k < 2" y por tanto &* < (27)% = 2% = 2%, Esto
muestra 1. Para 2 necesitamos una biyeccién entre X2 y P(X). Una tal biyeccién se puede definir

asignando a cada f : X — 2 el conjunto {a € X : f(a) = 0}. Finalmente 3 se sigue de 2y de la
proposicién 7.7.

Proposicién 7.17 Si s es infinito, [{a € On : |a| = k}| = 7.

Prueba. Obsérvese que {« € On : |a| < k} = {@ € On: K < a < kT}. Como k7 es la unién
disjunta de k y {a € On: k < a < KT}, resulta que kT =k + [{a € On: k < a < kT}| y por la
proposicién 7.14 se tiene el resultado.

Definicién 7.6 (Sumas y Productos infinitos) Si (k; : i € I) es una secuencia de nimeros
cardinales (una funcién f que asigna a cada i € I un cardinal f(i) = k;) entonces se define la
suma de la secuencia como sigue:

> oki=reoAiiel) (VijeDi#]— AinA;=0)AViel)|A]=r Al Al =r).
il i€l
Y se define el producto de la secuencia como sigue:
[[ri=re34icD) ((Viel)|A] =k n|(R)Ail = k)
icl iel

donde ®,.; Ai = {f €' (U;e; Ai) : (Vi € I) f(i) € A}

Observaciones 7.18 1. Sean (k;:i € I) y (\;:j € J) secuencias de cardinales. Si existe una
biyeccion f entre I y J de modo que para cadai € I, ki = A, entonces ), ki = ZjeJ Aj

YllLierri= HjeJ Aj
2. Sipara cadai € I, Ky < N, entonces Y ki <D e N Y [Lier vi < Tlier Mie
3. kier™ =TT kM.
4 (ILier ri) = [Lics "%?\

5. Si|I| =Xypara cada i € I, k; = K, entonces Y ,cp ki = A+ Ky [Le ki = &

Proposicion 7.19 Si I es infinito y para cada i € I, k; > 0, entonces

Z/ﬁi = |I| + sup k;.
il el

Prueba. Sear =), ;
Por tanto £ > max{|I[,A\} = |[I| + A. Por otro lado k = ,.; k; < >
que podemos suponer que A # 0.

Kiy sea A = sup;c; Ki. Es claro que A < . Como ningin &; es cero, |I| < k.

wr A =1I]- A =|I]+ A dado
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Teorema 7.20 (Konig) Si para cada i € I, k; < i, entonces Y, c; ki < [L;cs Mi-

Prueba. Sean (A; : i € I) y (B, : i € I) secuencias de conjuntos tales que para cadai € I, |A;| = k;
y |Bi] = \i y para cualesquiera i,j € I distintos, A; N A; = (). Entonces ., ki = [U,;e; Al
¥ [Licr M = | Q;e; Bil. Supongamos que ;& > [[;c; Ai- Como [[;c; Ai # 0, debe haber
una funcién exhaustiva f : (J;c; Ai — @,;c; Bi- Para cada i € I sea g; : A; — B; la funcién
definida por g;(a) = f(a)(i) para cada a € A;. Como k; < A;, g; no es exhaustiva. Asi existe
h: I — J,c; Bi tal que para cada i € I, h(i) € B; \recg;. Entonces h € ),.; B; y hay por tanto
un i € I y un a € A; tales que f(a) = h. En ese caso g;(a) = f(a)(¢) = h(i), en contradiccién con
la eleccién de h de modo que h(i) ¢ rec g;.

Observacion 7.21 El teorema de Konig proporciona una nueva prueba del teorema de Cantor
K < 2% dado que 1 < 2 y por tanto

nzZl<H2:2“.

<K 1<K

Definicién 7.7 ( [A]* y [A]<* ) Sea A un conjunto. El conjunto formado por todos los subcon-
juntos de A de cardinal A es [A]* y el conjunto formado por todos los subconjuntos de cardinal

< X es [A]<A. Por tanto [A]<* = U, < lA4]".

Proposicién 7.22 Si k es infinito y A < k, entonces |[x]}| = &> y |[5]<}| = 2o K Si ademds
X es infinito, |[k]<*| = sup,, . K"

Prueba. La ecuacion |[k]<*| = sup,_, " se sigue en el caso X infinito de la ecuacién |[k]<*] =
> < Ky de la proposicién 7.19 dado que A < k < sup,,, £#. La ecuacién [[£]< = D o<y il se
sigue de la primera afirmacién del enunciado de modo inmediato pues [k]<* es la unién disjunta
de los conjuntos [k]* para p < A. Mostramos ahora que [k]* = x*. Podemos suponer que A # 0. El
caso £ = \ se puede verificar directamente: |[k]*| = 2" pues k puede partirse en dos conjuntos A y
B de cardinalidad x y entonces para cada X C A, X U B es un subconjunto de s de cardinalidad
k, de modo que 2% = |P(4)| < |[r]"] < |P(k)| = 2. Consideremos ahora el caso general. Es ficil
asignar a cada X € [k]* una funcién fx : A — k con rec fx = X. La asignacién X +— fx es
inyectiva y por tanto esto muestra que |[k]*| < k. Mostraremos a continuacién que x* < |[s]*|.
Para cada 1 < A, sea Fj, = {f € *« : |rec f| = u}. Como F,, C *k, |F,| < k*. Pero por otro lado
M es la unién disjunta de los conjuntos F), y |F,| < |Fy|, de manera que

Y=Y | < )[R\ < |Fa- A= |Fy|

HEA HEA

pues es claro que |Fy| es infinito y > . En definitiva, |Fy\| = x*. Ahora mostraremos que |Fy| <
|[x]}]. Para cada X € [k]* sea gx : X — X una biyeccién . Sea G el conjunto de las permutaciones
de ), es decir, las funciones biyectivas de A en A. Es claro que |G| < A*. Definimos f : F\ — [s]*xG
por f(h) = (rech, grech © h). Es facil ver que f es inyectiva. Por tanto

[BA] < [61Y x Gl = |[61Y] - |G] < [IK]*]- A%

En el caso A finito, \* < w < |[x]}| y en el caso \ infinito ya sabemos que A = 2* = [[A\]}| < |[s]}].
En cualquier caso, pues, |F)\| < |[]}|.

34



Definicién 7.8 (<A y k<" ) Si a es un ordinal, entonces <*A es el conjunto formado por to-
das las secuencias de la forma (a; : i < ) con f < oy a; € A para cada i < (8. Por tanto,
““A=Ugs-, B A. Definimos ademds x<* = | <Mk

Proposicién 7.23 1. Si X es infinito y k > 2, K< = Do Bl =sup, oy K

2. Sik esinfinito, |[k]<¥| = k<% = k.

Prueba. El punto 2 se sigue de I y de la proposicién 7.22, pues sup{s" : n < w} = k. Mos-
tramos ahora el punto 1. Es claro que sup, . " < Eu a k< k<*. Por otro lado utilizando
la proposicién 7.17 vemos que k<N = [<Ak| = 3\ [%k| = ¥\ &l = Dop<r 2lal=p Kklel <
Do WHR <30 AR =N, kP = A+, k. Ahora probaremos que A < sup,, . k.
De ello se seguird el resultado por la proposicién 7.19. Sea v = sup,, . /. Para justificar que A < v
podemos suponer que A > k. Entonces si A = p* tenemos v = k” = p? > pt = X, y si A es un
cardinal limite, para cada cardinal p < A, p < k? < vy por tanto A =sup{p: p < A} <w.

Definicién 7.9 (k!) k!es el cardinal del conjunto de permutaciones de un conjunto de cardinal «.

Proposicién 7.24 Si k es infinito, entonces k! = 2".

Prueba. Sea S el conjunto de las permutaciones de k. Como S C "k, es claro que |S| < 2.
Veamos ahora que 2% < |S]. Sea A = {X C k: |k~ X| > w}. Como P(k) N A ~ [k]<¥ y por la
proposicién 7.22 sabemos que |[k]<“| = &, resulta que |A| = |P(k)| = 2. Podemos asignar a cada
X € A una permutacién fx de x tal que {i € k: fx(i) =i} = X. Esta asignacién es inyectiva y
por tanto |A| < |S|.
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Capitulo 8

Cofinalidad

Definicién 8.1 (Conjunto cofinal, funcién cofinal) Sea (A, <4) un conjunto totalmente or-
denado. Se dice que un subconjunto B de A es cofinal en (A4,<4) si (Vo € A)(3y € B) x <4 v.
Si I es un conjuntoy f: I — A, se dice que f es cofinal en (A, <4) si rec f es un subconjunto
cofinal de (A, <4).

Proposicién 8.1 Si (A, <4) es un conjunto totalmente ordenado, existe un subconjunto B de A
que es cofinal en (A, <4) y que estd bien ordenado por el orden inducido <p=<4 N(B x B).

Prueba. Sea |A| = k. Podemos suponer que A # (). Utilizando una funcién de eleccién para
P(A) ~ {0} podemos definir por recursién f : kT — A de modo que f(a) € {a € A : (VB <
a)a>a f(B)}si{ae A: (VB < a)a>a f(B)} # 0. Sea v el menor ordinal < xT (si lo hay) tal
que{a€ A: (VB <a)a>4 f(B)} =0yseay=rT sino hay tal ordinal. En cualquier caso g | v
es estrictamente creciente (lo cual muestra que de hecho el caso segundo caso es imposible) y f[v]
es un subconjunto cofinal de A cuyo ordinal es ~.

Definicién 8.2 (Cofinalidad) La cofinalidad de un conjunto totalmente ordenado (A, <4) es
el menor nimero ordinal que es el ordinal de un subconjunto cofinal bien ordenado de (4, <4).
Designamos con cf(A, <4) la cofinalidad de (A, <4). Obsérvese que la cofinalidad de (A, <4) es
0siysolosi A=10yeslsiysélosi A tiene mayor elemento. Para un ordinal o ponemos
cf(a) = cf(a, €,). Por tanto, en el caso oo = 0 se tiene cf(a) = 0 y si « es un ordinal sucesor
cf(o) = 1. Si « es un ordinal limite cf(a) > w. En particular, para cada cardinal infinito ,
w < cf(k).

Lema 8.2 1. cf(«a) es el menor ordinal B para el que existe una funcion estrictamente creciente
y cofinal f: 3 — .

2. cf(a) es el menor ordinal B para el que existe una funcidn cofinal f : 8 — «.

Prueba. La equivalencia entre la definicién de cf(«) y la caracterizacién dada en I se basa en que
por un lado si f : 0 — « es estrictamente creciente y cofinal, entonces rec f es un subconjunto
cofinal de e y su tipo de orden es (3 y, por otro lado, si S C a es un subconjunto cofinal y 3 es su
tipode ordeny f : 8 — S es un isomorfismo entre los érdenes, entonces f : f — « es estrictamente
creciente y cofinal. Para justificar la equivalencia dada en 2 debemos mostrar que si f : 8 — «
es cofinal, entonces existe v < 0y g : v — « que es estrictamente creciente y cofinal. Para ello
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definimos recursivamente h : § — a de modo que h(n) € {p < a:p > f(n) A (Ve <n) p> h(§)}
si{p<a:p>fin)ANNME<n) p>h(&)} #0. Sea v el menor ordinal < 3 (si lo hay) tal que
{p<a:p>f(MHANNE<y) p>h()}=0yseay =7 en otro caso. En cualquiera de los dos
casos, si g = h [ 7, entonces g : 7 — « es estrictamente creciente y cofinal.

Proposicién 8.3 cf(«) es un cardinal, cf(a) < |a| y cf(cf(a)) = cf(a).

Prueba. Si f es una biyeccién entre |« y o, entonces f : |a| — « es cofinal y tenemos por el punto
2 del lema 8.2 que cf(«) < |a|. Por motivos similares hay una biyeccién f : |cf(a)| — cf(a) y una
funcién cofinal g : cf(a) — «. Componiéndolas obtenemos una funcién cofinal go f : |cf(a)] — «
y por tanto cf(a) < |cf(e)| y asf c¢f(e) es un cardinal. La ultima afirmacién se justifica de mo-
do similar, pues hay una funcién estrictamente creciente y cofinal f : cf(cf(a)) — cf(a) y una
funcién estrictamente creciente y cofinal g : cf(a) — « cuya composicién es una funcién cofinal

go f:cf(ct(a)) — a.

Proposicién 8.4 1. Si a es un ordinal limite entonces cf(o) es el menor cardinal k para el
que hay un S C « tal que |S| =k ysup S = a.

2. Sik es un cardinal infinito, cf(k) es el menor cardinal 1 para el que existe una secuencia
(ki i < p) de cardinales k; < K tales que k=37, K.

Prueba. 1. Como « es un ordinal limite, sup S = a si y sélo si S es un subconjunto cofinal de

«. Sea k el menor cardinal de un subconjunto S de « tal que sup S = a. Entonces « es el menor

cardinal de un subconjunto cofinal de a. Por su parte cf(«) es un cardinal y es el menor ordinal

de un subconjunto cofinal de «. Por tanto, k = cf(«).

2. Sea p el menor cardinal tal que x es la suma de p cardinales menores que k. Por tanto
hay (k; : @ < p) tales que k; < Ky K = Zi<u k;. Supongamos que p < cf(k). Por el punto 1,
sup{k; : i < pu} < k. Hay asf un v < k tal que k; < v para cada i < u. Entonces

Zm SZVZM'V:méX{M,V} <K,

i<p i<p

en contradiccién con la eleccién de (k; : @ < ). Asi pues, p > cf(x). Mostraremos ahora que
u < cf(k). Sea f : cf(k) — k una funcién estrictamente creciente y cofinal. Podemos supo-
ner adicionalmente que para cada limite o < cf(k), f(a) = sup;., f(i). Para cada ¢ < k, sea
Ai = |fGi+ 1)~ f(i)|. Entonces A\; < [f(i +1)| < f(i+ 1) < kK y como £ es la unién disjunta de

los conjuntos f(i+ 1) \ f(i), tenemos que £ =3, _ ¢,y Ai- Por tanto p < cf (k).

Definicién 8.3 (Cardinales regulares y cardinales singulares) Un cardinal infinito & es re-
gular si cf(k) = Kk y es singular si c¢f(k) < k. Por ejemplo, w es regular y R, es singular. Como
cf(cf(k)) = cf(k), cf(k) es siempre un cardinal regular. De la proposicién 8.4 se sigue que un cardi-
nal infinito x es regular si y sélo si no puede partirse en menos de k conjuntos de cardinalidad < k.

Proposicién 8.5 Para cada k infinito, k* es regular.

Prueba. En caso contrario habria un cardinal y < k™ y una familia (k; : ¢ < p) de cardinales
k; < kT tales que > = k™. Pero k; < kK y u < k, de manera que

KP=Y k<Y k<p r=x

i< p i<p

i<t
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lo cual es, obviamente, una contradiccién.

Proposicion 8.6 Sea x un cardinal infinito.

1. kAR > g

2. cf(2%) > k.

Prueba. El punto 2 se sigue de 7 dado que para cada A <  infinito, (27)* = 2%* = 2%, Para la
prueba de I utilizamos la proposicién 7.20. Existe una familia de cardinales (k; : i < cf(k)) tales

que K; < K Y K= Do Fi- Como k; < &, tenemos

K= Z ki < H njg H Kk = ),

i<cf(k) 1<cf(k) i<cf(r)
Corolario 8.7 cf(2¥) > w y 2¥ # X,,.

Prueba. La primera afirmacion es una aplicacién de la proposicién 8.6. La segunda se sigue de la
primera dado que es claro que cf(R,) = w.

A

Proposicién 8.8 Si k es un cardinal infinito y 1 < A < cf(k), entonces k" = Kk + sup, . T

Prueba. Por un lado x < s* Y Sup, <, ,u’\ < k*. Mostramos a continuacién que k* < K+SUp,, <\ ,uA.
Como A < cf(k), para cada f : A — k existe un ordinal o < & tal que f : A — «. Por tanto

KA:\’\/{\§Z|)‘Q|§ Zsup/f\gn-sup,uA:/i—i—supu)‘.

a<k Oc<m‘u’<N B<A B<A

Definicién 8.4 (Hipdtesis del Continuo) La hipdtesis del continuo (abreviado CH) es el enun-
ciado
2% = Ny,

No se puede demostrar ni refutar en ZFC (a no ser que ZFC sea una teorfa contradictoria). La
hipdtesis generalizada del continuo (abreviado GCH) es el enuciado segtn el cual para cada car-
dinal infinito x, 2% = x*. Tampoco es demostrable ni refutable en ZFC.

Definicién 8.5 (La funcién beth) La funcién beth asigna a cada ordinal « un cardinal 3, y
se define por induccién con las siguientes clausulas:

u :0 = W.
L j(x-i-l :2:”.

» Js =sup{3d, : @ < 4} si 0 es limite.
Hay una variante de esta funcién. Si k es un cardinal, se define J, (k) como sigue:

» Jo(k) = k.
¢ T (x) = 27000,
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» Js5(k) = sup{3a (k) : @« < 0} si § es limite.

Entonces 3, = J,(w). En ambas versiones se trata de una funcién normal. Es claro que R, < J,.
La hipétesis generalizada del continuo es equivalente (en ZFC) al enunciado (Vo € On) R, = J,,.

Proposicién 8.9 Si « es un ordinal limite, cf(R,) = cf(3,) = cf(a).

Prueba. La funcién N restringida a « es una funcién estrictamente creciente y cofinal de o en X,,.
Andlogamente para 3.

Proposicion 8.10 La hipdtesis generalizada del continuo implica las siguientes reglas para cal-
cular la exponenciacion de cardinales infinitos K, A:

kY sicf(k) <A<k
K*=1< K si A < cf(k)
AT st > k.

Prueba. Supongamos primero que cf(k) < A < k. Entonces, como k < kA v gt =28

Y <) < h < kP =28 = Kt

En el caso A < cf(k) usamos la proposicién 8.8 y obtenemos que

/i/\:/{—i—supu)‘:n
p<K

pues si p < K es infinito y ¥ = méax u, A resulta que v < & y por tanto p* < v¥ = vt < k.
Finalmente, en el caso A > k tenemos

AP =20 <P <A =20 =\

Proposicién 8.11 1. Para cada cardinal X existe un cardinal K > X tal que 2<% = k.
2. Para cada cardinal infinito k, k<% = k si y sdlo si k es reqular y 2<% = k.
3. Sik esinfinito y k+ = 2%, entonces 2<% = k*.

4. La hipdtesis generalizada del continuo implica que para cada cardinal infinito k, 2<% = k y
que para cada cardinal reqular infinito k, k<" = k.

Prueba. 1. Sea k = J,(\). Si pp < K, entonces p < J,(A\) para algin n < w. Entonces 2# <
22»(N) =2, . 1(\) < k. Por la proposicién 7.23 tenemos entonces que 2<% = sup,, ., 2" < k. Por
otro lado es claro que xk < 2<%,

2. Sea k=" = k. Entonces 2<% = sup, . 2" < sup, k" = K" = K, de modo que kK =
2<%, Y si k no es regular entonces cf(x) < & con lo cual k(*) < k< = k en contra de la
proposicién 8.6. Supongamos ahora que k es regular y 2<" = k. Entonces si u < &, g < cf(k) y

por la proposicién 8.8 k* = k 4 sup,, ., v* < K +sup, .. 2¥ = 2<K — o

5. 2<K = SUp, <t 2 =27 = k*. El punto 4 se sigue facilmente a partir de esto.
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Definicién 8.6 (Cardinales inaccesibles) Un cardinal infinito k es débilmente inaccesible si es
un cardinal limite y regular y es inaccesible o fuertemente inaccesible si es regular y (Vu < k) 24 <
k. Obviamente todo cardinal inaccesible es débilmente inaccesible. La hipotesis generalizada del
continuo implica que los cardinales débilmente inaccesibles son inaccesibles. En ZFC no se puede
demostrar que existan cardinales débilmente inaccesibles mayores que w a no ser que ZFC sea
inconsistente.

Observacién 8.12 Si k es inaccesible, entonces k<% = k.
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Capitulo 9

Combinatoria infinita

Definicién 9.1 (x — (A)¥) Sea f : [A]* — B. Se dice que H C A es homogéneo para f si f es
constante en [H]*, es decir si existe un b € B tal que para cada = € [H]*, f(x) = b. La notacién

k= (A

v

significa que si A y B son conjuntos de cardinalidad « y v respectivamente y f : [A]* — B, en-
tonces existe un subconjunto de A que tiene cardinalidad A\ y es homogéneo para f. Obviamente
basta con verificarlo para A = k' y B = v. Otra manera equivalente de formular esta propiedad
es como sigue: si X' es una particién de [k]* y |X| < v, entonces existe un conjunto S C k y un
X € X tales que |S| = Ay [S]* C X.

Teorema 9.1 (Ramsey) Para cualesquiera n,m < w, w — (w)7,.

Prueba. Efectuamos una induccién en n. El caso n = 0 es trivial. Consideramos el caso n+ 1. Sea
[+ [w]™*™! — m. Definimos inductivamente una familia (A; : i < w) de conjuntos infinitos A; C w
y una familia (a; : i < w) de ntimeros naturales a; € A; de modo que

= A D A
L] aiEA]w—»jgi.

Comenzamos con Ay = w. Se escoge a; € A; arbitrario. Sea f; : [4; \ {a;}]" — m la funcién
definida por f;(z) = f(zU{a;}). Usando la hipdtesis inductiva podemos tomar como A;;1 un sub-
conjunto infinito de A4; \ {a;} homogéneo para f;. Efectuada esta construccién, definimos k; como
el valor constante de f; en [A;41]". Claramente existe existe un k < m para el que {i < w: k; = k}
es infinito. Sea H = {a; : k; = k}. Entonces H es un subconjunto infinito de w y H es homogéneo
para f pues si x € [H]"™! y i es el mdximo indice j < w con a; € x entonces = ~\ {a;} € [Ai+1]™,

r=(z~{ai}) U{ai} y f(o) = filz ~{ai}) = ki = k.

Teorema 9.2 (Erdés-Rado) Para cada cardinal k y cada n < w, (3,(k))*T — (kT)n T

Prueba. Efectuamos induccién en n. El caso n = 0 se obtiene por la regularidad de x*. Mostramos
ahora el caso n+ 1. Sea A = 3, 11(k) y ¢ = 3,(k). Entonces 2 = X\ y queremos mostrar que
AT — (kT)F2. Sea f : [AT]"*2 — k. Vamos a mostrar en primer lugar que existe una secuencia
creciente (3; : i < pT) de ordinales 3; < A" tales que para cada S C 3; con |S| < u y para cada
v < AT existe un v’ < B;41 tal que
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s yeS—+ €S
< size Sy v, &, entonces f(zU{7}) = f(z U {r'}).

La eleccién de By es arbitraria. Supongamos ya obtenido f3;. Sea S € [3;]S#. Para cada v < AT
tal que v € S sea

Ay ={y <Xy ESA (Y €[S faU{y}) = flaU{Y'})}

y sea fy 1 [S]"T! — £ la funcién definida por f,(z) = f(z U {y}). Entonces |{f, : v € AT \ S}| <
|S|" < p® < A Como f,, = f,, implica A,, = A,,, resulta que [{4, : v € AT S} < Ay por
tanto podemos encontrar una subconjunto A de A™ tal que |A| < Ay tal que para caday € AT\ S
existe un o € A tal que o € A,,. Sea s < AT un ordinal mayor que todos los elementos de A y
de S. Entonces para cada v < AT existe un v/ < Bg tal que v € S < 4’ € S y ademés siempre
que z € [S|"* y v,9" & z, entonces f(x U {y}) = f(z U {y'}). Como el niimero de subconjuntos
S de B3; con cardinalidad < pes < [B;|* < A = )\, existe B;11 < AT tal que para cada S € [3;]=#,
Bs < Bit1. Este ordinal ;41 cumple las condiciones exigidas.

Una vez obtenida la secuencia (8; : i < p't), ponemos 3* = sup; <u+ Pi- El siguiente paso
consiste en obtener recursivamente una secuencia (vy; : 4 < uT) tal que

* Y < it
= (Vo€ [{v; 5 <" fl@U{n}) = fl@u{B"})
= iFE =% F
Esto no ofrece ninguna dificultad. Entonces definimos f’ : [u*]"*! — & por

fl@)=f{yiieabu{p}).

Por la hipétesis inductiva existe un subconjunto S’ de u™ que tiene cardinalidad ™ y es ho-
mogéneo para f'. Hay asf un ag < k tal que para cada x € [S']"*!, f'(x) = ap. En ese caso
S ={~;:1€ 5’} es homogéneo para f y |S| = k™.

Proposicién 9.3 2% = (k1)2 y 25 » (3)2

.
Prueba. Sea <; un buen orden de “2 y sea <, el siguiente orden de *2:

f<ageo Ba<n)(fla=glanfla) <gla)).

Definimos entonces F : [#2]2 — 2 por F({f,g}) = 1si <1 y <3 coinciden en {f, g} y F({f,g}) =0
en otro caso. Entonces no existe ningtin subconjunto de "2 que sea homogéneo para F' y tenga
cardinalidad ™, pues no existe ninguna inmersién del orden de ™ ni en el orden <, ni en su
inverso. Esto prueba que 2% - (k1)3. Para mostrar que 2% - (3)2, basta considerar la funcién
F :[*2]? — k definida de modo que F({f, g}) sea el menor ordinal @ tal que f | a # g | . Ahora
no existe ningin subconjunto de *2 que sea homogéneo para F' y tenga cardinalidad 3.

Definicién 9.2 (Cardinal débilmente compacto) Un cardinal x es débilmente compacto si

K>wyk— (k)3

Proposicion 9.4 Los cardinales débilmente compactos son inaccesibles.
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Prueba. Sea k débilmente compacto. Supongamos que A < x. Por la proposicién 9.3 sabemos que
22 = (A1)2. Pero como At < k, tenemos que x — (A1)3. Por tanto debe ser 2* < k. Mostramos
ahora que k es regular. Si no lo fuera tendriamos una particién {I; : i < u} de Kk con u < Kk 'y con
|I;| < k para cada i < p. Si definimos f : [k]? — 2 de modo que f({a,3}) = 0 si @ y 3 estén
en el mismo elemento de la particién y f({a, 5}) = 1 en otro caso, resulta que no existe ningtin
subconjunto de k que tenga cardinalidad x y sea homogéneo para f.

Definicién 9.3 (Anticadenas y condiciones de cadena) Sea (A4,<4) un conjunto parcial-
mente ordenado. Decimos que dos elementos a,b € A son incompatibles y escribimos a L b si
no existe ningin ¢ € A tal que ¢ <4 a'y ¢ <4 b. Una anticadena en (A, <4) es un subconjunto
de A formado por elementos incompatibles dos a dos. Se dice que (A4, <4) tiene la condicidon de
k—cadena, abreviado, la k-cc si toda anticadena en (A, <4) tiene cardinalidad < k. Se dice que
(A, <4) tiene la condicién de cadena numerable, abreviado, la ccc si tiene la wy — ce, es decir, si
toda anticadena es numerable.

Definicién 9.4 (Fn(),2,x)) Para cualesquiera cardinales infinitos &, A, Fn(A, 2, ) es el conjunto
parcialmente ordenado formado por las funciones cuyo dominio es un subconjunto de A de car-
dinalidad < k y cuyo recorrido estd contenido en 2 = {0, 1}. El orden parcial considerado es el
inverso de la inclusién. Por tanto f L g significa simplemente que f U g es una funcién.

Proposicién 9.5 1. Para cualesquiera , X infinitos, Fn(\, 2, k) tiene la condicion de (27)" -

cadena.

2. Fn(w,2,w) tiene la condicién de cadena numerable.

Prueba. 1. Sea {f; : i < (27)"} una familia de funciones de Fn(\,2,x%) que son incompatibles
dos a dos. Pongamos

fi=A(a}, fi(a})) : j <k}
Sij,l <ryA={jl}, definimos f> = f; | {aé,af}. Dados 4,7’ < (2%)T distintos, hay siempre

i,/

dos ordinales j; ,l; v < k tales que f; es incompatible con f;‘“' para A; ;= {jii.lii}-
Por el teorema de Erdés-Rado, (25)T — (k)2 y hay por tanto un I C (2*)* infinito (de hecho
|I| > k1) y un conjunto A de dos elementos tal que A; ;; = A para cualesquiera i,4" € I distintos.
Pero esto es imposible si || > 4 como puede comprobarse facilmente.

La prueba del punto 2 es andloga, pero usando el teorema de Ramsey en vez del teorema de
Erdos-Rado.

Corolario 9.6 Para cualesquiera k, A infinitos, Fn(\, 2, k) tiene la condicion de (2<%)* —cadena.

Prueba. Los casos k = w y K = vT se obtienen directamente de la proposicién 9.5. Podemos

suponer entonces que k es un cardinal limite > w. Sea p = (2<%)". Entonces p es un cardinal
regular y es > k. Supongamos que (f; : ¢ < p) es una secuencia de elementos de Fn(\, 2, k) tal
que f; L f; siempre que i # j. Para cada cardinal v < k sea I, = {i < p : |fi| = v} y sea
I<, ={i<p:|fi] <v}. Entonces {I, : v < Kk} es una particién de p y el nimero de elementos de
la particién es < k < u. Como p es regular, para algin v < k debe ser |I,| = p. Como & es limite
y es > w, para algin v < k infinito v < Kk y |I<,| = p. Pero esto contradice a la proposicién 9.5
pues {f; :i € I<,} CFn(\,2,v7).
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