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رگرسیون:یادآوری

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

ویژگیهامقادیربهتوجهباپیوستهکمیتیکتخمین.هدف.

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃𝑇𝑥

𝐽 𝜃 = 1
2


𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2

نهتابع هزی زیکمینه سا

یگرادیان کاهش



۳

دستهبندی

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

(خیر؟/بله)هرزنامه:ایمیل

(خیر؟/بله)کلاهبرداری:برخطتراکنش

؟بدخیم/خوشخیم:سرطانیغده

گسستهمقادیربامتغیریکپیشبینی.دستهبندی.
دودوییدستهبندی

چندکلاسیدستهبندی

استمقداردودارایکنیمپیشبینیرامقدارشمیخواهیمکهمتغیریمثالها،ایندر:

(مخوش خیغده مانند )«  کلاس منفی»: صفر

𝑦(بدخیمغده مانند )« کلاس مثبت»:   یک ∈ 0,1
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دستهبندی

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

دستهبندخروجیرویبرآستانهیکدادنقرار:
اگرℎ𝜃(𝑥) ≥ 𝑦آنگاه،0.5 = 1

اگرℎ𝜃(𝑥) < 𝑦آنگاه،0.5 = 0

1

0

0.5

غدهاندازه 

بدخیم؟

𝑦 = 0

𝑦 = 1
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دستهبندی

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

دستهبندخروجیرویبرآستانهیکدادنقرار:
اگرℎ𝜃(𝑥) ≥ 𝑦آنگاه،0.5 = 1

اگرℎ𝜃(𝑥) < 𝑦آنگاه،0.5 = 0

1

0

0.5

غدهاندازه 

بدخیم؟

𝑦 = 0

𝑦 = 1

داده پرت
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دستهبندی

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

داریمدودوییدستهبندیدر:
𝑦 = 0 یا 𝑦 = 1

استممکنرگرسیوندراما:
ℎ𝜃(𝑥) < 0 یا ℎ𝜃(𝑥) > 1

(دستهبندی)لجستیکیرگرسیون.

0 ≤ ℎ𝜃 𝑥 ≤ 1



بازنماییفرضیهدررگرسیونلجستیک

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین



8

بازنماییفرضیه

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

هدف.

𝑔(𝑧)

1

0.5

𝑧

0 ≤ ℎ𝜃 𝑥 ≤ 1

ℎ𝜃 𝑥 = 𝑔 𝜃𝑇𝑥

𝑔 𝑧 =
1

1 + 𝑒−𝑧

ویدتابعسیگم
(لجستیک)

فرضیه.

0 ≤ ≤ 1𝑔 𝜃𝑇𝑥 =
1

1 + 𝑒−𝜃
𝑇𝑥



۹

رگرسیونلجستیکودستهبندی

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

1

0

0.5

غدهاندازه 

بدخیم؟

𝑦 = 0

𝑦 = 1

𝑦 = 1

𝑦 = 01

0

بدخیم؟ 0.5

غدهاندازه 

داده پرت



۱0

فرضیه

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

فرضیهخروجیتفسیر.

𝑝 𝑦 = 1 𝑥; 𝜃 = ℎ𝜃 𝑥

𝑝 𝑦 = 0 𝑥; 𝜃 = 1 − 𝑝 𝑦 = 1 𝑥; 𝜃 = 1 − ℎ𝜃 𝑥

𝑥 =
𝑥0
𝑥1

=
1

𝑡𝑢𝑚𝑜𝑟𝑆𝑖𝑧𝑒
, ℎ𝜃 𝑥 = 0.7 باشیمداشتهاگر.مثال:

.استبدخیمسرطانیغدهایندرصد،70احتمالبهصورت،ایندر

𝑦دستهبه𝑥ورودیکهایناحتمال» = «باشدداشتهتعلق1



۱۱

فرضیه

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

فرضیهاحتمالاتیتفسیر.
𝑝 𝑦 = 1 𝑥; 𝜃 = ℎ𝜃 𝑥

𝑝 𝑦 = 0 𝑥; 𝜃 = 1 − ℎ𝜃 𝑥

𝑝 𝑦 𝑥; 𝜃 = ℎ𝜃 𝑥 𝑦 1 − ℎ𝜃 𝑥
1−𝑦

𝐿 𝜃 = 𝑝 𝑌 𝑋; 𝜃 =ෑ

𝑖=1

𝑚

𝑝 𝑦 𝑖 𝑥 𝑖 ; 𝜃

=ෑ

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 𝑦 𝑖

1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖
1−𝑦 𝑖

درستنماییتابع.



۱2

تخمینبیشتریندرستنمایی

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

درستنماییتابعلگاریتم.

𝑙 𝜃 = log 𝐿 𝜃 = logෑ

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 𝑦 𝑖

1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖
1−𝑦 𝑖

=

𝑖=1

𝑚

log ℎ𝜃 𝑥 𝑖 𝑦 𝑖

1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖
1−𝑦 𝑖

=

𝑖=1

𝑚

𝑦 𝑖 log ℎ𝜃 𝑥 𝑖 + 1 − 𝑦 𝑖 log 1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖

هزینهتابع.

𝐽 𝜃 = −𝑙 𝜃 =

𝑖=1

𝑚

−𝑦 𝑖 log ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 1 − 𝑦 𝑖 log 1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖



۱۳

رگرسیونخطیورگرسیونلجستیک

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

𝑥0 = 1 𝜃0

𝑓 

𝑗

𝜃𝑗𝑥𝑗



𝑗

𝜃𝑗𝑥𝑗 = 𝜃𝑇𝑥 𝑓

تابع 
فعالیت

رگرسیونخطی

یکرگرسیونلجست

𝜃0𝑥0

𝜃1𝑥1

𝜃2𝑥2



مرزتصمیمگیری

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین



۱5

مرزتصمیمگیری

لجستیکرگرسیون.

0 1

ℎ𝜃 𝑥 = 𝑔 𝜃𝑇𝑥

𝑦 = 1: ℎ𝜃 𝑥 ≥ 0.5 ⇒ 𝜃𝑇𝑥 ≥ 0

𝑦 = 0: ℎ𝜃 𝑥 < 0.5 ⇒ 𝜃𝑇𝑥 < 0

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

0.5

دستهبندخروجیرویبرآستانهیکدادنقرار:

𝜃𝑇𝑥 = 0

یریمعادله مرز تصمیم گ



۱6

تصمیمگیریمرز.

خروجی𝑦3−اگراست،1بابرابر + 𝑥1 + 𝑥2 ≥ 0

 𝑥1 + 𝑥2 ≥ 3 ⇒ 𝑦 = 1

 𝑥1 + 𝑥2 < 3 ⇒ 𝑦 = 0

ℎ𝜃 𝑥 = 𝑔 𝜃0 + 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2

مرزتصمیمگیری

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

𝑥1

𝑥2

1 2 3

1

2

3

-3 1 تصمیم گیریمرز 1



۱۷

مرزتصمیمگیریغیرخطی

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

تصمیمگیریمرز.

𝑥1

𝑥2

1-1

-1

1

-1 0 0 1 1

𝑦 = 1

𝑦 = 0

ℎ𝜃 𝑥 = 𝑔 𝜃0 + 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 + 𝜃3𝑥1
2 + 𝜃4𝑥2

2

𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≥ 1 ⇒ 𝑦 = 1

𝑥1
2 + 𝑥2

2 < 1 ⇒ 𝑦 = 0



تابعهزینه

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین



۱۹

رگرسیونلجستیک

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

آموزشیمجموعه.

آموزشینمونه.

فرضیه.

پارامترهایمقادیر.سθکنیم؟انتخابچگونهرا

𝑥 1 , 𝑦 1 , 𝑥 2 , 𝑦 2 , … , 𝑥 𝑚 , 𝑦 𝑚

𝑥 ∈

𝑥0
𝑥1
⋮
𝑥𝑛

𝑥0 = 1, 𝑦 ∈ 0,1

ℎ𝜃 𝑥 =
1

1 + 𝑒−𝜃
𝑇𝑥
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رگرسیونلجستیک

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

هزینهتابع.

𝐽 𝜃 =

𝑖=1

𝑚
1

2
ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2

𝑐𝑜𝑠𝑡 ℎ𝜃 𝑥 𝑖 , 𝑦 𝑖 =
1

2
ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2

کوژتابعیکدیگرهزینهتابعاست،پارامترهاازغیرخطیتابعیکℎ𝜃(𝑥(𝑖))کهآنجااز.توجه
.بودنخواهد

1

0

0.5

𝑦 = 0

𝑦 = 1

𝑔 𝜃𝑇𝑥 = ℎ𝜃(𝑥)



2۱

تابعهزینه

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

ناکوژوکوژتوابع.

تابع ناکوژ تابع کوژ

𝜃𝜃

𝐽 𝜃 𝐽 𝜃
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تابعهزینهدررگرسیونلجستیک

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

هزینهتابع.

𝑦 = 1

10

𝑦 = 0

10

𝐶𝑜𝑠𝑡 ℎ𝜃 𝑥 , 𝑦 = ቐ
− log ℎ𝜃 𝑥 , 𝑦 = 1

− log 1 − ℎ𝜃 𝑥 , 𝑦 = 0

ℎ𝜃(𝑥) ℎ𝜃(𝑥)



2۳

تابعهزینهدررگرسیونلجستیک

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

هزینهتابعسادهسازی.

𝐽 𝜃 =

𝑖=1

𝑚

𝑐𝑜𝑠𝑡 ℎ𝜃 𝑥 𝑖 , 𝑦 𝑖

𝑐𝑜𝑠𝑡 ℎ𝜃 𝑥 𝑖 , 𝑦 𝑖 = −𝑦 𝑖 log ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 1 − 𝑦 𝑖 log 1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖

ℎ𝜃(𝑥)
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هزینهتابع.

ℎ𝜃 𝑥 =
1

1 + 𝑒−𝜃
𝑇𝑥

min
𝜃

𝐽(𝜃)

تابعهزینهدررگرسیونلجستیک

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

𝐽 𝜃 =

𝑖=1

𝑚

𝑐𝑜𝑠𝑡 ℎ𝜃 𝑥 𝑖 , 𝑦 𝑖

=

𝑖=1

𝑚

−𝑦 𝑖 log ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 1 − 𝑦 𝑖 log 1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖

پارامترهامقدارتعیین.

جدیدورودیبرایپیشبینی𝑥.
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هزینهتابع.

𝐻 = 𝑋𝑇 diag ℎ𝜃 𝑋 1 − ℎ𝜃 𝑋 𝑋

𝛻𝐽 𝜃 = 𝑋𝑇 ℎ𝜃 𝑋 − 𝑦

تابعهزینهدررگرسیونلجستیک

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

𝐽 𝜃 =

𝑖=1

𝑚

−𝑦 𝑖 log ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 1 − 𝑦 𝑖 log 1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖

.استکوژتابعیکهزینهتابعبنابرایناست،معینمثبتماتریسیکهسینماتریس.توجه

𝛻𝐽 𝜃 ∈ ℝ𝑛+1

𝐻 ∈ ℝ 𝑛+1 × 𝑛+1
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repeat until convergence {

}

𝜃 ≔ 𝜃 − 𝛼 𝛻𝐽 𝜃

الگوریتمگرادیانکاهشی

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

[برداریشکل].کاهشیگرادیانالگوریتم

𝛻𝐽 𝜃 = 𝑋𝑇 ℎ𝜃 𝑋 − 𝑦

𝐽 𝜃 =

𝑖=1

𝑚

−𝑦 𝑖 log ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 1 − 𝑦 𝑖 log 1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖



2۷

repeat until convergence {

}

𝜃𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝛼
𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃 𝑗 = 0,1,… , 𝑛

الگوریتمگرادیانکاهشی

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

کاهشیگرادیانالگوریتم.

𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃 =

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 ∙ 𝑥𝑗
𝑖

𝐽 𝜃 =

𝑖=1

𝑚

−𝑦 𝑖 log ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 1 − 𝑦 𝑖 log 1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖
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الگوریتمگرادیانکاهشی

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

کاهشیگرادیانالگوریتم.

𝐽 𝜃 =

𝑖=1

𝑚

−𝑦 𝑖 log ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 1 − 𝑦 𝑖 log 1 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖

.استرضیهفتابعدرتفاوتتنهاواستخطیرگرسیونالگوریتمماننددرستالگوریتماین.توجه

repeat until convergence {

}

𝜃𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝛼

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 ∙ 𝑥𝑗
𝑖

𝑗 = 0,1,… , 𝑛



دستهبندیباچنددسته

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین



۳0

دستهبندیباچنددسته

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

سرگرمیخانوادگی،کاری،:ایمیل
آنفلوآنزاخوردگی،سرماسالم،:پزشکینمودارهای
برفیبارانی،ابری،آفتابی،:هوا

𝑦 ∈ 1 , 2 , 3 , … , 𝑘

𝑥1

𝑥2



۳۱

دستهبندیباچنددسته

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

𝑥1

𝑥2

دستهبندیچنددستهایدودوییدستهبندی

𝑥1

𝑥2



۳2

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

یکیدربرابرهمه:دستهبندیباچنددسته

Class 1:
Class 2:
Class 3:

𝑥1

𝑥2

𝑥1

𝑥2

𝑥1

𝑥2

ℎ𝜃
𝑖
𝑥 = 𝑃 𝑦 = 𝑖 𝑥; 𝜃 𝑖 = 1,2,3

𝑥1

𝑥2



۳۳

ℎ𝜃
1

𝑥 = 0.25

ℎ𝜃
2

𝑥 = 0.70

ℎ𝜃
3

𝑥 = 0.45

ℎ𝜃
2

𝑥 = 0.70

دستههرازایبه.همهبرابردریکی𝑖،لجیستیکرگرسیوندستهبندℎ𝜃
𝑖
(𝑥)منظوربهرا

.بدهآموزش𝑖دستهبه𝑥ورودیتعلقاحتمالتخمین

جدیدورودیدستهبندیمنظوربه.پیشبینی𝑥،دسته𝑖کهگونهایبهکنانتخابرا:

یکیدربرابرهمه:دستهبندیباچنددسته

𝑦 = argmax
𝑖

ℎ𝜃
𝑖
𝑥 𝑦 = 2

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین



روشهایبهینهسازیپیشرفته

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین



۳5
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مقداریافتن.هدفθهزینهتابعکمینهسازیمنظوربه.

𝐽 𝜃
𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃

min
𝜃

𝐽(𝜃)

مقادیرداشتنباکهداریمبرنامهای.فرض𝜃،کندمحاسبهرازیرمقادیرمیتواند:

repeat until convergence {

}

𝜃𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝛼
𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃 𝑗 = 0,1,… , 𝑛

گرادیانکاهشی
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مقادیرداشتنباکهداریمبرنامهای.فرض𝜃،کندمحاسبهرازیرمقادیرمیتواند:

𝐽 𝜃
𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃

پیشرفتهبهینهسازیالگوریتمهای.
مزدوجگرادیان

BFGS

L-BFGS

کاهشییانگرادالگوریتمبهنسبتمعمولاًوندارندیادگیرینرخانتخاببهنیازروشهااین.مزایا
.میشوندهمگرازودتر
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def J(theta):

return (theta[0] – 5) ** 2 + (theta[1] – 5) ** 2

مثال.

𝐽 𝜃 = 𝜃0 − 5 2 + 𝜃1 − 5 2

𝜕

𝜕𝜃0
𝐽 𝜃 = 2 𝜃0 − 5

𝜕

𝜕𝜃1
𝐽 𝜃 = 2 𝜃1 − 5

def grads(theta):

return np.array([2 * (theta[0] - 5), 2 * (theta[1] - 5)])
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مثال.

𝐽 𝜃 = 𝜃0 − 5 2 + 𝜃1 − 5 2

𝜕

𝜕𝜃0
𝐽 𝜃 = 2 𝜃0 − 5

𝜕

𝜕𝜃1
𝐽 𝜃 = 2 𝜃1 − 5

from scipy.optimize import minimize

minimize(J, x0=[0, 0], method=‘CG’, jac=grads)



۳۹

۱۳۹۷-سیدناصررضوی-رگرسیونلجستیک-یادگیریماشین

from scipy.optimize import minimize

minimize(J, x0=[0, 0], method=‘BFGS’, jac=grads)

روشهایبهینهسازیپیشرفته

مثال.

𝐽 𝜃 = 𝜃0 − 5 2 + 𝜃1 − 5 2

𝜕

𝜕𝜃0
𝐽 𝜃 = 2 𝜃0 − 5

𝜕

𝜕𝜃1
𝐽 𝜃 = 2 𝜃1 − 5
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