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CHAPITRE |
ELEMENTS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

1 Introduction

1.1 Mathématique

La géométrie est la branche des mathématiques qui étudie les formes et les figures

dans l'espace, leurs relations entre elles et leurs propriétés. On distingue entre autre :

= La géométrie analytique
Partie de la géométrie ayant recours au calcul algébrigue et analytique .Elle facilite
I'étude des propriétés géométriques des courbes et des surfaces et de leurs
représentation graphique ou la recherche de « lieux géométriques ».

= La géométrie différentielle
Branche de la géométrie visant a étudier les propriétés locales (au voisinage d'un
point) et intrinseques des courbes et des surfaces. La géométrie différentielle est
née de la possibilité d'un interprétation cinématique que le calcul infinitésimal
apporte a I'étude des courbes

1.2 Geéodésique

La géodésie étudie la forme de la terre et dans ce but elle substitue a sa surface
topographique des surfaces plus ou moins régulieres servant de support :

Surface de référence (ellipsoide)

Surface de niveau (géoide)
Ce sont des surfaces a courbure lentement variable et trés peu différentes de la
sphéere. L'étude des propriétés élémentaires des courbes et des surfaces de révolution
constitue un préambule a I'’étude de la géométrie de l'ellipsoide et des représentations
planes.

Dans ce chapitre et dans la suite de ce cours, nous assimilerons I*espace physique a R®.
On le suppose muni d*un repere R =(G;i, j,k) . Nous appellerons { la base (i,j,k).
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2 Courbe gauche, Arc paramétré

2.1 Définitions

Soient| OR,
3
(P - R avec M (x,y,2)g
t M - f{t)=M

Appelons I'= f(l). Si Fest continue, alors I' est une courbe de I*espace d"un seul
tenant.

Définition :

Choisissons t, Ul et posonsM & f(t,). Par abus de
langage, on note aussi M (t,).
Par définition, le couple (£, /) ou Fest une fonction

continue est appelé un arc paramétré. [ est appelée
le support de (/) et t, est une origine de (7 /).

Mo=T(to)

Fig. 1 Représentation schématique d"un arc paramétré et de son support

Abusivement, on dit que ( f,|) est un paramétrage de I".

Remarquons qu'il est facile de définir d"autres arcs paramétrés admettant [ comme
support. Pour ce faire, il suffit de se donner une fonction ¢ bijective de /vers J[IR.
m - R®

Si on note gEJ o~ f(5)

j , alors (g,J) est un autre arc paramétré de

support .
Inversement, soit (7, /) et (g,J) deux arcs paramétrés de méme support, alors il existe

| m-J .
¢(t . ¢(t)=t'] telle que t'=g™(f (1)) .

2.2 Abscisse curviligne

Soient| OR,
3
f(l M - R

cm - f(t)=M] avec M(Xx,Y,2)g
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t
le nombre s(t) défini par s(t) :J-Hf (u)” [du est appelé abscisse curviligne de
fo

M = f (t), comptée & partir de M, = f (t,), pris pour origine et représente la

longueur de l'arc orienté M M .

la longueur | de la courbe entre M, et M est définie par :

= Z(IIMO—'VHII +HM1M2H--- +||l\/|n—M||) et le passage a la forme intégrale

| = [ [OM(t+dt)-OM(t)| = | |dOM| :j((dx(t))z Hdy()* +(dz(t))2)1/2 ,

MoM MoM %

S
or | =s-s5, :J.ds d'ou ds” =dx® +dy® +d z° qui peut aussi s*écrire

(Gl -(a) (&) (&)

Cette formule est une propriété caractéristique de I'abscisse curviligne.

= Application: une hélice

Soient (a,r,h)OR®, a>0, r>0 et h>0,

X =T cost

3
f [0 m - R avec M(x,y,2) et {y=rsint
tm ) M .
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(£;[0,4]) est un arc paramétré dont le support est

appelé une hélice ¥, ren est le rayon et / le pas.
t, =0 comme origine. Cherchons I*abscisse

Prenons

curviligne de cet arc:

(5] (&) (A5

=r?sin’t +r?cos’t +h? =r? +h?

donc%z r’+h> e s=+r?+h®xt

2.3 Triédre de Frenet

210.500.5 1

N

A=F(t)

MO:' 5 O

Fig. 2 : Hélice de rayon 1 et de
pas 0,25

2.3.a Vecteur tangent

Soient " une courbe, s(t) son abscisse curviligne et M, =s(t,) son origine. Appelons

T=df(t):dém
ds ds

M. De plus, par définition de I'abscisse curviligne, HTH =

Définition :

est appelé vecteur unitaire

tangentde [ en M,.

2.3.b

. Par définition de la différentielle, T “tangente” I au voisinage de

dOM _
=1 ,et T estunitaire.
ds]

Mo

“""Fig. 3 : Triédre de Frenet

Vecteur unitaire de normale principale, courbure

Intéressons nous a

ds
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. d—T est orthogonal a 'T'; en effet,
S

=T F=1 donc @:ﬂﬁﬁé’i:zﬂﬁr -0,

S ds ds ds
dT . o
. —— n"est a priori pas unitaire.
S
Posons:
Définitions :
ﬂ Par définition, N est le vecteur unitaire de la
. N=_ds normale principale de ' en M, Cen est la courbure
dT et Rle rayon de courbure.
ds
dT
. C =
ds
) N _dT
La formule R =d— est appelée 1lére formule de
S
. 1
s C#0,adorsR =E Frenet.

Pour donner une interprétation géométrique de la courbure & I en M, étudions la
projection yde ' dans le plan défini par (MO,T,N), et appelons ¢ le point de ce plan

défini par:
M,c=RN

Le cercle de centre cet de
rayon Rest le cercle qui
tangentele mieux y et I . 1l

est appelé cercle osculateur
al en M. . Fig. 4 : cercle osculateur

- L= dT =
Dans le cas particulier ou T est un vecteur constant, d_ =0, C=0et Rn'est pas
S

défini. On dit quelquefois dans ce cas que le rayon de courbure a ' est infini. Une
droite présente une courbure nulle en tout point.
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2.3.c Vecteur binormal, torsion

Etudions B=TON :

. B est unitaire car T et N le sont, et donc 3—8 est orthogonal a B
S
. d—B est aussi orthogonal a T car d—B —d—T ON+ TO @: T d—N :
ds ds ds ds ds

—

dB 3 .=
—— est donc forcément colinéaire a N
S

Définition :

dB N X
Posons d_ = —, Cette formule est la 2eme formule de Frenet.
S

T : 1 ,
Par définition, B est le vecteur binormalde ' en M, & en est la torsion et

Llle rayon de torsion.

Etablissons la 3éme formule de Frenet:

B=TON -« N=BJT,

d"ou on tire d—N—d—BDT BDir— Dbf B N
ds ds ds U R
NOT=-B
or
BLON= -

3°" formule de Frenet:

I:Ilwl
|-l
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On appelle triedre de Frenet associé a I
en M, le repére de I"espace (MO,'IT,W,E).

. (MO,T,N) définit le plan osculateur a
[ en M,. C'est le plan qui contient le

mieux I .
. (MO,N,E) définit le plan normal a I

en M,. . .
- Fig. 5 : Triédre de Frenet
. (MO,B,T) définit le plan rectifiant a
[ en M,.
En résumé :
N dT
—=d— lere formule de Frenet.
R ds
d—Bzﬂ. 2eéme formule de Frenet.
ds [
N B T \
d—= -——— 3°™ formule de Frenet
ds 0 R

= Application: I'hélice ¥

Cherchons le rayon et le centre de courbure en tout point M a I*hélice ¥ définie au

I cost
paragraphe précédent, rappelons que OM| rsint | et que % =\r?+h* .
ht

On a: T:dOM :dﬂﬁ et T ;Cost
ds dt ds r2+h?
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—— " cost
r?+h?
Ainsi d—T _%gnt ,d_T :% )
ds| r“+h ds| r°+h™
0

B —c.ost 2 CQ.,._‘AA
N| -sint | & R=

0 ' K|™

| N

N

On remarque que N est paralléle au plan :
(O:i,j) et que la droite (M:N) coupe I'axe s ()
(O:K). -

Si on prend par exemple r =1eth=0,5,
alorsona Mc=1,25N.

Fig. 6 :Cercle osculateur de I"hélice de
rayon 1 et de pas 0,5

2.4 Cinématique d"un point

Si | OR représente un intervalle de temps, alors [ est appelée trajectoire de M
. y

A . d- OM vt
lorsque t décrit /, est le vecteur-vitesse et T le vecteur-accélération de

M.
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3 Nappe paramétrée

3.1 Définitions

3.1.a Surface et nappe paramétrée

Soient D O R?,
; x(u,v)
g( b - R j avec OM =| y(u,v)
(uv) MM - g(uv)=M
z(u,v)

Appelons Z=g(D). Si g est continue, alors 2 est une surface de |'espace d‘un seul

tenant. Par définition, dans ce cours, le couple (g,0) ou g est une fonction continue sera
appelé nappe paramétrée, et 2 le support de la nappe paramétrée. On dit encore que
(9,D) et (u,V) sont des paramétrages de 2.

Remarquons que pour une surface > donnée, il existe plusieurs nappes paramétrées
associées.

3.1.b Courbe tracée sur une surface, courbe-coordonnée

. x(u,v)
. g b - R avec OM =| y(u,v)
Soit (uv) M - guv)=M
z(u,v)
2
Soient | R et h P - R telsque h(1)OD ,
t M - h(t)=(u,v)

o | m - R®
on peut définir goh: goh

t M - (goh)()=g(u),v(t))

Si hest continue, alors il est clair que goh est un arc paramétré. Appelons I son

support;ona ' [ etonditque [ est une courbe tracée ou inscrite sur 2.
On supposera toujours désormais que D =1 xJ.
Soit My X , M7 9g(u,,V,) . Intéressons nous aux deux courbes tracées sur Z définies

par les arcs paramétrés suivants:
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| M - R®
u M - g,(u= g(u,vo)]

J [ - R®

v M - g,(V= g(uo,v)] ’

g, et g, sontles deux fonctions partielles de gen (uo,vo).

-1- (gvoll) avec gvo{

-2- (guoi‘]) avec guo(

Les supports de (g, ,J) et (g,,!) sont

appelés courbes-coordonnées de 2 en
M, relativement au paramétrage (g,D).

On les note respectivement ', et ',

On appelle aussi I'uO 1ére courbe-

coordonnée et I, 2éme courbe-

coordonnée.

Fig. 7 : courbes coordonnées

d
On remarque que 99, =@ =dO—M est tangenta ', en M, et que
dv odv ov 0

tangenta ', en M,.

est

= Exemples: paramétrages du plan et de la sphere

Voici deux paramétrages du plan (O;i,j):

@ paramétrage cartésien: (g,R?) avec
g( R? M - R® j
(xy) @ - g(xy)=(xy.0)

@ paramétrage polaire:
(g,D) avec D :[O, 2]7] ><[ 0, +o<] avec

g( D m - R® ]
6,p) M - g(b p) =(pcosé, psin 60)

Fig. 8 : Paramétrages cartésien et polaire du plan
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©) Paramétrage de la sphére de centre O et
de rayon R:

(9,D) avec D =[0,27] x { ’—Tf} et
2 2
m - R j
g telle que
(940) m - g(6.¢)
x=Rcosy cosf |
y=Rcosysing
z=Rsny

Fig. 9 : Paramétrage de la sphéere

3.2 Eléments différentiels de ler ordre

3.2.a Métrigue d"une surface

; x(u,v)
g b - R avec OM = y(u,v)
(u,v) m - g(uv)=M
z(u,v
dx—ﬂdu+ﬂdv
d x Ju ov
_ = _ay ay
Notons dg =(dx,dy,dz) , autrement dit dOM|dy|. Ona dy—ﬂ—du+0_,—dv
dz S o2
dz=—du+—dv
Ju ov

et si on pose ds=”dmu alors I"expression ds*=dx*+dy’ +dz® devient:

] T A2 2 g e

u Jdu ov Jdu ov du ov

EHRERE
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_ dszz(amjzduz+zaﬁm oM

duldv+
Ju oJu ov

—\2
dOdeV2
ov

Définition : premiére forme quadratique fondamentale

—\2
E=[dOM]
Ju
Soit, en utilisant la notation {F = JOM fOM -alors ds’ = Edu® +2F dudv +GdV?
Ju ov
2
G- (dOM j
ov

Cette expression est la premiére forme quadratique fondamentale d*une surface. Elle
est indépendante de la nappe paramétrée (g,0) car I"élément de longueur infiniment
petit ds est indépendant du paramétrage de X. Cette forme quadratique est donc un
invariant qui représente la métrique sur 2.

3.2.b Surface réguliére

Définition :

JOM DdOM¢
Ju ov

surface 2 est dite réguliére si et seulement si tous ses points sont réguliers.

Un point M [ est dit point régulier de X si et seulement si 0 . Une

Nous admettrons que la régularité de M [ ne dépend pas du paramétrage choisi. La
régularité d*une surface 2 est donc une propriété intrinseque.

_ — )2
Hdo"'olﬂvl o";)\ll\/l H = EG- F? . Ainsi, dire que X est réguliére implique

que ds’ est une forme quadratique définie.
Désormais, nous ne considérerons que des surfaces régulieres, et nous pourrons donc
noter:

U

Remarquons que

H?=EG-F? avec H>0
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3.2.c Plan tangent, vecteur normal unitaire

Définition :

n

JOM _ JOM ‘¢ 9OM
- 0_, | 0_, \\ ou
n=—2u H V_ est appelé vecteur  / ____ ---
unitaire normala 2 en M, . On appelle r 9OM

V, av

plan tangenta 2 en M, le plan ;
orthogonal a (M, ;7). Par la suite, nous le r

Uo

noterons conventionnellement I1.
Fig. 10 : Plan tangent a une surface

La notion de droite normale a une surface est un concept essentiel en géodésie.

Le repére (MO; JOM JOM

d— 3 j forme un repere non orthogonal et non normé de I1.
u v

Dans le cas particulier d*une surface 2 définie par une équation cartésienne
Ax,y,2) = 0, Fétant une fonction de R® vers R, on peut montrer que la normale & >
admet en tout point grad ~ comme vecteur directeur.

3.2.d Coordonnées orthogonales, coordonnées symétrigues

L*angle a entre les deux courbes-coordonnées ', et I', a 2 en M, est donné par la

définition du produit scalaire : 9OM gOM = oOM [WM [cosa
ov  Jdu ov ou
JOM JOM
D'oll I"expression cosa = ov__ou F_ etonaaussi |sina|:L.
JOM| [oOM JEG JEG
ov ou
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Les coordonnées (v, V) associées au paramétrage (g,0) de 2 sont dites
JOM ﬁOM o

orthogonales si et seulement si, pour tout point de %, on a 3 3
u Y

c'est adire F=0.
JOM
ov

JOM
ou

E=G

F=0

Elles sont dites symétriques si, de plus, en tout point

condition de symétrie de (¢,1) équivaut donc a: {

> Applications: coordonnées cartésiennes ou polaires du plan,
coordonnées sphériques

Etudions I"orthogonalité et la symétrie des exemples de paramétrages donnés en I1.1.a:

@ Paramétrage cartésien du plan (O;i,j):
X JOM ! JOM
OM| vy donc: 0 et —_—
Ix ay
0 0 0

Ona E=G-=1 et F=0, ce qui montre que les coordonnées (x,)) sont symeétrigues.

@ Paramétrage polaire du plan (G;/):

pcosé -psing cosd

. JOM JOM | .
OM| psin@ |donc: ———| pcosd et ——| sin@
0 P19 # | o

Dans ce cas E=p* F =0et G =1, ce qui montre que les coordonnées (8, p) sont
orthogonales non symétriques.

® Paramétrage (6,¢) de la sphére de centre O et de rayon R avec
X = Rcosy cosé
y=Rcosysing :
z=Rsny
—Rcosysiné —Rsiny cos@
oM Rcosy cosé et oM -Rsingsing
0 ad Rcosy

Dans ce cas E=R*cos’y, F =0 et G =R? , ce qui montre que les coordonnées (6,¢)
sont orthogonales non symétriques.
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3.3 Eléments différentiels de 2éme ordre

3.3.a Triedre de Darboux-Ribaucour

Définition :

On appelle vecteur unitaire normal
géodésique g définipar g=RAOT .On r

appelle triédre de Darboux-Ribaucour le
repéere orthonormal direct (M ,f, Q,ﬁ) )

Fig. 11: Triedre de Darboux-Ribaucour

Remarquons que, par construction,

N, g,n et B sont orthogonaux a T.
Désormais, nous appellerons o
I"intersection de % avec le plan (M, g, ) .

n

On appelle x I'angle orienté entre N eti.
Fig. 12 :Relations entre les triedres de
Darboux-Ribaucour et de Frenet

Il est clair que le triédre de Frenet (M ,'T',WB) est obtenu a partir du triedre de

Darboux-Ribaucour (M ,f,g,ﬁ) par rotation positive d*angle g—)( autour de (M ,f)

On peut donc écrire:
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) |1 0 0 T) (1 O 0 \(T
- Vg (T . . .
N (=0 COS(E_XJ sm(z—,vj g|=0 sny cosy|l 0
B n] (0 -cosy sny)|n
0 —sm(l—T—)(j cos(f—)(j
2 2

3.3.b Deuxieme forme quadratigue fondamentale

La deuxieme forme quadratique fondamentale est une relation liant Y et le rayon de
courbure Ra I en M.

dOM _JOM du  JOM dv
ds Ju ds oJv ds

Cette relation est obtenue en différentiant : T =

deuxieme forme quadratique fondamentale :

J°0OM
= @
5 ou’
R
notation { L, = 9"OM M, formulation: X dg? = L, du® +2L,dudv +L,dv?
ovou R
_J*OM
ol oV

.y . . .., [ cos .
Dans cette derniere formule, le premier membre de I"identité ( T)(d & j ne dépend

que de Z et de I'. Cette formule ne dépend donc pas du paramétrage (u,v) choisi.

On I"appelle deuxieme forme quadratique fondamentale. Elle est quelquefois écrite
sous la forme:

%dsz = o(du,dv) ,avec ®(du,dv) =L, du® +2L, dudv +L,dv?

cosy _ Ldu’+2L,dudv+L,dv’
R Edu®+2F dudv+Gdv?

o] g (2]

>ds ds
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3.3.c Courbure normale

Soit la courbe tracée sur Z définie comme intersection de X avec le plan (M ,f, ﬁ) elle

est appelée la section normale de ~ en M dans la direction de T, notée S,\T,, .

Le vecteur unitaire de normale principale ( N )a S& en M est . Donc, pour S,\T,, :
x0{0,7} etsi R, estle rayon de courbure de S, en M:

1 ®(du,dv)
_:i—
R, ds’

R, est appelé rayon de courbure normale de X~ en M dans la direction de T.

3.3.d Théorémes de Meusnier

Premier théoréme de Meusnier.
Deux courbes tracées sur Z passant par M admettant le méme plan osculateur

(M ,f, N) ont méme centre de courbure.

Deuxieme théoréme de Meusnier.
De plus, soit I' une courbe quelconque dans la directionde T , alors :

cosy _ CD(du,dv) _

1 = R=Rcosy]|
R ds® R,

I+

Géométriquement, on peut ainsi dire que le rayon de courbure normale est le plus grand
rayon de courbure de toutes les courbes tracées sur X dans la directionde T .

1)

Section normale
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Fig. 13 : Interprétation géométrique du 2éme théoreme de Meusnier

= Application: cylindre de révolution ¢

Le cylindre ¢ de révolution au-
tour de (O;i) de rayon rest

défini comme étant le support
de la nappe paramétrée (g, D)

L4 \.\“fs‘
Vg

] "I’"

ou:
D=Rx[0,277] et

g{aﬂ)ﬁ :F:(x,e):MJ

X X=X
avec OM| y| et < y=rcosf
z z=rsin@

Iﬂ

gl
i

/II\
W\
\\\\\\\\

Fig. 14 : Cylindre de révolution C (r=5, x[0,25])

1 0
Ona do_,OM 0] et oM -rsind | ce qui se résume par:
X
r coséd

E=1 , F=0 et G=r2€t ds®>=dx®+r3dg?

(g, D) forme donc un systéme de coordonnées orthogonales non symétriques de ¢.

0 0 0
2 2 2
D autre part, n| —cosé | et dii\/l 0 ,dﬂ=0 et dLLVI —-r cosd
. X 008 0x 06 .
-siné@ 0 -rsinéd

On en déduit que L1 =Lp =0 etque L3 = r. Ladeuxiéme forme quadratique
fondamentale s*écrit donc:
rdé> _cosy _ Ld&

dx?+r®d@? R ds?

Cherchons le rayon de courbure normale a ¢ dans une direction quelconque. Trois cas
doivent étre envisageés :
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(a) Dans la direction de OM :

Ona dx=0et L soit R, =r
r

(b) Dans une direction autre que et que d;)—M :
X
Soit kOR™ . Se donner la direction t=k d;)M + asill équivaut a se donner
X
dé 1 R . s
d_ _E , et la 2eme forme quadratique s'écrit alors:
X
[(deY
rdg*> dx _ oSy r _cosy
dx®+r?d6? Z(dgjz R k? +r? R
1+r°| —
dx
K?+r?

Pour =0, alors R, = ,
r

Si ktend vers +oo, autrement dit si la direction £ tend vers

+00,
oM

(c) Dans la direction de
X

, alors R, tend vers

La section normale dans cette direction est une droite, et le rayon de courbure normale

n*est pas défini.
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3.3.e Indicatrice de Dupin

On rapporte le plan tangent [T au repére normal non orthogonal
. :[M 1 _JOM 1 o"OM)

X X
“"JE du 'Je v

L*indicatrice de Dupin « D » est I'ensemble des points P de N définis par:
M,P= R, T lorsque T varie autour de Mo .

Appelons (a,,B) les coordonnées d"un point P quelconque de « D » dans le repere [J

Onadonc: M,P=a 1 XdOM +p 1 dOM
JE v TG o

= = du o"OM dv o"OM
Mais d"autre par M P= T=
par MoP=R T =R, o VR s oy
du _
ds J_\/_
Par identification, on en déduit que dv

Ez@—ﬁ

Le deuxieme forme quadratique fondamentale peut alors s"écrire:
La? L,a L
geosy_e ba , L.ap ﬁ 60t 1)
R R, JEJGR,

De la forme de :
ax® +by? +cxy =1

Ll 2 I‘2 L3 2
—a“+2 af+—-p° =4
= B+ h

Et, pour y0{0, 7} : JEG

Ceci est I|"équation cartésienne d‘une conique. Le type de cette conique (ellipse,
hyperbolle, parabolle ou conique dégénérée) est donné par le signe de Lé -LL;.
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Signe de L5 —-LL,

Indicatrice de Dupin

Type de surface
(propriété locale)

2-LL, <0

Ellipse: a0OM

R, est défini dans toutes les
directions.

N ne change pas de sens au
voisinage de Mg et Z est localement
d*un seul coté de .

> est dite localement convexe et le
point Mg est dit point elliptique.

L2-LL, >0

Il existe deux directions dans
lesquelles R, n"est pas défini.

N change de sens au voisinage de
Mp.

> est dite localement a cour-bures
opposées; elle a localement la
forme d*un "col" (cf. fig. 26). Mp
est dit point hyperbollique.

2-LL, =0

Deux droites paralleles:

oOM
ou
dOM
ov

Le comportement local de Z ne peut
pas étre caractérisé. Mg est dit
point parabolligue.

Par exemple, tout point d"un
cylindre de révolution est para-
bollique.

Fig. 15 : Typologie locale des surfaces en fonction de I"indicatrice de Dupin
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Fig. 16 : Surface a courbures opposées localement

3.3.Ff Directions principales; rayons de courbure principale

Définitions :

On supposera désormais que L3 # LL,.

On appelle directions principales de ~ en M, les deux axes de symétrie de
I*indicatrice de Dupin en M,.

On appelle rayons de courbure principale R et R, les rayons de courbure

normale dans les deux directions principales.

L*étude précédente nous a graphiquement montré que R et R, sont deux extrema de
R lorsque T varie autour de M,:
- si L2 -L,L, <0 (point elliptique): les rayons de courbure principale sont un

minimum et un maximum,
- si L2-LL, >0 (point hyperbollique): ce sont deux minima.
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Les deux directions principales correspondent aux axes des coniques et sont donc
orthogonales.

a*z *2 . . .
2 + ’Bbz =1  (point eliptique)
ou
a*z *2 . .
2 —’Bb—z =1  (point hyperbollique)

Dans le cas d'un point elliptique, I*équation cartésienne de I"indicatrice de Dupin dans un
repére orthonormé (MO;U;,W) est :

a*Z '8*2
+

R R

=1

Soit T vecteur unitaire quelconque de IM;
T =cosyu* +sing v* . i
|

_ |

Soit POD dans la direction de T, on a: i
|
i

Fig. 17 : Directions principales du plan
tangent

MoP=/R, T =R, (cosy u* +sing v*) =cosyR, u* +sin /R, v*

or MP=a' +£'V dou:

a* = \/ﬁ cosy
B+ =R, siny
On a donc 1 _ cos” iy N sn’y (formule d'Euler)
R, R R,

4 Ligne géodésique

4.1 Définition

On appelle ligne géodésique sur X toute courbe [ inscrite sur X telle que, en tout

pointde I, A=N .

Remarquons que les trois propositions suivantes sont équivalentes:
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—

- en tout pointde Ny , A==
- en tout pointde ', x=0
- en tout pointde '; , R=R, .

4.2 Donnée d"une courbe sur une surface

Soit y une courbe tracée sur X. Rappellons que la donnée de y revient a la donnée de
| DR etde ftels que:

(lm] L R?

- —»f(s):(u(s),v(s))J avec f(1)OD

(gof,l) est bien un arc paramétré de support y. Déterminer y revient donc

pratiguement a déterminer u(s) et v(s). Il se démontre rapidement que la condition
A=N en tout point équivaut au systeme d*équation différentiel suivant:

1 o"E(duj d?u d?v (o"F 1 o”Gj(dvj o”E du dv
X — +E + preé - X——

+F =
2 Jdulds ds’ ds®> (dv 2 Ju)\ds

(dF 1 dEj(duT du _dv 1 dG(dvj 4G du dv
———Xx— || — | +F +G +— +— X%— x— =
du 2 ov)\ds ds? ds> 2 oJdv\ds

= Applications:

@ Plan (O;i, ]) défini par ses coordonnées cartésiennes (X, Y)

1 0
E=G=1
OM|y| , —d;):/l 0| , —dgM 1 et {F-O
0 0 Yo -

Le systeme différentiel des lignes géodésiques se simplifie beaucoup car £, Fet Gsont
constants d*ou :

d*x _ 0 dx —y
2~ de X=X, =as
dzs - Jds = (A) { % o et B étant deux constantes
dy _, dy_g y=Yo=£8s
ds® ds

Le systeme (A) est I"équation de la droite (MO; u) passant par M, (XO, yO,O) et de

a

vecteur directeur u| S
0
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@ Sphére 4 de centre C et de rayon R
On peut montrer que les lignes géodésiques d*une sphére sont les grands cercles de la
sphére; c'est-a-dire les intersections de } avec les plans passant par C.

4.3 Propriété geométrique fondamentale des lignes géodésiques

Soient M, et M, deux points de X, et y une courbe inscrite sur X passant par M, et
M, , appelons I(NQMI la longueur de y entre Mg et My:
|§4y0)M1 = j ds” = I \/E du® +2F dudv +GdV?

MoMy MoMy

in | i
On admet que, lorsque y varie, |MOMI prend une valeur minimale pour I ;.

Yi

La ligne géodésique est la courbe Mo
inscrite sur Z la plus courte entre @Ml

deux points.

Fig. 18 : Ligne géodésique entre deux points

5 Application aux surfaces de révolution

5.1 Définitions

Soient A une droite et [, une courbe plane, A et [ étant coplanaires. La surface
engendrée par rotation de [ autour de A est appelée surface de révolution. A est

son axe de révolution et [ en est une courbe méridienne.

Munissons A d*un repere normé(C;R) ,
Choisissons 1 tel que(C;T,IZ) soit un

repére orthonormal du plan contenant I

m:*

Soit J=K OI . et Rr =(C;T,1R) est un

repére orthonormal direct de I*espace.

Fig. 19 : Surface de révolution
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Alors I"abscisse curviligne (S, I) de I, s'exprime sous la forme:
X =r(t)

lm -R°
S avec M (X,Y,Z), et<Y=0
tm - S(t)=™m r
Z=27(t)

De méme, la surface de révolution caractérisée par A et [, admet le paramétrage (g,D)
défini comme il suit:

D =[0,271] x|
, X =r(t)cosA
DI SR )
g((/l,t)m]] ﬁg(A,t)zMJ avec M(X'Y’Z)Rr et ;Zrz(gt))sn)l

5.1.a Longitude et latitude; paralléle et méridien

Désormais, on prendra toujours les hypothéses suivantes:
- n=(0k) ,

* R et R, sont confondus.

On peut toujours se ramener a ce cas particulier par un changement de repére. Cette
hypothése n*enléve donc rien a la généralité de I'étude.

Le paramétre A est appelé longitude et tout paramétrage ¢ de la courbe
méridienne [, est appelé latitude. Pour certains paramétrages particuliers de

[, le terme générique de "latitude" est précisé par un adjectif.

Etudions les courbes-coordonnées a X selon le paramétrage (g,[O, 2771 x| ):
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. [, estun cercle de centre
C(0,0,Z(t,)) et de rayon r(t,). I est

appelé cercle paralléle, ou parallele, de 2.
Les paralleles sont des courbes planes.

. I, estl'imagede I par
rotation positive d*angle A, autour de

(O;R). Cest donc aussi une courbe plane.

FAO est appelée courbe méridienne, ou

méridien, de Z. Tout plan passant par A

contient une courbe-coordonnées [, , et . 3
% Fig. 20 : Paramétrage d"une surface de

est a ce titre appelé plan méridien. révolution

5.1.b Azimut

Soit X une surface de révolution, on notera

1 oJOM
X

ot

et

désormais T, =

&l

7 - 1, 9OM

JE oA

On rapportera toujours le plan tangent a
en M au repere orthonormal

R, :(M;T'p,'fm).

Définition :
L'azimut Azd"une courbe I' tracée sur X
passant par M est I'angle mesuré dans le

plan tangent entre fm et T, vecteur unitaire Fig. 21 : Azimut d*une ligne géodésique

tangentarl en M.

Az vérifie donc: cosAz=TIT,,
. N Vs .
Un point Mde ' ou Az= iE est appelé vertex de .

Une courbe de Z le long de laquelle I"azimut est constant est appelée une loxodromie.

5.2 Formes quadratiques fondamentales, directions principales
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COSA r et JOM sinAr’
ZI
r2 . F=0 et G=r?+2"?

-sinAr __(cosAr’
On a immédiatement: ——

Autrement dit;

(A,t) sont donc des coordonnées orthogonales a priori non symétriques, et la premiére

forme quadratigue fondamentale s*écrit:
ds’=r?dA? +(r'2 +Z'2)dt2
\_V_J
ds? %r—dsi
On remarque que dsp est un élément de longueur infiniment petit le long du paralléle
(c'est a dire lorsque test constant) et ds, un élément de longueur infiniment petit le

long du méridien lorsque dA est nul).

i géomé trique nent les relations méridien
liant I"azimut, dA et dt: S
+ b — d S —

x = rdA

ds, r?+z?dt
CoSAz=A/r"*+27'? %
S

aralléle
sin Az= rﬂ P
ds

tan Az =

Fig. 22 :Relation entre Az et ds

Ecrivons la deuxiéme forme quadratique fondamentale:

___(cosArZ'
JOM _JOM | _ |ooM _ oM | NS

——UO——|sinArZzZ et
oA ot | @~ ot |

U

-Irr

Si on suppose que G #0, alors:

cosA Z
JG
_ 7' On remarque que la droite normale (M. n) coupe I'axe (O;4)
nl sinA ﬁ puisque la projection de nsur (O;/j) est colinéaire a
. U, =cosAi+sinA |
JG

___(—cosAr
J20M . Z'r
———| —sinAr et L, =—
EX 0 JG
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__(=snAr'

2
M
00 CosAr' | et L,=0
dAdt
0
___(cosAr'
oM | . ., _Zr-rZ
>—| SinAT et Ly=——F——
ot 2 JG

L*indicatrice de Dupin est donc, selon le signe de L1L3, soit une ellipse, soit une

hyperbolle; son équation cartésienne dans le triedre R, est:
L L

_1a2 +_3'82 = il

E G

Notons entre autres que les paralléles et méridiens sont les directions principales en

tout lieu.

Cherchons R, et R,.

(a) Dans la direction du méridien
Soit R, est le rayon de courbure principal dans la direction du meridien. Le

méridien est la section normale dans la direction de T,, et donc R, est le rayon de

courbure du méridien.
L*écriture de la deuxieme forme quadratique fondamentale dans le cas ou
dA =0 donne:

1 _[LdA*+2L,dAdt+L,dt? ‘LS‘ T -rZ |
_\ EdA?+2F dAdt+Gdt? | (r2+z?)"
(b) Dans la direction du paralléle
‘ _Irl(r+z7)”
L 2]

5.3 Lignes géodésiques

5.3.a Equations différentielles caractéristiques

Dans le cas d"une surface de révolution, le systéme caractéristique d"équations
différentielles se simplifie beaucoup:

d*A, dE _dA dt
(A)

—x—"x— =0
ds?
2 2 2
2 dt ds ds© 2 dt ds

dt ds ds
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5.3.b Relation de Laplace

Les paralleles ne sont pas des sections

normales, N et Np, ne sont pas

colinéaires.

Avec les notations habituelles, notons
X, I'angle entre la normale au parallele

N, et la normale a la surface n.

(schéma dans le plan méridien)

Ux
Fig. 23 : Orientation d"un parallele par
rapport a la normale

Ona: N,O,= —cos(g —ij =sinx,

J’OM  JOM -
__0A° gt _ 1 _J°OM gOM _ r'
= c = X > =

2°0M| [ooM| rVG M ot JG

oA? ot
. r'
Nous retenons que siny, =-——
RN

di _sinAz
Or {ds r .Donc I"égquation (B) s*écrit:

E=r?

,C0sAz dAz r?sinAz _dr dr _snAz _
r X - X— +2r — =0

r ds r? ds ds r
= rcosAzd Az+sin Azdr =0
dr __r dA _dr

= dAz=-tan Az
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Il en résulte la relation de dAz=siny, dA
Laplace:

5.3.c Relation de Clairaut

On remarque que la premiére équation s*intégre facilement:

2
(A) - Edj-i-d_ExM:O
ds ds ds
i( ﬂj:o
ds\ ds
= EM=C, C constante
ds
or EﬂerM:rsinAz.
ds r

Nous retiendrons le théoréme ci-apreés:

relation de Clairaut

Sur une ligne géodésique, rsin Az est constant
C =rsin Az est la constante de Clairaut.
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CHAPITRE |
GEOMETRIE DE L 'ELLIPSOIDE DE REVOLUTION
APLATI

1 Ellipse et ellipsoide

1.1 Ellipse

1.1.a Définition

X
Rappel la foncti N oM t
appelons que la fonction avec e
i | MO - A(M)=P Z
kx
OP y | est appelée une affinité de rapport kselon i .
z

On appelle ellipse I"image d*un cercle par une affinité.

Une ellipse est donc une courbe plane. Désormais, nous n*étudierons que les
ellipses inscrites dans le plan (O;T,k) issues d'un cercle (' centré en O par une

affinité de rapport k <1 selon k . Cette hypothése n*est pas réductrice; en effet,
il est immédiat de s'y ramener par un changement de repére.
a

Conventionellement, on note a le rayon
du cercle C. Les axes (O;T) et (O;R)

sont appelés respectivement grand axe
et petit axe de I"ellipse.

k
Les longueurs a et b en sont i_;

respectivement le demi grand axe et le i
demi petit axe.

Fig. 1 : Ellipse
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Une condition nécessaire et suffisante pour que M appartienne a ( étant:

2 2
— Xz
foil-a - X+Za
a~ a
2 ZZ
on en déduit I"équation cartésienne de I*ellipse transformée: _2+F =1 .
a
X = acosé
( est paramétré par <y=0 , HD[O,ZIZ] , et nous retiendrons que
z=asné

I"ellipse admet le paramétrage suivant:

X =acosd
z=bsing

1.1.b Caractérisation

. : . g a-b

« L"aplatissement (en anglais flattening) fest défini par f =——
a
2 2
. . e s L - 2 a _b
* La premiere excentricité e est définie par € = 5
a
2 2

. - e, y ;2 a _b

» La deuxiéme excentricité e"par € ZT :

La grandeur c=+a’-b*® est la distance focale et les points F(C,0,0) et
F'(-c,0,0) sont les foyers.

Il est remarquable qu®une propriété caractéristique de I"ellipse est:
[PF]+ [P =2a
Deux ellipses ayant méme distance focale sont dites homofocales.

L*ellipse peut étre caractérisée par la donnée de (a,b), (a, f), (a,ez) ou (a,c).

Entre ces différents paramétres, on dispose, entre autres, des relations suivantes

by ¢- 1-¢°
a
e =2f-f?
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Exemples numériques :

« la Terre: ~ L , eZzi
300 150
Clarke IGN 1880 : a=6 378 249.2 b= 6 356 515

* ballon de football :
Texte officiel FFF: la circonférence d'un ballon de football doit étre

comprise entre 68cm et 70cm.

. . 1
Calculer a et b pour que I'aplatissement de ce ballon soit égal %

1.2 Ellipsoide de révolution aplati

Définition :

ellipse autour de son demi-petit axe.

Un ellipsoide de révolution aplati est la surface engendrée par la rotation d*une

Fig. 2 : rotation/demi-petit axe Fig. 3 : rotation/demi-grand axe

L*ellipsoide de révolution aplati est défini comme le support de la nappe
paramétrée (D,g) avec:

D =[0,27] ’{‘gﬂ X = acosA cosy
b o R ou M {y=asinAcosy
g(w)m agu,w)w] moene
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Le repére (O;i,],k)
permet de distinguer
différentes parties de
I"ellipsoide: . Pole Nord
e |I'ensemble des points T g 49 0 "5 10

M tels que OM K =0
(respectivement 5 10 [
OM [k <0) forment
I"hémisphére Nord ou
boréal (resp. Sud ou |
austral),

« les points  PN(0,0,b)
et PS(0,0-b) sont. 1o |

appelés poles Nord et Pble Sud
Sud, et I'axe (O;k) 5. 10 0 -

5. 10

est I'axe des poles,

. ] Fig. 4 : Ellipsoide géodésique
e |"intersection du plan

O:1,]) et de
I"ellipsoide est appelé
équateur,
« L'ensemble des points M de coordonnées (X,0,z), x>0 est appelé méridien origine

En fait, I"axe /7 est choisi de telle sorte que le méridien origine passe par I'observatoire
astronomique de Greenwich (prés de Londres).

Toute courbe méridienne est une ellipse d'équation :
2 2
r

z
—+= =1 avec I =/x* +y’
b

a

D*ou on tire I"équation cartésienne de I"ellipsoide de révolution aplati:

2 2 2
X VA
Sl tmn
a~ a b
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2 Paramétrages de I"ellipsoide

2.1 Latitude paramétrique

Rappelons que A est la
longitude de
M. | en est la latitude
paramétrique.

Le paramétrage d'une
surface de révolution est
défini par la donnée de 2
fonctions :

r(¢) =acosy

avec

Z(y)=bsiny

Fig. 5 : Latitude paramétrique

X =acosA cosy
M < y=asinAcosy
z=bsny
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2.2 Latitude géographique

Appelons ¢ I'angle entre i la normale a I'ellipsoide et le plan équatorial (O,T, I)

Fig. 6 : Latitude géographique

(Schéma dans un plan méridien)

A=cosgl, +singk avec 0, =cosAi+sinAj

CoSA cosg
On peut donc écrire: n| sinAcosg
sng

Exprimons d*autre part n en fonction de A et de :

r(w)=acosy {r’ =-asiny
Z(y)=bsiny Z' =bcosy

r’=a’cos’ i
0
r'*+27'? =a’sin’y +b*cos® ¢

E
et F
G
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2
\/E:b\/%sinzz/ﬁl—sinzz// =by1+e2sin?

L o WC0SA cosy/
En posant W=————, on obtient: \/—:— et Nn| wsinAcosy
1+€%sin’y w a
Ewsinz//

COS¢ = wWCosy/
sing = 2wsing
D*ou: b
a

1

J1+€e?sin®y

W=

¢ peut donc étre utilisé comme paramétrage de I|*ellipse méridienne; ¢ est appelé
latitude géographique.

w peut s*exprimer également en fonction de ¢, en effet:

cos’ ¢ N b?

cos’y+sin* Y =1= NN

2
sng - W= cosz¢+%sin2¢ =1-e’sin’¢g

= W=.1-€e’sin’g
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2.3 Latitude geéocentrique

(Schémas dans un plan méridien)
Considérons I'angle entre le plan

a ________
équatorial et OM . Cet angle est Tl !
traditionnellement noté w. \\\lk
b AN
Mo
Les coordonnées (A,w) forment un
I \
para-métrage de I"ellipsoide. i N
I \
] \
| N
w est appelée latitude géocentrique. k i v4 \
A | \
W \
|
Uy |
> |

Fig. 7 :Latitude géocentrique

Si r #0 , alors il est clair que

_loR _z
oQ r

tanw

2z
On sait aussi que tany = b—.

r

Nous retiendrons donc:

2
tana):Etanz// :b—ztan¢
a a

/ [

Fig. 8 : Latitudes paramétrique, géographique et géocentrique
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On peut ainsi affirmer que, en tout point, w< ¢ ; ce qui signifie géométriquement
que, si on désigne par [/ et J les intersections de la normale (M;ﬁ) avec
_ . ) Ol k<0 _
respectivement les axes (O;k) et (O;uA), alors < __. . Autrement dit, la
oJwi, =0

normale coupe le plan équatorial avant de couper |*axe des poles.

2.4 Paramétrage symétrique, Latitude isométrique

Ecrivons la lére forme quadratique fondamentale & I'aide du paramétrage

(1.4)

2
E =a’cos’y :%coszyﬁ
ds?’=EdA?+2F dAdy +Gdy? avec F=0

2
G=a’sin*y +b*cos®*y :%

Or tant//=9tan¢ d*ou:
a
dy__b, d¢ _ 4,_b,d¢
cos“y a cos‘ ¢ a w

Et pour le paramétrage (A,¢)

4 2 cos? a’(1-e?
LEPPENLE:. T

a’w w wb

)d¢2

2 2
a” Cos
Et ds’= : ¢d/12+
w

Les coordonnées (/1,¢) sont donc des coordonnées orthogonales non
symétriques de |*ellipsoide.

Définissons une fonction L(¢) croissante de ¢ telle que (A,L) soit un

paramétrage symétrique. Une équation caractéristique de L (¢) est donc:

a’ (l—ez)2

2 2
- OI¢2=acos¢0”_2

W
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Cette équation s"intégre en:

L= |n|:tan(7_T+£j:| —E|nm
4 2 2 1-esing

L est appelée latitude isométrique.

—esin g\
Autre écriture : L =In tan(7_7+£j M
4 2)\1l+esng

3 Rayons de courbures principaux; spheres d*approximation

3.1 Rayons de courbures principaux

La forme locale de la surface est donnée par le type de la conigque d'éguation
cartésienne %mz +% [B? =1 (indicatrice de Dupin) ou (a,3) sont les coordonnées

d'un point P de cette conique exprimées dans le repére R, au voisinage de M,. Les

directions principales sont donc celles de R, et correspondent au paralléle et au
méridien défini en Mg

Le type de la conique dépend donc du signe de LjL;:

Z'
=%
(L, =0) avec \/EE
Lz -rz "
VG

r(w)=acosy {r’:—asinz// _ {r':—acosw
Z(y)=bsiny Z' =bcosy Z' =—-bsiny

On en déduit que :

_ Zr(rz -2r) _ abcoszt//(absinzz//+ abcos’ (,1/)w2

L.L
1 G b?

=a’w’ cos’
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T s . A
Donc, pourvu que ¥ % J_rE, c'est a dire en tout point autre que les péles, LL,>0.

Tous les points, pbles exceptés, sont elliptiques, et les rayons de courbures
principaux sont alors :

(a) Dans la direction du méridien

R :G—S/Z:b_sx 1 :a(l_ez)
" vz’ -rzZ| w abcos’y +absin’y W

(b) Dans la direction du paralléle

n (27" abeosy _a
P 2] wbcosy w

1 . ]
Oor w=—————=1-€’sin’¢ , donc R, <R, . Nous retiendrons:
1+€%sin’y P

Le rayon de courbure principale dans la direction du paralléle est la grande

. a
normale a I"ellipsoide . N =—
w

- . o a(1-¢)

Le rayon de courbure principale dans la direction du méridien est p :T

On a toujours: N=p

Tous les points, a I"exception des péles, étant elliptiques, le rayon de courbure
normale selon une direction quelconque est compris entre p et NV et peut étre calculé
par la formule d*Euler qui s"écrit désormais:

sinzAz+coszAz_i
N p R
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Interprétations graphiques :

r =|OQ| = acosy :Vivcos¢ =N cos¢ é

or i

cos¢=%:>N:|lM| E
o > <;>Q

Fig. 9 : Grande normale

Section normale dans la
direction d’'un méridien

Section normale
dans la direction
d'un parallele

Fig. 10 : Sections normales de I"ellipsoide de révolution
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3.2 Spheres d'approximation

Pour certains usages, on assimile localement I"ellipsoide a une sphére tangente a
I"ellipsoide. On définit ainsi:
*la sphere de courbure totale; son rayon de courbure R; est donné par
R, =Np
* la sphéere de courbure moyenne dont le rayon de courbure R,, est défini par:
1 _1(1 1
_ = — 4 —
R, 2{p N
Bien sur, on a toujours p<R; <N et p<R,s<N.

3.3 Loxodromie

Une loxodromie est une courbe tracée sur I"ellipsoide le long de laquelle
I"azimut Az est constant.

or tanAz=_ 94 _Ncosgdd _ Ncosfd)l
Jr'2+7'2 dy Ed a(l—e)
s wl NP
w 3
W
A2
= tanAzlz—ed¢:d/]
w* cos¢

Az étant constant, cette équation différentielle s’integre en:

tanAz(L-L,)=A-A, = A=A,
° ¢ tan Az =
ML

c

4 Calcul d"un arc dellipse méridienne

En un point quelconque, I"élément de longueur infiniment petit le long d"un méridien
ds, vaut:

e
ds, =pd¢g =——>F—=

Conventionnellement, ds_ est noté df. La longueur B d*un arc de méridien entre

I"équateur et le point de latitude ¢ s*obtient en intégrant d 3
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4 all-¢€° ¢ 3
ﬁ:j-i———)d¢=a@—éﬁj@—é%ﬂﬁ¢)2d¢
0 V\F 0
__d¢ ., o . . ers
Mais v n*admet pas de primitive connue, et on est donc contraint d'utiliser une

méthode approchée.

_3
Le développement de (1—ezsin2¢) 2 en somme infinie des puissances de sin’¢

permet d"écrire 3 sous la forme suivante:

,Bngp avec: b, =a(1—ez)(2(z—:;)!(ef:jpwz;a (¢)

*W,, est [Iintegrale de Wallis d'ordre 2p:

[
W,, = [sin’* gdg
0

Les intégrales de Wallis d'ordre n>2 sont liées par la formule de récurrence
suivante:

W :n__lW

L
,——3n COos
\ =TS W, - Zsin™ g cosg

L"'étude de la convergence de la suite (bp)pI]N montre que le calcul des 5 premiers
termes permet de connaitre 3 avec une précision meilleure que 1 mm. Nous retiendrons

4
donc IBZpr ; cette somme peut s'exprimer uniquement a l*aide des fonctions
p=0

sin(2pg), p<4, comme indiqué page suivante :

,8=a(bo¢+blsin2¢ +b, sin4g +b, sin6p +b4sin8¢)

avec b0=1—le2 S-S 1D
4 64 256 16384
bl=_§ez__§e4_4566_105eE
8 32 1024 409
b2=15e4+4566+525eS
256 1024 16384
b, = - 3 175 4
3072 12288
_ 315 4
" 131072
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5 Passages entre coordonnées cartésiennes et géographiques

5.1 Passage des coordonnées géographiques aux coordonnées cartésiennes

Soient M(X,Y,Z)R un point quelconque de I*espace et MD(X],)?,E)R sa
projection normale sur I'ellipsoide; M" est donc définie de telle sorte que

M™ =h.i . #est la hauteur de M au-dessus de Iellipsoide (éventuellement h<O0).

Les coordonnées (/1,¢, h) sont appelées coordonnées géographiques de M.

X’ =acosA cosy COS¢@ = wCosy/
Ona {y’=asinAcosy or : & Vs

i . sing =—wsiny

Z =bsny b

L*expression de (XD, Y,z ) en fonction de A et de ¢ est donc:

o0 = acosA cosg
oW x” = N cos/ cos¢g
yD=—aS'MCOS¢ - y’ = NsinAcos¢g
w 0_ 2\
b2 z —N(l e )sm¢
0 .
zZ =—sgng
aw
cosA cos¢
En outre, M"M =h.ii avec fi| sSinAcos¢
sing

Il s"en déduit la formule de transformation des

_ =(N +h)cosA cos¢
coordonnées  géographiques  (A,4,h)  aux

(N +h)sinAcosg
[N(1-¢’) +h]sing

coordonnées (X,Y,2) cartésiennes

X
Y
. . . < . Z
géocentriques, c'est a dire dans le repére R

centré au centre de la Terre.
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5.2 Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées geographiques

5.2.a Processus itératif

L*'objet de ce paragraphe est d'inverser le systéme précédent. Autrement dit, a
partir des formules précédentes, d*exprimer (A,¢,h) en fonction de (X,Y,Z).

On obtient immédiatement: tan A =§ .

Obtenir ¢ et A/ est plus difficile, car NV est une fonction de ¢. Ecrivons %
X“+Y
en fonction de ¢ et de /.
~ [N(1-¢’)+h]sing

IXZ +Y? (N +h)cosg

Z N
= W=tan¢—ezN+htan¢=tan¢(l—T2)
—_—

T,(4.h)

1l est clair que, si tang est une fonction inversible en ¢, cela n*est pas le cas pour
T,. Nous savons en outre que, tant que 4 reste suffisamment petit, :I/T2 est de
I'ordre de 1/150, c'est a dire négligeable. Cette remarque conduit & envisager la
méthode itérative suivante:

« calcul d'une valeur approchée @, par ¢, =arctan # :
VXZ+Y?

» utilisation de @, pour calculer h, puis @, avec les formules:

by =YX

° cosg, °

@, = arctan Z X 1
X7 +Y? 1-T,(4,.h,)

« de la méme maniére, utilisation de ¢, et h__, pour calculer h, et ¢, .

On peut démontrer que le processus itératif que nous venons de définir
converge. Nous retiendrons donc les formules de transformation ci-dessous:
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tan/1:i
X

¢ et / sont les limites des suites convergentes respectives (¢n)

(hn)nDN définies par:

¢0 = arctan#
VX2 +Y? N a dou
avec N, =————==== d'ou
h _VX*+Y? _N J1-€’sin’ ¢,
° cosg, °
@, = arctan Z x 1
A/ X2 +Y2 1_e2 Nn—l
Nn—l + hn—l
2 2
h =YX N
cosg,

nON

et

52.b Processus direct

Source : Bowring, 1985, « The accuracy of geodetic latitude and height
équations », survey review,28, pp202-206

f =1-1-¢€° R=VX?+Y?+Z% A= arctg(%j

e’a

)

Z(1-f)+efasin’ u
)

(1-f [\/X2 +Y? —e”acos’ ,u}

@ =arctg

h= [W Etosﬂ +[Zsing] —[a\/l—ezT%J

Les deux processus fournissent un résultat numérique identique.
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6 Calcul des lignes géodésiques

6.1 Problématique

Fig. 11 : Lignes géodésique de I"ellipsoide

Le probléeme de calcul de lignes géodésiques sur I"ellipsoide peut se poser selon
deux aspects:

(a) Aspect dit "direct"

Soient (/11,¢1) les coordonnées d"un point M, de I"ellipsoide et I*azimut en
M, Az d'une ligne géodésique I passant par M,. Définissons M, comme
le point de I tel que la distance entre M, et M, mesurée sur [, vaut
As donné. Résoudre le probléme direct revient a déterminer les
coordonnées géographiques (/12,¢2) de M, et l'azimutde I'; en M, Az,.
Le probleme direct peut donc étre schématisé par:

(/11|¢1)’AZ1'AS—’ (/]2’¢2)’A22

(b) Aspect "inverse"

Connaissant les coordonnées de deux points M, (A, 4,) et M,(A,,¢,) de
I*ellipsoide, déterminer la longueur As de la ligne géodésique [ les

reliant, son azimut en M; Az et son azimut en M, Az,. Schématiquement,
le probleme inverse se résume par:

(/]1'¢1) ’ (/121¢2) - s, AZ:L , Azz
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Les outils disponibles pour résoudre ces problemes sont les suivants:

« le systéme d*équations différentielles caractéristique des lignes géodésiques
(expression simplifié propre aux surfaces de révolution),

« les relations de Clairaut et de Laplace

relation de Laplace :
sur l'ellipsoide ¢ =77~ x,

dAz=sing di

relation de Clairaut :

r,$inAz, =r,dinAz, =C

avec ry: rayon du paralléle en un point M, de la géodésique I
Az, : azimut en M, de la géodésique I g

R, : rayon du paralléle en un point M, de la géodésique I g
Az, : azimut en M; de la géodésique I g
C : constante de Clairaut.

« la possibilité, dans certains cas, d"assimiler I"ellipsoide a une autre surface
plus simple; plan tangent ou sphére d"approximation.

En résumé, il existe deux types de méthodes:
(1) Méthodes locales

Elles consistent a assimiler localement I'ellipsoide par une surface voisine
plus facile a utiliser: pratiquement le plan tangent ou une sphere
d'approximation. Ces méthodes sont de mise en ceuvre légere, mais ne sont
valables que sur une zone limitée: une centaine de metres si on utilise le
plan tangent, quelques dizaines de km si on utilise une sphéere

d*approximation.

(2) Méthodes générales

En général, les problemes faisant intervenir des lignes géodésiques,
intégrent une résolution géométrique et numérique.

Une méthode retenue pour la résolution géométrique est dite par
représentation ou correspondance de la ligne géodésique sur la sphere
paramétrique de I"ellipsoide, sphere auxiliaire dite sphere de Jacobi.

Soit un ellipsoide de révolution de demi grand axe a. La sphere de Jacobi
est la sphére circonscrite le long de I'équateur. On établit entre I"ellipsoide
et cette sphere une correspondance ponctuelle qui ne concerne que les
points de 2 géodésiques, I"une (g) tracée sur I'ellipsoide, I"autre (g") tracée
sur la sphere (grand cercle). Ainsi, & tout point d'une géodésique de
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I"ellipsoide de révolution, on a fait correspondre un point image sur un
grand cercle, géodésique, d*une sphére ayant les propriétés suivantes :

- les 2 géodésiques ont méme azimut équatorial.

- la latitude du point M* image sur la sphére est égale a la latitude du point
M correspondant sur I'ellipsoide dans un rapport b/a (soit la latitude
paramétrique).

- conservation des azimuts

Les longitudes ne sont pas conserveées.

Dans cette méthode, les problemes relatifs a I"arc géodésique de
I"ellipsoide vont donc se ramener aux problemes correspondants sur 1"arc
de grand cercle de la sphere de Jacobi. La solution comportera en général
les étapes suivantes :

- calcul des éléments connus du triangle sphérigque puis résolution de
triangles sphériques correspondant aux triangles ellipsoidiques.

- retour aux éléments inconnus de I"ellipsoide par la correspondance de
Jacobi.

Les formules de la trigonométrie sphérique restent rigoureuses pour les
géodésiques de I"ellipsoide de révolution en les appliquant aux triangles
admettant le pdle pour sommet, deux méridiens et un arc de géodésique
pour cotés.

La méthode d'intégration numérique choisie pour résoudre les intégrales
elliptiques d"expression de la longitude dA et de la longueur ds de I"arc en
fonction de I"élongation dw sur la sphéere, est celle de la quadrature de
Gauss, utilisant les paramétres suivants :

n: nieme polyndme de Legendre. C'est le nombre de points d*intégration.(on
prendra n=8).

w; , z; : coefficients et abscisses d'interpolation calculés a partir des
polynémes de Legendre.
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Sphére de jacobi

Géodésique sur la

il N
- 4 N
// ,/ \
. / sphere
’ /
7
/ /
7/ 1
4 1
/l !
I/
)/ !
7 1
/ 1
/ 1
1 1 P ;-
, ) Géodésique
I 1
! I sur
] I S n: .
! I I'ellipsoide
ll !
~ 1
/<J
I 7 S~ol \ \|
1 / S~a 1 1
I ’ S~y
I / S 1
// ! S~Q 1
/ 1 N
/ ~ 1
/ 1 Ny
// !
/ 1
/ [
//
/
G I

Fig. 12 : Sphere de Jacobi

Vous trouverez en annexe de ce chapitre les algorithmes développés par le Service de

Géodésie et Nivellement de 'l GN pour appliquer cette méthode.
Un logiciel de calcul « GEO2 » a également été développé a I'l GN utilisant un algorithme

similaire formulé par le docteur « Tsumuto Saito ».
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6.2 Méthode locale par utilisation d*une sphére d*approximation

6.2.a  Utilisation du repere local en M1

On appelle repére local en M le
repére orthonormal direct centré en
M, et dont les trois axes sont dirigés
respectivement vers I'Est, vers le
Nord et vers le haut.

Il est noté R, . Avec Iles

conventions habituelles, on peut
écrire:

R, =(M;T,.T,.n)

Fig. 13 : Repére local

Soient M; un point donné de ["ellipsoide et RL1 son repere local. Soit P un

point quelconque de l'ellipsoide . On note:

P(xy,z)g et P(X.Y.Z)g

L1

Cherchons a exprimer (XL,YL,ZL) en fonction de (x,),z) et inversement. Il

s'agit d'un probleme de changement de repére, autrement dit d*un changement
d*origine (translation de Oa M,) et d"un changement de base:

N, cosA, cosg, XL
OP| y OM,| N,sinA, cosg, MP|Y,
Z)r Nl(l—ez)sinqﬁl R Z R,

La base (Tp,Tm,n) se déduit de (i,j,k) par composition de 3 rotations
élémentaires:

- rotation positive d*angle A, autour du 3éme axe R;(4,) ,

. " m . N
* rotation positive d"angle E_¢l autour du 2éme axe R, (%T—qblj ,
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. . n R T
« rotation positive d"angle > autour du 3eme axe R, (Ej .

T, H
Nous avons donc: | T :Rg(gj R;(%’—@j R;(A)] ]
n Kk
T
cos— sin— O T T
Cos| —— 0 -sinf—- -
2 2 (2 % (2 ¢1) cosA, sinA, 0) [
=| -sn” cosZ 0|x 0 1 0 x| —sin), cosA, O|x|]
. 0 0 1) |k
0 0 1 sm(7—7—¢1 0 cos(f—qblj
2 2
T -sin/, CosA, 0 i
- |T,|=|-sing,cos), -sing,sin), cosp, |x| ]
n cos@,cosA, cosg,sind, sing, ) |k

Nous retiendrons les formules de passage du repére local au repére
géocentrique et vice et versa:

X, -sinA, COSA, 0 X =N, cosA, cosg,
Y, |=| -sing,cosA, -sing,sind; cosp, |*| y—N,sind,cosp,
Z cosg cosA,  cosg,sind;  sing, ) | z-N, (1—e2)sin &,
X N, cosA, cosg, -sinA, -sing,cosA; cosp, cosA, ) (X,
y |=| N;sinA,cosg, |+| cosA, -sing,sind; cosp, S, (XY,
z Nl(l—ez)sin¢1 0 cosg, sing, Z
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6.2.b Probleme direct

Supposons donnés (A,¢,), As et Az.
et cherchons (4,,4,) et Az,.

On approxime la ligne géodésique I g
entre M, et M, a son cercle osculateur
Qg en M,.

Appelons C; le centre de QGl et
Rs, son rayon.

g,

Fig. 14 :Ligne géodésique au voisinage de M1

"A
Selon cette hypothése, entre M, et
M,, ', est alors une courbe plane dans

le plan osculateur (Ml;TGl,n).On peut

ainsi définir a tel que:
As

Ra,

R; étant donné par la formule
d'Euler:

1 _sin*Az +coszAz1
Rel N, P

Ce

1

Fig. 15 : Ligne géodésique dans le plan
osculateur

Déterminer les coordonnees de M, en fonction de As,R; et a revient a

résoudre un probléme de trigonométrie plane dans le plan osculateur:
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MM,=MCgy +Co M, =-R; il +sina R, T, +cosa Ry fi

=sina R, Tg, +R;, (cosa -1)ii

—_—

Tg, se décompose lui-méme selon T, et T,;:

T, =sinAz T, +cosAz T,

Nous disposons ainsi des coordonnées (XLZ,YLZ’XLZ) de M, dans le repére local

en M,:

. . q=
Xy, sna sinAz Rg
Y., |F|sinacosAz Rg avec

(cosa -1)Rg, R

1

1 _sin®Az +coszAzi
N, P

Ces formules permettent ensuite de déterminer les coordonnées (xz, yz,zz) de

M, dans R, puis (4,,4,).

Quant & Az,, il est obtenu a partir de la relation de Clairaut:

N, cos¢, 5
N, cos¢,

rnsinAz =C =r,sinAz, - SInAZQZr—smAziz
2

n Az,
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6.2.C Probléme inverse

Supposons données (A, 4;) et (A,,4,), le probléme consiste & chercher As,
Az, et Az,. Il suffit de déterminer les coordonnées (XLZ,YLZ’ZLZ) de M, dans
R . Onobtient ensuite Az, R; , o, As et Az, a l*aide des identités ci-apreés:

X

tan Az, = —2
Az, Y
1 _sn’Az  cos’Az
Rel N, P
X2 +Y?
in2 oy — Ly L,
sina=——=
As=a Ry

SinA22 :Nlc—os¢13inA21

N, cosg,

Cette méthode approchée de -calcul

de lignes géodésiques consistant a

modéliser I'ellipsoide par la sphére de courbure normale dans la direction
considérée fournit des résultats avec une exactitude millimétrigue jusqu'a 50 km

environ.
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CHAPITRE I
REPRESENTATIONS PLANES

I 1 Bref historique de la cartographie I

1.1 Introduction

Dés une époque tres reculée les hommes sentent le besoin de connaitre les pays qu'ils
habitent et quils parcourent. Ils commencent par s’informer des distances, de la
direction des itinéraires, du nom des lieux les plus remarquables. En regroupant ces
renseignements, iIs font naitre la géographie. Celle ci est dabord descriptive et
utilitaire, c'est a dire constituée par des recueils de notions ecrites sur les pays Visites,
accompagnées de dessins approximatif ; elle devient mathématique, lorsqu’ on imagine ,
pour relier et orienter les objets situés sur ces dessin, de les rapporter a des lignes
déterminées par rapports aux observations de la voute céleste.

Extrait de : Historique de la cartographie , G. ALINHAC, publication ENSG.

1.2 La période grecque

Homeére (I1X®™ siécle avant J.C.) a travers ses récits de I'lliade et de I'Odyssée est
considéré comme le précurseur de la géographie.

Thalées de Milet (640-548 avant J.C.) contribua au développement la géographie
mathématique.

Eratosthene (275-194 avant J.C.) améliorant les premieres ébauches de cartes
tracées par ses prédécesseurs, on lui doit outre la premiére estimation du rayon
terrestre, une carte ou figurent les méridiens et paralléles passant par les lieux les
plus connus. Les méridiens et paralleles sont représentés par des droites concourantes
se coupant a angle droit, cette représentation du monde est connu sous le nom de
projection plate carrée.
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Parglle] of

Tl G T
London - John Murray, SR

Carte 'd’Bratosthene (III¢ s. av. J.C.)

Fig. 1 : carte d"Eratosthéne 111 av. J.C.

1.3 La période romaine

Ptolémée (90-168) géometre, astronome et géographe était un grec d'Alexandrie, il
publia deux ouvrages fondamentaux « l'almageste » recueil de cosmographie et
d'astronomie ainsi qu'un « Guide géographigue » en huit volumes comportant le relevé des
coordonnées géographiques de plus de 8000 lieux. 1l développe la projection dite
Homéotére ou les paralleles sont représentés par des cercles concentriques et les
méridiens par des courbes tracées points par points.

Tableau d'assemblage des cartes de Prolemee (II= siccle)

Fig. 2 : tableau d"assemblage des cartes de Ptolémée
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Carte du Monde de Ptolémée (d’apres une édition vénitienne, 1561)

Fig. 3 : carte du monde de Ptolémée

1.4 Les temps modernes

BN

Le moyen age mis fin a la période romaine, pendant cette période obscure Al Edrisi
(1099-1164) géographe arabe compléta I'ceuvre de Ptolémée sur les routes empruntées
par les commercgants arabes. L'invention de la boussole et le développement de la
navigation maritime conduisit & la fabrication de nombreux « Portulans » basés sur
I'observation des directions des routes maritimes.

Portulan arabe (16001

Fig. 4 : portulan arabe 1600
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La représentation plane d'une vaste partie du monde minimisant les déformations posait
cependant un probléme aux cartographes. Une des solutions consista en la production de
cartographie en fuseaux développées vers 1507 par Waldseemdiller.

£L 3 =
- SIA e gl=
el 1
2 : ;

| wa. mang.

= faper e

mimorArmer® | [hircant ] Jmaug
mator
2 =5 [mefopotxia

1GA

Carte en fuseaux de Waldseemiiller (1507)

Fig. 5 : carte en fuseau de Waldseemiiller (1507)

Sur les planisphére, les terres nouvellement découvertes restaient trées déformées par
la projection plate carré, il faudra attendre Mercator (1512-1594) pour voire
apparaitre la projection a latitudes croissantes qui a gardé son nom. Outre ce systeme
de projection on lui doit un recueil de 107 cartes gravées auquel il donna le nom d'Atlas
proposant ainsi comme patron aux cartographes modernes, le géant légendaire qui
portait le monde sur ses épaules.

ESCRIPTIO
ﬂn:nxlpr fier (:lrllvmr A MI

o, L

Fig. 6 : Mappemonde de Mercator (1595)
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La cartographie de I'Europe au XVIII®™ siécle a ses grands traits de géographie
physique a peu prés arrétés, des observations astronomiques ont fixé les contours des
royaumes, il faudra attendre l'invention de I'horloge pour cependant connaitre avec
précision les longitudes astronomiques. Dans le domaine des projections, tous les types
de canevas ont été essayés et construits géométriqguement, les perfectionnements dont
les artisans sont Lambert(1728-1777), Bonne(1727-1794) et Gauss(1777-1855),
interviendront surtout dans leur définition analytique qui permettra la réalisation
rigoureuse des propriétés de conformité et d'équivalence.

Ll =
S ! . ( ARTE DFE
L'OCEAN - o o  FrANCE

PR AL LE

DENTAL

A hurdeanx

T O N

MERIDTEY

Fig. 7 : carte de La Hire (1682)

Les travaux géodeésiques de triangulation générale de la France depuis la méridienne de
Picard (1669-1671), reprise ensuite dans la triangulation de Cassini (1733-1740),
permirent la réalisation de cartes topographiques précises au 1:86400 couvrant le
territoire national (carte de Cassini).
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I 2 Représentation d"une surface sur une autre I

2.1 Définitions générales

Soient deux surfaces réguliéres ¢ et 2, on appelle représentation de o sur
toute fonction ~de o vers X bijective, ‘presque partout”en tout cas:

F(;E]]; :lzi(m):MJ

Si on se donne une nappe paramétrée de o (gl,Dl), D, OR?, et une nappe

paramétrée de (gz, D2) , D, 0 R?, alors la donnée de F équivaut a la donnée de F 5.

D, -D,
(uv)m - F%uv)=(U,Vv)

FD

et aussi a la donnée des deux projections de F":

D, -R D, M -R
F et F,
(uv)m -u (uv)m -V

c'est a dire a la donnée de U (u,v) et de V (u,v). Désormais, par abus de langage,

nous confondrons Fet F".

Dans la suite du chapitre, nous limiterons I"étude aux cas de fonctions F continue
et différentiable en tout point de définition, telles que leur réciproque F ™ soit elle
aussi continue et différentiable en tout point et telles que le jacobien de F J.

admette deux valeurs propres non nulles.

Appelons mun pointc et M =F (m); m et M sont appelés points correspondants.
Soient ), et ), deux courbes tracées sur o passant par /m et t: (respectivement E)
le vecteur unitaire tangent a ), (resp. J,) en m, et notons T (resp. 'I?Z) le vecteur
unitaire tangenta [, = F(yl) -resp. [, = F(yz) -enMsurX t et T (resp.t, et

T,) sont appelés directions correspondantes.
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d0m
Soient 0 I'angle entre E
t, et t, et © I'angle >
entre T, et T,, 6 et © -

sont des angles
correspondants.

ou

Fig. 9 : Schéma d"une représentation d"une surface sur une autre

2.2 Altérations

2.2.a Notion d"applicabilité entre deux surfaces

o et X sont dites applicables si et seulement si il existe une représentation ~de
o vers Z telle que, au voisinage de tout point /m de g, toute figure infiniment petite
de o a pour image par Fune figure identigque en forme et en surface sur 2.

2.2.b Module et altération linéaires

Soient mUo et le point correspondant M [X , et fune direction autour de
m. On appelle module linéaire de F en m dans la direction de t le rapport

IJIE OL‘J'
ds

. ds est un élément de longueur infiniment petit autour de m,

. dSest I"élément de longueur correspondant sur Z.

Nous savons déja que la premiere forme quadratigue fondamentale fournit une
expression de ds ( ds*=Edu®+2Fdudv+Gdv® ) et que la donnée de f revient

a la donnée de ? (Chap.I 3.3.3).
u

En général, 1 dépend de m et de la direction considéreée.

F
ds >
ﬁ ds
: L

Fig. 10 : Module linéaire

On appelle altération linéaire la quantité &£=pu-1.
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2.2.c Altération angulaire

Avec les conventions précédemment indiquées, on appelle altération angulaire la
quantité = -6 .

En général, I*altération angulaire dépend de m et des directions considérées.

2.2.d Module aérolaire

Soient ), une courbe fermée infiniment petite autour de m sur o, et [, la

courbe correspondante sur %. Si on note dw et dQ respectivement les aires

o s s dQ
intérieures a y, et I, on appelle module aérolaire k =d— .

w

On admet que A ne dépend pas de ); mais uniquement de .

2.3 Indicatrice de Tissot

2.3.a Directions principales de la représentation; modules linéaires
principaux

Etant données les hypothéses prises pour F (principalement le fait que J. est
de rang 2 a valeurs propres non nulles f et p,), nous admettons que, en tout

point /m de o, il existe 2 directions orthogonales et 2 seulement t, et t, qui se

transforment par £~ en directions orthogonales T, et T, sur .

Les directions t;, et t, sont appelées directions principales de la

représentation ~en m. Les modules linéaires de F dans les directions principales
sont 4, et p,; ils sont les modules linéaires principaux de ~en m.

Dans la suite, nous supposerons toujours que |, =, . Evidemment, les directions

principales de F peuvent varier d'un point a un autre et sont a priori différentes
des directions principales de la surface o.

2.3.b Indicatrice de Tissot

Les plans tangents 77 (de o en m) et 1 (de Z en M) sont chacun munis de leur
base normée principale relativement a £, respectivement (tl,tz) et (Tl'],TE);

T. U— V
A
vec T
T i /
> /Tl

A
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Cherchons I"image par ~du cercle C de o de centre met de rayon ds.

Fig. 11 : Image par F du cercle infiniment petit C

Par definition de la fonction différentielle, |, et [, eétant les valeurs propres
de F, si pest un point quelconque de C et P=F ( p), on a:

mp =cosé dst, +sinf dst,

MP = cosé g, dsT, +siné u,dsT,

Lorsque & décrit [O, 277], I'ensemble des points P forme, sur Z, la transformée

H
Hy
F (C) est donc I'ellipse de demi grand axe 4, ds selon Tl* et de demi petit axe

par I*affinité de valeur selon Tz* du cercle de centre M et de rayon 4 ds.

U, ds selon T, .

L*image par F du cercle sur o de centre m est de rayon ds est une ellipse

sur ¥ de centre M, de demi grand axe (4, ds selon Tl* et de demi petit axe

MU, ds selon TZ* . On I"appelle indicatrice de Tissot de Fen m.

t

-7/

Fig. 12 : Indicatrice de Tissot a= HldS

L*équation cartésienne de cette ellipse dans le repere (M ;T;,T;) de Il est:
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Les directions principales de ~ en m sont donc les axes de symétrie de
I"indicatrice de Tissot.

Fig. 13 : interprétation graphigue de I"indicatrice de tissot

2.3.c Calculs des modules linéaire et aérolaire

Dans la direction de cosét, +sinét, , le module linéaire vaut:

_as_ P (HesErusnie)as

N

soit y:\/yfcoszf+,u§sin2£

A(F(C)) _myds pds _

Pour le module aérolaire: k=
A(C) mds e

Pour établir la relation entre les angles correspondants & et =, on se souvient
que, avec les notations habituelles, on a démontré la relation suivante entre les
latitudes géocentrique, paramétrique et géographique (cf. chap I1) :

2
tanw:Etam// :b—ztan¢
a a
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Dans le cadre présent, on obtient: tan= = &tanf
H

2.4 Conformité et équivalence

2.4.a  Représentation conforme

Une représentation est dite conforme si et seulement si, en tout point,
I"indicatrice de Tissot est un cercle.

Remarquons que les propositions suivantes sont des conditions nécessaires et
suffisantes de conformité:

 En tout point, f, = U, .

« En tout point, p est le méme dans toutes les directions.
« En tout point, u ne dépend que de la position.

« En tout point, quelque soit &, ==¢ .

= F conserve les angles en tout point.

Pour des représentations conformes, on caractérise des lignes privilégiées de o:
 on appelle ligne isometre une courbe le long de laquelle y est constant,

*si on désigne par K, la valeur minimale de y sur o, on appelle isometre
centrale la (les) courbe(s) le long de laquelle (desquelles) u vaut
< on appelle ligne automécoique =H,>1 —
pp g q H=Hq W=Ho< 1

une isometre particuliére le
long de laquelle y vaut 1,

» on appelle ligne isomorphe une
courbe orthogonale aux
courbes isométres.
isometr

isomorphe
Fig. 14 : Isométres et isomorphes

"Réduction" des distances en représentation:

dS . N NPT
,uzd— donc S= .[ Mds . Pratiqguement, I"intégrale est discrétisée:
S MlMZ
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-soit S=us
- soit S:MS
2
+4u, +
- soit S:ws

6

2.4.b Représentation équivalente

Une représentation est dite équivalente si et seulement si, en tout point,
I"aire de I"indicatrice de Tissot vaut 77ds” .

Les propositions suivantes sont des conditions nécessaires et suffisantes de
I"équivalence d"une représentation:

* En tout point, 4 1, =1.
« En tout point, k =1.

= F conserve les surfaces élémentaires en tout point.

2.4.c Surfaces applicables

Il est clair que o et X sont applicables si et seulement si il existe une
représentation conforme et équivalente de o vers %.

Or, on admet qu"une condition nécessaire et suffisante pour que deux surfaces
soient applicables est qu'elles aient méme courbure totale en tout point. Or, la

1
VNp

courbure totale de I"ellipsoide est ., celle du plan est O et celle de la sphere

1
R
Donc I"ellipsoide, la sphéere et le plan sont des surfaces non applicables deux a

deux. Il n"existe donc pas de représentation conforme et équivalente entre ces
trois surfaces.
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I 3 Classification des représentations I

3.1 Typologie selon les déformations

On distingue les représentations conformes, équivalentes ou aphylactiques (c*est-
a-dire ni conforme, ni équivalente).

Les représentations conformes sont tres utilisées dans les sciences géographiques
(topographie, géodésie, ...), dans |'artillerie ou en navigation; un angle mesuré en
représentation est égal a I"angle correspondant sur la sphére ou I"ellipsoide.

L'intérét des représentations équivalentes réside dans le calcul des petites aires:
calcul de I"'imp6t foncier (cadastre), études d"occupation des sols, etc.

Les représentations aphylactiques sont principalement utilisées pour des
représentations générale de la Terre a tres petite échelle; elles permettent de ne
pas avoir des déformations angulaires ou aérolaires extrémes et laissent une grande
"liberté esthétique" au cartographe.

3.2 Classification selon le canevas

On classe d"autre part les représentations planes de I"ellipsoide ou de la sphére

selon leur canevas, c'est a dire I'image des méridiens et des paralléles en
représentation:

e représentation conique:

- les images des méridiens sont des demi droites concourantes en un point 7,
image du péle (Nord ou Sud),

- les images des paralléles sont des arcs de cercle concentriques autour de ~.

Comme leur nom l'indique, ces projection correspondent & des applications de
la sphéere ou de I'ellipsoide sur un cbne sécant ou tangent a la sphére. Le cbne
étant développable, on peut en Tfaire une représentation plane sans
déformation. Selon la propriété qu'on voudra voir vérifiée, la projection sera
conforme ou équivalente. A noter que la conformité ou I'équivalence de ces
projections est maintenue pour une Terre ellipsoidale, lorsque I'axe du cone
est confondu avec l'axe de rotation de la Terre.

* représentation cylindrique:
- les images des méridiens sont des faisceaux de droites paralleles,

-les images des paralleles sont des faisceaux de droites paralleles,
orthogonales aux images des méridiens.
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Comme leur nom l'indique, ces projections correspondent a des applications
de la sphére sur un cylindre sécant ou tangent a la sphere. Le cylindre étant
développable, on peut en faire une représentation plane sans déformation
Seules les projections transverses permettent de construire des projections
conservant, sur l'ellipsoide, leurs propriétés. Les paralléles sont des droites
paralleles, horizontales dans la projection directe.

e représentation azimutale:

- les images des méridiens sont des demi droites concourantes en A, image du
pble (Nord ou Sud),

- les images des paralléles sont des cercles entiers concentriques autour de
P.

Un canevas azimutal est donc un cas particulier de canevas conique.

Ces projections sont des projections au sens mathématique du terme, elles
possédent un centre de projectionﬂ La projection s'opere sur un plan tangent a
la surface terrestre. Lorsque le point de tangence est le pble terrestre, les
paralleles apparaissent en projection sous forme de cercles concentriques, et
les méridiens, sous forme de droites. Plus généralement, lorsque la surface
terrestre est sphérique, la famille des grands cercles passant par le point de
tangence devient dans le plan I'ensemble des droites passant par I'homologue
du point en projection. Cette propriété rend tres utile ces projections pour la
navigation

* représentation mériconique:

- les images des paralléles sont des arcs de cercles concentriques autour de
P, image du pdle (Nord ou Sud),

-I"image dun méridien est une demi droite passant par P, les autres
meéridiens étant quelconques.

 représentation méricylindrigue:
- les images des paralleles sont des faisceaux de droites paralléles,

- I"image d*un méridien est une droite orthogonale aux paralléles, les autres
méridiens étant quelconques.

1 Excepté la projection azimutale équivalente
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canevas conique canevas cylindrique canevas azimutal
<—pole i paralléles
< —paralléles X
P < paralldes
/ pble
méridiens méridiens T meridiens
canevas mericylindrigue canevas mericonique
<—paralléles
—+——— < padldes
R
méridien origine méridien origine

Fig. 15 : Classification selon le canevas

3.3 Classification selon I"aspect

La notion d'aspect traduit I'usage d‘un pseudo-canevas pour qualifier la
représentation:

- aspect direct: utilisation du canevas des paralleles et des méridiens,

- aspect transverse: utilisation d*un canevas transverse, obtenu a partir de
2 points P et P> diamétralement opposés sur I'équateur pris comme
pseudo-péles,

— aspect oblique: utilisation d'un canevas oblique, obtenu a partir de 2
points P et P» diamétralement opposés quelconques pris comme pseudo-
pbles.
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, . . . représentation cylindrique transverse
représentation cylindrique directe

représentation conique directe
représentation conigque oblique

3.4 Exemples

Certaines représentations ont été trés étudiées et portent ainsi des noms
particuliers:

e représentations cylindriqgues conformes (directes): représentations de
Mercator. Par extension:

- représentation cylindrique conforme transverse: Mercator transverse,
- représentation cylindrique conforme oblique: Mercator oblique.

* représentations coniques conformes (directes): représentations conformes de
Lambert.
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e représentations  azimutales conformes  (directes): représentations
stéréographiques (polaires). Sous son aspect transverse, une représentation
stéréographique est dite méridienne.
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I 4 Etude de représentations conformes particulieres I

4.1 Conditions de Cauchy

Soient (u,v) des coordonnées symétriques de o et (U,V) des coordonnées
symétriques de Z,

Sur une surface quelconque, la premiere forme quadratique fondamentale se
formule:

ds®*=edu®+2f dudv+gdv?

. e=
or, dans le cas de coordonnées symétriques, {

donc:
ds? =e(du? +dv?)
Sur 3, on notera de méme dS?= E(dU 2 +dV2)
e ,_dS? _E _du?dv?
Le module linéaire peut donc s*écrire: [ =——=—X—7F——
ds® e du“+dv
du —Z—Ud +0;—Ud
D*autre part 0”'\7 WV et 4 devient:
dV =—du+—dv
Ju ov
2 2 2
(0"11) +(0"Vj du +2{0"U NUSICAAN W}dudw(o"Uj 0"\/) dv?
. _E Jdu Jdu Jdu oJv Jdu ov ov ov
H e du®+dv?
LY
b
Sion note J;. = ooV =(a j , alors
»n N e
Ju ov
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dv dv?
, E (a2+c2)du2+2(ab+cd)dudv+(b2 +d2)dv2 E (a2+C2)+2(ab+Cd)a +(b2 +d2)w
U =—X =—X
e du®+dv? e L dv?
tos
du

La représentation est conforme si et seulement si p est indépendant de la

. ) L av . )
direction, c"est-a-dire de d_ donc si et seulement si:
u

a2 +C2 :b2 +d2 a2b2 +C2b2 :b4 +d2b2 b:C o b:_c
ab+cd =0 ab=-—d d

Ainsi (uv) et (UV) étant des paramétrages symétrigues

respectivement de o et de X, une représentation de o vers X est
conforme si et seulement si elle satisfait aux conditions de

Cauchy:
N _N N __oN
Ju ov ou ou ov
M __ N N _oN
ov Ju ov Jdu

4.2 Représentation conforme de Mercator directe

4.2.a Construction mathématique

Il s'agit de définir une projection cylindrique directe conforme de l'ellipsoide.
Mathématiquement, dire que le canevas est cylindrique peut se traduire par:

X

— =0
op
é’_Y:O
oA

D'autre part, on connait un paramétrage symétrique de I*ellipsoide (A et 7) et un
autre du plan (X et Y). Les conditions de Cauchy peuvent donc s"écrire comme il

suit:
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X _o¥ ax __ov
(A) oA oL ou (B) oA JL
ox__ov X _ov
oL oA JL oA

On souhaite aussi que X varie dans le méme sens que A et Y dans le méme sens
que ¢ et £ (£ est une fonction croissante de ¢). Autrement dit, on impose que, en
représentation, le Nord soit "vers /e haut”et I'Est "vers la droite"

23
A
ﬁ>O

oL

>0

Le systeme (B) ne satisfait pas cette condition et n"est pas retenu. La deuxiéme
condition du systeme (A) est triviale, puisquelle revient a écrire: 0=0. Ainsi la
condition de conformité se formule:

IX _ oY

A oL

Dans cette équation, le terme de gauche ne dépend que de A, et celui de droite
ne dépend que de ¢. Il s’agit donc d*une équation différentielle a variables
séparées. Ce type d'équation différentielle se résout en écrivant que chaque
terme est constant.

X

_= n

oA . .
Y , nétant une constante positive
—=nN

oL

Finalement I*expression générale des représentations directes de Mercator est:

X=X, +nA
Y=Y.+nL

n X, et Y, étant 3
constantes
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4.2.b  Etude du module linéaire

Le représentation étant conforme, en un point, 4 est le méme dans toutes les
directions. Pour déterminer  u, il suffit par exemple de le calculer dans la
direction du paralléle:

s ds,,, = NcosgdA

. dS,, =dX =ndA

Fig. 16 : Module linéaire le long d"un parallele

. %

1-e’sin?

En définitive:  p=— :ﬂx( ?)
Ncosg a cos¢

M n'est fonction que de ¢; donc les lignes isometres sont les paralleles et les
lignes isomorphes les méridiens.

Etudions les variations de p en fonction de ¢ :

1, —2€° sin ¢ cosg cosg
. %
d’uzﬂxz (1—eZSIn2¢)

+(1-&sin’ )" sing

dg¢ a cos’ ¢
n —ezsin¢cosz¢+(1—ezsin2¢)sin¢
=—X
a (1—e2 sin? ¢)yz cos’ ¢
_Qx—ezsin¢ +e’sin’g +sing —e*sin’g
a (1—ezsin2¢)% cos’ ¢
du n Sin¢(1—ez) du

Et —L=_x

7 . —— est donc du signe de sing - nest
d¢ a (1—ezsin2¢)zcosz¢ dg

positif - . On peut maintenant tracer le tableau de variations de K:
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¢ _r 0 T
2 2
d_/,[ —00 - 0 + oo
d¢
+00 +00
H A| Vg
n
a

On remarque que I"équateur est isométre centrale. n est choisi de sorte a
minimiser les altérations linéaires, c'est-a-dire a rendre | proche de 1. Deux cas
sont donc envisageables:
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@ Soit n=a:

Dans ce cas, (=1 lorsque ¢ =0.

L*équateur est automécoique et la
représentation est alors dite
tangente.

@ Soit n<a:

Il existe alors ¢,#0 tel que les

paralleles ¢ =—-¢, et ¢ =¢, sont
automécoiques. On dit que la
représentation est sécante.

(le cas ou n>a ne présente pas
d'intérét)
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PROJECTION CYLINDRIQUE CONFORME MERCATOR DIRECTE

15011?5011 40-120-100°-80" -60° -dlﬂ -20° 07 207 40° B0° EF'TEIEFiEﬂ'Hﬂ'iﬁﬂ'TﬂL’I"

B0° P ¢ R
a0 g K 40"
20° 20"
o (18
-2l -20°
-40° -d40°
-60° &0°

: i
180-160°140°120°100-80" -60°-40"-20° 0° 20" 40' 60° BD' 100"120'140°160'180°
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4.3 Représentation conique conforme de Lambert

4.3.a Construction mathématique

On appelle représentation (conique conforme) de Lambert une représentation

conique et conforme.

La conicité du canevas nous
suggére d'utiliser des coordonnées
planes polaires (y,R):

——( X +Rsin
Y, — Rcosy

Ye

(X5,Y,) étant les coordonnées du

péle Nord,

. R n*est fonction que de ¢ et Ym
varie dans le sens contraire de ¢;

ESO,

dg

R diminue quand ¢ augmente

)4

Fig. 19 : Coordonnées polaires du plan

Xp

X

> X

ey n'est fonction que de A et varie dans le méme sens que A (en
représentation, I'Est est a droite). y est appelée la convergence des

méridiens.

La conformité peut se traduire par I'identité (4 =, en tout point, /4 et (L,
étant les modules linéaires principaux de la représentation. Les directions du
paralléle et du méridien sont directions principales en tout point de I'ellipsoide et

La condition de conformité s"écrit donc:

:umér = luparal
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Fig. 20 : Module linéaire dans les directions du paralléle et du méridien

d
Il est clair que 4 4 - 45 _ _dR et que [, = S ___Rdy
ds, pdg ds, NcosgdA
=dg
Donc:
dR Rd
Iumér :lupard - = y

pdg NcosgdA

Puisque R ne dépend que de ¢ et y que de A, il va étre possible de séparer les
variables dans cette équation différentielle:
_dR Noosg _
_@XNCOS¢_Q R pd¢

Hra = Hpaa R pdg di dy _
" fonct.de —;-N
! T a4

ou 77 est une constante strictement positive
Ce systeme d"équations différentielles s"intégre aisément:

2
d_R:_nM:ﬂdL {InR:—nL +K {R=exp(—nL)xepr =Cexp( L)
R W’ cos¢@ - -

=n(A-A =n(A-A
- p=n(a-4) " ly=n(a-4)
A, et Cétant deux constantes d"intégration.
L'expression  générale {x = X, +Cexp(-nL)sin[n(A -A,) ]
d*une représentation _
conforme de Lambert est: Y=Y —Cexp(—nL)cos[n(/] _AO):I

Cinq paramétres sont nécessaires pour définir une projection Lambert: les
coordonnées du pble en représentation X, et Y,, I"exposant 7, la longitude origine

A, et C
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Pratiquement, on utilise un point origine pO(AO,¢

0) et son image en
=L

représentation P,(X,,Y,). Si on note R,= R(¢0) et L, (¢0), on peut écrire
les égalités suivantes:

X, = X,

Y, =Y, +R,

C= Roexp(nLo)

La représentation est alors parfaitement définie par la donnée de:

XO’YO’RO’n'/]O'¢O

4.3.b  Etude du module linéaire

Rdy __ MR
NcosgdA Ncosg

L*expression du module linéaire est (= ff ., =

M ne dépend que de ¢; on en déduit que les lignes isométres sont les paralléles
et les méridiens sont isomorphes.

Pour connaitre les variations de , étudions le signe de sa dérivée:

_ndRNcosg-nR(cosg dN ~Nsing dg )

du

NZcos’ ¢
Cn(1-¢ nR(1-¢

dR:—Cexp(—nL)ndL:-Wz(Tw)exp(—nL)d¢=—W2(Ts¢)d
or q _ae’cosgsingdg _ Ne”cosp sing dg

N = ) 32

(1—e23m2¢) w
. _ nZR(l—ez) nRe’sing nRsing
Ainsi d,u-—Nco52¢Wzd¢— N d¢+NCOSZ¢d¢
1

:W[—nZR(l—ez) -n Re25in¢cosz¢ +nRsing Wz}d¢
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nR(1-¢) (sing—n)dg
=—————=(sng-n
N cos’ g W*
Nous retiendrons que du = 'U( _
d¢ W’ cosg

Il est clair que d_,u
dg

est du signe de sing —n.

Nous nous limitons aux cas ou nD[O,l[; on peut assurer qu'il existe alors

¢DD[O,%T[ tel que 3—’;

sont décrites dans le tableau ci-dessous:

change de signe en s*annulant en ¢", et les variations de p

¢ _ o ¢” i
2 2
d_/J —00 0 +00
dg
+00 +00
U
,UD

Le parallele de latitude @" est isométre centrale. Dans la pratique, les
constantes sont toujours choisies de telle sorte que * <1, afin que u varie peu et
soit proche de 1 sur un certain voisinage de ¢*:
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@ Soit 1 =1:

Le parallele de latitude @* est
automécoique. Le point-origine p,
est pratiguement choisi sur ce

paralléle (¢* =¢,).

La représentation est dite ¢
tangente. Les 4 constantes suivantes 0
suffisent a la définir:

XO'YO’AO’¢O

Fig. 21 : Représentation de Lambert tangente

En effet, par définition de ¢*:

B @)=0 {n=s‘n¢o
~ IR, =N
,U(¢o):1 0 o Cot @,

@ Soit y”<1;

Il existe deux paralleles ¢, et
¢, (9, <p"<¢,) automécoiques:

si ¢D]¢1,¢2[, alors <1,

sinon, u>1.

La représentation peut étre définie
de deux maniéres différentes:

Fig. 22 : Représentation de Lambert sécante

(2a) La représentation est définie par la donnée des deux paralléles
automécoiques @, et ¢,. On parle dans ce cas de représentation

sécante. net Cs"obtiennent par les formules suivantes:
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nCexp(—nLl) _ nCexp(—an)
nR nR N, cos¢ N cos¢
’u(¢l):’u(¢2) =1 - N LR 2 =1 = i ! 2 2
,cos¢, N,cosg, nCe™ _
N, cosg,
0 N, cos¢,
__ Ncosg,
L,-L,
o N, cos
C:l—¢lexp(n|_l)
n

(2b)La représentation est définie par la donnée de I"isométre centrale
¢, =¢* et de k, =", k,<1. La représentation est dite tangente

avec facteur d"échelle et k, est appelé facteur d"échelle. n et C

s"obtiennent comme il suit:

#(40) =k, {RO:Nokocotqﬁo
d_/J - =g
d¢(¢°) 0 n=sing,

Il faut noter que les termes "sécante" et "tangente avec facteur d'échelle"
peuvent s'appliqguer a la méme représentation; ils caractérisent simplement le
mode de définition d"une représentation qui n'est pas tangente. En d"autres
termes, une représentation tangente avec facteur d'échelle peut donc étre
considérée comme une représentation sécante et inversement.

Traditionnellement, en France, on définit les représentations conigues
conformes de Lambert comme des projections tangentes avec facteur d*échelle -
c'est a dire a I'aide de ¢, etk, -, alors que dans les pays anglo-saxons, elles sont

définies comme des représentations sécantes - avec ¢, et ¢, -.
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Echelle

1.004 |

1.003

11 étendue

1.002 +
W
Lambert 93
1.001+ /

1.000 e
v i \J/ I
: ' : : Latitude

Bonif. Perpignan Lyon Nantes Paris Dunkerque

Fig. 23 : comparaison des modules linéaires des projections “Lambert”

4.3.c Formulaire

Vous trouverez en annexe les algorithmes et jeux d'essais utilisés pour cette
représentation.

=  Une représentation sécante est définie par:

v A, @, (coord. du point-origine p,)
v X, Y, (coord. planes de P,)

v @.,9, (paralléles automécoigues)

On en déduit n, C, X, et Y;:

n N, cos¢,
__ N, cosg,
L, -L,

C :Mexp(rﬂ_l)

* R, :Cexp(—nLo)
e Xp=X,etY, =Y, +R,
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=  Une représentation tangente (avec ou sans facteur d"échelle) est définie par:
v XO ’YO ’ /10 ’¢O ’ kO

(9, est I'isometre centrale et k, le facteur d*échelle)

n,R, et C s*obtiennent par:
*N=sing,
* R, =N, k,cotg,
. C:Roexp(nLo)
e Xp=X,etY, =Y, +R,

* Passage de (A,¢)_a (X,Y)_par:

« X=X, +Cexp(-nL)sin[n(A =4,)]

e Y=Y, —Cexp(—nL)COS[n(/] ‘/10)]

= Passage de (X,Y)_a (A,¢)_par:

X=X,
arctan VARY,
oA:/‘0+ P
n
L= LX) (e )
n C

* ¢ est obtenue a partir de / de maniére itérative, comme limite d"une
suite convergente (g, ) ., définie par:

¢, = 2xarctan(expL) -

NN

ing )2
¢i+l:2xarctan m expL T
1-esing 2
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4.3.d Représentations de Lambert en usage en France métropolitaine

DECOUPAGE DE LA FRANCE EN ZONES LAMBERT

- ) 3 i o 3 - 3 & 5 &

P | .J_r_--'f_;_,_{'ﬁf _,__\H.. L
i{:)’mﬁm mH_} Y

-~ |
u) - LAMBERTI bl | w

4 af

*€ LAMBERT Il

-

2 ham—- . i': [z

-~ i Ol «
=7 LAMBERT /1/\
i3 -W_f{?ﬂﬁ_ (_/-\_\ﬂq""ﬁr’- { o
_\-‘_-\_r-\-\_‘t:_-_‘;_\‘ui. - B . /‘n]_'l.

x ¥

) y
" m B

LAMBERT IV

Les coordonnées inscrites sur les cartes de base ne sont pas exactement des
coordonnées Lambert I, 11, 111 ou 1V, mais plutdt des coordonnées dites Lambert
I, 11, 111 ou 1V cartographiques. Une représentation Lambert / cartographique
ne differe de la représentation Lambert /7 (7 valant 1, 11, 111 ou 1V) que par la
valeur de sa constante Y;:

Y, =Y +i x1000000

OLamb.i carto. OLamb. i
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Le Lambert 11 cartographique est aussi appelé Lambert 11 étendu, car il est
couramment utilisé pour des travaux de cartographie a petite échelle et la
constitution de bases de données nationales sur I'ensemble du territoire

métropolitain.

Cartes IGN Top25 (nouvelle édition)

Coordonnées géographiques du coin de feuille
@ LATITUDE et LONGITUDE @
En degrés, Méridien origine Greenwich, Systeme WGS84

En grades, Méridien origine Paris, Systeme NTF

® Quadrillage
Km du fuseau adjacent (31) ou (32)
UT™M
v
® v 722 723 724 725
|
%, ' SIERRREES — : b
o, NE 873 g 875 .
%@ ol b H Quadrillage
(d B|la H ® <
= Lambert zone 11 étendu (bleu)
47°20'24" | D1 | D 66 D 367 | Lambert

»

»

S | 52,Bﬂgr_
] =

[~ 2266

nnée par un récepteur GPS.

- 2265

5245

2264

A-WGSB4 imprimé en bleu permet de se localiser sur la carte & partir d'une
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Suite a I'adoption de la loi "Aménagement et développement durable” relative a
I"aménagement du territoire, I'usage d‘une nouvelle projection conique conforme
de Lambert, appelée Lambert 93, va prochainement étre rendu obligatoire pour
tous les travaux géographiques en France métropolitaine. Cette représentation
sécante est associée au systéme géodésique RGF932[Ft a I"ellipsoide GRS 1980:

a=6378137 m
e” =0,006694380022

Ses parametres sont les suivants:

* A, =3° Est de Greenwich ,
. ¢, =46°30 Nord

- X,=700000m ,

* Y, =6600000 m ,

« ¢, =44° Nord ,

* ¢,=49°Nord .

Une projection tangente avec facteur d*échelle équivalente peut étre définie de
maniére suivante :

» A, =3° Est de Greenwich ,

> ¢, =46,51943022399Nord ,
« X, =700000 m ,

* Y, =6602157.83881m ,

* k, =0.9990510286374691 ,

2: La notion de systéme géodésique est abordée a la fin du chapitre VI puis étudiée en
détail au chapitre VIII.
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Parametres des projections coniques conformes de LAMBERT utilisées en France métropolitaine

Zone Lambert | 1 1l v Il étendu Lambert-93 (*)
Zone d"application 57.0gr-53,5¢gr 53,5gr -50,5gr 50,5¢9gr-47,0gr 47,8 gr - 45,9 gr 56,5¢gr -45,9gr 41° - 51°
Latitude origine 55 gr =49° 30" 52 gr = 46° 48" 49 gr = 44° 06" 46,85 gr = 42° 09" 54" 52 gr = 46° 48" 46° 30"
Longitude origine O gr Paris O gr Paris O gr Paris O gr Paris O gr Paris 3° 00"
Paralleles 48° 35" 54,682" 45° 53" 56,108" 43° 11" 57,449" 41° 33" 37,396" 45° 53" 56,108" 44°
‘z‘”tlomeco'q“es 50° 23" 45,282" 47° 41" 45,652" 44° 59" 45,938" 42° 46" 03,588" 47° 41" 45,652" 49°
valeurs
indicatives) (valeurs de définition)
Eo (ou X0) 600 000 m 600 000 m 600 000 m 234,358 m 600 000 m 700 000 m
No (ou Yo) 200 000 m 200000 m 200 000 m 185 861,369 m 2200 000 m 6 600 000 m
Facteur d"échelle 0,999 877 34 0,999 877 42 0,999 877 50 0,999 944 71 0,999 877 42 0,999 051 03

(valeur de définition)

(valeur de définition)

(valeur de définition)

(valeur de définition)

(valeur de définition)

(valeur approchée)

0 grade Paris = 2° 20" 14,025" Est Greenwich

Référentiel géodésique associé : N.T.F. (Nouvelle Triangulation de la France)

(*) RGF93 (Réseau Géodésique Francais)
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Ellipsoide de référence associé : CLARKE 1880 IGN I1AG GRS 80
demi grand axe : a = 6 378 249,2 m (paramétre de définition) a =6 378 137,00 m (paramétre de définition)
demi petit axe : b = 6 356 515,0 m (paramétre de définition)
aplatissement . f=1/293 466 021 294 (paramétre calculé) f = 1/298,257 222 101 (paramétre de définition)
premiere excentricité e = 0,082 483 256 763 (parameéetre calculé) e = 0081 819 191 043 (paramétre calculé)
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4.4 Représentation stéréographique polaire

4.4.a Construction mathématique

Caracteéeres: azimutale conforme directe

= Cas particulier de la représentation de Lambert ou I'images des
paralleles sont des cercles entiers.

Formulation générale des représentations de Lambert:

P
y=n(A-4)
R=C exp(—nL) Y "\.-‘-j
I\
Dans le cas de la représentation stéréographique polaire, /=1 :
X=X, +Cexp(—L)sin(/1 )
Y=Y, —Cexp(—L)cos()l )
Autre expression:
Soit & définie par LS(CD) = LE(¢) ou
L. =In tan(7—7+1j
s(¥) 25
L.(9=In tan(sz _&pLresinx
4 2 2 1l-esinx
exp(-L) - - = : Co5P : car

il g

2(77 CD) 1+sin®
tan“| —+— | = ,etona:

4 2) 1-sno®
X =X, +C—2% gn(1-4,)
1+sin®
Y=Y,-C cosP cos(A —4,)
1+sn®
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4.4.b Etude du module linéaire

4= R _ Cw
N cosg Trsng (1-esing )2
acosg : .
1-sing \1+esing

_ Cw l+esing :
_a(1+sin¢) 1-esing

Remarquons que lim =
v

CV1-¢ (1+ej§ “k,

43 2a 1-e
d_lu_/,l(l—ez) o
6~ woosp NP Y
¢ _T 7_7
2 2
du _
d¢

+oo

e

—-e)\2
Pratiquement, on choisit Ao<1 ,et C= 2ak0 (1—ej

v1-e*\1+e

4.4.¢c Formulaire

constantes de la représentation : A\g 4pg, Xp, Yp

C= 2ak0 (Ejz
Vi-¢e?\1+e

= Passage de (A,9) & (X, N):
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7T
¢ =2arctanL — — Lo(®)=In tan(l—T+EJ
2 4 2
cos® .
X=X,+C sin(A -4
" T1+sin® (A=4)
cosd
Y=Y,-C cos(A -4
© Tl+sind (1=4)

= Passage de (X,Y) a (A\,9):

2_nNn2 2
CD:arcsmC2 D2 D?=C? > ° 2
+D (1+sin®)
L. (4)= LS(CD)
LE(¢) - ¢
@®  kp<1 ,représentation secante <l
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@ kp=1,représentation tangente /

4.5 Représentation transverse de Mercator

Nous allons définir la représentation transverse de Mercator de I*ellipsoide sur le
plan par le principe de la double représentation (algorithme de Gauss-Laborde):

ellipsoide
! (conforme)
sphére
l (représentation transverse de
Mercator)
plan

4.5.a Coordonnées de Cassini-Soldner de la sphere

Soient la sphéere de rayon a et A, une longitude choisie comme origine. Se
donner A, permet de se donner deux pivots sur I"équateur B et P, tels que le
méridien de longitude A, soit pseudo-équateur dans le canevas transverse défini
par les deux pseudo-pdles B et P, :
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-1+

P /1—/10+2
$=0

-1 -

et P, A=A, >
$=0

Soit M (A,0) un  point

guelconque de la sphere. On appelle
coordonnées de Cassini-Soldner la
spseudo-latitude #/ et la pseudo-
longitude ¢ de M dans le systeme
transverse défini par P et P,.

Cherchons A et ¢ en fonction de A, ¢ et
de /10. Pour ce faire, considérons le

triangle sphérique (1,PN,M):

X : sina _ sinb
La "regle des sinus" | —=——
sinA snB
nous donne:
sinh cos¢ _
. = ,  SOit:
sin(A-4,) 1

PN

Fig. 57: Coordonnées de Cassini-Soldner

sinh=cosgsin(A-A,)

Fig. 58: Triangle sphérique (/,PN,M)

La formule des cotangentes relie 2 angles et 2 cotés:

O=tang cos/ —sin/cos(A —4,)
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Pour obtenir A en fonction de /# et de /7, utilisons a nouveau la regle dite des
contangentes:

1><cot(/1 —/10) =cothcos/ —sin/¢ x0

tanh
tan(A-4,) =—cos£

La formule fondamentale fournit ¢ en fonction de Aet de /:

sing =coshsin/ —cos/sinh x0

sing =sin/cosh

4.5.b Représentation transverse de Mercator de la sphére

Il suffit d"appliqguer les formules directes de Mercator aux pseudo-
coordonnées (ﬁ,h) en imposant cette fois les conditions ci-dessous:

X est une fonction croissante de h seulement
Y est une fonction croissante de ¢ seulement

La formulation générale est

{x =Xc +nLg(h)
donc

Y=Y.+n/
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LS (respectivement LE) représente désormais les fonctions donnant la latitude

isométrigue sur la sphere (resp. sur I"ellipsoide) :

Ls(x)=ln{tan(%+§ﬂ

Le(X)=In tan(7—7+§j —E|n1+e—w
4 2)| 2 1l-esinx

Et L¢(h) peut s*écrire:

Ls(h)==In tan2(7—7+hj :1|n1+s?nh :£|n1+cos¢gn(A )
2 4 2)| 2 1-sinh 2 1-cosgsin(A-4,)

La représentation est définie par la donnéede X., Y., net A, .

Le module linéaire se déduit de celui d'une représentation de Mercator

(,u= n j . ici, il faut remplacer N par aet ¢ par /.
N cos¢

4= n
acosh

Pratiqguement, les formules de la représentation sont:

- calcul de (X,Y) en fonctionde (A,9) :

X =X, +D|n1+cos¢s!n(/1 ~o)
2 1-cosgsin(A-4,)

_ g

cos(A-4,)

Y =Y, +narctan

-calcul de (A,#) en fonctionde (X,Y) :

X=X
h:2arctan{exp( Cﬂ _
n 2
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tanh

Y =Y
cos c

A=A, +arctan

Y -Y,
¢:arctan[cos(/] —1, ) tan - C}

4.5.c Représentation conforme de I|"ellipsoide sur la sphére

Soient I"ellipsoide terrestre de demi grand axe a et de demi petit axe b et une
sphere tangente a I"ellipsoide en M, ()IO,¢O) de rayon r.

Notons A et ¢ les coordonnées géographiques d*un point sur I"ellipsoide et A et
@ celles du point correspondant sur la sphére.

Cherchons une représentation conforme telle que:

A\ ne dépend que de A e Z—;\zo

@ ne dépend que de ¢ et%zo

Les conditions de Cauchy se formulent alors:

oN _

a _9Ls PN

ol JL. oL
- =n avec n>0

N _ dLg Il

oL, oA 0=0

Dol A=C,+n/
M Ls=c, +nL,

Si on utilise un point origine m(Ay,@,) dont I'image est My(A,,®,), la

formulation générale devient:
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{/\ =Ny +n(1-1,)

Ls=Lg +n(Le-Le,)

La représentation est définie par 6 paramétres:

A v & o N, , P, ., n

Etude du module linéaire:

f=u _rcosd)d/\_mxcosdb
3 Ncosgdd N cosg

ot d_,u:+nrcosd>xdw _nrw 'nd:d(b +nrwcoscbysm¢

— S
d¢ acosgp d¢ acosp dg a cos’g
oo e dw_ _€’singcosg

d¢ w

1-¢€°

e par définition de 7 (voir chap. 11), dL=
p ( p. 1) Wecosp

dg

et de plus S=n . On peut ainsi écrire:

dL,

o Coiq)dq’ _ d¢_n(1—e2)cos¢

1-¢€° dg¢ W’cosg
W’CoS@ d¢

1-¢
Ainsi, du se simplifie en: du =M(Sin¢ -nsin ®)
dg¢ d¢ W cosg
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: sin d . .
Sin= 2 , alors Ll change de signe en s*annulant en @, et p varie selon

snd, d¢
le tableau suivant:

0 T P n
2 2
du -0
d¢
U N A
Ko

) o =p(go) (

D'autre part, le calcul montre que:

dzl“(¢):o _ n2:‘3052¢o ><1—ezsin2¢O
dg®\"° cos’ ®, 1-¢€

Pratiquement, net ¢, sont choisis de telle maniere que:

du
w(¢o)=0 n’=1+€”cos’ ¢,
= _ sin
—dzﬂ(¢ )=0 inw, =218
dg?\"°
. Iu_nrcosdlowo_ ang B r o
0 - 1
acos —-e? =
P m1-€ a a a(l—ez) 2 PN
W, W
Nous retiendrons que r est, au facteur
I'= o PoNg

d"échelle u, pres, le rayon de courbure

totale:
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La sphéere de courbure totale est celle qui annule les deux premiéres dérivées
de p en M,. Géométriquement, c'est la sphére "/a plus tangente” a |'ellipsoide

parmi toutes les sphéres tangentes.

4.5.d Représentation de Gauss-Laborde

C'est la double représentation transverse de Mercator:

ellipsoide (conforme) (1)

1

(1-2) sphere (représentation transverse de
Mercator, utilisée dans [le cas
! tangent)
plan
) Ny =T

Les formules sont les suivantes:

— 12 4
* ny =,/1+€*cos’ ¢,

« A=ngy (A=)

* Ny = My v PoNg

n + i
C X=X, ) In1 cosd)s!n/\
2 1-cosdPsin A

tan®
* Y =Y, +n, arctan an
cos/A
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Etude du module linéaire :

- — 1 oxy Norcos® Ny K cos® 1

Il'y a lieu de prendre note des trois remarques suivantes:
* ,U(¢o) :,U(l),,,o E ::U(l)¢o '

e U n"est pas constant sur le méridien origine,

« lorsque I"on s"éloigne du méridien origine, autrement dit lorque h#0,
W augmente.

Pratiquement, la représentation est définie par:
Ao 1 ¢O 1 XC 1 YC 1 k() = /'1(1)0

(facteur d’échelle)

4.5.e Définition des représentations UTM

Les représentations UTM sont des représentations transverses de Mercator de
I"ellipsoide telles que le module linéaire est constant sur le méridien origine. On
peut les définir par composition de trois représentations conformes.

ellipsoide
l (représentation de Gauss-Laborde)
plan
. (transformation conforme du plan
telle que e oig = Ko)
plan
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On démontre que cette transformation conforme du plan peut s"exprimer au
voisinage de MO(XO,YO) sous la forme du développement limité suivant:

{XUTM = Xo +C1X _C3X3 "':-Q’C:sxy2 avec {X = XG—Lab - Xo
Yom =Y +Cy +ng3 —3C3yx2 Y=Yt Yo

On démontre aussi que le choix fait pour n,, et rlors du passage de I"ellipsoide

a la sphére impose les valeurs de C, et de C;:

C = W, >(cos¢0
1

C,=0

C représentant le point-intersection de I|'équateur et du meéridien origine
(Ac =4, et ¢, =0), les coordonnées (XO,YO) du point M, sont obtenues comme il

suit:
X, = X
Y, =Y, +5(4,)

C,n, . 1+cosdsin A
()|n
2 1-cosPsin A\

X=X+
Ainsi, au voisinage de M,

tan®
Y, 1, 8(8,) 4 o 2 )

Finalement, la sphére tangente en M, n"est qu‘un intermédiaire de calcul, et on

peut obtenir la méme représentation en utilisant plusieurs spheres intermédiaires.
Pratiquement, pour calculer les coordonnées planes de M (/1,¢), on utilise la

sphére tangente en (/10,¢) . De la sorte, les formules se simplifie beaucoup.

Le formulaire de passage de (A,9) a (X, Y) est le suivant:

e N =/1+€?cos’ ¢

« A=nY(1-2,)
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eV =,/1+€?cos’ ¢
k,av1l+e?

n® +V cosgsin A

e X=X+ In

2 n® -V cosgsin A
k,av1+€? ( tan ¢ tan¢j
cY=Y. + +07"— = | arctan——— —arctan——
ek A(9) v? V cosA v

Pour passer de (X;Y) a (A,$), on utilise le formulaire ci-dessous:

_Y_Yc
k,a

e n® = /1+e%cos’ @,
«V = /1+€?cos’ ¢,

(X=X )Vv?

) ko, avil+e?

* P,

V? tang,

° ’7:[Y —Ye _koﬁ(¢0)j|r W +arctan

tan[Zarctan(expf) —721

1
o A :/10 +Warctan
n cosry

« A=n®sin(A-4,)

« ® =arctan(cosAtan7)

- Le(e)= | Lo)-L e 22 oL )

4.5.F Mise en oeuvre des représentations UTM

Les représentations dites "Universal Transverse Mercator' (U.T.M. en abrégé
forment un ensemble de 120 représentations transverses de Mercator de
I"ellipsoide congues par I*armée américaine dans les années 1940.

Didier BOUTELOUP / CPRAG / 2002 111-54



CHAPITRE 111 :

REPRESENTATIONS PLANES

Numéro de Etendue Hémisphéere
fuseau
Amin Amax
(en °, par rapport a Greenwich)

n 6(n-31) 6(17-30) Nord
(1=n<60)

n 6(n-31) 6(7-30) Sud
(1=n<60)

Tableau 1 : Zones dapplication des représentations UTM

Chaque représentation est définie comme il suit :

« 1, =6(n-31) +3
« k, =0,9996
« X =500000m

hémisphere Nord: Y, =0m
hémisphereSud: Y. =10000000 m

Didier BOUTELOUP / CPRAG / 2002

111-55



CHAPITRE 111 : REPRESENTATIONS PLANES
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Le systeme UTM est le systeme de représentations utilisé par I"OTAN, et,
entre autres, par I'armée francaise en France métropolitaine. C*est pourquoi le
canevas UTM apparait en surcharge sur les cartes de base a 1 : 50 000.

Le territoire métropolitain est & cheval sur 3 fuseaux; les fuseaux 30, 31 et 32.

De plus, I"'IGN a cartographié de nombreux départements et territoires
d'outremer en systeme UTM.

4.5.9 UTM : Définition initiale de US Army

o Définition
L'UTM est une projection mercator transverse de l'ellipsoide développée par le
service géographique de 'US Army dans le but de fournir une projection unique

utilisable en tout point du globe a partir de « tables de la représentation UTM »
préalablement calculées pour chaque ellipsoide.

La définition initiale est basée sur le développement limité de fonctions
complexes définies de la facon suivante :
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Soit un point m()\,(l)) de [lellipsoide de coordonnées et le point
M (X,Y) associé en projection.
Soit les valeurs complexes définies comme suit
= z=L(p)+iA
- Z=Y +iX
ou L est la latitude isométrique
C-C
Et la fonction f :
z . f(z)=2
On impose deux conditions a cette fonction :
= L'image du méridien origine dit méridien central est 'axe des Y

= Le méridien central est automécoique

La premiére impose donc que f(L) =Y

o
[pdd
La deuxiéme impose que U = d_ = OT =>Y=f8
S

Si l'on réussit a trouver une telle fonction alors sa généralisation au plan
complexe sera la solution recherchée. B =f(L)= Z =f(2)

L'arc de méridien est une intégrale elliptique de ¢, il n'est pas possible d' en
donner une expression finie, il en est de méme pour f.

0 Passage des coordonnées géographigues aux coordonnées planes :

Soit Z; un point sur le méridien central de longitude )\0 un développement

limité de T au voisinage de Z; nous donne :

e\ (oo (z0) , (2-20)d%,(z0) | (2-2,) 0%, (20)
220 =12)=tleo) =20 o e e

f est une fonction analytique, ses dérivées successives pourront étre calculées
quelque soit la direction, en particulier dans la direction du méridien

B=t(L) don Ifelo) _ 9B () _d%B  d',(e) "B
dz dL dz? dL? dz" dLn

Z-Z,=Y +iX=-Y, =AY +iX
z-zy=L+iA-L,=AL +iA
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Ecrivons le développement de Taylor en se fixant L, =L dou z-2z, =iA

Z-Z,=Y-B+iX =a,(iA)+a,(ir)’ +a,(ir)’ +..+a,(iA)"
Z-Z,=a,(iA)-a,(A)* —asi(A)® +a,(A) +asi(A) ... +a, (iA)"
g’

avec a, =—
p! dLP

Soit en séparant parties réelles et imaginaires :
Y =pB-a,A%* +a i’ —a A’ +..
X =ad-aA®+al® +..

Les expressions des dérivées peuvent s'obtenir a partir de :

dB = pd¢
_ __Pdo
N cos¢

et finalement :

-

a, =N, cosd,

a, =%Nosinq>0 cos,
4a3=%Nocos3¢0(1+tan2¢0—e'zcoszq)o) .

a, =2_14No cos* d tan o (5-tan® b, +9(€ cosd, )’ +4(e cosp, )’

2 = Ny cos® (5~ 18tan? 0, +an b, + Laf¢cosd ) ~581an’ (e cosg ..

O Passage des coordonnées planes aux coordonnées géographiques :

On procédera de maniére analogue en considérant la fonction réciproque
z=F(2)

f est une fonction analytique, ses dérivées successives pourront étre calculées
guelque soit la direction, en particulier dans la direction du méridien
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Z-Z,=Y +iX=-Y, =AY +iX
z-zy=L+iA-L,=AL +iA

Ecrivons le développement de Taylor en se fixant Y, =Y dou Z-Z, =iX

z2-25=L =Ly +iA =b,(iX)+b,(iX)* +bs(iX)® +...+b,(iX)"

p
avec bp =— Iﬁ
dp’

1
p!
Soit en séparant parties réelles et imaginaires:

L-Lo=-b,X?+b,X*-b X% +...

On peut également obtenir directement la latitude en considérant le
développement limité

00, = (L —Lo{@)o N Gl (dzd’)o R Gl 9 ) (dn“’l

dL 2! dL? n! dL"

Soit en remplagant
A=b,X%=b X3 +b X +...

avec :
g B 1 3
' N, cosd,
1 (1 2)
b2_2N02 tang,lLl+ng
J 3=;(1+2tan2¢0+n02)
6N, cos® ¢, S

b, =24—’]\-l4tan¢0(5+3tan3¢0 ~6n,° —6tan® hon,” —3n," —9tan®don,”)

0

1 2 4 2 2 2
= (5+28tan” ¢, +24tan* ¢, +6n,° +8tan )
5 120N, cos° ¢, bo bo +6ng doNo
lavec n, =€'cosh,, J
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o Mise en oeuvre de la représentation UTM

Des tables de conversions issues des développements limités d'ordre 5 peuvent
étre utilisée partout dans le monde, il est par contre nécessaire de disposer
d’'une table correspondant a chaque ellipsoide de référence.

Les formules de passage correspondant aux valeurs mises en tables sont les
suivantes :

o Géographiques—>planes
AE=(V)p+(V)p® +By
AN =(1)+()p2+ (111 )p* +Ag

les valeurs (1)(11) ..(V) sont fournies dans les tables américaines les valeurs B5
et A6 sont a interpoler dans des abaques.

avec p =104 AN" ()

o Planes->géographiques

avec q=10C°AE (AEexprimé en milliers de

=¢'=(Vi1)a? + (Vi )g* -
( X)a-(X)a® +Es

km)

¢’ table inverse de (1)
(ViD),(VII1)..(X) tables américaines

D6 et E5 sont interpolées dans un graphique.

On trouvent également dans ces tables :

La valeur du module linéaire

La convergence des méridiens

Applications :

Latitude = 34° 15' 34".742 longitude = 5° 57’ 16".842

Méridien central : 3°

Didier BOUTELOUP / CPRAG / 2002 111-60



CHAPITRE 111 :

REPRESENTATIONS PLANES

" p=.0001 AA #

Latitude (I)
34°00' .. ... 3.762214.378
01 3 764 062.392
02 . 3765910411
03 3767 758.436
04 3769 606.464
34 05 3771 454.499
06 3773 302.538
07 3775 150.583
08 . 3776998.632
09 3778 846.686
3410 3780 694.746
11 3782 542.810
12 3 784 390.880
13 3786 238.954
14 3788 087.034 |
3415 3789935.119
16 - 3791 783.209
17 3793 631.303
18 3795 479.404
19 . 3797 327.509
34 20 3799 175.619
21 3801 023.734
22 3802871.854
23 3804 719.979
24 3 806 568.109
3425 3808 416.245
26 * 3810 264.385
27 3812112.531
28 3813 960.681
29 3815 808.837
34 30, 3817 656.998
31 3819 505.164
32 3821 353.334
33 3823 201.510
34 3 825 049.692
34 35 3826 897.877
36 3 828 746.069
37 3 830 594.265
38 3832 442.467
39 3834290.673
34 40 3836 138.884
a1 3837 987.101
42 3839 835.322
43 3841 683,549
44 3843531.781
34 45 3845 380.017
46 3847 228.260
a7 3 849 076.507
48 3850 924.759
49 3852773.016
34 50 3854 621.279
51 3 856 469.546
52 3858 317.818
53 3 860-166.097
54 3862 014.379

3 863 862.666
3 865 710.960
3867 559.258 *.
3 869 407.562
3871 255.870

3873104.183

UNIVERSAL TRANSVERSE MERCATOR GRID

N of Equator N= (I)+(I)pi+ (II)pt4-Aq
S of Equator N=10000 ooo—m)+(mp2+(m)p‘+Ad

Diff. 1/

30.80022
30.80032
30.80041

30.80047
30.80057

30.80066

30.80074 .

30.80082
30.80091
30.80099

30.80107
30.80116
30.80124
30.80132
30.80142

30.80149
30.80157
30.80167
30.80176
30.80182

30.80192
30.80199
30.80209
30.80217
30.80226

30.80234
30.80242
30.80251
30.80259
30.80269

30.80276
30.80284
30.80294
30.80302
30.80309

30.80319
30.80327
30.80336
30.80344
30.80352

30.80361
30.80369
30.80377
30.80387

30.80394 .

30.80404
30.80412
30.80419
30.80429
30.80437

30.80446
30.80454
30.80464
30.80471
30.80479

30.80489
30.80497

30.80506

30.80514
30.80522

(IL)

3477.361
3478.181

3

3

3

3

3

3 493.536
3 494.332
3495.127
3495.921
3496.714
3 497.506
3 498.296
3 499.086
3499.874
3 500.661
3
3
3
3

501.447
502.231
503.014
503.797
3504.578

3 505.358
3506.136
3506.914
3 507.690
3 508.465

3 509.239
510.012
10.783
11.554
12.323

oo,

13.091

iy
obw
woy 0o
@O
Swy

16.151
16913

v oo,

.._
Lo
by
wN
W

19.192
19.949

w Wwwww Wwwww wWwww

wn oo,

20.705
3 521.460
3522.214
3 522.966
3523.718

3 524.468

Diff. 17

0.01367
0.01365
0.01363
0.01361
0.01359

0.01357 .

0.01355
0.01353

.0.01351

0.01349

0.01347
0.01345
0.01343
0.01341
0.01339

0.01337
0.01335
0.01333
0.01331
0.01329

0.01327
0.01325
0.01323
0.01321
0.01319

0.01317
0.01315
0.01314
0.01312
0.01310

0.01308
0.01306
0.01304
0.01302
0.01300

0.01298
0.01296
0.01294
0.01292
0.01290

0.01288
0.01286
0.01284
0.01282
0.01280

0.01278
0.01276
0.01274
0.01272
0.01270

0.01268
0.01266
0.01264
0.01262
0.01260

0.01258
0.01256
0.01254
0.01252
0.01250

PR

b bt et s
[ eytrpen
OO N®m

Tt et s
Ty pwrpan
Nwppro

VOO~ =
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CHAPITRE 4: INTRODUCTION A LA GEODESIE PHYSIQUE

1 Introduction

On appelle géodésie physique I"étude du champ de pesanteur terrestre. Cette étude
permet de définir un certain nombre de liens entre d'une part le modéele géométrique
et d"autre part le modeéle dynamique (modele de forces) de la Terre.

Pratiquement, la connaissance du champ de pesanteur terrestre est indispensable a
deux types de travaux :
« la détermination des altitudes,
* I'orbitographie des satellites artificiels de la Terre.

Dans tout ce chapitre, nous supposerons toujours que la Terre est un systéme isolé :
c'est-a-dire que nous négligerons I'influence de la Lune, du Soleil et des autres corps
célestes. Entre autres, nous ne prendrons pas en considération les phénoménes de
marees.

2 Rappels sur la notion de potentiel

2.1 Gradient

Soit U une fonction scalaire de I"espace;
R %UYIB®R 0
u¢ T
&M % ¥:3® UM )y

On appelle gradient de U la fonction vectorielle de I'espace notée grad U définie
par:

AR % YY® R3 0 CIU~
grad U% T avec gradUg—=+
&M %%%4® grad UM ) ¢ty =

2.2 Potentiel

_ _ aR> Y4%%® R 0
Soit F un champ vectoriel de I'espace; F& T
&M % %%® F(M) g

Didier BOUTELOUP /ENSG 7/ 2002 1vV-3




COURS D" INTRODUCTION A LA GEODESIE

On dit que F dérive d*un potentiel si et seulement si il existe une fonction scalaire
U de I'espace telle que, en tout point M, F(M) =grad U(M) :

Lorsque F dérive d"un potentiel, on note donc F =gradU .

3 Champ de pesanteur terrestre

3.1 Bilan des forces en un point

Soit P le centre de gravité d"un solide de masse m a la surface ou a I'extérieur de
la Terre, lié au mouvement de rotation de la Terre sur elle-méme (mouvement diurne).

Inventorions I'ensemble des forces qui
s*appliquent en P.

3.1.a Force de gravitation universelle

Au niveau élémentaire, considérons une
fraction élémentaire de la Terre, de
volume dv, de densité r et de centre de
gravité P(. Si la masse de ce morceau
élémentaire est dm(,ona: rdv=dnx.

Fig. 1: Force de gravitation
élémentaire

La force de gravitation exercée par P( sur P vaut:
md m¢—

62 UP¢

-G

avec: <G est la constante de gravitation universelle;
G»6,672 10 1 mkg s 2,

P
.= PP
" el

1v-4 Didier BOUTELOUP / ENSG / 2002




CHAPITRE 4: INTRODUCTION A LA GEODESIE PHYSIQUE

Donc, pour I"ensemble de la Terre, la force de gravitation se formule de cette

maniere:
A\\ mdlllm _ ‘\\r dV—'
@D G~z Upe= - CMAD 7~ Uee
TereT T

Remarquons quer, Up et / dépendent du volume élémentaire considére.

3.1.b Force centrifuge

Il s"agit de la force due a la rotation de la Terre sur elle-méme.
Appelons wt lavitesse de rotation de la Terre; wy » 7,292 10 ° rad/s.

La force centrifuge qui s'exerce sur P est nw? pu, avec U, =cosl i+sinl |

3.1.c Accélération de pesanteur

Par définition, on appelle accélération de pesanteur terrestre,
conventionnellement notée g, I'accélération de P créée par I|'attraction

gravitationnelle de la Terre et par |'accélération centrifuge:

- wfFdv— 5
9=-G @D Upe+Wr PU,

Terre

gest exprimé en /<, en gal (Qgd =1cm/ <) ou en mgal. Hé” est mesurable

avec un gravimétre avec une précision de I'ordre de quelques ngal. Numériquement,
g.[»9,78 m/s® et au pole Hg—p

I*accélération d*un corps en chute libre.

a I"équateur ‘ » 9,83 m/s*. 1l s*agit par exemple de

Nous noterons désormais g :HQH :

rdv ) A S
Le terme - G @ ——Upg est appelé accélération gravitationnelle.
Terre

Le terme WZT pu, est appelé accelération centrifuge.

3.2 Verticale; déviation de la verticale

3.2.a Définitions

Didier BOUTELOUP /ENSG 7/ 2002 1V-5



COURS D" INTRODUCTION A LA GEODESIE

En un lieu M, on appelle verticale la direction du vecteur-accélération de
pesanteur terrestre g. La verticale est dirigée par le vecteur unitaire v défini

o= g
par Y
lo

Autrement dit, la verticale est "la direction du fil a plomb". Le plan passant par

M et orthogonal a Vv est le plan horizontal. On appelle zénith la direction définie

par +Vv et nadir la direction opposée de -V,

On appelle déviation de la verticale I'angle g entre n et v.Ona cosq = nx .

Le terme "déviation de la verticale" est défini
de maniére plus précise au chapitre

Numériquement, en France métropolitaine, on
a toujours q <15¢, et, dans le monde, q <100c.

Si nt v, définissons un vecteur normal T

a

orthogonal & n et coplanaire avec n et v. T,

est donc un vecteur du plan tangent et peut
s"écrire:

T, =sna T, +cosa T,

v s*exprime alors:
v=cosqn+snqgT,

Il est clair que q étant un angle infiniment

. icosqg »1
petit, | . et les composantes de v dans le
19nq »q
aggnag
repére local sont vgq cosa; , ou (gcosa et
€ 1 &

ggna sont des angles infiniment petits.

9 dlipsoide

Fig. 2 : Vecteurs g et n

V
L

T

M

Fig. 3 : Décomposition de la
déviation de la verticale

1V-6
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CHAPITRE 4: INTRODUCTION A LA GEODESIE PHYSIQUE

On retiendra: ah o)

v -

1R,

h et x sont les composantes de
la déviation de la verticale,
respecti-vement dans les
directions Est-Ouest et Nord-
Sud.

3.2.b Coordonnées géographiqgues géodésiques et astronomiques

Nous avons déja étudié les coordonnées géographiques (I J ) au chapitre 2. Il
est désormais nécessaire de les définir plus précisément:

On appelle coordonnées géographiques géodésiques les angles notés (I gl g)
décrivant I"orientation du vecteur n dans la base (i, j, k).

On appelle coordonnées géographiques astronomiques les angles notés
(I ..j ) décrivant I’orientation du vecteur v dans la méme base.

L'utilisation ici de I'adjectif «astronomique» est expliqué au chapitre 5. On
peut affirmer que les coordonnées géographiques astronomiques et géodésiques ne
sont confondues que si N=V . Mais, a priori n* v et (I ar) a) 1 (I g g) :

Appelons aeLg le repere local géodésique en M (M ;?p,'l'—m,ﬁ) et

RLa = (M ﬁifl) le repére local astronomique en M; défini comme il suit:

. (M ;'Ii,\?) est un repere orthonormé du plan méridien astronomique, c'est

a dire du plan contenant v et parallele a I"axe des péles,

. ﬂ est tel que (ﬁi T/) soit une base orthonormale directe.

Didier BOUTELOUP /ENSG 7/ 2002
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1l est clair que, par définitionde®, , a
a

priori, R * R} (x)RE(h)RL

les coordonnées géographiques (I g1l g)

et les composantes (h,x) de la

déviation de la verticale. ! a \

Cherchons une relation entre les
coordonnées astronomiques (I ,,j ). 9 j

a 9

Fig. 4 : Repére local astronomique

Les composantes de v sont connues dans £ et dans & L,

agosl , cosj , 6 ab o
véanl ,cosj .+ et vgxé
§ dnj. R R

Or la matrice R de passage de & a ceLg a déja été étudiée :
& -dnl, cosl 4 0 o
R=¢- dnj 4cosl 4 -d9nj 9nly cosj 4+
gCOSJ gcosl 4, cosjanl, dnj, g

D"ou on tire I"identité matricielle:
abg ge -snly, cosl 4 0 Ggeosl , cosj a0
¢X+=¢-d9nj gcosl 4 -dnj g8nly cosj 4<cdnl ,cos) 5+
&1, gcosj gC0sl y cosj gsnly sSnj, & §Snj, 4

ih=cosj an(l - 1) 0
U %x =dNj ,COSj 4- COS] ,9N]j gcos(l a- | g) (2

11=cosj ,cosj joos|l ,- | 4)+snj ,dnj ,  (3)

L"égalité (1) montre que | ,- | g est de I'ordre de h, c’est a dire un infiniment
petit de ler ordre. Ainsi, au ler ordre pres, on peut donc écrire
jan{l o= Tg)=la- 1y

}cos(l a- | g):1

1v-8
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Les relations (1) et (2) s*écrivent donc:
th=cosj ,(l.-1,)
$X =d9nj ,C€08j 4- COS| ,9N] 1:sn6 a-) g)

On en déduit que j 4- | g est aussi un infiniment petit de ler ordre. Dans ces
conditions:

Cos] a(Ia- Ig)=[cosj gcosﬁ a-l g)- anj gsin(j a- ) g)J(I . Ig)

= Cos] g(l a” Ig)' snj g(j a] g)(l a| g):COSj g(l a” lg)
néligeable

h = cosj (I a" Ig)

En définitive, on peut écrire: L
X=]a-) g

3.3 Potentiel de gravité

3.3.a Définition

Soient dv un volume élémentaire a I'intérieur de la Terre; dm( sa masse et P*
son centre de gravite,

R’ %%%0O R 0 -
Considérons f ¢ ou [(=|PP
P‘Ep%%%@ foe(P) = Gdmé: “ “
{2
dmt _ ) .. . iz .
On peut montrer que - 67up¢ = gradfm(P . Ainsi, |"accélération
(
gravitationnelle exercée par dv sur P dérive du potentiel Gdm = Grﬁdv .
Globalement , au niveau de la Terre, on peut écrire:
rdv adsr dvo Gr dvo
- G @ —Upe = aigrad¢ = gradg%p—“ -
Terre T e ! g eT ! g

L*accélération gravitationnelle dérive du potentiel gravitationnel, noté V,
défini par I'expression:

V=g Gr dv
Terre l

La connaissance de V nécessiterait a priori la connaissance de la densité des
masses r en tout point de la Terre; connaissance évidemment impossible a

Didier BOUTELOUP /ENSG 7/ 2002 1vV-9
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acquérir. Cette formule explicite qui définit V ne permet donc pas de le
déterminer pratiquement.

3.3.b Potentiel créé par une sphéere homogéne

Soient une sphere homogéene de centre O et de masse M et P un point extérieur a
la sphere.

Si on note r :H@H on peut montrer que le potentiel gravitationnel créé par la

sphére a pour expression:

3.3.c Développement en harmoniques sphériques

Nous supposons dans ce paragraphe que la Terre est de forme guelconque.

Soit un point P extérieur a la Terre.
Repérons P par les coordonnées sphériques
(I d, r) définies de la maniére suivante: q

| est la longitude géographique,

«  est la colatitude géocentrique; @) w
_p
q _E -Ww, I
er= HOPH .

Fig. 5 : Colatitude de P

On admet que V peut se développer en série entiere en fonction des coordonnées
sphériques (I ,q,r); on parle alors de développement en harmoniques sphériques:

V=M% 2 @Y (C codmi )+ 5, sn(mil [P (cosa)l
rf n=m=0erl g b

avec les notations suivantes:

< a: demi-grand axe de I"ellipsoide terrestre,

* M: masse totale de la Terre,

1V-10 Didier BOUTELOUP / ENSG / 2002
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* G,m et S, constantes liées & la physique de la Terre,

iCp =C
On note aussi % " "

+So =S

. an(x) représente la fonction de Legendre de 1ére espéce de degré n et

d"ordre m définie de la maniere suivante:

i 1, d" g )
,l P,(x)= g(x2 - 1)”5
:

S 2"l dx"
12 d™
T.an(x)=(1— xz)m ?

I 0

B, est donc un polynéme de degré n. On note aussi F,q= B,.

Ce développement en harmoniques sphériques suggére plusieurs remarques :

. Gm R . .
® Le premier terme —— correspond au modéle d*une sphére homogéne, et
r

les autres termes du développement peuvent donc s'interpréter comme
des "corrections" par rapport a ce modeéle.

@ 1l convient d"observer précisément les fonctions de Legendre:

* P, est un polyndme de degré n, pair ou impair selon la parité de n.
. L . /2
»de maniére générale, P, est le produit de (1- xz)m et du

" P ).

d p
m

polynéme de degré n-m

Nous admettons que an(cosq) admet n- m+2 racines pour gl [O, p] et

change n- m+1 fois de signe sur I"intervalle [0, p] :

® sn(ml ) et cos(ml ) s'annulent 2m fois pour | 1[0,2p[ et changent
2 m- 1 fois de signe sur [0,2p] .

@ Les coefficients G, et S, deviennent de plus en plus petits lorsque n
augmente.

Ainsi, lorsque n augmente, les harmoniques sphériques indiguent des
variations de V de plus en plus locales et faibles. On parle alors des
longueurs d*onde du potentiel de plus en plus courtes.

Didier BOUTELOUP /ENSG 7/ 2002 1v-11
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® Lors d'une estimation du potentiel, par exemple avec les mesures
satellitaires, la finesse de I'estimation repose sur le degré de
développement en harmoniques sphériques de potentiel. Par exemple:

« le modéle de potentiel GRIM4 réalisé conjointement par le GRGS! et
le DGF 12 détermine tous les termes jusqu®au degré 50,

« dans le modele OSU91 (de la Ohio State University), tous les termes
jusqu'au degré 360 ont été estimés.

® Plus on s"éloigne de la Terre, plus I"influence sur V des termes de degré

,.Nn
élevé est négligeable, parce que ces termes sont multipliés par 899 :
erg

On exprime le plus souvent le développement de V a I"aide des coefficients J,,

et Ky
.}. ‘]nm =- Cnm
_|,_ K nm =~ Snm
}pour m=0J,, =J,
é +Y ..N l:l
Etvsécrit V="Ma- i 4 &0 [Jnm cos(ml ) +K,,, sn(ml )]an(cosq)u
r é n=lm=0erl g g
Exemples

N=11 M=6 N=6 M=6

L Groupe de Recherche de Géodésie Spatiale, Toulouse.
2: Deutsches Geodétisches Forschunsginstitut, Munich.
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3.4 Géoide

3.4.a Potentiel centrifuge

On se rappéle que I"accélération centrifuge vaut w2pu, =w?2rsnqu, .

R YAO®R 0
Soit la fonction scalaire F définie parF c 1 -
P %@ F (P)= Ew$ pzz

Il se démontre rapidement que w2 pI =grad F; c'est-a-dire que
I*accélération centrifuge dérive du potentiel F .

3.4.b Potentiel de pesanteur ; géoide

Notons W=V +F . 1l est clair que I"accélération de pesanteur é dérive du
potentiel W. W est appelé potentiel de pesanteur.

On appelle surface équipotentielle une surface ou W est constant. Nous savons
gue la normale a une surface équipotentielle est colinéaire au gradient de W, c'est

adire a g. La verticale est donc la normale a la surface équipotentielle.

lignedeforce™ W=W,

Une ligne admettant g comme vecteur
tangent en tout point est appelée ligne de
force.

Si on suppose que les mers ne sont
soumises a aucune force autre que celle
de pesanteur - entre autres, si on ne tient
pas compte des marées - , alors le niveau
moyen des mers peut &tre assimilé & une  Fig- 6 : Equipotentielles et lignes de
surface équipotentielle. forces

Par définition, on appelle géoide la surface équipotentielle du champ de
pesanteur terrestre proche du niveau moyen des mers.

Didier BOUTELOUP /ENSG 7/ 2002 1V-13
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On appelle hauteur du géoide,
notée par convention N, la hauteur du
géoide par rapport a I'ellipsoide.
Pratiqguement, il est rare que N
dépasse une centaine de m.

On remarque que I'on peut avoir
N <0. Fig. 7: Hauteur du géoide

Au niveau millimétrique, on peut négliger la courbure de la ligne de force et, si
Hy, désigne la longueur de la ligne de force entre M et P, il est légitime d"écrire:

hy »Hy + Np

3.4.c Dénivellée élémentaire

Soit une surface équipotentielle W =W et une base orthonormée directe
(1,4K) liée a cette surface en un point M donné vérifiant:

i (1,J)est une basedu plan horizontd en M
% K=vy

@TQ_WQ

¢ X -

1l est clair que gg—;

Or au voisinage de M %:M=O donc M=-g et dW=-MdZ.

1Y

SionnotedZ=dn,ona dW =-gdn

dn est appelée dénivellée élémentaire: c'est une longueur élémentaire mesurée
le long d*une ligne de force.

1v-14 Didier BOUTELOUP / ENSG / 2002
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3.5 Potentiel d"un corps a symétrie

3.5.a Simplification du développement

Etudions le cas particulier d*un corps présentant les symétries suivantes:
(i) symétrie autour de I'axe (O; k)

(ii) symétrie par rapport au plan (O;i, j)
Naturellement W (et V) doivent respecter ces 2 symétries:

(i) W doit étre indépendant de |, donc, dans I'expression de V, les termes
en cos(ml ) et sn(ml ) doivent disparaitre, ce qui se traduit par:

Jm=Kim=0 3 mtO
(i) La symétrie par rapport au plan équatorial impose que, quel que soit q,
W(p - a)=W(g).0r F(p-a)=F (a), donc V(p - a)=V(a).

Imposer cette contrainte a V revient a faire disparaitre les polynémes
de Legendre de degré impair:

‘]2n+1: 0
Ainsi, le champ de gravité d'un tel corps peut-il s*écrire:

GM € +¥amy"
V=—-:a- ag—~ ‘]2n 2n(CO$:])

A

r @ n—1erﬁ

C N

3.5.b Champ en ‘JZ

On peut supposer en premiére approximation que la Terre correspond a un corps
présentant ces deux symétries, et alors W vaut:

GM € + u 1
=—él- a%’iQ Jyn Py (cosq )i+ =w2r?sin2q
r g nierg g 2

Une deuxieme approximation du potentiel terrestre consiste a négliger tous les
termes de degré supérieur a 2.

Le polynéme de Legendre P, se calcule aisément :

PZ(X):zzlzidd 2g° )3:5 [2 2( 1)]:%(3)(2'1)

Didier BOUTELOUP /ENSG 7/ 2002 1V-15
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On aboutit au GM € s’ . 1- 3cos’qU 1
. W +6=+J,— " T4+=-w2r?dn?
champ en J,: > g $ryp 2 > E T q

4 Champ de pesanteur normal

4.1 Problématique

Pour la géodésie géométrique, nous avons utilisé une surface de référence de la
Terre, mathématiquement simple, par rapport a laquelle nous avons étudié la
géométrie de la planéte: il s*agit de I*ellipsoide de révolution aplati a partir duquel
sont définies les coordonnées géographiques (I J ,h).

En ce qui concerne la géodésie physique, I'objectif est, de maniére analogue,
d"utiliser un champ de pesanteur mathématiquement simple, qui serve de référence a
I"étude du champ de pesanteur réel. En outre, il serait plaisant que ces deux objets
de référence soient liés.

Cette question a été résolue par Pizzetti (en 1894) et Somigliana (en 1922) avec la
notion de pesanteur normale. Le probleme est posé en ces termes: définir un corps
ayant la forme d"un ellipsoide de révolution aplati tel que :

« |"ellipsoide soit une surface équipotentielle de son propre champ,

le coefficient J, de ce champ soit égal au coefficient J, du champ de
pesanteur terrestre.

Un tel champ est appelé champ normal, noté conventionnellement g et son
potentiel associé est le potentiel normal, noté U. En pratique, U est tres proche de

W, g est tres proche de é et le potentiel T=W-U est appelé potentiel
perturbateur.

4.2 Expression du potentiel normal

Notons U =V +F ou V) est le potentiel gravitationnel normal.

11 se démontre que V) a une expression finie en coordonnées ellipsoidiques.
Etant donné un ellipsoide de référence terrestre défini par a et b, appelons ¢ sa

distance focale (c2 —a’- b2) et rappelons ci-apres la définition des coordonnées
ellipsoidiques (u, b,l ) d*un point M quelconque:
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| est lalongitude géographique de M,

e u est le demi-petit axe de I"ellipsoide
homofocal a I'ellipsoide de référence
passant par M,

b est la latitude paramétrique de M
relativement a I*ellipsoide homofocal.

L _a
Fig. 8 : Coordonnées ellipsoidiques

L*expression de V) est:

Vy = M et & +1W-|-a 4 &n2p - 19
c u 2 do € 30
e 20 U
avec: »qu)= 18+ 3% Sactan &- 34y
28 ¢’y u cq

*(y est la valeur de g sur ["ellipsoide de référence

(g0 =a(b)).

Le terme F s'exprime simplement avec les coordonnées ellipsoidiques:

F:%W-zl-p——WTVZCOSZb avec V?=U?+c?

On aboutit a I"expression de U:

U(u,b) =M et & +1w$a2 A &n2p - 19, Eszv2 cos? b
c u 2 go € 3g 2

On vérifie que U est constant est sur I'ellipsoide de référence.

4.3 Expression de la pesanteur normale

4.3.a Pesanteur normale sur |"ellipsoide de référence

Sur I*ellipsoide de référence, la formulation de gest la suivante:

(i) a I"équateur:
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] o Tm_w$a2b
é U =
Je :ﬂél- m- Letd i avec % GM
ab g 6 dog g0 =Y -dd
t c du
i ® 126 ..
%qo(u):3§1+u—%i- Y arctan £9-1
On trouve | C & 10__ uid?o
1q0 = q0(b) = 3F+ L &g actanels
qu a(b) ¢ eﬂ?g et g
(ii) au pole:
M é m ¢] l:l
gy =g+ Tedloy
a g 3 qog

(iii)a une latitude quelconque:

o= ag, Sn”b +bg, cosb
Ja2sn2b +b? co b

Or, sur I'ellipsoide de référence, b=y est lié¢ a la latitude
géographique]j :

—

. b . .
9Ny =—4gnj
aw
. _ cosj
cosy =——

—_) e ——

w

On en tire la formule de Somigliana :

ag, cos’j +bg, sn?j
Jo =

(a2 cos?j +b?dn?j )1/2

a et b sont le demi-axe et le demi-axe de I"ellipsoide, g, et g, sont
les pesanteurs normales équatoriale et polaire sur I"ellipsoide, | est
la latitude géographique

4.3.b Pesanteur normale a |"extérieur de |"ellipsoide de référence

A la hauteur h au-dessus de I"ellipsoide, le module de I'accélération normale se calcule a
partir de g, par le formulaire :
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_w?a’b

GM
9=0o3- S(@+ f+m- 2f sn?j Yh+—h?2
e a a 1]
ou T est I"aplatissement de I*ellipsoide. Ces formules sont utilisées dans les calculs de

certains types d"altitudes et pour la réalisation de géoides gravimétriques.

4.4 Définition d'un ellipsoide géodésique de référence

4.4.a Développement du potentiel normal en harmoniques sphériques

Les symétries de I'ellipsoide de référence autour de I"axe (O;k) et par
rapport au plan (O; i, j) nous permettent d*affirmer que le développement de U en
harmoniques sphériques ne comprendra que des termes en J,,,.

Or, le calcul montre que:

; @ om0
2= 38 Mg, 5

*tous les termes J,, se déduisent du terme J, par une formule de
récurrence.

Ainsi, la donnée de J, suffit de définir I'ensemble du développement

4.4.b Paraméetres de |"ellipsoide

GM e wt peuvent étre estimés par des observations astronomiques. De plus, si
I"ellipsoide de référence est défini par 2 paramétres géométriques - (a, b), (a,ez),
(a,]/f ) etc. -, et, si GM & wy sont connus, alors m peut étre calculé et J, aussi.
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Inversement, si I"ellipsoide de référence est défini par a et J, (valeur du
potentiel pesanteur réel et ), on a:

wiae 0 :
—T_ "+ o0 q,estfonction de e seulement.

Y273 §1 15GMq,

Cette derniére fonction n'est pas explicite en e, mais permet tout de méme de
déterminer e, par exemple de maniére itérative.

Ainsi, le dernier ellipsoide de référence recommandé pour servir de surface
géométrique de référence et de surface équipotentielle du champ de pesanteur
normal est I"ellipsoide GRS 1980 (Geodetic Reference System 1980), adopté par
I"Association Internationale de Géodésie en 1979, et défini de maniere dynamique:

«a= 6378137 m

«GM =3986 005 10° m*/s?
«J,=108263 10°®

s W, =7292115 10 ®rad/s

D"ou les constantes dérivées:

- €* » 0,006 694 380 022 90
* Q. »9,780 326 771 5.m/<*

- g, »9,8321863685..m/ &
etc.
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5 Systémes d altitude

5.1 Introduction

La notion d'altitude répond a la demande des aménageurs de pouvoir quantifier de
maniére "simple™ I"éloignement par rapport au niveau de la mer. L altitude devra donc
étre un indicateur, homogene a une longueur, de |*éloignement par rapport au géoide.
Cette grandeur dynamique est indispensable au percement des canaux, a la construction
des voies ferrées, etc.

5.2 Cote géopotentielle

On appelle cote géopotentielle C la différence de potentiel par rapport au
géoide :

M M
P P

On remarque que la cote géopotentielle est nulle en tout point du géoide.

Soient M et M" deux points de la surface terrestre. Notons

M¢e
DCM*=C,,¢- Cy :Sgdn .

DC,\'>|/'( est mesurable. En effet:
» g est mesurable sur la surface terrestre avec un gravimétre.

»dn est mesurable avec un niveau
et deux mires. Le niveau
matérialise I"horizontale en S, et
les deux mires sont maintenues T W
verticales en A et B. Si la distance , \ 4+ a O
entre A et B est suffisament = / T
petite (pratiquement inférieure a \ wi
100 m), on peut négliger le non i
parallélisme des surfaces ——
équipotentielles, et la dénivellée

entre A etBvaut dnf =/,- /.

Fig. 10 : Principe du nivellement géométrique

Les cotes géopotentielles sont exprimées en m2/s2 ou en unités géopotentielles
(abrégées par UGP): 1UGP = 10° gd »m =10° mgd »xm .

5.3 Altitude
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D*une maniére générale, |"altitude d'un point M est son éloignement d*une surface de
référence proche du géoide. Comme on I'a vu ci-dessus, la technique du nivellement
utilisée seule fournit une dénivelée entre deux points qui dépend du chemin suivi. Seule
la différence de potentiel entre les deux points est invariante. On est donc conduit a
adopter la définition générale suivante de I'altitude d"un point M :

®» _W(A)- W(M)

M) — g(*)(M)
A est un point de référence dont I"altitude est conventionnellement nulle, par exemple
le niveau moyen enregistré par un marégraphe. Le symbole (*) distingue les différents
types d'altitude. g’ (M) est une fonction du seul point M qui a la dimension d‘une
accélération. Comme la différence de potentiel ne dépend pas du chemin suivi, la formule
ci-dessus garantit une définition correcte et sans équivoque de I*altitude. Le choix de la
fonction g’ (M) détermine le type d'altitude. En particulier, si la valeur de g (M)
est proche de la valeur de la pesanteur entre M et le géoide, H((;}) est proche de la
hauteur de M au-dessus du géoide. On comprend que la notion d'altitude est
nécessairement liée a celle de potentiel. Pour établir un réseau de nivellement de grande
étendue ou couvrant des zones montagneuses, il faut tenir compte des variations de g et
déterminer des différences de potentiel, et pas seulement des dénivelées mesurées par
le nivellement.

5.4 Altitude dynamique

D -
On appelle altitude dynamique la grandeur H((M)) = VW
g

Remarquons que H © est exprimée en metre.

Les altitudes dynamiques H‘® sont définies en choisissant pour g’ (M) une constante
notée g égale & la pesanteur normale sur I'ellipsoide, a la latitude de 45°. g‘® se
calcule par la formule de Somigliana. Les altitudes dynamiques ont un intérét
scientifique évident: elles sont directement proportionnelles aux différences de
potentiel et leur interprétation physique est trés simple. Elles peuvent cependant
s"écarter des hauteurs au-dessus du géoide de 0,25 %, ce qui n*est pas tolérable pour
de nombreuses applications ou I|"aspect géométrique prime sur la physique. 1l est
commode d'ajuster les réseaux de nivellement de grande étendue (nationaux ou
continentaux) en altitude dynamique, quitte a les transformer ensuite en altitudes
usuelles. La référence théorique des altitudes dynamiques est le géoide.

5.5 Altitude orthométrique

On symbolise I'altitude orthométrique par H©. 1déalement, I"altitude orthométrique du
point M est son abscisse curviligne au-dessus du géoide, comptée le long de la ligne de
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force du champ de pesanteur (M ,M sur la figure 10). Ce type d'altitude est donc trés

proche de I"altitude commune, la "hauteur au-dessus du niveau de la mer". La valeur
moyenne de g sur |*arc de ligne de force M M est :

_ 1 .
g_H(O) ngds
(M) MgM

ds est la différentielle de I"abscisse curviligne le long de la ligne de force. L altitude
orthométrique de M est donc :

o ZW(A) - W(M)

g

gécide W=W(A)

ellipsoide U =W,
Mg Qo

Fig. 11 : Altitude orthométrique.

Une formule pratique est obtenue en remplagcant § par la valeur de g au point milieu

©)
entre M, et M, a I"altitude ™) obtenue par un développement limité :
H©) = WA) - W(M)
19 6
gM)+=E92 (9

2eTH Bhvoy

&g 6 :
ﬂ—HT est le gradient moyen de la pesanteur entre M et M, g(M) est la pesanteur

elr gy

réelle en M, sur la surface topographique. Le calcul de H((f,,’)) a partir de W(A)- W(M)
est itératif mais peut étre remplacé par :
HO _WA)-WM)E 1agd W(A)- W(M);?
g(M) 28MH g, (W)° 5

La modélisation de 1?—3 est délicate, il existe plusieurs choix possibles et donc plusieurs

sous-types daltitudes orthométriques. Pour les altitudes orthométriques de Helmert,
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qui sont la meilleure réalisation des altitudes orthométriques, on part d*une formule due
a Bruns (Heiskanen et Moritz, 1967, p. 53) :
J9 __ 29J +4pGr - 2w?
TH
J est la courbure moyenne du géoide au point M, r est la masse volumique de la crolte
terrestre. On approxime la courbure du géoide par celle de I'ellipsoide, g par
I"accélération normale et on prend pour r une valeur moyenne, en général 2670 kgm >,
Cela donne le gradient de Poincaré-Prey :
Z90 - 0g4s 10° 52 =-0,0848 mGal/m
eTH g,
La référence idéale des altitudes orthométrigues de Helmert est le géoide, dans la
mesure ou la masse volumique réelle de la crolte terrestre est bien représentée par la
valeur moyenne adoptée.
Pour les altitudes dites orthométriques normales3, on remplace le gradient moyen
geﬂ_gg dans la formule) par le gradient moyen de la pesanteur normale. La référence
eTH g,
idéale des altitudes orthométriques normales n*est donc pas exactement le géoide.
Relation entre altitude orthométrique et hauteur ellipsoidale
La ligne de force du champ de pesanteur (MM ) et la normale a I"ellipsoide (MM() ne
différant que par la courbure de la ligne de force et la déviation de la verticale (voir
figure), on peut , @ 1 mm pres transformer une altitude orthométrique de Helmert en
hauteur ellipsoidale par :
h» N+H®©
ou N est la hauteur du géoide sur I'ellipsoide.

5.6 Altitude normale

5.6.a Définition

On appelle surface sphéropotentielle d*un point M la surface équipotentielle du champ
normal, dont le potentiel normal est égal au potentiel réel de M . Le point Q est
I"intersection de la sphéropotentielle et de la ligne de force. L altitude normale de M
est la hauteur Q,Q de la surface sphéropotentielle au-dessus de I"ellipsoide, prise le
long de la ligne de force du champ normal. L*arc de ligne de force compris entre Q et M
est I'anomalie d'altitude z . g est I"accélération normale moyenne sur I'arc de ligne de

force du champ normal Q,Q :

- 1 U - U W(A)- W(M
5= (s UU)- U@ _W(A)- wiw)
Hm) e Hm) Hw)

ou ds est la différentielle de I"abscisse curviligne de la ligne de force du champ normal.

3 Les dltitudes NGF-Lallemand utilisées en France avant 1969 appartenaient a ce type, aceci pres queg n'a pas éé mesuré pour estimer les
différences de potentiel, mais modélisé.
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M

W=W(M)
surface équipotentielle /’/7\24‘—\
— U=W(M)
Q i

géoide M,

surface sphéropotentielle

_— ellipsoide —E\
~/ 0

Fig. 12 : Altitude normale.

On adonc :
g oy = WA) - W(M)
M) =
g
En pratique, on emploie la formule :
- e } i ('jzfj
o WA WM g7, g4 £y 21 gn2j ) WAL WMD) SRVEA)- WIMDO
Y% 8 ag, - ag, o B

. ] o ag, cos’j +bg,dn?j
ou g, est donné par la formule de Somigliana g, =

(a2 cos’j +b?dn?j )1/2
w?a’b
GM
Contrairement aux altitudes orthométriques, les altitudes normales sont tributaires
d*une formule de pesanteur normale donc, dans une certaine mesure, du choix d"un
ellipsoide de référence. Par contre, elle ne dépend pas de la répartition des masses dans
la crolte terrestre.

et mpar m=
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5.6.b Quasi-géoide, relation entre altitude normale et hauteur

ellipsoidale
M
W=W(M)
surface équipotentidle —— z
surface sphéropotentielle
(N)
Hw)
i
/ geoide M,
"'_'""-‘_'_'_-_ - K
z quasigéoide
_—— ellipsoide "%\
0

Fig. 13 : Quasigéoide

Le géoide est la surface d"altitude normale nulle. Le quasi-géoide est la surface obtenue
en reportant depuis chaque point M de la surface topographique, vers le bas, son
altitude normale. Pour passer d'une altitude normale a une hauteur ellipsoidale, on ne
commet pas d'erreur supérieure a 1 mm en confondant la normale a I"ellipsoide et la
ligne de force du champ de pesanteur. On obtient donc une relation entre la hauteur
ellipsoidale, I"anomalie d"altitude et I"altitude normale :
h»z+HM

La différence entre I"anomalie d"altitude et de la hauteur du géoide est :

N-z=HM_HO :g-_gH

g

ot H désigne ici I"altitude orthométrique de Helmert et H désigne indifféremment

I"altitude normale ou I'altitude orthométrique. On emploie la formule et son équivalente
pour la pesanteur normale :

1 = 2, - ow?

M
J, est la courbure moyenne de I"ellipsoide. Ces deux formules permettent de calculer
d- g a partir des valeurs en surface g et g:

g- 9=9- g- 2pGrH +g(J- Jy)H

Les trois premiers termes du second membre représentent, a une petite correction
prés, I"anomalie de Bouguer Dg; telle qu'elle est cartographiée, en France, par le Bureau
de Recherches Géologiques et Miniéres?. Le dernier terme, qui contient la courbure du
géoide, est plus difficile a évaluer mais est tres petit. On a donc :

4 Laformuledela pesanteur normale utilisée est celle de 1930.
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HY . O Ds
g
Cette formule permet de convertir des altitudes de Helmert en altitudes normales, mais
ne s'applique pas aux altitudes orthométriques normales.

5.7 Comparaison entre les types d altitudes

B
1l est clair que la somme des dénivellées élémentaires mesurées Dn% = adn ne peut
A

pas étre a la base d'un systeme daltitudes, car cette quantité dépend du "chemin
suivi" entre A et B.

Les principaux critéres de choix d*un systéme daltitudes sont les suivants:

@ possibilité de déterminer pratiquement les altitudes avec une précision
suffisante,

@ possibilité de negliger la différence daltitudes entre deux points proches
situés sur la méme surface équipotentielle,

® possibilité d'utiliser la dénivellée géométrique Dn; entre deux points comme
approximation de la différence d"altitudes.

Aucun type d'altitudes ne répond parfaitement a tous les criteres; chacun d"eux
représente une solution de compromis. Pour évaluer chaque type daltitudes
relativement au 3eme critere, il convient d*avoir a I"esprit les ordres de grandeur des
variations de g a la surface de la Terre:

1 mgal
exactitudeinstrumentale  exaditude instrumenta e
courante Uj‘(me
9 , 8 1 0 0O O 0 0 0O O -2

m.s

variations en fonction de j 7‘ /‘ T ’Y

variations du niveau des mers

anomalies maximal es irrégularités de larotation terrestre
et variations en fonction del'atitude
(environ 0,9 mgal par métre)

anomalies courantes variations sécul aires

variationslunisolaires  variations atmosphériques,
et saisonniéeres

Fig. 14 : Ordre de grandeur des anomalies de pesanteur
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5.8 La conversion des hauteurs ellipsoidales en altitudes

Les formules précédentes montrent qu'idéalement, il suffirait de disposer d*un modéle
de géoide ou de quasi-géoide, suivant le type d"altitude, pour effectuer ces
conversions :

Ces formules s"appliquent dans le cas rare d'observation et traitement d"un point isolé.
En général, on procéde en mode différentiel (ou relatif). Le point M, étant connu en
coordonnées et altitude, I*altitude du point M , est calculée par :

Héo) = H;EO) +h2 - h1' (NZ - Nl)
ou

HEN) = Hl(N) +h2 - h1 - (22 - 21)
Dans le cas de points tres proches et si on peut supposer que la variation de la hauteur
du (quasi) géoide est faible, celle ci peut étre négligée. Dans le cas contraire, cette
variation est déduite d'un modéle local, régional ou global de géoide ou de quasi-géoide.

5.9 Systéme d"altitudes en France continentale

Un référentiel altimétrique (ou systéme d altitude idéal) est défini par :

= un type d altitude,

* les constantes relatives au type daltitude (g'® pour I*altitude dynamique,
constantes de I"ellipsoide pour I*altitude normale, etc.),

= une surface de référence idéale fixée par une constante W, ,

= une unité.

Pour les altitudes dynamiques et orthométriques, la surface de référence idéale est un

géoide. Pour les altitudes normales, la surface de référence idéale est un quasi-géoide.

Un systeme daltitude est reéalisé par un réseau formé d‘un ensemble de reperes

matérialisés auxquels on a attribué une altitude. La surface de référence altimétrique

réalisée differe de la surface de référence idéale en raison des erreurs de mesure et,

pour les altitudes orthométriques, en raison des défauts de modélisation du gradient de

la pesanteur.

Une réalisation d'un systéme d'altitude comprend donc I'ensemble des constantes et

algorithmes qui influent sur le systéme de référence, a savoir :

= un type d'altitude et les constantes associées,

= un point fondamental et son altitude conventionnelle. En pratique, le point
fondamental est proche d'un marégraphe et son altitude est déduite des
observations marégraphiques durant une période limitée. 1l apparait donc que la
surface de référence est fixée non par la valeur de W(A), mais par le fait quelle
passe par le point fondamental,

= un réseau de reperes de nivellement et un ensemble d*observations de nivellement
de précision et de gravimétrie,

= un processus de calcul des altitudes des reperes.
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La qualité d'une référence d'altitude est directement fonction de la qualité du réseau
qui la réalise. Les facteurs de qualité sont :

I"extension géographique,

I"exactitude des observations (systématismes éventuels),

la précision des observations (erreurs accidentelles),

la fiabilité du réseau (fautes d"observation et de calcul)

la stabilité des repéres ou la connaissance de leur vitesse verticale.

En France continentale, les altitudes fournies par I"IGN sont des altitudes normales

\

(champ normal relatif a I"ellipsoide GRS 1980), exprimées en meétre, la surface
équipotentielle prise comme modéle de géoide étant le niveau moyen de la mer
Méditerranée mesuré au marégraphe de Marseille. Le systeme d"altitudes ainsi défini
est appelé systeme altimétriqgue IGN 1969.
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6 Estimation du géoide

6.1 Anomalies de la pesanteur

i i geoide
Soient M un point quelconque de la (W= W)
surface topographique, P I'intersection de
la ligne de force passant par M avec le
géoide et Q la projection de M sur
I*ellipsoide. ellipsoide
(U:Uo)

Fig. 15 : Anomalie de pesanteur
Comparons gp et gq.

L'angle entre gp et go est la déviation de la verticale. On note

conventionnellement h et x ses composantes
dans les directions respectives Est-Ouest et Nord-Sud:

B0
v

15,

La différence de normes ||gp||- ”gQ” est appelée anomalie de pesanteur noté
Dg.

6.2 Modéle gravimétrique

On peut connaitre N en fonction de Dg (utilisation de la formule de Stokes).

En effet, la formule de Bruns lie N et le potentiel perturbateur T: = I .

9

Or, en faisant entre autres I|'approximation sphérique, on démontre la
relation suivante:

T =E @‘)S(y )D g(P)ds p , avec les notations indiquées page suivante.

4p sphére
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PN

*R est le rayon de la sphére
terrestre,

. (a Y ) sont les pseudo-

coordonnées obliques d"un point P
quelconque de la  surface
terrestre, M étant utilisé comme
pseudo-plle,

edsp est I'élément de surface
infiniment petit dans la direction
de P de la sphére de rayon 1
centrée au centre O de la Terre.

Ona: Fig. 16 : Intégration des anomalies
dsp=dny da’ dy gravimétriques

. S(y ) est la fonction de Stokes:

_ 1 Y s Y Lo.2y @

=e——-69n—+1- Cco +3Incdn == +9n“—=%,

%) anY 2 W% ;@ 2 2 4
2

On en déduit la formule de Stokes:

R RP &1 2 ¥ .
N=-—— @Sy )D gds=— 5 &= oD dlay)dagSly )sny dy
4pg sphére y =0 a=0 u

6.3 Modéle astro-géodésique

On peut connaitre N par I'intermédiaire de xeth;hetx étant eux-mémes
données par la comparaison des coordonnées astronomiques et géodésiques
en un point:

ih = cosj (I a | g)

.
tX=la-lg

6.4 Modéle obtenu par nivellement et GPS

Cette méthode consiste a exploiter directement la relation suivante (suivant le type
daltitude)
N=h-H
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ou h désigne la hauteur ellipsoidale obtenue par GPS exprimée dans un systeme de
référence géodésique, H l'altitude exprimée dans un systeme altimétrique.

N désigne donc la hauteur de l'altitude O du systéme altimétrique sur l'ellipsoide du
systéeme de référence géodésique.

Lorsque l'on dispose d'un semis de points déterminés dans les deux systemes, il est
possible de déterminer par interpolation la valeur de N en n'importe quel point. Cette
méthode donne donc directement une surface de conversion des hauteurs ellipsoidales
du systeme de référence en altitudes et non le géoide (ou du moins que dans la mesure
ou l'altitude O est proche du géoide).

La précision de cette méthode dépend de :

= |a précision de la réalisation du systeme de référence géodésique,

= la précision de la réalisation du systeme altimétrique,

= la précision de la mesure GPS de h,

= Ja densité de points: contrairement aux données gravimétriques ou aux modeles
numeériques de terrain qui donne une information régionale pour la détermination du
géoide, cette mesure est ponctuelle. En particulier, il n'est pas possible de prédire
des variations de la surface a des longueurs d'onde inférieures a la distance entre
les points,

= Jinterpolateur : le choix de l'interpolateur, en particulier sa régularité doit restituer
le comportement de la surface de conversion entre les points d'appui. Son choix est
important car associé a un critére statistique, il permet de détecter les fautes.
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6.5 listes des modeles disponibles

Modeles T* | Auteur / année Etendue |pas données utilisées
organisme
Levallois S Levallois/IGN 1970 France - nivellement astro-
géodésique
Levallois S Levallois/IGN 1970 France - nivellement astro-
gravimétrique
Deloménie |G Deloménie/BGI- 1987 France - Gravimé trie
IGN
Oosu 91 P Rapp et al. Ohio 1991 Monde Trajectographie
State University Gravimétrie
Altimétrie
EGM96 P NASA/NIMA 1996 Monde 15" x 15’ trajectographie
altimétrie satellitaire
gravimétrie
G96-01b S Jiang/IGN 1996 France 1/40°x 1/30° | points GPS nivelés
MNT
QGF96 QG [ Duquenne/ESGT 1996 France 1/40°x 1/30° [OSU91A
et IGN Gravimétrie
altimétrie satellitaire
MNT
RAF96 S Duquenne/ESGT 1996 France 1/40°x 1/30° | QGF96
et IGN points GPS nivelés
GGF97 S Harmel/Nocquet | 1997 France + [0.1° x 0.1° points GPS nivelés
IGN Corse
EGG97 G, | Torge/Denker 1997 Europe 1/40° x EGM96
QG [ IFE Université de 1/60° Gravimétrie
Hannovre Altimétrie satelittaire
MNT
EGGO7F0O5 S Nocquet/IGN 1997 France 1/40° x EGG97
EGG97-1D d'aprés EGG97 1/60° points GPS nivelés
QGF98 QG [ Duquenne/ESGT 1998 France 1/40°x 1/30° [OSU91
Gravimétrie
Altimétrie satelittaire
MNT
RAF98 S Duquenne/ESGT 1998 France 1/40°x 1/30° | QGF98
points GPS/nivelés
GPM98A/B | P Wenzel/université | 1998 Monde 5 x5 Trajectographie
de Karlsruhe Gravimétrie
Altimétrie satelittaire
MNT
liste des model es de géoide et de surface de conversion altimétrique (CNIG)

*T (type de modele) : Ssurface de conversion altimétrique, G modéle de géoide, QG quasi-géoide, P modéle de
potentiel de pesanteur

En France métropolitaine, un modele de géoide astro-géodésique sous la forme
d'une carte de géoide au-dessus de I'ellipsoide Clarke 1880 IGN dans le systéme
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géodésique NTF a été établi dans les années 1970. 1l est communément désigné
"modéle de géoide Levallois".

En 1999, le CNIG> a officiellement recommandé I"utilisation d*une nouvelle surface
de référence; la Référence d'Altitudes Francaises 1998 (RAF98). 1l s'agit d'un
quasi-géoide correspondant aux altitudes normales IGN 1969. RAF98 est une grille

réguliere fournissant a chaque noeud la hauteur N du quasi-géoide au-dessus de
I*ellisoide GRS 1980:
N = horeso = Hideo

L*exactitude de cette grille est estimé de I'ordre de quelques cm.

RAF98

a0

48

46

44

&

-4 -2 1] 2 4 5] g

N R Y R N Y Bt B

445 455 465 475 4535 495 505 315 525 3535 945 555

metres
Fig. 17 : Géoide RAF98

5: Conseil National de I* Information Géographique.
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Le GGF97 (Géoide Géométrique Francais) est la surface de conversion produite au
Service de Géodésie et Nivellement (SGN) de I'IGN par A. Harmel et JM. Nocquet. Elle
est obtenue simplement par interpolation de 1100 points nivelés du RBF. Cette surface a
un pas de 0.1 X 0.1° (environ 10 km). Elle peut étre considérée comme la représentation

surfacique des points nivelés du RBF. Ce modéle inclut la Corse et la conversion RGF93-
IGN78.

GGF97

-4° -2 o 2* 4 & a8 10°

Fig. 18 : Géoide géométrique GGF97

Bibliographie

(a8 Groupe de Travail du CNIG « Positionnement Statique et Dynamique »
Conversion altimétrique RGF93-1GN69
De larges extraits de ce compte rendu ont servis de support dans ce document.
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