SUR LES FONCTIONS ANALYTIQUES DE PLUSIEURS
VARIABLES

VII. SUR QUELQUES NOTIONS ARITHMETIQUES.

Par M. Krvosa1i Oka.

Introduction. Nous sommes maintenant en chemin de nous réfléchir
éfforcement, en reconnaissant les caractéres des difficultés que nous avons

rencontrées sur la voie suivie,!

en observant les figures des difficultés que
nous rencontrerons sur le prolongement, et en faisant des autres; et dont
nous exposerons ici un des résultats.

On pourra apercevoir des certaines notions arithmétiques au Théoréeme
IT du Mémoire T (Lemme fondamental), au Théoréme I du Memoire IT, et &
la condition (B ) (condition de A. Weil) du Mémoire V; et on rencontrera
une autre, si 'on admet les points de ramification; dont, sans cela, on ne
pourra pas traiter méme les fonctions algébriques. Ceci nous fait commencer
par étudier ces notions.

Supposons quelques notions arithmétiques, la congruence et 1'idéal par
exemple, transplantés du champ de polynomes a celui de fonctions analy-
tiques; la fonction ne pouvant en général plus se prolonger a tout espace fini,
on apercevra des nouveaux problémes. C’est H. Cartan qui a découvert un
phéhomene de cette nature,? et dans le présent Mémoire on trouvera, comme
conclusion, plusieurs théorémes et un probléme bien filtré de la méme na-
ture (Voir No. 7); dont les théoremes me sont indispensables pour traiter
les probléemes depuis le Mémoire I, aux domaines contenant les points de
ramification, et ils sont utiles pour les domaines moins compliqués.

Or, nous, devant le beau systéme de problemes a F. Hartogs et aux suc-
cesseurs, voulons léguer des nouveaux problémes a ceux qui nous suivront;

or, comme le champ de fonctions analytiques de plusieurs variables s’étend

Tes Mémoires précédents sont : I Domaines convexes par rapport aux fonctions ra-
tionnelles, 1936. II Domaines d’holomorphie, 1937. III Deuxiéme probléme de Cousin,
1939. IV Domaines d’holomorphie et domaines rationnellement convexes, 1941. V
L’intégrale de Cauchy, 1941. VI Domaines pseudoconvexes, 1942.

2H. Cartan, Sur les matrices holomorphes de n variables complexes, 1940, p.1-26
(Journal de Mathématiques, Vol. 19) ; dont nous devons beaucoup aussi aux théorémes.



heureusement aux divers branches de mathématiques, nous serons permis

de réver divers types de nouveaux problémes y préparant.>

< Dans le Mémoire actuel, nous ne traiterons que le domaine univalent

et fini, et dont la condition sera donc généralement abrégée.>

1. Congruences et équivalences. Théoréme de H. Cartan.
Parmi les problémes générés des notions arithmétiques transplantées au
champ de fonctions analytiques, se trouve un type de probléemes, ott on de-
mande globalement ce que 1’on a défini localement (comme aux probléme
de Cousin), et que nous allons récolter.

Dans un domaine DD & ’espace de n variables complexes x1, s, ..., %,,
considérons deux fonctions holomorphes f, ¢ et une combinaison finie de
fonctions holomorphes (Fy, Fs,...,F,) des variables; dont 'espace sera
abrégément désigné par (x), et la fonction f par exemple, par f(x); et

supposons une relation de la forme,
f—p=arFi+asls+ - +apFy,

a; (1 =1,2,...,p) étant des fonctions holomorphes des variables (z) dans D;
les fonctions f, ¢ seront alors appelées congruentes par rapport a (F) dans

D, et la relation sera désignée par
f=e mod (F).

Nous appelons les fonctions f, ¢ d’étre congruentes en un point P de D
si elles le sont au voisinage de P; or, méme si elles sont congruentes en tout
point de D, elles ne le sont pas nécessairement, globalement pour D; et un

des problemes que voici :

Probléeme (Cq1) FEtant données une combinaison finie de fonctions
holomorphes (F1, Fa, ..., Fp) et une fonction holomorphe ®(x) au voisin
d’un ensemble fermé E (nécessairement borné), satisfaisant a la relation
®(z) =0 mod (F) en tout point de E; trouver p fonctions A;(x) holomor-
phes au voisinage de E, de fagon que ® =5 A, F; (i =1,...,p) identique-

ment.
Ceci concerne ’expression de la fonction; si pour la fonction méme :

Probleme (Cz) Considérons, au voisinage d’un ensemble fermé E d

Uespace (), une combinaison finie de fonctions holomorphes (F1, Fy, ... | F,),

3L’auteur voudra dire ici un remerciement sincére 4 Huju-Kai pour son secours depuis
vers le temps du Mémoire VI.



et en un point quelconque P de E, un polycylindre (y) autour de P et une
fonction p(x) holomorphe dans (7y): supposons, pour toute paire [(7), (v")]
des polycylindres contigus ayant la partie commune (8), la relation p(x) =
¢'(2) mod (F) entre les fonctions correspondantes en tout point de (9); et
nous nous proposons de trouver une fonction holomorphe ®(x) au voisinage

de E, telle que ®(x) = p(x) mod (F) en tout point P de E.

Nous allons expliquer quelques termes concernant le mot < polycylin-
dre>>>. E; étant un ensemble sur le plan z;, tout ensemble de la forme x; €
F; (i =1,2,...,n) sera appelé ensemble cylindrique, et E; ses composantes.
Tout ensemble cylindrique fermé E sera appelé simplement connexes, si sur
chaque plan x;, I’ensemble complémentaire de la composante F; devient
connexe lorsque il est considéré sur la sphere de Riemann. Nous appellerons
polycylindre tout ensemble cylindrique E dont toutes les composantes F;
sont des cercles.

Considérons ensuites deux combinaisons finies de fonctions holomorphes
dans un domaine D & l'espace (), et que nous désignons par (f1, fo,..., fp),

(¢1, 92, ... pg); supposons les deux relations,
©; =0 mod (f), f; =0 mod (¢) (i=1,...,¢;i=1,...,p)

globalement pour D, et nous appellerons alors, les systéeme de fonctions
(f), (¢) d’étre équivalents dans D; dont nous désignerons les relations si-

multanées par
(f) ~ (#),

et une seule des deux relations, la premiére par exemple, par

() C (/)

Nous appellerons les systéme de fonctions (f), (¢) d’étre équivalents en
un point P de D, ¢’il est ainsi au voisinage de P, et également pour (¢) C

(/)

A 1’équivalence, on trouve le sulvant :
)

Probleme (E) Dans la configulation géométrique du probléeme (C,),
supposons pour chaque (y) un systéme fini de fonctions holomorphes (f),
et pour chaque (8) la relation (f) ~ (f') entre les systémes de fonctions
correspondantes auz polyeylindre (), (y'), en tout point de (6); et nous
nous proposons de trouver un systéme fini de fonctions (I') au voisinage de
Uensemble fermé E, telle que (F)~(f) en tout point P de E.

Ce sont les problemes récoltés.



Pour le probléeme (E), H. Cartan a montré dans le Mémoire cité plus

haut le théoréeme suivant :

Théoréme de H. Cartan. Considérons a l’espace (x) deur ensembles
cylindriques fermés A’ A", qui ont mémes composantes sur les plans toutes
les variables sauf une, et dont Uintersection A' N A = Aq ewiste et elle
est simplement connewe; et supposons au voisinage de A’ une combinaison
finie de fonctions holomorphes (f'), aue voisinage de A" une combinaison
(f") de la méme propriété, et au voisinage de Aq la relation (f') ~ (f")
globalement. Dans ces circonstances, on peut trouver un systéme fini de
fonctions holomorphes (f) au voisinage de la reunion A = A" U A" de

fagon que (f) ~ (£ au voisinage de AW (i =1,2).

Dans le Mémoire, H. Cartan a démontré ce théoréme en transplantant la
notion matrice. D’aprés sa méthode, p, ¢, r étant les nombres de fonctions

des systemes (f'), ("), (f), respectivement, on a toujours
p<r, q<r;

a ce phénomene il a encore prété 'attention élaboré.

Nous allons appliquer le théoréme de Cartan au probléme (E). Con-
sidérons sur le plan »; (i = 1,2,...,n — 1) un cercle (a;), et sur le plan
&, trois cercles (8;) (j = 1,2,3) empiétant deux & deux; considérons donc
le polycylindre fermé A; (j = 1,2,3) défini par les composantes fermées
(@), (Bj); et supposons un systéme fini de fonctions holomorphes (f;) au
voisinage de chaque Aj;, de facon que toute paire des systémes (f;) soient
globalement équivalentes au voisinage de 'intersection correspondante,

A ces circonstance, essayons d’appliquer le théoréme de Cartan : pour
A = AjUA,, application est possible et on trouve un systéme fini de fonc-
tions holomorphes (f) au voisinage de A, telle que (f) ~ (f1) globalment
au voisinage de Aj et pareillement pour As; pour A U Ag, application
n’est pas toujours possible; puisque, selon la configuration géométrique les
systémes (f), (f3) ne sont pas visibles d’étre globalement équivalents ou non
au voisinage de I'intersection; si tout probleme (Cy) est résoluble pour (c’est-
a~dire, au voisinage de) tout polycylindre fermé, la deuxiéme application est

évidemment possible, et d’ou il en résultra :

Si tout probléme (Cy) est resoluble pour tout polycylindre fermé, il en

est de méme pour le probléme (E).

La démonstration, étant facile et habituelle, sera abrégée; nous expli-

querons pour le €« polycylindre>. Dans le Mémoire actuel, nous traiterons



les problémes exclusivement pour polycylindre fermé, car, alors, les pro-
priétés intrinseques meémes des problémes permetteront de I’étendre aux
domaines fermés moins restrictifs, et encore puisque cette notion est sim-
ple.

Pour la relation entre les problemes (Cy), (Cq) :

Considérons la méme configuration géométrique qu’au théoréme de Car-
tan, sauf pour lintersection Aqg, qui n’est pas restreinte d’étre simplement
connere; et supposons une combinaison finie de fonctions holomorphes (Fy,
Fy, ..., F,) au voisinage de A, telle que tout probléme (Cy1) par repport a
(F) soit résoluble au voisinage de Ay. Dans ces circonstances, si l'on sup-
pose une fonction holomorphe f' au voisinage de A', et " pour A", telles
que f' — " =0 mod (F) en tout point au voisinage de A, on peut trouver
une fonction holomorphe f au voisinage de A, telle que f = f' mod (F)

en tout point au voisinage de A’ et pareillement pour A”.

En effet. la fonction

étant holomorphe au voisinage de Ay telle que
p(z) =0 mod (F)
en tout points de Ag, en resolvant le probléme (Cy), sera représentée comme
p=a I +asFs+ -+ aply,

a; (i =1,2,...,p) étant des fonctions holomorphes au voisinage de Ag.
Ay étant cylindrique, en employant ["intégrale de Cousin, on trouve des
fonctions holomorphes a;(z) au voisinage de A’ et des fonctions b;(#) ayant

la méme propriété pour A", de fagon que
ai(z) — bi(z) = ai(z) (i=1,2,...,p)
identiquement; formons les fonctions
V= f— (a1 Fi+ -4 asFy), " =f"—(01F1 4 +baFy),

¢’ est alors holomorphe au voisinage de A’ et ¢’ pour A”; or pour Ay on

a identiquement

V=Y =p— (1 F1 + -+ aaFs) = 0;



¢ et ¥ sont donc des parties d’une seule fonction holomorphe f(z) au

voisinage de A; f = ¢/ = f' mod (F) au voisinage de A’ et pareillement
pour A", C.Q.F.D.

De ce lemme, il en résulte immédiatement que :
Si tout probléme (Cy) est résoluble pour le polycylindre fermé, le probléme
(Cg) lest aussi.

Les problémes (C1), (C2), (E) sont donc réduits au probléme (Cy).

Finalement, on apercevra au théoréeme II du Mémoire I, au théoréme I
du Mémoire IT et & la condition (3) du Mémoire V, les problemes (Ca), (E)

et (Cy) respectivement.

2. Idéaux de domaines indéterminés. D’aprés 'intention de H.
Cartan, nous allons transplanter I’idéal>>>.

Considérons & 1’espace (#) un domaine D et un ensemble (7) de fonctions
holomorphes dans D; supposons les deux propriétés suivantes :

1° Si f(z) € () et si a(x) est une fonction holomorphe dans D, alors
af € (I);

2° Si fl(x) € (), f" (=) € (I), alors f' + f" € (I); et nous appellerons
(I) idéal holomorphe du domaine détermié D; mais nous ne nous arréterons

pas ici.

Considérons & 1’espace (#) le domaine (connexe ou non) 4, la fonction
f(z) holomorphe pour & et un ensemble (I) de (f,d), dont, & la place de
dire que (f,d) € (I), nous dirons par fois que f € (I) pour §; supposons les
deux propriétés suivantes :

1° Si(f,6) € (J) et si a(x) est une fonction holomorphe pour domaine
(connexe ou non) ¢, on a alors af € (I) pour § NJ’;

2° Si(f,0)e(]), (f,0") €(I),onaalors f+ f' € (I) pour 6 N ¢';

et nous appellerons (I) idéal holomorphe de domaines indéterminés; (I)
sera par fois appelé abrégément idéal de domaines indéterminés, ou plus

simplement i1déal.

De la définition, il s’ensuit que :
Pour lidéal (I), si (f,0) € (I), d D &', on a nécessairement (f,0") € (I).

Nous appellerons donc qu’une fonction f appartient a4 un idéal de do-
maines indéterminés en un point P, s’ en est ainsi au voisinage de P.
Concevons les propriétés pareilles pour I’idéal (I) de domaine indéter-

minés :



Propriété (Ty) Si(f,8) € (I), (f,d') € (I), on a nécessairement (f) €
(I) pour 6 U

Propriété (Ta) Sidy Cda--- et si(f,61) € (), (f,02) €(I),...,ona
nécessairement, pour la limite &y de la suite dq,d2, ... que (f,do) € (1).

Examinons ces conceptions :

Exemple 1. Considérons sur le plan d’une variable complexe z, le cer-
cle (C) autour de l'origine et de rayon 1, et dans (C'), un domaine (connexe
ou non) quelconque ¢ de diamétre d (c’est-a-dire que la borne supérieure de
toute distance entre deux points de § soit d); et concevons ’ensemble (7) de
(f,0) dont d < % (I) est un idéal, qui admet la propriété (Ts), sans Uétre
pour (T1).

Exemple 2. Considérons dans le cercle (C') une suite de cercle (C;) (i =
1,2,...) autour de lorigine et de rayon r;, telle que la suite croissante en
tendant vers 1; concevons ’ensemble (I) de (f,d) dont § appartient & un
au moins des cercles (C;) de la suite; alors, (I) est un idéal qui admet la
propriété (T1) sans Uétre pour (Ts).

Nous allons maintenant transplanter la conception <bases finies d’un
1déal>> des domaines déterminés aux domaines indéterminés, et la filtrer, en
faisant abstraction des propriétés (1), (T2) et de ce qui concerne le probleme
(C1).

Considérons & I’espace (x) un idéal (I) de domaines indéterminés, un do-
maine D et un nombre fini de fonctions holomorphes dans D, Fy(z), Fa(z),

., Fp(z); supposons donc les propriétés suivantes :

1° Une quelconque des fonctions F; (i = 1,2,...,p) appartient & (1)
en tout point de D;

2°  Pour un point quelconque P de D, si une fonction f(z) appartient
a (I) en P, on a nécessairement (f) C (F1,Fs, ..., F,) pour P; et nous

appellerons (F') pseudobases finies de (I) dans D. Nous nous proposons :

Probleme (I) FEtant donnés a Uespace (x) un idéal (I) de domaine
indéterminés et un ensemble fermé E, trouver un systéme fini de pseu-

dobases de (I) au voisinage de E.

Considérons ensuite & ’espace (x) un idéal (I) de domaines indéterminés,
deux domaines D, D’ tels que D' C D et une combinaison finie de fonctions
holomorphes (F) pour D; supposons que (F') donne les pseudobases de (I)
pour D; et on trouvera immédiatement qu’il en est de meéme pour D’.

Pour tout idéal (I) de domaines indéterminés, nous appellerons donc

qu’une combinaison finie de fonctions holomorphes (F) donne les psedo



bases de (I) en un point, s’il en est ainsi au voisinage du point, dont (F)

sera par fois appelé pseudobases locales. Nous nous proposons encore :

Probleme (J) FEtant donnés a Uespace (x) un idéal (I) de domaine
indéterminés et un point P, trouver un systéme fini de pseudobases de (I)

pour P.

Le probléme (J) est un cas spécial du probleme (I); mais entre eux il y

a la relation suivante :

Considérons un probléme (I) a Uespace (x) par rapport ¢ un idéal (I) et
a un ensemble fermé E, de facon que E soit polycylindre fermé; supposons
que pour tout point P de E, le probléme (J) de lidéal (I) au point P soit
résoluble, et que tout probléme (Cy) pour le polyeylindre fermé soit résoluble;

et on trouve que le probléme (1) ci-dessus est aussi résoluble.

En effet, considérons un point quelconque P de E; le probléeme (J) par
rapport & (I) étant résoluble en P, on peut trouver un polycylindre (v)
autour de P et un systéme fini de fonctions holomorphes (f) pour (), de
fagon que (f) donne les pseudobases de (I) pour (7y); examinons une paire
[(7), (7')] des polycylindres contigus; les systémes de fonctions correspon-
dantes (f), (f), chacun donnant les pseudobases, sont équivalents tout point
de 'intersection () N (d’); nous nous proposons donc de trouver un systéme
fini de fonctions holomorphes (F) au voisinage de E, tel que (F) ~ (f) en
tout point P de E. Or, ceci étant un probléeme (E) par rapport & un poly-
cylindre fermé F, d’apres ’hypothése que tout probléme (Cy) soit résoluble
pour un polycylindre fermé quelconque, (F') existe comme nous [’avons vu;
(F') donne les pseudobases en tout point P de F, puisque (F) ~ (f), il en
est donc de méme pour E. C.Q.F.D.

Le probléme (J) est ainsi la partie propre du probléme (T).

Or, contre le probleme (J), il y a I’exemple suivant :

Exemple 3. Tracons a ’espace de deux variables complexes z, y, deux
hypersphéres (C'), () autour de l'origine et telles que (C) D (v), et la
surface caractéristique z = y; désignons la partie de la surface entre les
deux hypersurfaces C, v et sur vy, par Xg; et considérons I’ensemble () de
(f,0) dont 6 C (C) et fixf’z) est holomorphe en tout point de I'intersection
YoNé. (I) est un ideal (satisfaisant aux propriétés (71), (T2)); mais, puisque
I’ensemble de zéros de (f,8) de (I) est Xg, cet idéal ne peut posséder les

pseudobases locales finies pour aucun point sur 7.



On ne peut donc pas résoudre tous les problémes (J) & la fois et sans
condition. On apercevera encore divers sortes d’exemples contraires.

Nous verrons deux especes d’idéaux de domaines indéterminés pour
lesquelles le probleme (J) est résoluble aux polycylindres fermés; dont 'une
sera traitée dans le présent Mémoire.

L’autre espeéce est les idéaur géométriques de domaines indéterminés
(ce qui correspond aux idéaux géométriques au champ de polynomes), qui
deviendront indispensables a nous, lorsque nous nous occupe domaines ad-
mettant des points de ramifications. La démonstration pour les idéaux
de cette espéce (pour que le probleme (J) soit résoluble aux polycylindre
fermés) demande, outre les résultats du Mémoire actuel, quelque notions

sur tels domaines. Nous le traiterons donc, dans un Mémoire ultérieur.

3. Equations fonctionnelles linéaires homogénes et ses solution
formulaires. Nous allons scruter les environs du probleme (C;) & 'aide

conceptions que nous venons de préparer.

1°  Equations fonctionnelles linéaires homogénes. Considérons p fonc-
tions holomorphes F;(x) (i = 1,2,...,p) différentes de zéro dans un do-

maine D & I’espace (z); concevons ’équation,

(1) A+ AsFo 4+ -+ A F, =0,
ou A; (i =1,2,...,p) signifient des fonctions inconnues; nous appellerons
tout systeme de fonctions holomorphes [A;(z), A2(2), ..., Ap(x)] pour un

domaine (connexe ou non) § contenu dans D satisfaisant & cette équation
identiquement d’étre une solution (holomorphe) de 1’équation pour J; et
nous appellerons toute équation de cette nature équation fonctionnelle liné-
atre homogéne.

Considérons, concernant 1’équation (1), I'ensemble (1) de (A;,6) de
fagon que (Aq, As, ..., Ap) soit une solution pour J; je dis que :

(1) est un idéal.

Car, si (A1,0) € (11) et si a(x) est une fonction holomorphe pour un
domaine (connexe ou non) ¢’, on a alors aA; € (I1) pour §Nd’; si (41,9) €
(I), (A},6") € (I1), on a alors A4; + A} € (I1) pour d NJ’.

Nous ne pouvons pas apercevoir immédiatement si ([;) satisfait aux
propriétés (71), (72) ou non.

(C’est pour cette espéce d’1déaux dont nous avons parlé a la fin du numéro

précédant; et dont probléme (J) est comme suivant :

Probleme (K) Ftant donnés une équation fonctionnelle linéaire ho-

mogéne dans un domaine D a Uespace (), et un point P de D, trouver un



systéme fini de pseudobases de l'idéal (1)) correspondant, en P.

2°  Solutions formulaires. Nous nous proposons maintenant de repré-
senter les solutions de I’équation (1). Nous avons considéré I’idéal (1) pour

I’équation (1); considérons ensuite I’équation,
(2) Al + AsFs+ -+ A F, =0,

et I'ensemble (I3) de (Ag, ), pareillement; (I2) est un idéal d’aprés ce qui
précede; et ainsi de suite; et considérons finalement 1’équation A, F, = 0,
dont (I,) = (0) (c’est-a-dire, I'idéal consistant d’un seul élément 0), puisque

la fonction F), est différente de 0. Concevons le probleme composé suivant :

Probléme (A\) Pour tout ensemble fermé E contenu dans le domaine
D, trouver les pseudobases finies des idéaux (1), (I2), ..., (1), de fagon que
chacun des pseudobases appartienne globalement a l'idéal correspondant au

voisinage de F.

Supposons le probleme (A) résolu; on a alors,
(@1, Ps,...,D,), (D), P),... ,<I>;,) ooy (0)

pour les pseudobases des caractéres indiqués pour (I1), (I2),..., (Ip), re-
spectivement. Considerons un point quelconque P au voisinage de E et une
solution quelconque [A;(z), Aa(z), ..., Ap(x)] de équation (1) en P (c’est-
a-dire au voisinage de P); (®) étant les pseudobases de (I1) au voisinage de

E, la fonction A;(x) sera représentée en P de la forme,
A =C1 01 + Ca®a + -+ 4+ 0Dy,

C; (i=1,2,...,q) étant des fonctions holomorphes.

Envisageons ensuite As(z) : comme chaque ®; (i = 1,2,...,q) ap-
partient globalement & (I1) au voisinage de F, ’équation (1) admettra ¢
solutions de la forme (®;, ¥;o, ¥ys,... ,¥;,) (i = 1,2,...,¢) au voisinage

de F; posons
Bj:Cl\Iflj—l—Cz\Ifzj—l—~~~—|—Cq\Iqu (j:2,3,...,p),

et on aura une solution de 1’équation (1) de la forme (44, B>, ..., B,) pour
P; et sil’on pose encore A; = A; — Bj, (A5, A3, ..., A}) est une solution de
I’équation (2) pour P; par conséquent, la fonction Aj(z) sera représentée

en P de la forme,

Az = By + C1®) + C304 + - -+ (1 9]
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ou C! (i =1,2,...,7) sont des fonctions holomorphes et Bs se représente
comme ci-dessus; et ainsi de suite.
On reconnaitera maintenant que la solution [A;(z), As(z), ..., Ay (2)]

de I’équation (1) soit représentée pour P comme ce qui suit :
(3) A = Cimin + Ciamin + -+ -+ Cinmin (i=1,2,...,p)

avec quelques identités de la forme Cij; = Cyy (k=1,... p;l=1,... N),
oumy; (1=1,2,... ,p;j=1,... N) sont des fonctions holomorphes déter-
minées au voisinage de F et Cj; sont des fonctions holomorphes au point P

dépendant de la solution. Par exemple, pour A, on a
ﬂ-li:q)ia ﬂ-ljZO (Z:1a2aaQa.7:q—|_1aq—|_2aaN)’

et pour As, on a

/.
i—q
(i=12...,¢; j=q+1,¢+2...,q+r; k=qg+r+1,...,N),

CM:CQZ' (i:l,?,...,q).

7o = Wiz, ma; =@ mor =0

Considérons réciproquement un point quelconque P au voisinage de E|
et d’apres (3) une combinaison quelconque des fonctions holomorphe (C)
en P (respectant naturellement les identités indiquées); & cette conbinaison
(C) correspond un systéme de fonctions holomorphes (A) pour P d’aprés
(3), et qui satisfait visiblement & I’équation fonctionnelle (1) pourvu si 1’on
a choisi (3) convenablement.

Si en général, 4 I’équation fonctionnelle (1) il correspond une expression
de la forme (3), ou m;; (1 =1,2,...,p;j =1,2,...,N) sont des fonctions
holomorphes déterminées dans un domaine (connexe ou non) D’ donné dans
D, et qui satisfait aux propriétés suivantes :

1°  Toute solution [Aq (x), A2(2), ..., Ap(z)] de I'équation (1) pour point
P quelconque dans D' peut étre représentée en cette forme, dont C;; sont
des fonctions holomorphes convenables (respectant naturellement les iden-
tités indiquées) en P;

2°  Aux fonctions Cj; (respectant naturellement les identités indiquées)
holomorphes en un point P de D, mais d’ailleurs quelconques, il correspond
d’aprés cette expression une solution (A) de 1’équation (1) pour P; nous
appellerons cette expression d’étre une solution formulaire de 1’équation
fonctionnelle (1) pour le domaine D', et (7) le noyau de la solution formu-

laire. Formulons le probléme que nous venons de traiter :

Probleme (L) FEtant donnés une équation fonctionnelle linéaire ho-
mogéne dans un domaine et un ensemble fermé F dans le domaine, trouver

une solution formulaire de ’équation au voisinage de F.
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Nous avons vu que

Lemme 1. Si un probléme (A) est résoluble, le probléme (L) corre-

spondant est aussi résoluble.

3°  Application au probléme (Cy). La relation entre le probléme (Cy)
et la solution formulaire de 1’équation fonctionnelle linéaire homogeéne sera

donnée par la proposition suivante :

Lemme 2. Tragons a lespace (x) deur ensembles cylindriques ferme’s
contigus A', A", qui ont en commun toutes les composantes sauf une, en
désiguant : A'UA" = A, A'NA” = Aq. Considérons une fonction holomor-
phe ®(z) et une combinaison finie de fonctions holomorphes (F1, Fa, ... | Fp)

au voisinage de A, en supposant la relation
&= A\ + ALFy + - +A;,Fp,

AL (i=1,2,...,p) étant des fonctions holomorphes au voisinage de A', et

pour A" la relation pareille
®=AVFI +AYFy + -+ AJF,.
Supposons une solution formulaire de l’équation fonctionnelle
(4) A+ AsFo 4+ -+ A F, =0,

au voisinage de Aqg satisfaisant auxr propriétés suivantes : 1° le noyau con-
siste des fonctions holomorphes au voisinage de A; 2° toute solutions de
Uéquation au voisinage de Ay sera représentée globalement (par la solution
formulaire au voisinage de Ay). Nous dirons alors que la fonction & est

représentée de la forme,
® =B Fy+ By + -+ B, Fp,

B; (i =1,2,...,p) étant des fonctions holomorphes au voisinage de A.
En effet, soit

(5) A=) Ciymy (i=1,2,...,p; j=1,2,... N),
avec quelques identités parmi (C'),

la solution formulaire ayant les propriétés indiquées. Considérons les fonc-
tions

12



qui sont holomorphes au voisinage de Ag et elles y satisfont & 1’équation

(4); elles sont donc représentées par (5), globalement au voisinage de Ag

Vi = Zdijﬂ'ija

d;; étant des fonctions holomorphes.

comme

Ay étant cylindrique, grace & {"intégrale de Cousin, on trouve des fonc-
tions holomorphes a;;(z) au voisinage de A’ et des fonctions pareilles b;; ()
pour A" telle que

aij —bij = dij

identiquement, et encore, comme les fonction (d) satisfont aux identités de
la solution formulaire (5), on peut choisir (a,b) de fagon que (a) ou (b) le

solent aussi; posons donc,

o =Y agmj, Bi=>bijmiy,
on a alors,
o — fBi = i
et encore, (5) étant la solution formulaire de I’équation (4) au voisinage de

Ay, on y a identiquement

> il =0, > BiF; = 0;

et de plus, comme le noyau () consiste des fonctions holomorphes au voisi-
nage de A, les fonctions (a) sont holomorphes au voisinage de A’ et elles y
satisfont par suite & 1’équation (1), et (5) pareillement.

Posons
Bl = Al —a;, Bl'=Al -8 (i=1,2,...,p);

les fonctions (B') sont holomorphes au voisinage de A’, et (B”) pour A"

et au voisinage de A’
® =B Fi+ ByFs+---+ B, F,

&=DB/F+ By Fy+ -+ B;,’Fp

pour A" or, puisque
B =B =(Aj—A)— (i =) =~ —7% =0

pour tout 7, les fonctions B., B’ ne sont que les parties d’une seule fonction
holomorphes B; au voisinage de A. C.Q.F.D.
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4°  Application du théoréeme de H. Cartan.

Lomme 3. Concevons, dans la configuration géométrique du lemme 2,
Uintersection Ag simplement connexe et jouissant de la propriété que tout
probléme (C1) soit résoluble au voisinage d’elle; considérons p fonctions
holomorphes Fy(x) (i = 1,2,...,p) différentes de zéro au voisinage de A et
le probléme () correspondant; supposons les problémes (X) résolus au voisi-
nage de A" et pour A”; et nous disons que le probléme (A) aussi résoluble

au voisinage de A.

Dans les circonstances de la conclusion du lemme actuel, d’apres le
lemme 1, on trouvera une solution formulaire de I’équation (1) du lemme 2
satisfaisant aux propriétés indiquées.

Nous allons démontrer la proposition par la récurrence mathématique
par rapport & p. Pour p = 1, il n’y a qu’un seul idéal (I;) = (0) dans

le probleme (A); il est donc résolu & priori, et la proposition est vraie.

Envisageons donc le cas p, en supposant que la proposition pour 1,2,... p—
1.

Soient (@7, @5, ..., ®}) les pseudobases de (/1) au voisinage de A’, telle
que chaque ®; y appartient globalement & (I7) et soient (®Y,®5, ... dF)

celles de A”; les systémes de fonctions (@), (®”) sont équivalents en tout
point au voisinage de Ag; comme tout probléme (Cy) est résoluble pour Ay,
I’équivalence est globale; Ay étant simplement connexe, d’aprés le théoréeme
de Cartan, on trouve donc un systéme de fonctions (®1,®Ps,...,d,) au
voisinage de A, tel que (®) ~ (9') globalement pour A et () ~ (d”)
globalement pour A"

®! (i =1,2,...,p) appartenant globalement & (I;) au voisinage de A’

on y a globalement
O;F1 =0 mod (Fy, F,..., Fp) (i=1,2,...,q);

il en est donc de méme pour ®;Fy (i = 1,2,...,s); et également pour A”;

or, I’équation fonctionnelle
AsFo+ AgF3+ -+ ApFp, =0,

étant dans le cas de (p — 1), admet une solution formulaire au voisinage
de Ay, satisfaisant aux propriétés indiquées dans le lemme 2; d’apres ce

lemme-ci, on a donc,
O, =0 mod (Fy, Fs, ... Fp) (i=1,2,...,s)

globalement au voisinage de A, c’est-a-dire, les fonctions ®; y appartiennent

globalement & (I7).
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Le systéme de fonctions (®), qui satisfait & la propriété ci-dessus, donne
les pseudobases de (1) au voisinage de A’ puisque (®) ~ (P'); et également
pour A”; (®) donne donc, les pseudobases de (I1) au voisinage de A; dans
le probléme (A) pour A, la partie concernant (/1) est ainsi résolu; le reste

étant & priori résolu d’aprés ’hypothese, la proposition est vraie.

4. Réduction des problémes au probléme local (K). Tragons
maintenant un cercle fermé (C;) sur le plan z; (i = 1,2,...,n), et con-
sidérons le polycylindre fermé (C) ayant les composantes (C}).

Représentons par Ej, tout point appartenant au polycylindre fermé (6)

Partageons ensuite la variable z,, en deux parties réelle et imaginaire,
comme z, = X 4+ ¢Y (¢ étant 'unité imaginaire), tracons une droite de la
forme

=z} (=1,2,...,n-1), Y=Y

z¥ étant des valeurs complexes et Yy une valeur réelle, et représentons par
E la partie de cette droite sur le polycylindre fermé (C); la partie F; est
généralement un ségment, elle devient par fois un point.

Concevons pareillement Es, Es, .. .; en élevant la dimension réelle, suc-
cessivement, et en terminant par Es,; ou Fs, par exemple, est un ensemble
cylindrique fermé dont la composante sur le plan @; (i =1,2,... ,n—1) est
un point de (C;), et la composante sur le plan @, est (C,); et o, signifie
le polycylindre fermé (C).

En appliquant & cette configuration géométrique les lemmes du No.3,
nous verrons les probleémes (Cy), (A) résolus successivement pour FEy, F,
ooy Bap; pourvu que le probléme (K) soit toujours résoluble.

Cas de Fy. Au voisinage d’un point, le probléme (C;p) est & priori
résoluble. Le probleme (A) I'est aussi, d’aprés ’hypothése.

Cas de E7. Considérons un quelconque des ensembles EFp et désignos
cet ensemble par la méme lettre F; que nous pouvons supposer d’étre un
vral ségment.

1°  Considérons des fonctions holomorphes Fy(z), Fa(x), ..., Fp(x) dif-
férentes de zéro au voisinage de ’ensemble Fy; et dont le probleme (A) est
résoluble en chaque point de Fj.

L’ensemble F; est un ensemble cylindrique, dont la composante sur
lespace (#1,#2,...,2n—1) est un point que nous désignons par @, et la
composante sur le plan z,, est un segment que nous désignons par I; ! est
horizontal, dont ’extréme gauche sera désigné par mg, et I’extréme droit par
Mg, en interposant (¢— 1) points mq,ms, ..., my_1 sur le segment de gauche

a4 droite; désignons le segment fermé (m;_1,m;) par l; (i = 1,2,...,q);
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désignons & 'espace (z) I'ensemble cylindrique (Q, m;) par M; et (Q,!;) par

L; et désignons comme

L1UL3UL5U~~~ZA1,
LQUL4UL6U~~~:A2;

on aura alors,
A=AUA; = Fy,
A0:A10A2:M1UM2U~~UM(1_1.

Or, puisque le probléme (A) par rapport & (F') est résoluble en tout point
de FE7, si tous les segments L; deviennent suffisamment petit, ce probleme
deviendra résoluble au voisinage de chacun d’eux (ceci est évident d’aprés le
lemme de Borel-Lebesgue); et par suite pour Ay et pour As. Tout probléme
(Cy) étant résoluble pour Ag, d’apres le lemme 3, le probléme (A) sera alors
résoluble pour Fy; et dont (F) et Ej étant quelconques, tout probléme (A)
est résoluble au voisinage de tout F.

2°  Envisageons ensuite le probleme (C;) : Considérons un ensemble
déterminé Eq, des fonctions holomorphes (Fy, Fa, ..., Fp) et une fonction
holomorphe f(z) au voisinage de I’ensemble E; et considérons le probléme
(Cy1) correspondant & ces (F'), (f) et Fy. Comme ce problém (Cy) résoluble
au voisinage d’un point quelconque de Fy, analoguement au probléme (A),
nous pouvons tracer Ay, Aa; A et Ag de facon que le probléme (Cy) soit
résolu au voisinage de Aj et pour A,. Or, le probléme (A) par rapport
aux fonctions (F') est, comme nous I’avons vu, résoluble pour ’ensemble
E1, tout probléme (Cy) est résoluble pour I'intersecton Ag; donc, d’apres
le lemme 1, nous aurons une solution formulaire correspondant & (F') ayant
la propriété indiquée au lemme 2; et d’aprés ce lemme-ci, le probléme (Cy)
est résoluble pour ’ensemble Fy; et dont (F) et E) étant quelconque, tout
probléme (Cy) est résoluble au voisinage de tout ensemble F.

Cas de Fs. Nous répéterons.

1° Probléme (A). Considérons un Fa, en désignant par @ la com-
posante sur l’espace (x1,#2,...,25-1), la composante sur le plan z, est
(Ch). Considérons ensuite des fonctions holomorphes F(z), Fa(z), ...,
F,(z) différentes de zéro, et le probléme (A) correspondant, aux voisinage
de I’ensemble E5; ce probleme est déja résolu, spécialement pour tout F

contenu dans FE.

Entre lextréme inférieur et 'extréme supérieur du cercle fermé (Cy),

tracons ¢ — 1 droites horizontales, en partageant (C',) en ¢ partie fermés, et
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que nous désignerons par oy, aa, ..., a4, de inférieure & supérieure; désig-
nons & 'espace (), le polycylindre fermé (Q, ;) (¢ = 1,2,...,¢) par A;,
et

AjUAsUAs U - = Ay,

A UALUAgU - = Ag;

on trouve alors que

A=A UAy = Fb,

et que l'intersection Ag = Aj N A, consiste des ensembles F; en nombre
fini.

Le probléme (A) par rapport & (F') étant résoluble au voisinage ensemble
quelconque £ de E5, si l'on partage Es étroitement, ce probléme reviendra
résoluble au voisinage de chaque A;, et par suite pour A; et pour A, (ol
on peut réduire le raisonnement, par exemple, encore au lemme de Borel—-
Lebesgue); tout probléme (Cyp) étant résoluble pour Fj et conséquemment
pour Ag, d’aprés lemme 3, le probléme (A) est résoluble pour I’ensemble
FEq; et dont (F) et Fy étant quelconques, tout probléme (X) est résoluble au
votsinage de tout Fs.

2°  Probléme (Cy). Choisissons un Fy et un probléeme (Cp) au voisi-
nage de ce 5 ci; on pourra alors supposer une des configuration géométri-
ques ci-dessus telle que le probléme (Cy) soit déja résolu au voisinage de Aq
et pour Ay; puisque le probléme (A) correspondant est résoluble pour A| et
que tout probléeme (C;) est résoluble pour Ag, d’apres les lemmes 1, 2, le
probléme (C;) est résoluble pour 1’ensemble Ea; et dont (Cy) et Ea étant

arbitraire, le probléme (Cy) est toujours résoluble au voisinage de Fs.

Et ainsi de suite, et on atteindra finalement que : Les problémes (Cy), (A)
seront toujours résolubles au voisinage du polycylindre fermé, pourvu que
le probléme (K) soit toujours résoluble; et d’oli il s’ensuit immédiatement
le résultat intermédiaire suivant :

Les problémes (Cq), (C2), (E) et (L) au voisinage du polycylindre fermé

sont toujours résolubles, pourvu que le probléme (K) soit toujours résoluble.

5. Théoréme du reste. Nous allons nous fournir le lemme suivant :
Théoréme du reste. Considérons a lespace (x1, 22, ..., %n,y) un do-
maine de la forme [D,(C)], dont D est un domaine (univalent et fini) a
Uespace (z), et (C') un cercle sur le plan y. Concevons dans [D, (C)] une
fonction holomorphe F(xz,y) telle que pour tout point (z°) de D Uéquation
F(z°,y) = 0 ait X racines dans (C'), dont \ est un nombre fini indépendant
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de (2°). Nous disons alors que toute fonction holomorphe f(x,y) dans

[D, ()] peut y se représenter de la forme

f($’y) = fO(x’y) +@($’y)F($’y)’

ou fo et ¢ sont des fonctions holomorphes, et spécialement la fonction fy
est un polynome par rapport a y, elle est identiquement nulle si A =0, et st
non elle est A — 1 au plus en degré par rapport a y; nous disons encore que

elle est unique.

Nous commengerons par nous assurer ['unicité de fy. Si A = 0, on a

fo = 0; supposons donc A > 0. Dans ce cas, s’il y avaient fy et f{, on aurait
(fo= o) —(p—¢)F =0

identiquement, ¢ et ¢’ étant des fonctions holomorphes dans [D, (C)]; or,
puisque pour un point (z") de D I’équation F(z" y) = 0 a A racines dans
(C), si I'on désigne comme fo — fi = 1, Péquation ¢ (z° y) = 0 aurait
au moins A racines dans (C'), or, comme la fonction ¢ est un polynome
par rapport a4 y de degré A — 1 au plus, elle serait nécessairement nulle

identiquement; c’est-a-dire fy = f{.

Nous envisagerons la forme de F(z,y). Marquons arbitrairement un
point (£) dans D; lorsque () est au voisinage de (£) et y dans (C'), on aura,
grace a Welerstrass,

Fz,y) = w(z,y)Fo(z,y),

ol w et Fy sont des fonctions holomorphes, w ne s’annule jamai et

Fo=vy"+ al(x)yA_l +-t+ax(z) (A>0),

a;(z) (1 = 1,2,..., ) étant des fonctions holomorphes; or, puisque telle

expression de F est visiblement unique, elle subsiste globalement pour

[D, (€]

Nous examinerons la condition particuliere dans laquelle on a supposé
que Iéquation F'(z° y) = 0 ait toujours le méme nombre (fini) de racines
dans (C) :

Dans I'espace des deux variables complexes x,y, concevons F' = y — x,
flz,y) = f(y), dont f(y) est une fonction holomorphe de la seule variable
y ayant le cercle |y| < 1 pour son propre domaine d’holomorphie; si ’on
choisit le cercle comme (C'), la condition ne subsistera que pour |z| < 1.

D étant un domaine (connexe) sur le plan z s’étendant simultanément &
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Pextérieure et a l'intérieure du cerlce |z| < 1, supposons que 'on aurait
pour [D, (C)] la relation

fw) = fo+ely—=),

fo étant une fonction holomorphe de # seul; pour x = y,

) = foly)

contredisant la configuration des domaines d’holomorphie.
La condition est donc inéuvitable. Ceci est un des phénomene curieux que
I’on rencontrera dans le champ de fonctions analytiques, quand on quitte la

portion d’une seule variable.

Envisageons le cas d’une seule variable. Or ce n’est que le cas pour lequel
F(x,y) et f(z,y) sont des fonctions d’une seule variable y; la condition ci-
dessus est donc, toujours remplie; et le théoréme restera subsister (s'il est
vrai pour plusieurs variables).

Nous allons maintenant démontrer la proposition. Supposons que

A—1

F=y +ai(@)y* '+ +ar(z) (A>0),

«; () étant des fonctions holomorphes dans D, et que (C) soit donné par

ly| < 1; on y aura alors,
f=00+Py+ By’ + - 4 Bny™ + R,

avec Ry = B "™ + Bgoy™ T2 4

ot f; (i =1,2,...) sont des fonctions holomorphes des variables (z) dans
D; on a par suite dans [D, (C')],

(1) [z, y) = An(z,9)F(2,y) + Bm(2,y) + Rm(z,y),

dont Ap(z,y) et By (z,y) sont des fonctions holomorphes, et spécialement
B (2, y) et un polynome par rapport & y de degré A — 1 au plus, que nous

désignerons par

(m)

B (z,y) = A (m) (m)

T ST T T R S G

'yfm) (i=1,2,...,A) étant des fonctions holomorphes de (x) dans D; c’est

Pallure de la suite de fonctions By, (#,y) (m = 0,1,2,...) qui est en question
lorsque m tend vers 'infini; et dont 1’affixe m sera abrégée, lorsqu’il est fixé.

Pour un point déterminé (#) du domaine D ’équation F(z,y) = 0 a A
racines dans le cercle (C'), que nous dénotons par y1,¥ys, ..., ys; et substi-

tuant la racine y; (i = 1,2,...,A) & y de la relation (1), on a

f(l’,yi) - R($’yi) = B($’yi)’
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que nous désignerons abrégément par B;; on a alors,

Nous avons ainsi A équations par rapport & A inconnues (1, vz, ..., 7).

Considérons le déterminant

A A
Y, 1 Y, 2 01
A=l A2

A= Ya Ya ’
vl 1

et le déterminant A, en remplacant la p-ieme colonne de A par (By, B,

., By) (p=1,2,...,A), par exemple,

A— A—
Y, 1 Y, 2. B
A—1 A—2
... B
Ay = Yo Ys 2
_ A—
v’ By

Supposons F(x,y) sans facteur multiple. La variété analytique

F(x,y) =0, ;—yF(x,y):O
est alors & (n — 1) dimensions complexes; et de plus, d’apres la forme de F,
la projection S de la variété sur 1’espace () (c’est-a-dire, 'ensemble de (z')
tel que (2, y') soit un point de la variété, dont y’ est une valeur convenable)
est une surface caractéristique. Pour tout point (x) de D, extérieur & S,
puisque les racines y; (i = 1,2,...,A) de I"équation F'(x,y) = 0 sont toutes

différentes, on a A #£ 0, et par suite
(2) vi=AJA  (1=1,2,...)).

Nous allons évaluer la valeur absolute de 'yfm)(l‘) (i =1,2,...,A), en

faisant a m tendre vers 'infini. Considérons d’abord un ensemble fermé E
contenu dans D) sans contenir aucun point de S, mais d’ailleurs quelconque;
le déterminant A est indépendant de m, 1l admet une borne inférieure en

valeur absolue différente de zéro sur F; quant a Al(m), la fonction B(™) (z,9i)
(i =1,2,...,A) possédant visiblement une borne supérieure indépendante
(m)
i

'yfm)(l‘) I’est donc aussi. Considérons ensuite un ensemble fermé quel-

de m en valeur absolue sur F, A Iest aussi; d’aprés la relation (2),

conque £’ dans D; puisque S n’est qu’une surface caractéristique, et que
(m)

v, () sont des fonctions holomorphes, du résultat pour F il s’ensuivra

immédiatement le méme résultat pour E’.
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La suite de fonctions BU™ (z,y) (m = 0,1,2,...) forme donc une famille
normale dans D; soit B,,, (1 = 1,2,...) une suite partielle admettant la
limite By; elle est une fonction holomorphe des variables (z,y) dans D, elle
est un polynome par rapport & y en degré A — 1 au plus; or, d’apres la

relation (1), on a
F=ApF 4By + Ry, (i=12...),

dans laquelle, lorsque ¢ tend vers l'infini, B,, tend vers By et R,, vers 0,
A, tend donc vers une limite Ag(x,y) dans [D, (C)]; elle est méromorphe
et certainement réguliere en dehors de F' = 0; A, étant holomorphe dans
[D, ()], Ao(z,y) est donc une fonction holomorphe dans [D, (C)] (d’aprés
le meéme mode de raisonnement que ci-dessus, ou grace a la théorie de

familles normales); et on aura la relation voulue

J(x,y) = Bo(x,y) + Aoz, y) (2, y),

lorsque F(z,y) n’ait pas de facteur multiple.
Envisageons ensuite le cas contraire; t étant une variable complexe, con-
cevons
O(w,y,t) = Fla,y)+t |t <p;

la fonction @ est évidemment sans facteur multiple, elle est de la forme
<I>(a:,y,t):y>‘+a1(x,t)y>‘_1—|—~..-|-a>\(x,t) (/\>0)a

quant au nombre de racines de ’équation ®(z',y,t') = 0, étant donné un
domaine borné D’ tel que D' €@ D, mais d’ailleurs quelconque, on peut
évidemment choisir p suffisamment petit de facon que pour tout point (z',¢)
dans (z) € D', [t| < p, ’équation ait A racines dans (C'). La fonction
®(x,y,t) satisfait ainsi la condition de la proposition pour [(z) € D', |t| <
p |yl < 1] et de plus elle est sans facteur multiple; d’aprés ce que nous

venons de voir, on y a donc, identiquement
fle,y) = Gla,y,t) + H(x,y,t)®(x,y,1),

dont GG et H sont des fonctions holomorphes, et spécialement G est au plus
égale & A — 1 en degré par rapport a y.

Posons t = 0, et on a

fle,y) = Gle,y,0) + H(z,y,0)F(x,y,);

c’est la relation voulue pour [D, (C)]; dont D' étant quelconque et telle

expression pour f étant unique, la relation subsiste pour [D, (C)]. C.Q.F.D.
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6. Résolution du probléme local (K). Nous nous dévouerons
maintenant au probleme (K).

1°  Considérons & un espace (fini) (F) d’un nombre fini de variables
complexes un domaine D, p fonctions holomorphes Fy, Fs, ..., [, différentes
de zéro dans D et un point P quelconque de D, et donc le probleme (K) de
(F) en P.

Supposons ’équation fonctionnelle
(1) AP+ A+ + A F, =0
admettant en P (c’est-a-dire, au voisinage de P) la solution formulaire

(2) Ai = Cimn + Ciamin + -+ Cinmin (i=1,2,...,p),
avec quelque identités parmi (C')

dans laquelle nous supposerons encore Cj; (i = 1,2,..., N) tous différents,
puisque, si non, on pourra facilement déformer I’expression pour étre ainsi.
Dans ces circonstances, si 1’on pose C11 = 1 et que tous les autres Cjj,
solent nuls, on aura A; = mq1; la fonction 717 appartient donc & 1’idéal (1;)
en P; pareillement, il en est de méme pour les autres my; (1 =2,3,...,N);
ensuite, pour toute fonction A; appartenant & (I1) en P, ony a (4;) C
(m11, 712, ..., m1N); le systéme de fonctions (1) donne donc les pseudobases
de Iidéal (I7) au voisinage de P, c’est-a-dire, le probleme (K) est résolu.

Nous appellerons donc :

Probléme (;)  Trouver une solution formulaire de [’équation fonction-

nelle (1) au voisinage d’un point P du domaine D.

Nous venons de voir qu’il nous suffit de résoudre la probléme (u); c’est

exclusivement en ce forme que nous traiterons le probleme dans la suivante.

2°  Observons (F) & une dimension complexe. Considérons 1’espace
(E), pour étre tracé par la variable complexe # et le point P comme étre
ramené & 1’origine. Parmi les fonctions Fy(z), Fa(z),. .., Fp(z), s’il y a une

qui ne s’annule pas a l'origine, par exemple, si

Fp(O)#O,
on aura
C; (i=1,2,...,p—1),

A; =
-1
Ap = F(ClFl +CoFy+ -4+ Cpo1 Fpoy)
P

pour solution formulaire de I’équation (1) & 'origine.
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Supposons donc,

Dans ce cas, il existe visiblement un nombre m tel que toutes les fonctions
F;(z) soient divisibles par ™ & l'origine et que parmi elles il y ait au moins

m+1 0 1a solution

une, soit F,(x) par exemple, qui n’est pas divisible par
formulaire ci-dessus reste donc subsister.

Le probleme () est ainsi résoluble pour 'espace (E) & une dimension
complexe; il nous suffit donc de le résoudre pour (F) & (n + 1) dimensions
complexes, en supposant le probléme résolu pour (F) & moindres dimensions

complexes.

3° Représentons 1’espace (E) par (x1,%2,...,%,,y) et ramenons le

point P a 1’origine; et cela de fagon que

F;(0,y) Z0 (i=1,2,...,p),

L’équation F;(0,y) = 0 admet pour y = 0 A; racines (A; > 0); parmi ces
Ai (1 =1,2,...,p), ¢l existe un qui est nul, soit par exemple A, = 0;
ceci signifiant F,(0,0) # 0, I’équation fonctionnelle (1) admettra a l’origine
une solution formulaire de la méme forme qu’au cas de n = 1; supposons
done <« A; > 0 (i =1,2,...,p); nous désignerons abrégément A, = A, en
supposant Ay <A (i=1,2,...,p—1).>

Tragons sur le plan y un petit cercle (C’) autour de l'origine, et & I’espace
() un polycylindre (C') autour de 'origine suffisamment petit en compara-
ison de (C”); les fonctions Fj(x,y) seront alors holomorphes dans le poly-
cylindre [(C), (C")], et encore, grace & Weierstrass. elles se représenteront

dans le polycylindre de la forme

Fz(xay):QZ(xay)q)Z($ay) (i:1a2a"'ap)a
avec ¥;(x,y) = v+ ail(x)yA’_l + - Fapy, (o),
dont a;;(2) (i=1,2,...,p; j=1,2,...,A;) sont des fonctions holomorphes
et Q;(x,y) est une fonction holomorphe non-nulle et de plus <I’équation
®;(z',y) = 0 admettra pour tout point déterminé (') dans (C), A; racines
dans (C"), et par suite, elle n’admettra aucune racine & I’extérieur de (C")

ni sur la circonférence.>>

Considérons I’équation fonctionnelle

(A) B1® + By®o + -+ B, P, =0,
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(B) étant des fonctions inconnues. Supposons la solution formulaire (2) de
I’équation (1), et nous disons alors que I’équation (A) admette en 'origine

une solution formulaire de la forme,

(B) B, = Q;(Cimin + Ciamin+ -+ Cinminy) (1=1,2,...,p),
avec le mie systéme d’identités parmi (C) que (2).

En effet, considérons une solution [B(z, y)] de I’équation (A) en un point
() au voisinage de 'origine, mais d’ailleurs quelconque, comme F; = ;®;, et
conséquemment A; F; = (A;£2;)®;, le systéme de fonctions (B1 /€y, Ba/Qa,
..., Bp/Q,) satisfait ’équation & (1) en @Q; il est donc représenté de la
forme (1) en @Q; et par suite le systéme de fonctions (B) est représenté
de la forme (B) en @. Considérons réciproquement une combinaison de
fonctions holomorphes (C') en un point @ au voisinage de origine, mais
d’ailleurs quelconque, et considérons le systéme de fonctions (B) d’aprés (B);
le systéme de fonctions (B1/Q, B2/, ..., By /Q,) remplit alors ’équation
(1) en Q; puisque (B; /) F; = B, le systéme (B) remplit I’équation
(A) en Q. L’expression (B) donne donc une solution formulaire de (A) en
lorigine.

Dans le mode de raisonnement ci-dessus, les équations (1) et (A) sont vis-
iblement réversibles; pour résoudre le probléme () & I’origine pour I’équation

(1), il nous suffit donc de la faire pour I’équation (B).

4°  Nous supposerons donc que, dans I’équation fonctionnelle

(1) AP+ AsFa+ -+ Ay F, =0,
les fonctions Fy, Fy, ..., F), jouissent de la méme propriétés qu’aux fonc-
tions ®q,®y,..., P, par rapport au polycylindre [(C), (C')]; notre but est

la solution formulaire

(2) Ai = Cimn + Ciamin + -+ Cinmin (i=1,2,...,p),
avec quelques identités parmi (C'),

de I’équation (1) ci-dessus, au voisinage de l'origine.

Considérons une solution (A4) de I’équation (1) en un point (zq, yo) du
polycylindre [(C), (C")]; tracons un petit cercle (v') autour de yy dans (C”),
et un polycylindre (y) autour de (xg) dans (C'), suffisamment petit en com-
paraison de (7'); les fonctions A;(z,y) (i = 1,2,...,p) seront alors holo-
morphes dans le polycylindre [(v), (7')], et ’équation Fj(z',y) = 0 admet-

tra pour tout (¢') dans (y) le méme nombre p de racines dans (v'), dont
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0 < p < A; en appliquant le théoréme du reste, on aura pour [(¥), (7')],

(A) AZ':A?—I—OQFP (i:l,?,...,p—l),
Ap =AY — (e Fi+ asFo4 -+ oy 1 Fpy)

oll Ag est posé d’étre ainsi, AY et o; (i =1,2,...,p— 1) sont des fonctions
holomorphes de (x,y) et spécialement les fonctions A? sont identiquement
nulles s1 pt = 0, et si g > 0 elles sont au plus égales & p— 1 en degré; Ag est
par suite une fonction holomorphe dans [(y), (7')]; le systéme de fonctions
(A) ainsi choisi donne une solution de I’équation (1) dans [(7), ()], puisque
(A) est une solution en (xg,yo); A? (i =1,2,...,p—1) sont des polynomes
par rapport a y, et pour Ag, on a

AP, =0, &=—(AVF1+ ASFa+ -+ A)_ Fpo1);

Ag est donc une fonction rationnelle par rapport a y.
Or, la fonction Fp(z,y) ne s’annule pas, lorsque () soit dans (y) et y

soit, sur la circonférence 4; si A > p, elle se décompose donc, comme
o "
F,=r".Fr"

ot F’ et F'" sont des polynomes par rapport a y, dont les coeflicients sont
des fonctions holomorphes des variables (#) dans (), et spécialement les
coefficients des plus hautes puissances de y sont égaux & 1, et tels que (z')
étant un point déterminé quelconque dans (y), I"équation F'(z',y) = 0
n’ait de racine que dans le cercle (¥') et que ’équation F”(x',y) = 0 n’ait
de racine qu’a l'extérieur du cercle; nous convenons lorsque A = p que
F' = F,, F’" = 1. La fonction ®(z,y) est alors divisible par F'(x,y),
pusique Ag(x, y) est holomorphe dans [(7), (¥')]; posons donc,

(B) Bi=F'Al (i=12....p)

B, deviendra alors un polynome par rapport & y, holomorphe pour (z) €
(7); il en est & priori de méme pour les autres B;; le systéme de fonctions
(B) satisfait a [’équation (1) pour [(v), (¥)], et par suite pour (z) € (7).

Posons encore

By =B) = (BiFi 4 BaFo+ -+ Bpo1 Fpo1),

dont BY et B (i = 1,2,...,p— 1) sont des polynomes par rapport a y,
holomorphes pour (z) € (7), et spécialement BY sont au plus égaux & A — 1

en degré; la fonction Bg ainsi posée, est donc un polynome par rapport a
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y, holomorphe pour (z) € (7); le systéme de fonctions (B) satisfait encore

a 1’équation (1) pour (z) € (v); Bg satisfait donc a la relation
B)F, =%, W=—(B{Fi+BFs+---+B)_F,_1);

dont WU est au plus égale & 2X — 1 en degré par rapport a y, puisque A; <
Ali=1,2,...,p—1); Bg est donc au plus égale & A—1 en degré par rapport
ay.

Nous avons ainsi vu que, étant donnée ’équation fonctionnelle (1) jouis-
sant de la propriété indiquée, & toute solution (A) pour un point (zg, yo)
quelconque de [(C),(C")], il correspond une solution (B") pour le point
(%o, yo), consistant des polynomes par rapport & y de degré (A — 1) au plus,
de facon que la correspondance soit donnée par les trois relations (A), (B)
et (C).

La réunion des trois relations est de la forme,

Azz(spBZO‘i‘(stp (i:1a2a~~'ap_1)a

(D)
Ap = 617319 — (61F1 + 65 Fy - —|—6p_1Fp_1),
dont 5 )
5i:ai+ﬁa 6p:ﬁa

(0) sont donc des fonctions holomorphes dans [(v), (/)]
Considérons & nouveau ’équation fonctionnelle (1); [(z) € (Co),y €
(C3)] étant un polycylindre autour de 1’origine contenu dans le polycylindre

[(C), (C")], mais d’ailleurs quelconque, pour ’expression

(3) B} = Citbiy + Cisbia + - -+ Cinin: (i=1,2,...,p),

avec quelques identités parmi (C'),

0;; i =1,2,...,p; j =1,...,N') étant des fonctions holomorphes des
variables (z,y) dans le polycylindre [(Cy), (C})] supposons les propriétés
suivantes :

1°  Considérons une solution (BY) de I’équation (1) consistant des poly-
nomes par rapport & y de degré A—1 au plus, holomorphes en un point (z°)
dans (Cp), mais d’ailleurs quelconque; (BY) se représente alors de la forme
(3) en tout point tel que (z) = (2°), y € (C}) (dont (C') étant des fonctions
holomorphes convenables, respectant naturellement les identités indiquées).

2°  Considérons des fonctions (C') holomorphes en un point (z°, y%) de
[(Co), (C})] (respectant naturellement les identités indiquées), mais d’ailleurs
quelconque; le systéme de fonctions (B°) correspondant satisfait alors en

(2%, y%) & 1’équation (1).
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Et nous appellerons pour le moment tout expression de ce caractére
solution formulaire conditionnelle, et (B°) solution spéciale.

Supposons maintenant la solution formulaire conditionnelle (3) ci-dessus;
et nous disons que la réunion de (3) et la relation (D) donne une (vraie)
solution formulaire de I’équation (1) dans le polycylindre [(C'), (C§)], en
regardant &; (1 = 1,2,...,p—1) et &; = (6,Cy5) (i = 1,2,...,p; j =
1,2,..., N') pour étre les fonctions inconnues indépendantes.

En effet, la réunion prend la méme forme que (2), dont le noyau con-
siste des fonctions déterminées (F) et (6), holomorphes dans [(Cp), (Cf)].
Considérons une solution (A) de 1’équation (1) en un point (2% y°) de
[(Cy), (C})], mais d’ailleurs quelconque; alors, d’aprés ce que nous venons de
voir, la solution est représentée par la réunion. Considérons réciproquement
des fonctions holomorphes (4,¢) en un point (2%,y°) de [(Co), (C})], mais
d’ailleurs quelconques; et en substituant ce (¢) a (C) de (3), formons un
systéme de fonctions (BY); il satisfait alors & 1’équation (1) pour (z°,y%).
Or, entre ce systéme (BY) et le systéme (A) correspondant aux fonctions
(0,€) d’apres la réunion, il y a une des relations (D), dans laquelle §, =
1; (BY) satisfaisant & I’équation (1) pour (2% y"), (A) l'est aussi. C.Q.F.D.

Il nous suffit donc de dire que ’équation fonctionnelle (1) jouissant de la
propriété indiquée admette une solution formulaire conditionnelle au voisi-

nage de l'origine.

5°  (BY) étant une solution spéciale de 1’équation (1) en un point ()

de (C), on a
(A) B{Fi+ BYFy+ -+ B)F, = 0;
solent

BY = aijop* "t oy T 4+ aina
Fi=fioy* + fuy 4+ fin (i=1,2,...,p),

(a) et (f) étant des fonctions holomorphes des variables (z) au point (°);

on a alors,

D OBIF =0y 4 0y T Boaly (1= 1,2, ,p),
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ol

Sy = > ajofio,

Oy =) wiofi1 + 2 i fio,

Dy = > ajofia + > ainfin + > aiafio,

Dor1 =) aino1fin;

la relation (A) est donc équivalentes & la relation suivante;

(B) $y=0, & =0, ®3=0, ..., Por_s = 0.

Dans la relation (B), (f) sont des fonctions holomorphes déterminées
dans (C'); si 'on regarde («) pour étre fonctions inconnues, (B) deviendra
un systeme d’équations fonctionnelles (linéaires homogénes) simultanées,
et pour lequel le systéme de fonctions («) actuel donnera une solution en
(2%, y%). Or ce systeme d’équations simultanées, étant considéré & I’espace
(z), admettra une solution formulaire en tout point de (C'), comme nous
le verrons plus tard, grace a I’hypothése que le probléme (1) soit toujours

résoluble & ’espace (F) de moindres dimensions.

Supposons donc la suivantes : au systeme d’équations fonctionnelles

simultanées (B), il correspond ’expression

(C) Ozij:Zﬁijkpijk (i:l,... ,p;j:o,... ,/\—l;k’:l,... ,I/)
avec quelques identites parmi (),

dont p;;i sont des fonctions déterminées holomorphes dans un polycylindre
(Cp) contenu dans ('), et qui jouit de la propriété suivante :

1°  Toute solution («) de 1’équation (B) pour un point (z°) quelconque
de (Cy) est représentée de la forme (C) en (2°).

2° A toute combinaison de fonctions holomorphes (5) en un point
(2°) quelconque de (Cy), le systéme de fonctions () correspondant remplit
I’équation (B) en (z?).

En substituant a;; de (C) & BY, on obtient :

(D) B = Zﬁiok(ﬁiok@f\_l) + Zﬁnk(mmy)‘_z) + -
+Zﬁi(>\—1)k(Pi(>\—1)k) (Z = 1a 2a BRI 2 k = 1a 2a cee ,I/)
avec le méme systéme d’identite’s parmi (8) qu’a (C),

dont (p;ory*~1), ... sont des fonctions déterminées holomorphes dans (Cy),

que nous regarderons comme noyau, et (3) comme fonctions inconnues.
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Considérons une solution spéciale de ’équation (1), dont les fonctions
sont holomorphes en un point (z°) dans (Cp), mais d’ailleurs quelconque;
puisque cela veut dire que le systéme («) correspondant satisfait au systéme
d’équations simultanées (B) en (z°), (@) se représente de la forme (C) en
(2%); et par suite, (Bg) se représente de la forme (D) en tout point de la
forme (%o, y).

Considérons réciproquement des fonctions holomorphes (5) en un point
(2%, y%) tel que (2%) € (Cp), mais d’ailleurs quelconque; formons par (D) le
systéme de fonctions holomorphes (Bg) des variables (z,y) en (2%, y%); et
nous nous demanderons si (Bg) satisfait & 1’équation (A) en (2%, y°). Or ceci
est visiblement équivalent de former le systéme de fonctions holomorphes
(a) des variables (z,y) en (2%, y%) par (C') avec la méme combinaison de
fonctions (3), et de se demander si ce (a) remplit le systéeme d’équations
simultanées (B); nous envisagerons donc le probléme-ci :

En substituant dans (C) le développement de (5) en séries de puis-
sances de (y — y°), on a le développement de (a); et en substituant ce
développement-ci dans ®; (i = 0,1,...,2A — 1) du systéme d’équations
simultanées (B), on obtient les développements de ®;; et dont tous les co-
efficients sont visibleinent nuls identiquement; ®; le sont donc aussi.

L’expression (D) donne donc une solution formulaire conditionnaire de
I’équation fonctionnelle pour [(Cp), (C*)]. Il ne nous reste donc qu’a montrer
lexistence de la solution formulaire (C) du systéme d’équations fonction-

nelles simultanées (B).

6° Considérons & nouveau dans I’espace (#) un domaine D, et dans
lequel des fonctions holomorphes A;;(x) (1 = 1,2,...,¢;5 = 1,2,...,p)
(dont quelqu’unes peuvent s’annuler identiquement) ; et considérons le

systéme d’équations fonctionnelles (linéaires homogénes) simultanées

APy + AaFo+ -+ A F, = 0
1) Ao By + Aga o+ -+ AgpF, =0

ApFy+ ApFo+ 4+ Ay F, =0

avec quelques identités parmi (A),

dont (A) sont des fonctions inconnues; parmi eux il existe en général quelques
identités (sans cela, ce systéme se réduira & ¢ équations isolées, et ceci
générera la conception dans laquelle les équations (1) sont connexes ou non,
mais ¢a nous est égal). Tout systéme de fonctions holomorphes (A) (respec-
tant naturellement les identités indiquées et) satisfaisant & ’équation (1)

sera appelé sa solution.
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Considérons I’expression

(2) Aij :ZCijkmjk (k’: 1,2,... ,/\),
avec quelques identités parmi (C'),

dont 7;;5 sont des fonctions déterminées holomorphes dans D, et Cj;; sont
des fonctions holomorphes indéterminées; supposons la propriété suivante :
1°  Toute solution (A) de ’équation (1) pour un point P quelconque
de D se représente de la forme (2) en P (en choisissant convenablement le
systéme de fonctions holomorphe (A) en P respectant les identités).
2° A toute combinaison de fonctions holomorphes (C') (respectant les
identités) en P, il correspond par (2) une solution (A) de (1) pour P.
Nous appellerons alors, I'expression (2) d’étre une solution formulaire

de I’équation (1); nous nous proposons :

Probleme (M) Trouver une solution formulaire du systéme d’équations
fonctionnelles simultanées (1) au voisinage d’un domaine fermé A contenu
dans D.

Et nous disons que le probléme (M) a ’espace (x) est toujours résoluble,
pourvu que le probléme () au méme espace soit toujours résoluble.

En effet, prenons les premiéres r équations (r < ¢) des équations (1)
avec les identités qui concernent ces équations; ceci fera encore un systeme
d’équations fonctionnelles simultanées, que nous désignerons par (E,).

(E1) n’étant qu’une seule équation fonctionnelle, le probleme (M) corre-
spondant est résoluble d’aprés 1’hypothese, il nous suffit donc de résoudre
le probléeme (M) pour (E,4+1) (r 4+ 1 < ¢) en supposant le probléme resolu
pour (F1), (F2),...,(E).

En remplaqant les lettres A,41;, Fry1i (¢ =1,2,...,p) de la derniére

équation de (F,41) par les nouvelles By, ®;, on a

APy + Al 4+ -+ Al =0

A Fi+ APy + -+ Agp Fy = 0
B1® + B3Py + -+ B,¢, =0,
avec quelques identités parmi (A, B).

D’aprés 1’hypothése, () admet la solution formulaire

(4) Ay = CippWije  (k=1,2,...,p)
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avec quelque identites parmi (C'),

(au voisinage de A); que nous substituons dans I’équation
(5) B1® + By®a+ -+ B, P, =0,

dont nous allons expliquer précisément :
Considérons B; (i = 1,2,...,p) pour étre tout différents; et regardons
By; si par exemple, By est indépendant de (A) de (E,) on conservera le

terme B1®1; possons a B, si par exemple, By = A, on remplacera a By®-

2011k(\1’11k<1>2);
et ainsi de suite, et on aura a la place de (5),
(6) B1®y + Cr11(V111P2) + Cr12(W112P2) + - - = 0;
que nous désignerons a nouveau par
(7) DiX1 4 DoyXo 4+ DX, =0

ot il y aura en général quelques identités parmi (D) (et (X) sont des fonc-
tions déterminées holomorphes au voisinage de A).
C’étant le cas de (Fy), on trouve la solution formulaire suivante de

I’équation (7) (au voisinage de A) :

(8) Di:Z'Yijgij (j:l,?,...,l/),
avec quelques identités parmi (7).

Dans (8), chacun de (D) signifie ou bien quelques (B) ou bien quelque
(C). Prenons en ordre chaque A;;, si ce n’est pas le cas ou A = B, on con-
servera pour ce A-ci expression de (4), et au cas contraire, on substituera
dans 1’expression du A de (4) les expressions des Cj;; qui le concernent, de
(8); ensuite pour (B), prenons en ordre chaque B;, si 'on trouve ce B-ci
dans (8), on ’écrira, et si non, puisque c’est le cas de A = B, on récrira pour
le B la nouvelle expression du A écrite ci-dessus; et on aura une certaine

expression; que nous désignerons a nouveau par

Aij = dijkpijk
Bi:Z%PQk (i:1,...,p;j:l,...,r,k:l,...,t),

avec quelques identités parmi (8,4"),

)

ot (p,p') signifie le noyau et (4,8’) les fonctions inconnues, et parmi les

identités indiquées, les unes viennent de (4), des autres viennnent de (8) et
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les troisiemes ont lieu & nouveau, Nous allons envisager le caractére de cette
expression.

Considérons une solution quelconque (A, B) de I’équation (3) pour un
point quelconque P de A; (A), remplissant (E,), se représente en forme (4)
pour P, et (B) satisfaisant & (5), si 'on forme (D) suivant la régle expliquée,
(D) satisfera a (7) en P; (D) se représente par suite de la forme (8); (A, B)
se représente donc de la forme (9) en P.

Considérons réciproquement une combinaison quelconque de fonctions
holomorphes (6,6") en un point quelconque P de A et formons le systéme
de fonctions (A, B) correspondant d’apres (9); envisageons d’abord (A4); la
partie de (9) représentant (A), ayant été formée en substituant (8) dans
(4), n’est qu’un cas spécial de (4); (A) remplit donc (E,) en P; il ne nous
reste qu’a vérifier que (B) satisfasse & (5) en P. Or la condition (7) étant
un cas spécial de la condition (5), si ’équation (7) est remplie, I’équation
(5) sera remplie & fortiori; envisageons (9); dont la partie représentant (B)

correspond & (D) de (8) par une relation de la forme
B=B=D oun B=A=) C¥=)Y DV

or, le (D) correspondant satisfait évidemment & (7), le (B) satisfait donc &
(5), en P.

L’expression (9) est donc une solution formulaire de ’équation (3) au
voisinage de A; le probléme (M) & I’espace () est ainsi résoluble pour (Ey41)
sous I’hypothése qu’il en soit ainsi pour (E1), (Ea), ..., (E,); la proposition
est donc vraie.

L’hypothése & (6°) étant ainsi dissouse, le probléme (K) est toujours
résoluble; et par suite au voisinage du polycylindre fermé, les probléemes

(C1), (Cq), (E), (L) et (M) sont résolubles.
7. Conclusions. Nous répéterons.

Théoréme 1. FEtant données une combinaison de fonctions holomor-
phes [Fi(z), Fa(x), ..., Fp(z)] et une fonctipn holomorphe ®(z) au voisi-
nage d’un polycylindre fermé A dans Uespace (x), de fagon que ®(z) = 0
mod (F) en tout point de A, on peut choisir des fonctions A;(x) (i =

1,2,...,p) holomorphes au voisinage de A, telles qu’on ait identiquement
D(z)= Ay (2) Fi () + Az (2) Fo() +- -+ Ap () Fyp (2).

(Polyeylindre est un ensemble cylindrique dont les composantes sont des

cercles.)
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Théoréme I1. FEtant donnée une combinaison de fonctions holomor-
phes (F1, Fa, ..., Fp) au voisinage d’un polycylindre fermé A, s’ corre-
spond a tout point P de A un polycylindre (y) autour de P, et une fonction
p(x) holomorphe dans (v), de fagon que pour toute paire de polycylindres
(v"), (") ayant Uintersection (6) les fonctions correspondantes ' (x), ¢ (1)
satisfassent a @' (2)=¢” (#) mod (F) en tout point de (§), on pourra trou-
ver une fonction ®(x) holomorphe au voisinage de A telle que ®(x) = ¢(x)
mod (F) en tout point P de A.

Théoréme II1.  Dans la configuration géométrique de théoréme I, s’il
correspond & tout (y) un systéme fini de fonctions holomorphes (f), de fagon
que pour toute paire (v'), (v") les systémes correspondants (f'), (f") soient
équivalents en tout point de l'intersection (§), on pourra trouver un systéme
fini de fonetions holomorphes (F) au voisinage de A, tel que (F) ~ (f) en
tout point P de A.

Théoréme IV. Ftant données des fonctions Fi(x) (i = 1,2,...,p)
holomorphes au voistnage d’un polycylindre fermé A, on peut trouver une
solution formulaire de [’équation fonctionnelle Ay Py +AxFo+-- 4+ A F)p =
0 au voisinage de A. Il en est de méme pour les systemes d’équations

fonctionnelles linéaires homogénes simultanées.

Nous nous sommes restreint aux polycylindres fermés, puisqu’alors, en
vertu des propriétés intrinséques, les problémes deviendront d’étre résolus
pour les ensembles fermés moins restrictifs. Outre les théorémes ci-dessus,
nous avons vu au No.b le théoréme du reste. Concernant ces théorémes,
si nous espérons ’application suffisante, nous serons obligés de I’étudier
quantitativement.

Nous avons ainsi expliqué d’un coté des résultats. Nous allons parler de

I’autre coté, ou nous avons acquis le probléme :

Probléme (J) Pour les idéaur de domaines indéterminés, trouver les
pseudobases finies locales.

Pour ce probléme, je ne sais presque rien, méme quelle attitude sera
favorable pour I’étudier. Seulement, on ne peut pas résoudre tous les
probléemes a la fois et sans condition, puisque nous avons vu un exemple
contraire au No.2.

Comme cas particulier de ce probléeme, nous venons de résoudre le prob-
léme (K). Ceci a été indispensable pour établir les théorémes ci-dessus.

Nous reviendrons encore une fois & ce probléme, et montrerons, pour les
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1déauxr géométriques de domaines indéterminés, qu’il est résoluble sans con-
dition. Cela est indispensable & nous, pour traiter les problemes depuis le
Mémoire I en admettant les points de ramifications d’intervenir. Ces deux
exemples parlerons de 1’importance du probléme.

(Juillet 1948 & Kimimura, Wakayama-Ken, Japon. Recu le 15 octobre, 1948.)
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