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Theoretische Genealogie

HERMANN ATHEN (7)

1. Was ist theoretische Genealogie, und was kann sie
niutzen?

Genealogie ist im Laufe der Zeit von verschiedenen
Aspekten her definiert und praktiziert worden; ur-
spriinglich mehr vom empirischen Standpunkt her,
heute stirker von wissenschaftlichen Aspekten, in
erster Linie historisch, soziologisch und zuneh-
mend auch biologisch-genetisch. Sie ist aber nur
dann als Wissenschaft zu bezeichnen, wenn neben
den angegebenen Komponenten auch noch die
Aspekte der Quantifizierbarkeit und der Mathe-
matisierbarkeit (kurz der Computerisierbarkeit) zu
realisieren sind. Zwar ist in den vergangenen Jahr-
zehnten manches zum quantitativen Aspekt publi-
ziert worden, beispielsweise von$. Rosch neben emner
Reihe von Zeitschriftenaufsitzen ein umfangrei-
ches Heft (1) uber quantitative Genealogie. Der
Aspekt der Mathematisierbarkeit geht, obwohl er
natiirlich teilweise auch schon bei der Quantifi-
zierung wirksam wird, noch einen Schritt weiter. Er
soll dazu fithren, gewisse allgemeingultige, d.h.
theoretische GesetzmaBligkeiten aufzustellen, die
sich in der praktischen Arbeit des Genealogen dar-
stellen und bewahren. Solche mathematischen Ge-
setzmafigkeiten sind selbstverstandlich auch jetzt
schon in der Genealogie aufzufinden, z.B. in Ah-
nentafeln die Kekulé-Benummerung mittels Dual-
ziffern, die Sie sicher alle kennen. Aus der Ahnen-
nummer liBt sich dann sofort die Filiationslinie
rekonstruieren (Bild 1).

Auf den (sehr einfachen) mathematischen Be-
weis gehe ich hier nicht ein; er durfte allgemein
bekannt sein. |

Mit mathematischen Hilfsmitteln lassen sich
aber auch strittige Fragen oft Gberzeugend klaren.

Als Beispiel diene einleitend der nichste Abschnitt,
dem dann einige weitere Beispiele folgen sollen.

2. Kann man die Verwandtschaft quantifizieren?

Um es vorwegzunehmen: Man kann! Dies ist nim-
lich iiberhaupt kein Problem, wenn man einfach
wie im Romischen oder Kanonischen Recht nur
von dem Generationenabstand ausgeht und die
Verwandtschaft durch einen geeigneten mittleren
‘“verwandtschaftlichen Generationenabstand” de-
finiert. Problematisch wird die Sache, wenn geneti-
sche Gesichtspunkte ins Spiel kommen, wie es bis-
her (leider) fast immer geschehen ist. In der deut-
schen genealogischen Literatur stehen sich zwei
Standpunkte diametral gegeniiber: Aus geneti-
schen und (zutreffenden) statistischen Erwagungen

folgert S. Risch (2), daB die Anzahl der Gene in der

Filiationslinie vom Urahn zum Probanden von Ge-
neration zu Generation jeweils um die Halfte ab-
nimmt. Fithren mehrere Filiationslinien vom Pro-
banden zum Urahn, so ergibt sich ein mittlerer
verwandtschaftlicher Generationenabstand d aus
der Summe

2 4=0"h 4 2%+ 274 | +27%

Ahnlich verfihrt in einer neueren Arbeit im
Schweizerischen Genealogischen Jahrbuch auch V.
Theus (3). Demgegeniiber schreibt H. F. Friederichs im
Handbuch der Genealogie (4): “Die weit verbrei-
tete biometrische Theorie, daB3 die Erbwirksamkeit
mit der stellenmiBigen Entfernung eines Merk-

malstrigers vom Probanden abnehme, erfordert

einen ausdriicklichen Hinweis auf ihre Unhaltbar-
keit”’. Wie sieht es nun wirklich aus?
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Ahn Nr. 20: 20 (dezimal) = 10100 (dual);

10100 £ 4. Generation
Filiationslinie.:

1 = Proband (Nr. 1)

10 = Vater (Nr. 2=1"2 +0)
101 = GroBmutter (Nr.5=2-2 + 1)
1010 = UrgrofB3vater (Nr. 10) 3
16100 = UrurgroB3vater (Nr. 20)

Bild 1. Kekulé — Benummerung

Die Vererbung ist ein Zufallsvorgang. Konkrete
Zufallsprobleme sind meist leichter zu mathemati-
sieren, wenn man ein Urnenmodell o.dgl. angeben
kann. Das 1st hier moglich. In der Wirklichkeit wird
ja eine zufillig “ausgewihlte” Hilfte der Gene mit
den Chromosomen vom Elter an das Kind weiter-
gegeben, wahrend die andere (ebenfalls zufillige)
Halfte vom andern Elter stammt. Wir stellen dem-
gemall den Chromosomen-Vorrat eines Individu-
ums durch Urnen mit insgesamt k Paaren aus
schwarzen und weiflen Kugeln dar. Beim Men-
schen 1st k = 23. Von diesen Chromosomen sind
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aber 2, nimlich das X- und das Y-Chromosom,
geschlechtsgebunden und unterliegen einem be-
sonderen Vererbungsmechanismus, wie A. Richter
im einzelnen (5) nachgewiesen hat. Das hat zur
Folge, daB die Vererbung der 44 Autosomen in der
Urne mit k = 22 gesondert von derjenigen der 2

Geschlechtschromosomen betrachtet werden mu8,
aber auch die Folge, daB3 im Individualfall fur jede

Filiationslinie ein differenzierter Erbgang eintritt.

In dem folgenden Urnenmodell seien die schwar-
zen Kugeln die vom Stammelter iiberkommenen
Autosomen, die weillen Kugeln die durch Zeugung




nach und nach erganzten fremden Autosomen. Die
den Stamm-Elter reprasentierende Urne enthalt al-
so anstelle der Autosomen anfanglich 22 Paare von
je 2 schwarzen Kugeln. Der Urne wird zunachst das
erste Paar entnommen, aus 1thm blindlings eine Ku-
gel gewahlt und durch eine weille Kugel wieder zu
einem Paar erginzt; dieses schwarz-weifle Kugel-
paar kommt in die erste Folgeurne. Dasselbe ge-
schieht auch mit allen anderen Kugelpaaren der
Anfangsurne. Aus der l. Folgeurne ziehen wir nun
nach und nach alle schwarz-weif3en Paare, wahlen
aus jedem Paar blindlings eine Kugel aus und er-
ginzen die verbleibende Kugel mit einer weillen
Kugel wieder zu einem Paar. Weil3-weille Paare
scheiden aus, da sie ja kein Erbgut des Stammelters

Bild 2. Vererbungsmodell

Theoretische Genealogie

mehr enthalten. Die schwarz-weilen Paare kom-
men in die 2. Folgeurne. Wenn die 1. Folgeurne auf
diese Weise geleert ist, tritt die 2. Folgeurne an die
stelle der 1. Folgeurne usw. Als einfuhrendes Bei-
spiel betrachten wir zunichst das einfache, aller-
dings numerisch unrealistische Urnenmodell mit
anfanglich 2 Paaren zu je 2 schwarzen Kugeln (Bild
2).

Man sieht, daBB die Moglichkeit einer leeren Fol-
geurne von Generation zu Generation zunimmt,
d.h. dafl die genetische Verwandtschaft allmahlich
abstirbt. In keiner Urne konnen sich mehr als halb
so viele schwarze Kugeln wie in der Ausgangsurnc
befinden. An das Schema sind sowohl die Uber-

gangsanteile als auch die resultierenden Anteile an-

100% | 25%

37,50%

D o

 6,25%
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geschrieben. In diesem Beispiel fiihrt der Autoso-
menaustausch nach drei Generationen in 56,25%
der Falle zu genetischer Nicht-Verwandtschaft, in
37,90% der Fille zur Viertel- und in 6,25% der
Falle zur Halb-Verwandtschaft. In Kurzform

schreiben wir dies als einen’ Zustandsvektor auf
(56,25% = 0,5625):

z = (0,5625; 0,3750; 0,0625; 0; 0)

Im allgemeinen Falle einer Anfangsurne mit 2k
schwarzen Kugeln ergeben sich die Ubergangsan-
teile von einer Urne mit i schwarz-weifien Kugel-
paaren 1n eine Folgeurne mit j schwarz-weillen Ku-
gelpaaren als Glieder einer Matrix:

M= {py}; py= (;) 27, wo i,j € [0; 22].

Somit finden wir die Zustandsvektoren der Reihe
nach fur beliebige Generationen n durch Ma-
trix-Multiplikation:

zo=1(0;0; 0; ... ; 1)

Im Modellfall mit 2k = 4 folgt auf diese Weise:

zo= (0 ;0 50 ; 0; 1)
z,= (0 ; 0 ;1 5 0;0)
z,=(0,25 ;0,50 ;0,25 ;0;0)
z3 = (0,5625; 0,3750; 0,0625; 0; 0)
z4 = (0,7656; 0,2188; 0,0156; 0; 0)
zs = (0,8789; 0,1172; 0,0039; 0; 0) usw.

Der Prozel verschiebt sich demnach immer mehr
zum Zustand der Nicht-Verwandtschaft.

Interessant sind nun die Mittelwerte der jeweils
verbleibenden Autosomen: In zysind es 1 *4 =4
Chromosomen; in z, sind es 1:2=2= 4 .91
Chromosomen; in z,sind es 0,5:1+0,25-2=1 =
4 -272 Chromosomen; in z; sind es 0,375 -1 +
0.0625 -2=0,5=4 - 27> usw. Das Halbierungsgesetz
1/2; 1/4; 1/8; ... gilt also sicher fiir die Mittelwerte
der verbliebenen Autosomen, was auch mathema-
tisch allgemein bewiesen werden kann.

Generell gilt demnach: Von den 2k = 44 freien
Autosomen des Stamm-Elters verbleiben in der n "
Folgegeneration im Mittel 2k - 2™ Autosomen. Fiir
die Autosomen-Anzahl 2k =44 findet man mit Hilfe
eines Klein-Computers die mittlere Anzahl m; der
in der Generation i verbliecbenen Autosomen und
den prozentualen Anteil p;der abgestorbenen Ver-

2:=20°M=(0;0; ...; 1; ... ; 0; 0) wandtschaft, bei der keine Autosomen des
Z,=z;M  usw. Stamm-Elters mehr feststellbar sind:
1 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10
m; 44 22 11 5,5 2,75 1,375 0,6875 0,3478 0,1719  0,0859 0,04
pi (%) 0 0 0 0,18 5,30 24,18 49,73 70,72 84,15 91,75 95,7
3s; 0 0 7,04 6,09 4,65 3,41 2,45 1,75 1,24 0,88 0,62
h{™ — 100 75 50 37,5 28,1 21,9 17,2 13,7 10,9 8,8
40,6 32,8 26,6 21,5 17,4 14,1

h{™ - 100 75 62,5 50

Die “Autosomen-Verwandtschaft” ist also nach
der 6. Generation eher unwahrscheinlich als wahr-
scheinlich. Der Streuungsbereich 3s; (dreifache
Standardabweichung) zeigt an, daB die Mittel-
werte m; fast generell auf 0, d.h. auf den ver-
wandtschaftlichen Generationenabstand % redu-
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ziert werden. Die Zeilen h{™ und h {* fiir minnliche
bzw. weibliche Probanden zeigen an, durch wieviel
% der Ahnen (ohne Implex) noch eine Erhéhung
des Mittelwertes m; infolge X- oder Y-Vererbung
erfolgen kann; teilweise kommt man dabei auf ein
Mehrfaches von m;




Die Tabelle zeigt also letztendlich, dafl mit gene-
tischen Prinzipien eine Definition des Ver-
wandtschaftsgrades mit letzter Scharfe nicht zu fas-
sen 1st. Dabei wirkt das Crossing-Over, welches
mathematisch zu einer fiktiven Vermehrung der
Chromosomenzahl fithrt, zusitzlich im diffusen
Sinne ein. Auf jeden Fall nimmt aber in jeder Fili-
ationslinie auf dem Wege vom Stammelter zum
Probanden die Wahrscheinlichkeit gemeinsamer
Erbanlagen in der Ahnenfolge ab. Insbesondere
zeigt die Betrachtung der ‘“‘Autosomen-Ver-
wandtschaft’’, da3 die statistische Definition des
Verwandtschaftsgrades noch am zweckmaBigsten
ist, weil sie sich mathematisch als leicht und exakt
quantifizierbar erweist. Damit ist also die Defini-
tion des Verwandtschaftsgrades von 8. Rosch durch-
aus berechtigt und die Einlassung von H. F
Friedrichs wissenschaftlich nicht begrindet, jeden-
falls nicht im Hinblick auf die oft recht miflver-
stindlichen genetischen Behauptungen.

3. Welche Probleme der Genealogie kann man

mathematisteren?

Prinzipiell gibt es in dieser Hinsicht kaum eine
Grenze. Ich mochte zwar einige charakteristische
Probleme aufzdhlen, ochne dabei aber Vollstindig-
keit zu beanspruchen und ohne sie im einzelnen zu
behandeln. Einige Probleme habe ich selber gelost,
aber noch nicht veroffentlicht, andere sind seit lan-
gerem oder kiirzerem in der Literatur bekannt. Zu
den ganz oder teilweise gelosten Problemen geho-
ren:

(1) Der Implex in der Aszendenz.

(2) Die Generationenverschiebung in der Aszen-
denz.

(3} Die verwandtschaftliche Distanz und ihr
Grenzwert in genetischstatistischer Hinsicht.

(4) Das Filiationsproblem 1in genetischer Be-
handlung.

(5) Das Deszendenzproblem mit Implex.

(6) Das Aussterben von Familiennamen.

(7) Das Aussterben von Filiationslinien.

(8) Ahnen- und Nachkommenstatistiken.

Theoretische Genealogte

(9) Zusammenhinge zwischen Aszendenz und
Deszendenz.

(10) Simulationen genealogischer Kollektive mit
Computern.

(11) Genealogische SchluBfolgerungen aus Na-
menshdufigkeiten. — Usw.

Die vorstehenden Probleme erfordern z.T. erhebli-
chen mathematischen Aufwand. Es sollen nur noch
einige theoretische Aspekte von (1) und (2) darge-
stellt werden.

4. Der Implex und die Generationenverschiebung als
Beispiele der Theoretischen Genealogie

Im Idealfall wachst die Ahnenzahl eines Probanden

von Generation zu Generation auf das Doppelte an,

d.h. fiir das Verhaltnis der Ahnenzahl A, 1n der
(n + 1)*" Generation zu der Ahnenzahl A, in der
vorangehenden n'" Generation gilt mit dem Ver-

vielfachungsfaktor 2 die sog. Differenzengleichung

An+1
Ap

=2 oder An+1 - 2An

Nach k Generationen betragt also die Ahnenzahl

Ay=2F  (2KGesetz),
und die Gesamtzahl aller Ahnen von der 0" bis zur
k*" Generation

A, =251-2 =2(2%-1),

Jeder weill, zu welchen astronomischen Zahlen
dieser Ansatz fiuhrt: Bis zum Jahre O hitte ein heute
lebender Proband mehr als 150 Trillionen (=
1,5-10%% Ahnen zihlen miissen, eine Anzahl, die
mehr als 35 Milliarden mal so grof} ist wie die
heutige Weltbevolkerung, und die als 6000 Licht-
jahre lange Warteschlange fast bis zum Rand der
Milchstrafle reichen wiirde. In Wirklichkeit ist die
Ahnenzah! pro Generation natlirlich viel kleiner als
die obige Formel angibt, und sie reicht in den we-
nigsten Fallen aber einige Tausend hinaus. Das
bedeutet: Der Vervielfachungsfaktor ist i.a. kleiner
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als 2 und strebt mit wachsender Generationen-
nummer immer mehr gegen 1.

Wir formulieren diesen Sonderfall eines sog. logi-
stischen Prozesses zunichst allgemein mit einer Diffe-
renzengleichung

A{:"'l_ =a<+b 'f(An, Anpi1; - Aﬁ)’

wo a und b noch unbekannte Konstanten und feine
noch zu bestimmende Funktion bedeuten. Hierin
1st mit a =2 und b = 0 bzw. =0 auch der obige
Idealfall enthalten. Zur Vereinfachung nehmen wir
an, daf} f nur von A, abhingt, d.h. daB stets
f(An; An1; ..o 5 Ag) = f(A,).

Nach dem logistischen Postulat nimmt A _ mit im-
mer groller werdender Generationennummer n
nicht mehr zu, d.h. A hat einen Grenzwert N, und

es kann A 4, = A, gesetzt werden, wenn n genii-
gend grof} ist. Es gilt also in diesem Falle

=a+ b f(N) oder b= fl_(;)a |
und daher
An+1 f‘(P‘n)
— = + — . .
A A+ (1-a) f(N)

Aus diesem Ansatz lassen sich viele Niherungslo-
sungen des Aszendenz-Problems entwickeln, von

denen hier einige angedeutet werden sollen.
(1) Im Idealfallista = 2 und f = 0. Wir behalten

davon nur die Forderung a =2 bei und erhalten

AIH-I =2.__ f.(‘A‘l'l)
A, f(N)
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Um jetzt diesen vereinfachten logistischen ProzeB
in Gang zu setzen, erinnern wir uns daran, daB3 die
Ahnenanzahl in der 1. Generation immer 2 betra-
gen mull (jeder Proband hat Vater und Mutter).
Mit A, =2 kommt |

Az _,_ A

]
A X oder A2=4(1—T\I—-).

Daraus kann man A,, dann A; usw., also schlieB
lich A, berechnen:

Dies ist der einfachste denkbare Ansatz und m.W.
auch die einzige in der Literatur bisher bekannt
gewordene ernsthafte Losung des Implex-Pro-

blems. Auf diese — auf ganz anderem Wege gewon-
nene — Losung von H. v. Schelling (6) kommen wir

weiter unten nochmals zuriick.

(2) Noch etwas niher an die Wirklichkeit kom-
men wir durch die Uberlegung, daBl “jeder sein
eigener Ahn” ist, d.h. daBB A, = 1 und zugleich A { = 2
sein muf3. Dann gilt

An+1 — 2 — . f(l)

A, 1 et SR

= M_ — und
f(N) - (1)

Ane1 _o__ f(A)-f(1)

A, f(N) - f(1)

Zur Vereinfachung setzen wir wieder flA) = A
und erhalten als verbesserte Anniherung die Diffe-
renzengleichung

(**)

(3) Eine dritte, noch bessere Niherung ergibt




sich aus der Forderung, daB nach deutschem und
nach anderem Recht Geschwister und Halbge-
schwister nicht heiraten diirfen. Daraus folgt, dal3
auch noch A, =4 als bekannte Voraussetzung In
den Ansatz eingeht. Ohne Kommentar fuhren wir

das Ergebnis an:

(Ap—1) (Ag=2)T

L 2 2 - O _
(%) 2 [(N—l) (N-2)
n Pv.i (*) (**) (**¥) (Jk&i) | (**&) (u-)r
t=0,5 t=0,4 t=0,3 mit variabl. N
0 1 1 1 i 1 1 N 1
1 9 . 2 . 2 9 70 .
2 4 4 4 4 4 4 70 4
3 8 8 8 8 8 8 70 8
4 16 16 16 16 15 15 70 15
5 28 31 31 31 30 28 100 27
6 48 59 60 60 56 50 160 47
7 86 109 110 111 101 87 275 86
8 159 189 191 191 169 139 380 145
9 245 289 291 292 253 204 510 235
10 365 369 370 371 332 9273 600 362
11 500 - - - - - | 506
12 767 -~ - - - - 1000 -

Theoretische Genealogie

wo t noch eine weitere Anpassungszahl ist und von
einer bestimmten GrofBe ab eine Oszillation von A,
um N bewirkt. Es soll darauf hier aber nicht einge-
gangen werden.

Die drei Anniherungen mogen an einer realen
Ahnentafel (Prinz von Isenburg) mit N = 400 “ge-
messen’’ werden.

Der Trend der realen Ahnentafel wird im ganzen
gut erkennbar wiedergegeben. Man erkennt aber,
dafB mit einem konstanten N fiir alle Generationen
eine vollige Anpassung nicht moglich zu sein
scheint. Dafiir gibt es auch einleuchtende Grunde:

a) Die vorstehenden Formeln sind determini-
stisch, d.h. sie lassen flir Variationen be1 ver-
schiedenen Ahnentafeln kaum Maéglichkeiten oflen.
In Wirklichkeit ist aber die Entstehung einer Ah-
nentafel ein ZufallsprozeB. Es kann sich also beirden
durch die obigen Formeln errechneten Zahlen nur
um Mittelwerte handeln, dhnlich wie es oben beim
Chromosomen-Modell war. In der Tat hat H. v.
Schelling (6) ein Urnenmodell (s.u.) entwickel,

welches, wie schon erwihnt, auf die erste Naherung
(*) fiithrt. Berechnet man die dazugehorigen Streu-
ungen, so ergibt sich eine ausreichend hohe Vari-
abilitit. Auf die Vertiefung dieses Problems soll
hier nicht eingegangen werden.

b) Alle Niherungsformeln setzen voraus, daf3die

‘Heiratskreise .in den verschiedenen Generationen

den gleichen Umfang haben, d.h. daB die Bevolke-
rung mit einer Art von Zwei-Kindersystem kon-
stant bleibt. Das ist i.a. nicht der Fall. Zudem hei-
raten immer wieder Heiratsfihige aus dem Hei-
ratskreis heraus. Das bedeutet praktisch eine Ver-

groBerung der Heiratskreise von N, auf N, dann
auf N, N, usw. (Bild 3). Es ist nicht besonders
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Bild 3. Expandierende Heiralskreise

schwierig, diesen ProzeB in die obigen Formeln (*),
(**), (***) einzubauen. Man erreicht damit eine
ausgezeichnete Anpassung an reale Situationen
(vgl. die letzte Spalte der Tabelle). Doch soll hier
darauf im einzelnen nicht eingegangen werden.
Eine Formel fiir k Kreise und 100 p % “Abwande-
rer’ lautet:

]_ —1_1\V.(1_
A,=2 Ny (1 + k)—(l - -——)“(2 D)

No
—k(l— 1

)(2"-1-1)_
k'Ng

_p]

Eine weitere interessante, mathematisch erfaBBbare
Erscheinung ist die Generationenverschiebung. Die bis-
herigen Formeln zeigen Ahnengleichheit jeweils in
derselben Generation. In der Ahnentafel des Prz. v.
[senburg z.B. entfallen auf die 1024 Ahnenplitze
nur 365 verschiedene Ahnen; im Mitte]l kommt also

jeder Ahn etwa 3mal vor. Es ist aber bekannt, daf3
derselbe Ahn auch in verschiedenen Generationen
vorkommen kann (sog. Generationenverschie-
bung). Wie ist das zu erklaren und mathematisch
zu erfassen?

Angenommen, -ein Ahn habe vor 400 Jahren ge-
lebt (wir sagen: er hat das Ahnenalter 400); ein

428

Proband moge mit ihm u.a. in der reinen Tochter-
und 1n der reinen Sohneslinie verwandt sein. Ferner

mogen die Tochter ihre jeweiligen Tochter im Alter

von 20 Jahren, die S6hne ihre jeweiligen S6hne im
Alter von 50 Jahren bekommen. Dann umfa8t die
Tochterlinie 400:20 = 20 Generationen, die Soh-
neslinie aber 400:50 =& Generationen. Denkbar
wiren dariiber hinaus auch ‘“Misch’-Linien, z.B.
10 Generationen von Tochter zu Tochter und 4
Generationen von Sohn zu Sohn. Wihrend es nun
nur eine reine Sohneslhinie und nur eine reine
Tochterlinie gibt, kann man fiir diese Mischlinie ca.
1000 Moglichkeiten angeben. In Wirklichkeit
kommen aber die Generationenabstande 20, 21, 22,
..y 48, 49, 50 vor. Mit kombinatorischen Hilfsmit-
teln der Mathematik ist es moglich auszurechnen,
wie viele Moglichkeiten es gibt, mit diesen Abstan-
den Filiationslinien von 8, 9, 10, ..., 18, 19, 20
Generationen zu bilden. Damit kann man dann
aber auch die Wahrscheinlichkeit berechnen, wie
oft ein Ahn jeweils in der méglichen Generationen
auftreten kann. Bildlich sind die Dinge schema-
tisch darstellbar. (Bild 4). Rechnet man ohne Gene-
rationenverschiebung, dann kommen alle (als
praktisch gleichaltrig betrachteten) Ahnen etwa
gleich oft in der ‘‘Schwerpunktgeneration™ vor.




Infolge der geschilderten Generationenverschie-
bung “wandern” aber gewisse Teile nach oben oder
nach unten; fiir jeden Ahn entsteht so ein mehrere
Generationen uberdeckendes rhombisches Gebiet.
In die entstehenden Liicken schieben sich die
Rhomben von Ahnen aus anderen Schwerpunktge-
nerationen, wie angedeutet. ModellmiBig kénnte
man sich einen “Wiirfel” mit den Augenzahlen
a+k=20,21, ..., 49, 50 vorstellen. Man wirft n =
8,9, ..., 19, 20 Wiirfel dieser Art zugleich und zihlt
die Wurfe, welche die Augensumme A =400
aufweisen. Dieses Modell ist mathematisch be-
herrschbar, allerdings nur mit einem erheblichen
Aufwand an Theorie. Es soll daher hier nur die
Endformel fiir die Anzahl fQ) der Méglichkeiten
angegeben werden, mit n Wiirfeln, die die Augen-
zahlen

a+l,a+2 .. a+k

tragen, auf einen Wurf die Augensumme A zu wer-
fen:

Bild 4
Generationenverschiebung fiir A = 250 Jahre (schematisch)

Theoretische Genealogie

Atk ‘n—~I1—kj—|A—na-— l-_-L'nl
n) — i " 2 ) 2

In Wirklichkeit sind aber die Generationenabstin-
de nicht gleichwahrscheinlich. Der Altersunter-
schied zwischen Kind und Eltern liegt hiufiger bei
30 als bei 20 oder 40 Jahren. Aus empirischen Erhe-
bungen ergab sich ein Mittelwert von p = 30 mit
einer Standardabweichung von ¢ = 8,9 in einer an-

genaherten Normalverteilung. Besser wire zwar
eine sog. schiefe Log - Normalverteilung, deren
Maximum bei etwa 30 Jahren liegt, d.h. der Wirk-
hchkeit entsprechend sehr viel niher am unteren
Randwert 20 als am oberen Randwert 50. Im all-
gemeinen geniigt aber die Normalverteilung

11. Gen.

10. Gen.

1 ————__ iC) Gen.
8. Gen.

— 7. Gen.
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Mit diesen Voraussetzungen geht die obige kombi-
natorische Formel fiir ) iber in die exaktere und.
bequemere Verteilung

£ = 2" am (= _
UQJ'm'G ’

0=8,9; U =~30

Aus der Theorie ergeben sich einige Faustformeln:

Schwerpunktgeneration: s = A/28

Generationen:

Uberdeckte
ag = A/50
Gesamtzahl der von etnem Ahn besetzten Plitze:

Anzahl a; wvon

z, =2%A,

[Ag nach einer der Formeln (*) bis (***)].

Ein durchgerechnetes Beispiel bezieht sich auf Kai-
ser Maximilian 1. (1459-1519), fiir den die in fol-
gender Tabelle aufgeschriebenen Zahlen z; ange-
ben, wie oft in der betreffenden Generation n Karl
der Grofle als sein Ahn vorkommt (im Vergleich
von Wirklichkeit und Theorie):

29 26 27 28 29 30 31

n 20 21 22 23 24
Zj
(emp.) 2 26 147 586 1464
Zj
(theor.) 2 22 161 623 1405

1948 1843 1077 566 188 66 16

1975 1822 1157 927 178 46 9

Es soll noch hinzugeftigt werden, daf3 aus den vor-
stehenden Betrachtungen folgender Grenzwert ge-
folgert werden kann: Der verwandtschaftliche Generati-
onenabstand (s.0.) kann bel keinem Ahn eines be-
liebigen Probanden den Grenzwert

In Ng
d* =
In 2
uberschreiten. Im Falle Maximilians 1. ist

N« = 3500, d.h. d*= 11,8, ein Wert, den §. Rasch
(7) aus den noch vorhandenen Unterlagen fur
Maximilian und andere Carolinger bestitigen
konnte. Aus der obigen Tabelle geht hervor, daf3
auch die angegeben Faustformeln befriedigend er-

fiillt werden.

6. Zufallsmodelle

Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich durch
ahnliche Zufallsmodelle wie im § 2 simulieren. In
Abwandlung eines Urnenmodells von H. v. Schel-
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ling (6) denken wir uns folgenden computerisierten
Zufallsprozef3:

Fur jede Generation wird die Menge der Manner
bzw. die Menge der Frauen, aus der ein Ahn dieser
n*" Generation gewahlt werden kann, durch die
natiirlichen Zahlen von N { bis N{™ dargestellt.
Aus dieser Menge wiahlt der Computer mit einem
leicht einprogrammierbaren Zufallsgenerator nach
dem Zufall abwechselnd 2™ Zahlen fiir die Min-
ner und 2™ Zahlen fiir die Frauen aus. Alle diese
Zahlen werden gesondert fiir die Manner und fiir
die Frauen gespeichert, und nach Abschiu3 des
Auswahlprozesses zdhlt der Computer, wie viele
mannliche bzw. weibliche Ahnen auf diese Weise
fixiert worden sind. Die Summe der beiden so er-
mittelten Anzahlen ist dann die Anzahl der ver-
schiedenen Ahnen in dieser Generation. Jetzt wird
derselbe Vorgang fur die nachste Generation — je-
doch unter Auswahl von 2" Zahlen — mit einer
anderen Zahlenmenge [N {**V; N {#*} wiederholt;
dabei gilt N {"*V = N{ + 1, und auBerdem hat die
neue Zahlenmenge denselben Umfang wie die der
vorangehenden Generation. So werden alle Gene-



rationen durchgespielt. Mit Hilfe der Wahrschein-
lichkeitsrechnung 143t sich beweisen, dall dieses
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gegeben wird. Ein entsprechender praktischer Ver-
such, der 6-mal wiederholt wurde, hatte folgendes

Modell im Mittel genau durch Formel (*) wieder- Ergebnis:
n Versuch Nr. Maittel Nach Streube-
wert (") reich
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (1)-(6)
| 2 2 2 2 2 2 2,0 2,0 0
2 4 4 4 4 4 4 4,0 4,0 3.4~ 4,0
3 8 8 8 6 8 8 7,7 7,9 6,4~ 8,0
4 16 16 16 14 14 14 15,0 15,4 12,3—- 16,0
5 28 28 30 28 32 30 29,3 29,6 23,7—- 32,0
6 52 54 56 48 52 54 52,7 54,6 44,1- 64,0
7 88 88 86 94 104 96 92,7 93,5 77,5-108,5
8 128 138 136 148 134 146 138,3 141,0 122,4-159,6
9 180 186 180 170 168 184 178,0 177,3 164,2--190,0
10 190 190 189 190 190 188 189,5 189,2 185,4—190,0

Dic empirischen Werte der einzelnen Versuche
liegen nicht nur voll im zugelassenen theoretischen
Streuungsbereich, sondern auch die Mittelwerte
stimmen gut uberein.

Eine erste Verallgemeinerung dieses Modells er-
gibt sich, wenn zwar die Forderung N {**V=N{" +
| beibehalten wird, aber die Umfinge |[N{"; N{V]
der Zahlenmengen von Generation zu Generation
bis zu einem endlichen Hochstwert N, gesteigert
werden. Im dbrigen wahlt und zahlt der Computer
dic Ahnen aus wie im Grundmodell. Dieses letztere
Zufallsmodell realisiert expandierende Heiratskrei-
s¢ mut vanablem, aber beschranktem Umfang (Ta-
belle auf S. 263, letzte Spalte; s. auch Bild 3).

Auch die Generationenverschiebung laBt sich
durch eine weitere Verallgemeinerung erfassen.
Auch hier wachsen die Bereiche [N ™. N,
[N {=*1;, N{~*Y)], ... wie im vorangehenden Modell
bis zu einem endlichen Héchstumfang an. Aber bei
der Zichung der Zahlen stehen nicht gleich samtl:-
che Zahlen des jeweiligen Bereichs [N {®; N {™] zur
Verfigung, sondern immer nur gewisse Teilberei-
che. In der 10. Generation kénnte man beispiels-
weise den Bereich [800; 1000} zugrunde legen,
jedoch fiir die ersten 64 Ziehungen von den 512

erforderlichen Ziehungen nur den Teilbereich [800;
860] verwenden, fiir die nichsten 64 Ziehungen
(Nr. 65 bis 128) den Teilbereich [820; 8801, ..., fiir
die letzten Zichungen (Nr. 449 bis 512) den Teilbe-
reich [940; 1000]. Fiir die 11. Generation mit 1024
Ziehungen beginnt der Gesamtbereich bei 877 und
endet bei z.B. 1120. Daher verwendet man jetzt fir
die ersten 128 Ziehungen den Bereich [820; 910}, fiir
die Ziechungen Nr. 129 bis 256 den Bereich [850;
940], fur die letzten 128 Ziehungen (Nr. 897 bis
1024) den Bereich [1030; 1120]. Auf diese Weise

kann dieselbe Modellzahl, die ja einen bestimmten
Ahn reprisentiert, in verschiedenen Generationen
vorkommen. Das Bild 5 gibt die sich so tbergrei-
fenden Teilbereiche schematisch wieder. Bei1 der
Festlegung der Gesamt- und der Teilbereiche, die
im vorangehenden nur schematisiert werden
konnte, mufl man natiirlich darauf achten, da3 die
von der Theorie geforderten numerischen Zusam-

menhange gewahrt werden. (Illustration auf der
nachsten Seite).

Alle diese Modelle und andere dhnliche Varian-
ten lassen sich wahrscheinlichkeitstheoretisch be-
herrschen. Eine Erorterung im einzelnen wurde je-
doch den vorliegenden Rahmen sprengen.
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10. Generation

I — 64 - -
N I A S AN N S N N S N A Y A Y
800 850 900 950 1000 1050 1100 1150
I ~ 128 - =~—— ————__ '
129 - 256 2~ e ==
257 — 384 T~ = o
385 — 512 >~ n_,::___________;::a___‘ 11. Generation

513 - 640 = *-""—""———"——-—-'—--*x-...

641 — 768 =

769 — 395- —_— e
897 - 1024 -~ oo .~

Bild 5 Simulationsmodell
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