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1. LASKUTOIMITUKSET

Algebra kasittelee laskemista. Osin tdmé tarkoittaa “numeroilla laskemista” lu-
kualueissa N, Z, Q, R, C laskutoimituksilla +, - ja niiden kdanteisoperaatioilla —, /.
Télla kurssilla keskeisessd osassa on “abstrakti laskeminen”, jossa ei tiedetd/véliteta
siité, milld lasketaan, vaan tehddédn padtelmié, kun laskutoimitusten jotkin ominai-
suudet tunnetaan.

Epétyhjan joukon A laskutoimitus on kuvaus % : A x A — A. Laskutoimituksen
tulosta merkitédén yleensi a * a’ = *(a, a’). Laskutoimitus on siis sddnto, joka liittd4
kahteen joukon A alkioon a,a’ joukon A alkion a * a’. Toinen algebrassa usein tar-
kasteltava operaatio on toiminta: joukon A toiminta joukolla B on kuvaus joukolta
A x B joukolle B. Télla kurssilla emme juurikaan késittele toimintoja, sen sijaan
esimerkiksi lineaarialgebrassa ne ovat keskeiselld sijalla, katso esimerkki 1.1.

ESIMERKKI 1.1. (a) Luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolasku ovat laskutoimituk-
sia: (m,n) — m+n, (m,n) — mn.

(b) Joukon X osajoukot muodostavat potenssijoukon Z(X) = {A C X}. Joukkojen
leikkaus ja yhdiste ovat laskutoimituksia potenssijoukossa Z(X): (A, B) — AN B,
(A,B) — AU B.

(c) Olkoon X # 0, ja olkoon % (X) = {f: X — X}. Kuvausten yhdistdminen on
laskutoimitus joukossa .#(X): (f,g) — fog.

(d) Joukko R toimii vektoriavaruudella R™: Olkoot A € R ja

r=(x1,29,...,2,) € R™.
Toiminta méaaritellaan kuvauksella
(AN, z) = Ax = (A\xq, Azg, ..., Axy,).

MAARITELMA 1.2. Joukon A laskutoimitus * on

(1) assosiatitvinen eli listanndinen, jos a* (bxc) = (a*b) x ¢ kaikilla a, b, c € A.

(2) kommutatiivinen eli vaihdannainen, jos a * b = b * a kaikilla a,b € A.
Joukon A laskutoimitus * on vasemmalta distributiivinen laskutoimituksen & suh-
teen, jos ax (bdc) = (axb) @ (ax*c) kaikilla a, b, c € A. Se on oikealta distributiivinen
laskutoimituksen @ suhteen, jos (b@® ¢) *a = (b* a) ® (c * a) kaikilla a,b,c € A.
Jos x on oikealta ja vasemmalta distributiivinen laskutoimituksen & suhteen, se on
distributiivinen laskutoimituksen @ suhteen. N&itd kutsutaan osittelulaeiksi.

Merkintoja + ja - kdytetddn yleisesti eri laskutoimituksille. Merkintdd + kéy-
tetddn kuitenkin ainoastaan kommutatiiviselle laskutoimitukselle. Usein kertolasku
merkitddn ilman pistettd a - b = ab.

ESIMERKKI 1.3. (a) Luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolaskulle patee
(1) m +n=n+m ja mn =nm kaikilla m,n € N (kommutatiivisuus).
(2) m+ (n+1) = (m+n)+1jam(nl) = (mn)l kaikilla m,n,l € N (assosiatii-
visuus).
(3) m(n + 1) = mn + ml kaikilla m,n,l € N, eli kertolasku on distributiivinen
yhteenlaskun suhteen.
(b) Joukon £2(X) laskutoimitukset N ja U ovat kommutatiivisia: AN B = BN A ja
AUB = BU A kaikilla A, B € 2(X).
(c) Joukon .# (X)) laskutoimitus o on assosiatiivinen: fo(goh) = (fog)oh kaikilla
f,9.h € Z(X).



MAARITELMA 1.4. Olkoon A # (), ja olkoon * joukon A laskutoimitus. Alkio e € A
on laskutoimituksen x neutraalialkio, jos e x g = g ja g *x e = g kaikilla g € A. Alkio
z € A on alkion x € A wvasen kddnteisalkio, jos T * x = e, ja oikea kddanteisalkio,
jos x x & = e. Jos & on alkion x vasen ja oikea ké&inteisalkio, niin se on alkion z
kadnteisalkio.

Jos laskutoimituksesta kidytetadn tulomerkintéé, neutraalialkiota merkitédéan usein
1:114, ja summamerkintdd kaytettdessd O:lla. Alkion x kéinteisalkiota merkitdan
yleensd, x~1:114, summamerkintié kiytettiessd kuitenkin kiytetdsin merkintid —a.

ESIMERKKI 1.5. (a) 0 on luonnollisten lukujen yhteenlaskun neutraalialkio. 1 on
luonnollisten lukujen kertolaskun neutraalialkio. Useimmilla luonnollisilla luvuilla
ei ole kédnteisalkiota kummankaan laskutoimituksen suhteen.

(b) Identtinen kuvaus id = idy on joukon .Z (X)) laskutoimituksen o neutraalialkio:

idof = f = foid
kaikilla f € Z(X). Jos f € .Z(X) on bijektio, sen kéiéinteiskuvaus f~! on kuvauksen
f késnteisalkio laskutoimituksen o suhteen: fo f~! = id = f~! o f. Muilla joukon
Z (X) alkioilla ei ole kéénteisalkiota.
(c) Varustamme nyt joukon X # () potenssijoukon laskutoimituksella \. Talloin
jokaisella A € Z(X) pitee A\ ) = A, joten () muistuttaa laskutoimituksen \ neut-
raalialkiota. Kuitenkin )\ A = ) kaikilla A € Z(X), joten () ei ole laskutoimituksen

\ neutraalialkio. Neutraalialkiota ei itse asiassa ole, silld kaikille A € (X)) pétee
A\ X = 0.

LAUSE 1.6. Olkoon X # 0, ja olkoon x joukon X laskutoimitus.

(1) Jos on alkiot e € X ja € € X siten, ettd e x g = g ja g x € = g kaikilla
ge X, niine=¢.
(2) Jos * on assosiatiivinen laskutoimitus, jolla on neutraalialkio e, niin
(a) Alkiolla g € X on kddnteisalkio, jos ja vain jos silld on vasen ja oikea
kddnteisalkio.
(b) Jos alkiolla g on kddnteisalkio, se on yksikdsitteinen.
(c) Jos alkiolla g on kddnteisalkio, se on alkion g ainoa vasen/oikea kidin-
teisalkio

Todistus. (1) Harjoitustehtéava 9.
(2) Todistamme kohdan (a): Olkoon ¢ alkion ¢ vasen k#énteisalkio, ja olkoon ¢”
sen oikea kédnteisalkio. Téalloin

g'=exg" ' =(gxg)xg" =g x(gxg") =g xe=4g"

Talloin siis ¢ on alkion g kdanteisalkio. Toinen suunta seuraa suoraan méiritel-
méstd. Kohdat (b) ja (c¢) seuraavat kohdasta (a). O

Tarkastelemme seuraavaksi uusien laskutoimitusten muodostamista tunnettujen
laskutoimitusten avulla.

Jos * on joukon A laskutoimitus, ja jos B C A, B # () siten, ettd bx 0 € B
kaikilla b0’ € B, niin * méérittelee indusoidun laskutoimituksen x|p joukossa B:
bx |l = bx . Yleensd indusoidulle laskutoimitukselle kiytetdin samaa merkintda
kuin sen indusoivalle laskutoimitukselle *: x| g = .
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ESIMERKKI 1.7. Olkoon MsR reaalisten 2 x 2—-matriisien joukko. Kertolasku méa-
ritellddn joukossa MR asettamalla

ail a2 b1 bio _ a11011 4 a12b21  a11b12 + ajabas
a1 A2 ba1 Do a21011 4 axebar  a21b1a + ageba

p{(* %) exmieno).

Talloin kaikille A, B € P pétee AB € P, joten matriisien kertolasku indusoi lasku-
toimituksen joukossa P.

Olkoon

Jos %4 on laskutoimitus joukossa A ja *p on laskutoimitus joukossa B, niiden
avulla voidaan méaritelld laskutoimitus joukossa A x B:

((a,b),(a, V) — (a*xad,axpb).

Téata laskutoimitusta kutsutaan laskutoimitusten x, ja xp tuloksi. Vastaavalla ta-
valla voidaan maéaéritelld laskutoimituksia useamman joukon karteesiseen tuloon.

ESIMERKKI 1.8. Luonnollisten lukujen yhteenlaskun avulla saadaan yhteenlasku
joukkoon N x N: (m,n) + (p,q) = (m + p,n+ q).

Ennen kolmatta laskutoimituksen konstruktiota palautamme mieliin ekvivalens-
sirelaation késitteen:

MAARITELMA 1.9. Relaatio joukossa A on joukon A x A osajoukko. Jos R C A x A
on relaatio, usein merkitddn a Rb <= (a,b) € R. Joukon A relaatio R on

(1) refleksiivinen, jos a Ra kaikilla a € A,

(2) symmetrinen, jos bR a kaikilla a,b € A, joille a R b,

(3) transitisvinen, jos a R c aina kun a Rb ja bR,

(4) antisymmetrinen, jos b = a kaikilla a,b € A, joille aRb ja bRa.

Jos relaatio on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, se on ekvivalenssirelaa-
tio. Ekvivalenssirelaation merkkind kaytetddn usein merkkia ~; téalloin merkitédéan
a ~ b. Jos ~ on ekvivalenssirelaatio, niin jokainen joukon A alkio a mééria ekviva-
lenssiluokan

la) ={be€ A:a~ b}

Ekvivalenssiluokkien joukkoa merkitdan A/~ ja sitd kutsutaan ekvivalenssirelaa-
tiota ~ vastaavaksi A:n tekijajoukoksi.

Jos relaatio on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen, se on osittainen
jdrjestys.

MAARITELMA 1.10. Jos * on laskutoimitus ja ~ on ekvivalenssirelaatio joukossa A,
ne ovat yhteensopivat, jos a x b ~ a' % b’ aina kun a ~ a’ ja b ~ b'. Laskutoimitus
madraé tekijilaskutoimituksen x joukossa A/~ saannolld [a] * [b] = [a * b].

EsIMERKKI 1.11. Olkoon relaatio = kokonaislukujen joukossa Z mééaritelty sdannolla
a = b, jos on k € Z siten, ettd b = a + 3k. T&lloin = on ekvivalenssirelaatio:

(1) a=a+3-0 kaikilla a € Z,

(2) jos b= a+ 3k jollain k € Z, niin a = b+ 3 - (—k),

(3) jos b=a+ 3k ja c=b+ 3n joillain k,n € Z, niin ¢ = a + 3(k + n).
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Ekvivalenssirelaatiota = kutsutaan kongruenssiksi. Yhteenlasku on yhteensopiva
ekvivalenssirelaation = kanssa: Jos ¢’ = a + 3m ja b’ = b+ 3n, niin

a+bV=a+b+3(m+n).
Siis kokonaislukujen yhteenlasku méaria laskutoimituksen kolmen alkion joukolla
z/= = {[0], [1], [2]}-

LEMMA 1.12. Jos x on assosiatiivinen, sen tekiyjdlaskutoimitus on assosiatiivinen.
Jos x on kommutatitvinen, sen tekijdlaskutoimitus on kommutatiivinen.

Todistus. Jos *x on kommutatiivinen, niin
[a] # [0] = [a % b] = [b* a] = [b] * [a],

joten tekijéalaskutoimitus on kommutatiivinen. Assosiatiivisuus todistetaan harjoi-
tustehtavissa 12. O

MAARITELMA 1.13. Olkoot FE ja E’ joukkoja, joiden laskutoimitusta merkitdén
kertolaskulla. Kuvaus h: E — E’ on homomorfismi, jos h(ab) = h(a)h(b) kaikille
a,b € FE. Bijektiivinen homomorfismi on ¢somorfismi, ja isomorfismi joukolta E
itselleen on automorfismi.

ESIMERKKI 1.14. (1) Olkoot * ja ~ laskutoimitus ja ekvivalenssirelaatio joukossa
E. Jos ne ovat yhteensopivat, niin luonnollinen kuvaus E — E/~, a — la], on
surjektiivinen homomorfismi. Tamé seuraa médritelméstia: Olkoon ¢ luonnollinen
kuvaus. Kuvauksen surjektiivisuus on selvéa. Liséksi kaikille a,b € E pétee

¢(a) * ¢(b) = [a] * [b] = [a % b] = §(a * D).
(2) Kuvaus h: Z — MR,
1 n
w = (g 1)

on homomorfismi, kun kokonaisluvut varustetaan yhteenlaskulla ja MR varustetaan
matriisien kertolaskulla:

h(n +m) = (é "”{m> — ((1] g‘) ((1) T) — h(n)h(m).

Harjoitustehtavia.

TeEHTAVA 1. Onko joukon &(X) laskutoimitus N distributiivinen laskutoimituksen
U suhteen? Onko laskutoimitus U distributiivinen laskutoimituksen N suhteen?

TEHTAVA 2. Onko laskutoimituksilla N ja U neutraalialkiot?

TEHTAVA 3. Onko jokaisella A € Z2(X) kiénteisalkiot laskutoimitusten N ja U
suhteen?

TEHTAVA 4. Onko joukon (X)) laskutoimitus \ assosiatiivinen?

TEHTAVA 5. Onko matriisien yhteenlasku assosiatiivinen joukossa MsyR? Onko se
kommutatiivinen?

TEHTAVA 6. Onko matriisien kertolasku assosiatiivinen joukossa MsR? Onko se
kommutatiivinen?



TEHTAVA 7. Onko matriisien yhteenlaskulla neutraalialkio joukossa MsR? Onko
matriisien kertolaskulla neutraalialkio joukossa MsR?

TEHTAVA &. Olkoon
'={A e MR:detA=1}.

Osoita, ettd matriisien kertolasku indusoi laskutoimituksen joukossa I'. Miten yh-
teenlasku kayttaytyy?

TEHTAVA 9. Olkoon X # 0, ja olkoon * joukon X laskutoimitus. Osoita: Jos on
alkiot e € X ja ¢ € X siten, ettd e x g = g ja g x ¢/ = ¢ kaikilla g € X, niin e = €'

TEHTAVA 10. Olkoon R relaatio joukossa R? siten, etti
(z,9) R(z,w) <= 2°+y* =2 +u’
Osoita, ettd R on ekvivalenssirelaatio.

TEHTAVA 11. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukolla A. Olkoot x,y € A. Osoita,
ettd ekvivalenssiluokille patee: Jos [z] N [y] # 0, niin [z] = [y].

TEHTAVA 12. Osoita, ettd tekijdlaskutoimitus on assosiatiivinen, jos alkuperiinen
laskutoimitus on assosiatiivinen.

2. KOKONAISLUVUT JA RATIONAALILUVUT

Tarkastelemme kokonaislukujen ja rationaalilukujen konstruktiota luonnollisista
luvuista lahtien esimerkkiné tekijalaskutoimituksesta. Luonnollisten lukujen joukko
on talla kurssilla

N=1{0,1,2,3,...}.

Luonnollisten lukujen joukko ja sen laskutoimitukset yhteenlasku ja kertolasku ole-
tetaan “intuitiivisesti tunnetuiksi”. Kurssin aikana konstruoimme muut lukualueet

ZCQcRcC

laajentamalla asteittain luonnollisista luvuista lahtien. Tarkastelemme samalla, mi-
ten lukualueiden algebralliset ominaisuudet muuttuvat.

Luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolaskulla on neutraalialkiot 0 ja 1. Useim-
milla luonnollisilla luvuilla ei kuitenkaan ole kd#dnteisalkiota kummankaan lasku-
toimituksen suhteen. Laajennamme seuraavaksi luonnollisten lukujen lukualuetta
siten, ettd jokaisella alkiolla on uudessa struktuurissa kéinteisalkio yhteenlaskun
suhteen.

Maarittelemme kokonaisluvut “luonnollisten lukujen muodollisina erotuksina”:
Jos m ja n ovat luonnollisia lukuja ja m > n, niin erotus m — n on olemassa
luonnollisena lukuna: se on yhtédlon n+x = m ratkaisu. Toisaalta sama luonnollinen
luku voidaan esittdé erotuksena ddrettoméan monella eri tavalla, silla kaikilla k € N
pitee (m + k) — (n + k) = m — n. Néiden havaintojen opastamana méérittelemme
joukkoon N x N relaation ~ asettamalla (m,n) ~ (p, q), jos ja vain jos m+q = p+n.
Harjoitustehtavéssa 13 osoitetaan, ettd relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio.

Kokonaislukujen joukko on

Z =N x N/~ |
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Kokonaislukujen yhteenlasku on luonnollisten lukujen yhteenlaskun tulon

(1) (m,n) + (p,q) = (m+p,n+q),

indusoima laskutoimitus, ja kertolasku on joukon N x N laskutoimituksen

(2) (m,n) * (p,q) = (mp + ng,mq + np)
indusoima laskutoimitus.

HuoMAUTUKSIA: (1) Laskutoimitusten mééritelmét ovat jarkevid: Paria (m,n) tu-
lee ajatella erotuksena m — n, jolloin lausekkeet (1) ja (2) vastaavat lausekkeita

(m—n)+(p—q)=(m+p)—(n+q)

ja

(m —n)(p—q) = (mp + nq) — (mq + np).
(2) Kokonaislukujen laskutoimitukset ovat hyvin méériteltyji, koska vastaavat jouk-
koon N x N méaéritellyt laskutoimitukset ovat yhteensopivia ekvivalenssirelaation ~
kanssa. Todistamme tdmén yhteenlaskulle: Jos (m,n) ~ (m/,n’) ja (p,q) ~ (¢',¢),
niin maaritelmén mukaan patee m +n' =m' +njap+ ¢ = p’ + ¢. Siis

(m+p)+ (0" +¢) = (m'+p) + (n+9),

joten (m+p,n+q) ~ (m' +p',n' + ¢'). Kertolasku kisitellaan harjoitustehtavissi
14. Huomaa: Todistuksessa voi kdyttdd vain luonnollisia lukuja!

ProprosiTIO 2.1. (1) Kokonaislukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat assosiatiivisia
ja kommutatiivisia.

(2) Kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.

(3) Yhteenlaskun neutraalialkio on [(0,0)] ja kertolaskun neutraalialkio on [(1,0)].
(4) Jokaisella alkiolla [(m,n)| € Z on kddnteisalkio yhteenlaskun suhteen:

[(m’ n)] + [(n7 m)] = [(O’ O)]

Todistus. (1) Indusoivien laskutoimitusten assosiatiivisuus ja kommutatiivisuus on
helppo todeta lausekkeista (1) ja (2). Viite seuraa Lemmasta 1.12.

(2) Distributiivisuus: Koska laskutoimitukset ovat kommutatiivisia, riittda tarkas-
taa distributiivisuus vasemmalta. Olkoot a = [(m,n)], b = [(p,q)] ja ¢ = [(r,s)]
kokonaislukuja. Teemme laskun joukossa N x N:

a(b+c) = (m,n) * ((p.q) + (r,5)) = (m,n) * (p+7,q+ 5)
=(m(p+7r)+n(g+s),m(g+s)+np+r))
Toisaalta
ab + ac = (mp + ng, mq + np) + (mr + ns, ms + nr)
=(m(p+r)+nlg+s),mlg+s)+nlp+r)).
(3) Joukossa N x N: (m,n)+(0,0) = (m,n) ja (m,n)(1,0) = (m+0,04+n) = (m,n).
Kohta (4) on vastaavanlainen lasku. O

Proposition 2.1 perusteella voimme siis merkitd luvun a = [(m,n)] € Z vasta-
lukua [(n,m)] —a:lla. Haluamme, ettd Z laajentaa N:n. Siis Nin pitéisi olla joukon
Z osajoukko. Kuitenkin Z on maéaéritelty joukon N x N abstraktina tekijdjoukkona.
Siispd samastamme N:n sopivan kokonaislukujoukon kanssa.
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PROPOSITIO 2.2. Kuvaus i: N — Z, i(n) = [(n,0)] on injektiivinen homomorfismi
yhteenlaskulle ja kertolaskulle: kaikilla m,n € N pdtee

ilm+n)=1i(m)+i(n) ja i(mn)=1i(m)i(n).

Lisdksi jokainen kokonaisluku on muotoa i(n) tai —i(n) jollain n € N.

Todistus. Harjoitustehtavat 15 ja 16. U

Proposition 2.2 mukaan kuvaus i siilyttda yhteenlaskun, eli ei ole merkitysta,
lasketaanko luvut m ja n yhteen tai kerrotaanko ne luonnollisina lukuina vai vas-
taavina kokonaislukuina.

Sopimus: Téstedes samastamme luonnolliset luvut vastaavan kokonaislukujen
osajoukon kanssa.

Nyt voimme maééaritelld uuden laskutoimituksen, vihennyslaskun kokonaislukujen
joukossa asettamalla m —n = m + (—n). Kertolaskun suhteen k#énteisalkio on
ainoastaan luvuilla 1 ja —1.

Rationaaliluvut muodostetaan vastaavalla tavalla kokonaislukujen muodollisten
osamédrien avulla: Méa#rittelemme ekvivalenssirelaation ~ joukossa Z X Z* (misséi
Z* =7\ {0}) asettamalla

(a,b) ~ (¢,d) <= ad = be.
Rationaalilukujen joukko on
Q=Zx7Z/~.
Merkitsemme parin (p, q) ekvivalenssiluokkaa p/q¢:lla. Rationaalilukujen yhteenlasku
on laskutoimituksen
(a,b) @ (¢,d) = (ad + be, bd)
indusoima tekijalaskutoimitus, ja rationaalilukujen kertolasku on kokonaislukujen
kertolaskun tulon
(a,b)(c,d) = (ac, bd)
indusoima laskutoimitus. Laskutoimitukset ovat hyvin méaériteltyja, silla vastaavat
laskutoimitukset joukossa Z x Z* ovat ekvivalenssirelaation ~ kanssa yhteensopivia.
Tamé osoitetaan harjoitustehtdvana 17.
Konstruktio séilyttda kaikki kokonaislukujen hyvéat ominaisuudet ja lisdksi saa-
daan kertolaskulle kéddnteisalkioita:

PRroPOSITIO 2.3. (1) Rationaalilukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat assosiatiivisia
ja kommutatiivisia.

(2) Kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.

(3) Yhteenlaskun neutraalialkio on 0/1 ja kertolaskun neutraalialkio on 1/1.

(4) Jokaisella m/n € Q on kddnteisalkio yhteenlaskun suhteen:

m/n+ (—m/n) =0/1.
(5) Jokaisella m/n € Q\ {0/1} on kddnteisalkio kertolaskun suhteen:
(m/n)(n/m) =1/1.
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Todistus. Harjoitustehtavé ((2) harjoitustehtavissa 18). O

PropOSITIO 2.4. Kuvaus j: Z — Q, j(n) = n/1 on injektiivinen homomorfismi
yhteenlaskulle ja kertolaskulle: pdtee

jm+mn)=j(m)+jn) ja jlmn)=j(m)jn)
kaikilla m,n € 7.

Todistus. Kuten Propositio 2.2. O

SopiMus: Téastedes samastamme kokonaisluvut vastaavan rationaalilukujen
osajoukon kanssa.

Nyt voimme maéritelld vahennyslaskun kaikille rationaaliluvuille o, 5 € Q aset-
tamalla « — 3 = a+(—/3), missd — 3 on rationaaliluvun 3 kaénteisalkio yhteenlaskun
suhteen, ja uuden laskutoimituksen, jakolaskun, joukossa Q* = Q \ {0} asettamalla
a/f = af~t, missd 37! on rationaaliluvun 3 # 0 kiifinteisalkio kertolaskun suhteen.

Harjoitustehtavia.

TEHTAVA 13. Olkoon ~ relaatio joukossa N x N siten, etté

(m,n) ~(p,q) < m+q=n+p.
Osoita, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio.
TEHTAVA 14. Maaritelladn laskutoimitus * joukossa N x N asettamalla

(m,n) * (p,q) = (mp + ng,mq + np)
Osoita, ettd * on yhteensopiva tehtdvéan 13 ekvivalenssirelaation kanssa.
TEHTAVA 15. Olkoon i: N — Z, i(n) = [(n,0)]. Osoita, ettd i on injektio, jolle
péatee

ilm+n)=1i(m)+i(n) ja i(mn)=1i(m)i(n)
kaikilla m,n € N.
TEHTAVA 16. Olkoon i kuten tehtdavéassa 15. Osoita, ettéd jokainen kokonaisluku on
muotoa i(n) tai —i(n) jollain luonnollisella luvulla n.
TEHTAVA 17. Osoita, ettéd joukon Z x Z* ekvivalenssirelaatio
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = bec.
on yhteensopiva laskutoimitusten
(a,b) ® (¢, d) = (ad + be, bd)
ja
(a,b)(c,d) = (ac, bd)

kanssa.

TEHTAVA 18. Osoita, ettd rationaalilukujen kertolasku on distributiivinen yhteen-
laskun suhteen.



3. RYyHMAT

Téassé luvussa tarkastelemme pareja, jotka koostuvat joukosta ja siind méari-
tellysta laskutoimituksesta. Oletamme laskutoimitukselta muutamia yksinkertaisia
ominaisuuksia:

MAARITELMA 3.1. Olkoon * joukon G # () laskutoimitus. Joukko G varustettuna
talla laskutoimituksella on ryhmd, jos

e laskutoimitus on assosiatiivinen,
e joukossa GG on neutraalialkio, ja
e jokaisella ¢ € G on kadnteisalkio.

ESIMERKKI 3.2. (a) Aikaisemmista esimerkeistamme ryhmié ovat (ainakin) (Z, +),
(Q,4+), (Q%,-) ja (Z,,+). Naista viimeisessd esimerkissé Z,, on kongruenssia

a=b < b=a+ kpjollain k € Z,

vastaava tekijdjoukko, ja + on yhteenlaskua vastaava tekijalaskutoimitus. Osoitam-
me (Z,, +):n ryhméksi: Laskutoimitus on assosiatiivinen Proposition 2.1 ja Lemman
1.12 mukaan. Alkio [0] on neutraalialkio, koska luonnollinen kuvaus on surjektiivi-
nen homomorfismi, katso Esimerkki 1.14(1). Alkion [k] € Z, kéénteisalkio on [—k]:
[k] + [=k] = [k — k] = [0] =[] + [K].

(b) Olkoot M, R ja M,Z sellaisten n x n-matriisien joukot, n € N, n > 2, joiden
kertoimet ovat reaalilukuja ja kokonaislukuja. Harjoitustehtédvéssa 19 osoitetaan di-
mensiossa n = 2, ettd R-kertoiminen erityinen lineaarinen ryhmd

SLQR = {A € MQR cdet A = 1}

on ryhmaé, kun laskutoimituksena on matriisien kertolasku. Vastaavasti myos Z-
kertoiminen erityinen lineaarinen ryhmd

SL,Z ={A e M,Z:det A=1}
ja yleinen lineaarinen ryhmd
GL,R={A € M,,R: det A # 0}
ovat ryhmié, kuten my6s molempien tapausten Q- ja C—kertoimiset versiot.

ProprosiTIO 3.3. Olkoon G ryhma. Tdlloin

(1) Neutraalialkio e on yksikdsitteinen.
(2) Jokaisen alkion kidnteisalkio on yksikdsitteinen.
(3) Jos aa = e, niin a on alkion a kddnteisalkio.
(4) (a1 = a kaikilla a € G.
(5) Supistussddnndt patevat kaikilla a,b,c € G:
(a) Jos ab = ac, niin b = c.
(b) Jos ab = ¢b, niin a = c.
(6) (ab)™t =b"ta"1L.
(7) Olkoot a,b € G. Yhtalsilli ax = b ja ya = b on ratkaisu ryhmdassd G.

3
4
5

Todistus. (1), (2), (3): Lause 1.6.

(4): Koska aa™' = e, niin kohdan (3) nojalla a = (a=')™".

(6): (bra")(ab) = b Hata)b=b"1b=e.

Loput harjoitustehtévissa 24 ja 25. O
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HuomAA: Jos A on joukko, jossa on assosiatiivinen laskutoimitus, jolla on neutraa-
lialkio, niin Proposition 3.3 kohdan (7) ominaisuudesta seuraa, ettd A on ryhmé.
Supistussddnnot (5) ovat voimassa monissa muissakin rakenteissa, esimerkiksi luon-
nollisissa luvuissa.

Jos A on joukko, jossa on assosiatiivinen laskutoimitus, jota merkitdin kuin
kertolaskua, voidaan jokaiselle a € A méaéritelld positiiviset potenssit: Asetamme
a' = a, ja kaikille n € N, n > 1 asetamme a"! = aa™. Jos joukossa A on neutraalial-
kio e, asetamme a’ = e, ja jos alkiolla a € A on kiiénteisalkio, méirittelemme sen —1.
potenssiksi kddnteisalkion a™!, ja kaikille n € Z, n < —2 asetamme a" = (a™')™™.

Jos A:n laskutoimitusta merkitaén kuten yhteenlaskua, maéarittelemme vastaa-
vasti a:n positiiviset monikerrat asettamalla la = a, ja (n + 1)a = na + a kaikille
n € Z, n > 1. Lisdksi 0a = 0 € A, —la = —a, ja negatiivisille n € Z asetamme
na = (—n)(—a).

Tavanomaiset laskulait patevat potensseille ja monikerroille:

LEMMA 3.4. Olkoon G ryhmd. Jos laskutoimitusta merkitdin kertolaskulla, niin
(1) (a™)™ = a™™ kaikilla a € G, n,m € Z.
(2) a"a™ = a™*™™ kaikilla a € G, n,m € Z.

Jos laskutormitusta merkitidn yhteenlaskulla, niin

(3) na+ma = (n+m)a kaikilla a € G, n,m € Z.
(4) n(ma) = (nm)a kaikilla a € G, n,m € Z.

Todistus. Harjoitustehtava 26. 0

Luvussa 1 méériteltyjen konstruktioiden avulla voimme muodostaa uusia ryhmia
tunnetuista ryhmisté lahtien.

ProprosITIO 3.5. Olkoot Gy ja Gy ryhmida. Niiden tulo G x G on ryhmd (varus-
tettuna laskutoimitusten tulolla).

Todistus. Laskutoimituksen assosiatiivisuus on selvdé. Jos e; ja es ovat ryhmien
(1 ja Gy neutraalialkiot, niin (e, es) on neutraalialkio joukossa G7 x Gs. Alkion
(g1,92) € G1 x Gy kiidinteisalkio on (g7, 95 "). O

ESIMERKKI 3.6. Joukot R™ ja Z™ varustettuna vektorien komponenteittaisella yh-
teenlaskulla, eli yhteenlaskun n-kertaisella tulolla, ovat ryhmia.

Prorositio 3.7. Olkoon G ryhmd, ja olkoon ~ sen laskutoimituksen kanssa yh-
teensopiva ekvivalenssirelaatio. Tdlloin G/~ varustettuna tekijilaskutoimituksella
on ryhmd.

Todistus. Laskutoimituksen assosiatiivisuus osoitettiin Lemmassa 1.12. Olkoon e
ryhmén G neutraalialkio. Koska kaikille [a] € G/~ piitee

le]la] = [ea] = [a] = [ae] = [a][e],

niin [e] on neutraalialkio. Samoin luokan [a] kdénteisalkio on [a™!]:

[a”][a] = [a™"a] = [e] = [aa™"] = [a][a"].
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Ryhmii G/~ kutsutaan ekvivalenssirelaatiota ~ vastaavaksi ryhmén G tekijd-
ryhmdaksi. Esimerkiksi ryhmé Z,, jota tarkasteltiin esimerkin 3.2 kohdassa (a), on
kongruenssia a = b <= b = a+kp jollain k € Z, vastaava kokonaislukujen ryhmén
tekijaryhma.

Osajoukolle indusoituva laskutoimitus antaa myos ryhmié, jos osajoukko on las-
kutoimituksen kanssa yhteensopiva. Tarkastelemme tata ldhemmin luvussa 4, seu-
raava esimerkki antaa kuitenkin esimakua.

ESIMERKKI 3.8. Olkoon X epityhji joukko. Joukkoa S(X), joka koostuu kaikista
bijektioista joukolta X itselleen kutsutaan joukon X permutaatioryhmdksi, kun las-
kutoimituksena kéytetddn kuvausten yhdistamistd. Monet joukon S(X) osajoukot
varustettuna indusoidulla laskutoimituksella (joka siis on kuvausten yhdistdminen)
ovat ryhmid. Olkoon X = R". Kuvaus L: R" — R" on lineaarikuvaus, jos kaikilla
z,y € R" jaa € R pitee L(x +y) = L(z) + L(y) ja L(ax) = aL(z). Lineaariset
bijektiot muodostavat ryhmén, jossa kuvausten yhdistdminen on laskutoimitukse-
na: Identtinen kuvaus on lineaarikuvaus, ja lineaarisen bijektion ké&édnteiskuvaus on
lineaarinen bijektio. Laskutoimituksen assosiatiivisuutta ei tarvitse tarkastaa, koska
se on ryhmén S(R") laskutoimituksen indusoima.

MAARITELMA 3.9. Ryhméd G on kommutatiivinen, jos sen laskutoimitus on kom-
mutatiivinen. Ryhmé G on ddrellinen, jos joukko G on #érellinen.

ESIMERKKI 3.10. (1) Ryhmét Z, Z,, Z" ovat kommutatiivisia. Erityinen lineaarinen
ryhmé SL,R ei ole kommutatiivinen, tdmé osoitettiin harjoitustehtéavissa 6.
(2) Ryhmét Z, ja Z, x Zq, p,q € N, ovat &dédrellisid ryhmié.
(3) Funktiot id, f,g,h: R* — R* f(z) = —x,9(x) = 1/z, h(x) = —1/z, muo-
dostavat &drellisen ryhmén K C S(R*) laskutoimituksena kuvausten yhdistdminen.
On helppo nédhda, ettéd laskutoimitus on hyvin mééritelty. Joukon K alkioille f, g, h
péatee

fof=gog=hoh=id,
joten kaikilla on kéénteisalkio, ja K on siis ryhmaé. Lisdksi pétee:

fog=gof=h, goh=hog=f ja hof=foh=y,
joten K on kommutatiivinen. Itse asiassa K “on ryhmaéteorian kannalta sama ryhmé
kuin (Zg X Zs,+)”. Tasméllisemmin ilmaistuna: kuvaus ¢: : Zs X Zy — K,
o([0],[0]) =id, o([0], [1]]) = £, &([1],[0]) =g, o([1],[1]) = h,

on isomorfismi. Kuvaus on selvésti bijektio, ja homomorfisuuden voi tarkastaa tut-
kimalla kaikki tapaukset, esimerkiksi

(1], 10]) + ([0], (1]) = ([o], [(1]) + ([1], [0]) = ([1], [1]),
joka vastaa yhtéloitd f o g = g o f = h. Muille tapauksille pétee vastaavasti (katso
Esimerkki 3.12 (4)).

Jos G ja G’ ovat ryhmié, niin homomorfismia ¢: G — G’ kutsutaan ryhmdahomo-
morfismiksi. Huomaa, ettd isomorfismin, eli bijektiivisen homomorfismin, kiénteis-
kuvaus on myos isomorfismi (mieti!). Ryhmié, joiden vélill4 on isomorfismi sanotaan
isomorfisiksi. Jos G ja G’ ovat isomorfisia ryhmié, merkitdan G = G'.

ProrosiTiO 3.11. Ryhmdahomomorfismi ¢: G — G’ kuvaa ryhmdin G neutraalial-
kion ryhmdin G' neutraalialkioksi, ja jokaiselle g € G pitee ¢(g ') = ¢(g)~'.
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Todistus. Neutraalialkiota koskeva viite todistetaan harjoitustehtéavissa 22.
Olkoon e ryhmén G neutraalialkio. Olkoon g € G. Téalléin

#(g7)o(9) = b9~ 9) = ¢le).
Ensimmaisen viitteen mukaan tdmé on ryhmén G neutraalialkio. Viite seuraa Pro-

position 3.3 kohdasta (3). O

ESIMERKKI 3.12. (1) Olkoon R positiivisten reaalilukujen joukko. Varustetaan R,
kertolaskulla ja R yhteenlaskulla. Talloin (Ry,-) ja (R, 4) ovat ryhmié. Logaritmi-
funktio log : R, — R on isomorfismi: Tunnetusti log(zy) = log(x) + log(y) kaikilla
x,y > 0. Logaritmin kdédnteiskuvaus on eksponenttifunktio exp: R — R, jolle pétee

exp(z +y) = "V = e"e? = exp(z) exp(y).

(2) Vektoriavaruuden R™ lineaaristen bijektioiden ryhmé (katso Esimerkki 3.8) on
isomorfinen yleisen lineaarisen ryhmén GL,R kanssa: Olkoon K = {vy,vs,...,0,}
vektoriavaruuden R™ kanta, ja olkoon (Lv;)x € R™ vektorin Lv; koordinaattivektori
kannassa K. Lineaarialgebrassa on osoitettu, ettd kuvaus

L— ((Lvl)K, (Lvo)k, - - - (Lvn)K)

on isomorfismi.
(3) Olkoon G ryhmi, ja olkoon a € G. Kuvaus ¢: G — G, ¢(g) = aga™! on ryhmén
G automorfismi: Se on homomorfismi:

#(9)0(g') = (aga™")(ag'a™) = (ag)(a~"a)(g'a™") = (ag)e(g'a™)
= (ag)(d'a™") = algg')a™" = ¢(99').
Se on my6s bijektio, koska silld on kiidnteiskuvaus ¢~': G — G: ¢~ (g) = a lga.

Kuvaus ¢ on ryhmén G sisdinen automorfismi. Esimerkiksi matriisia A = ((1] _01)

vastaa sisiinen automorfismi ¢4 : B — ABA™!. Jos B = ((2 Z), kuvaus on siis

oam = (73 (¢ a) (5 0) - (5 )

(4) Asrellisia (pienid) ryhmii voi myo6s tarkastella laskutaulujen avulla: Muodos-
tetaan ryhmén alkioilla indeksoitu taulukko, jossa paikalla (g, h) on alkio gh. Esi-
merkiksi neljan alkion ryhmien Z4, Zs X Zs ja K laskutaulut ovat (kun kdytetdan
ekvivalenssiluokan [k] merkinténa k:ta)

+]/0 1 2 3 + (0,00 (0,1) (1,00 (1,1) olid f g h
0/0 1 2 3 (0,0)] (0,0) (0,1) (1,0) (1,1) id[id f g h
111230, (0,1)(01) (0,0) (1L,1) (1,0) ja f|f id h g
212 3 01 (1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1) glg h id f
31301 2 (1,1) [ (1,1) (1,0) (0,1) (0,0) hlh g f id

Ryhmaén laskutaulussa (tai kertotaulussa, kuten sitd usein kutsutaan) jokaisella ri-
villd ja jokaisessa sarakkeessa esiintyvét kaikki ryhmaén alkiot (Harjoitustehtéva 33).
Ryhmien Z, x Zy ja K isomorfisuus on helppo todeta vertaamalla laskutauluja.
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Harjoitustehtavia.
TEHTAVA 19. Osoita, ettd SLyR varustettuna matriisien kertolaskulla on ryhmé.

TEHTAVA 20. Osoita: Jos h: E — E’ on surjektiivinen homomorfismi ja E:ll4 on
neutraalialkio e, niin A(e) on E":n neutraalialkio.

TEHTAVA 21. Osoita, ettd tehtdvin 20 viite ei péade ilman surjektiivisuutta.

TEHTAVA 22. Olkoot G ja G’ ryhmié. Olkoon h : G — G’ homomorfismi. Osoita,
ettd h kuvaa G:n neutraalialkion G’:n neutraalialkioksi.

TEHTAVA 23. Keksi esimerkki, joka osoittaa, ettd tehtavin 22 viite ei piade, jos G
on ryhmé mutta G’ ei ole ryhma.

TEHTAVA 24. Olkoon G ryhmé. Osoita, ettd kaikilla a, b, ¢ € G pétee
ab=ac = b=c ja ba=ca = b=c.

TeEAHTAVA 25. Olkoon A joukko, jossa on assosiatiivinen laskutoimitus, jolla on
neutraalialkio. Osoita: Kaikilla a,b € A, yhtélsilla ax = b ja ya = b on ratkaisut
A:ssa, jos ja vain jos A on ryhmé.

TEHTAVA 26. Todista Lemman 3.4 laskusaiannot.

TEHTAVA 27. Olkoon G ryhmaé, ja olkoon Aut G sen automorfismien joukko. Osoita,
ettd Aut G on ryhmé, kun laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen.

TEHTAVA 28. Kuvaus f: R — R on kasvava, jos kaikille z, y € R pétee f(z) > f(y),
kun z > y. Kuvaus f: R — R on vihenevi, jos kaikille 2,y € R pétee f(x) < f(y),
kun x > y. Kuvaus on monotoninen, jos se on kasvava tai vihenevi. Kasvavien,
viahenevien ja monotonisten bijektioiden joukot ovat permutaatioryhmén S(R) osa-
joukkoja. Indusoiko kuvausten yhdistdminen laskutoimituksen néihin joukkoihin?
Muodostavatko kasvavat bijektiot ryhmén? Entd vahenevét bijektiot? Entd mono-
toniset bijektiot?

TEHTAVA 29. Olkoot X ja Y epityhjia joukkoja, ja olkoon f: X — Y bijektio.
Osoita, ettd permutaatioryhmét S(X) ja S(Y) ovat isomorfisia.

TEHTAVA 30. Olkoon G kommutatiivinen ryhmé, ja olkoon G’ ryhmé. Olkoon
¢: G — G isomorfismi. Osoita, ettd ryhméa G’ on kommutatiivinen.

TEHTAVA 31. Olkoon

Osoita, ettd Hjs varustettuna matriisien kertolaskulla on ryhmé.

TEHTAVA 32. Osoita, ettd tehtdvissd 31 médritelty ryhméa Hj ei ole isomorfinen
ryhmiin (R3, +) kanssa.

21Vihje: Anna esimerkki tilanteesta, jossa homomorfismi ei kuvaa neutraalialkiota
neutraalialkioksi.

23Vihje: Anna esimerkki homomorfismista joltakin ryhmélti G sopivaan laskutoimituksella
varustettuun joukkoon G’ siten, ettéi G:n neutraalialkio ei kuvaudu neutraalialkioksi.
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TEHTAVA 33. Osoita, etté kaikki ryhmén alkiot esiintyvét sen laskutaulun jokaisella
rivilla ja sarakkeella.

TEHTAVA 34. Olkoon G ryhmé. Olkoon R ryhmén G relaatio
aRb < a = gbg~! jollakin ¢ € G.
Onko R ekvivalenssirelaatio?

TEHTAVA 35. Mééritellian reaalilukujen laskutoimitus * asettamalla zxy = /a3 + y3.
(a) Osoita, ettd (R, *) on ryhmé.
(b) Osoita, ettd ryhmiit (R, %) ja (R, +) ovat isomorfiset.

(Muista: Jos z on reaaliluku, sen kolmas juuri /z on reaaliluku, jolle pétee
(¢z)? = z. Jokaisella reaaliluvulla on yksikésitteinen reaalinen kolmas juuri.)

4. ALIRYHMAT

MAARITELMA 4.1. Olkoon G ryhmi. Olkoon B C G, B # (). Jos joukko B varus-
tettuna indusoidulla laskutoimituksella on ryhmé, se on ryhmén G aliryhmd. Jos
H C G on ryhmén G aliryhmé, merkitdan usein H < G, ja jos H < G ja H # G,
merkitdin H < G.

Ylldoleva méadritelmé vaatii tietysti, ettd bb' € B kaikilla b,/ € B eli, ettd
indusoitu laskutoimitus on mééritelty. Seuraava tulos antaa keinon tarkastaa, onko
jokin ryhmén osajoukko aliryhmé:

PROPOSITIO 4.2. Ryhmdin G osajoukko H # 0 on aliryhmd, jos
(1) kaikilla x,y € H pitee vy~ € H, tai
(2) kaikilla v,y € H vy € H jay ' € H.

Todistus. Olkoon e € G neutraalialkio. Tarkastellaan ehtoa (1): Olkoon h € H.
Oletuksen mukaan hh™! € H, joten e € H. Samoin y ! = ey ! € H kaikilla
y € H. Kaikki on siis kunnossa, jos indusoitu laskutoimitus on mééritelty joukossa
H: edellisen nojalla kaikille x,y € H pétee zy = x(y~ ')~ € H.

Ehdosta (2) seuraa ehto (1), joten sité ei tarvitse tarkastella erikseen. O

ESIMERKKI 4.3. (1) Jokaisella ryhmélla on ainakin kaksi aliryhméé: ryhmaé itse, ja
sen neutraalialkion muodostama yhden alkion ryhmé.

(2) SLuZ < SL,R < GL,R.

(3) Olkoon G ryhmé, ja olkoon a € G. Joukko

(a) ={a" :n €7}

on ryhmén G aliryhmaé, se on alkion a wvirittamd syklinen aliryhmd.

(4) Kokonaislukujen ryhmélla on sykliset aliryhmét (n) = {nk : k € Z} = nZ,
n € N. Muita ei ole: Huomataan ensin, ettd {0} = 0Z ja Z = 1Z. Olkoon H < Z,
H # {0} jokin aliryhm&. Olkoon N pienin positiivinen kokonaisluku aliryhméssé
H. Osoitamme, ettd H = NZ. Jos on m € H \ NZ, niin m = aN + b joillakin
a,b € Z siten, ettd 1 < b < N. Nyt b € H, joten N ei olekaan pienin positiivinen
kokonaisluku ryhméssd H, ristiriita. Siis H = NZ.
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Aliryhmilld on monia ominaisuuksia, jotka muistuttavat vektoriavaruuksien ali-
avaruuksien ominaisuuksia.

PRrOPOSITIO 4.4. Aliryhmien leikkaus on aliryhmd.

Todistus. Harjoitustehtava 39. U

MAARITELMA 4.5. Olkoon G ryhmé, ja olkoon B C G, B # (). Joukon B wirittimd
aliryhmd (B) on pienin aliryhmé, joka siséltaa joukon B.

PROPOSITIO 4.6. Olkoon G ryhmd, ja olkoon B C G, B # (. Joukon B wvirittimd
aliryhmd on

(3) {eyu{b'bst - b by by, ... b € Bk € N\ {0}},

missd e on ryhmdan G neutraalialkio.

Todistus. Olkoon B lausekkeen (3) antama osajoukko. Joukko B varustettuna in-

dusoidulla laskutoimituksella on ryhmin G aliryhmd, silli alkion b7'b5" - - - - - b
kitiinteisalkio bF'bF!, - --- - bF! on joukossa B, samoin kaikkien alkioiden tulot ovat
oikeaa muotoa. Joukon B virittims aliryhmé sisiltés kaikki muotoa bf'bg! - - bt
olevat alkiot, silld muuten (B) ei ole laskutoimituksen suhteen suljettu. 0

Jos tulkitsemme tyhjén tulon neutraalialkioksi, lauseke (3) voidaan korvata seu-
raavalla:

(bEBEL o bE by by, .. by € B,k € N},

Proposition 4.6 mukaan ryhmén alkion virittdmé& aliryhmé& on sama kuin sen vi-
rittdmaé syklinen aliryhma kuten esimerkissd 4.3. Ryhméa G on syklinen ryhmd, jos
on a € G siten, ettd G = (a). Ryhmét Z = (1) ja Z, = ([1]), p € N\ {0} ovat
syklisié.

ESIMERKKI 4.7. (1) Ryhmén R? alkiot (0,1) ja (1,0) virittéviit aliryhmén
((0,1),(1,0)) = Z* < R*.

Z? ei ole syklinen ryhmé: Jos a,b # 0, niin (—a,b) ei ole alkion (a,b) € Z* vi-
rittdmaéssé aliryhméssa. Lisiksi alkioiden (a,0) ja (0, a) virittamét sykliset ryhmét
sisiltyviit Z?m aitoihin aliryhmiin Z x {0} ja {0} x Z.

(2) Ryhmét K = (f, g) ja Zo x Zs = (([0], [1]), ([1],[0])) eivét ole syklisid, koska jo-
kaisen neutraalialkiosta poikkeavan alkion virittdma syklinen ryhmé on isomorfinen
ryhmén Z, kanssa.

ProprosITIO 4.8. Olkoon ¢: G — G’ ryhmdhomomorfismi. Olkoot H < G, H' < G’
aliryhmid. Tdlloin ¢(H) < G ja ¢~ *(H') < G ovat aliryhmig.

Todistus. Olkoot ¢(g), ¢(h) € ¢(H). Talloin
#(9)(¢(h)) ™ = d(g)o(h™") = ¢(gh™) € ¢(H),
koska gh™! € H. Toinen viite todistetaan harjoitustehtiviini 40. 0

MAARITELMA 4.9. Ryhmihomomorfismin ¢: G — G’ ydin on ker ¢ = ¢~1(¢) ja
sen kuva on Im ¢ = ¢(G).
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Proposition 4.8 mukaan ydin ja kuva ovat aliryhmié. Tarkastelemme ydintd ja
kuvaa lahemmin hieman mydhemmin. Seuraava ytimen ominaisuus on hyvé todeta
jo téssé vaiheessa:

ProrosiTio 4.10. Ryhmdhomomorfismi on injektio, jos ja vain jos sen ydin on
neutraalialkion muodostama ryhmi.

Todistus. Olkoon ¢: G — G’ ryhmahomomorfismi. Aiemmin osoitettiin (harjoitus-
tehtava 22), ettd neutraalialkio kuvautuu neutraalialkioksi, joten jos ¢ on injektio,
sen ydin on viitetyn lainen. Oletetaan, ettd ker ¢ = {e}. Olkoot x,y € G siten, ettd

o(z) = ¢(y). Tallsin ¢p(zy~) = ¢(2)(d(y)) " =€, joten zy~ ! =eeli z = y. O

Jokainen ryhmén G aliryhmé méérittelee kaksi ekvivalenssirelaatiota G:ssé (jos-
kus relaatiot ovat samat):

T~y <= 2 'y€H ja v~y < yr 'e€H.

Alkion x € G ekvivalenssiluokka relaatiossa ~ koostuu niisté alkioista y, joille on
v
z € H siten, ettd 27y = z eli y = x2. Siksi 2:n ekvivalenssiluokkaa relaatiossa ~

v
merkitdédn yleenséd (aina) xH:lla. Joukkoa xH kutsutaan aliryhmén H vasemmaksi
stwuluokaksi. Vastaavasti relaation ~ ekvivalenssiluokat Hx ovat otkeita sivuluokkia.

Vastaavia tekijdjoukkoja merkitdin G/~ = G/H ja G/~ = H\G. (T&té ei saisi

luulla joukkojen erotukseksi...)
Seuraavassa # X merkitsee joukon X alkioiden lukumé&aréa.

LAuse 4.11 (Lagrangen lause). Olkoon G ddrellinen ryhmd, ja olkoon H < G.
Talloin

4G = #(G/H) #H = #(H\G) #H,

Todistus. Kuvaukset h — xh ja h +— hx ovat bijektioita H — xH ja H — Hux.
Sivuluokkien méaaritelmén mukaan kuvaukset ovat surjektioita. Olkoot h,h’ € H
siten, ettd xh = xh’. Supistussdannosti seuraa, ettd h = h’, joten ensimméinen ku-

vaus on injektio. Sama pétee toiselle. Viite seuraa nyt siité, ettd sivuluokat osittavat
ryhmén G. U

MAARITELMA 4.12. #G on ryhmén G kertaluku. #(G/H) = #(H\G) on aliryhmén
H indeksi, josta usein kdytetddn merkintdd [G : H|. Ryhmén G alkion g kertaluku
on sen virittdmaéan syklisen aliryvhmén kertaluku.

— #G

Lagrangen lauseen kaava voidaan siis muotoilla myos [G : H| = H-

PROPOSITIO 4.13. Olkoon G ddrellinen ryhmd. Tdilloin g7% = e jokaiselle g € G.

Todistus. Olkoon H = (g). Koska Lagrangen lauseen mukaan #G = k#H jollain
k € N, riittéd osoittaa, ettid g = e. Mutta timéi on selvid, silld muuten g virittiisi
vadrdan kokoisen ryhmén (mieti!). 0J

ESIMERKKI 4.14. (1) Jos G on kommutatiivinen ja H < G, niin zH = Hz kaikilla
z €d.
(2) [R%: R x {0}] = oo, silli sivuluokat ovat R x {a}, a € R.
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(3) Zy, = Z/nZ = nZ\Z. [Z : nZ] = n.

(4) Olkoon
(0 3).(, %)=

Ryhmiéssd Dy on 8 alkiota (mieti!). Aliryhm& H = (s) on selvésti isomorfinen
ryhmén Z, kanssa. Sen vasemmat sivuluokat ovat

H =sH ={id,s}, rH =rsH = {r,rs},
r?H =r’sH = {r? r?s}, ja rH =r3sH = {r® r’s},
ja oikeat sivuluokat ovat
H = Hs={id, s}, Hr = Hsr={r, sr},
Hr? = Hsr* = {r? sr?}, ja Hr® = Hsr® = {r® sr’}.

Sivuluokat rH ja Hr ovat eri joukot, silla

(0 1\ . (0 -1
rs = 1 0 Ja ST = 1 0

Ryhma D, on nelién symmetriaryhmé, diedriryhmd. Jos P on séddnnollinen n-
kulmio tasossa, sen symmetriaryhmé on diedriryhmé D,,, jonka virittdvat kierto
kulman 27 /n verran keskipisteen ympiri, ja heijastus “symmetria-akselin” suhteen.

MAARITELMA 4.15. Ryhmén G aliryhm& H on normaali, jos
ghg™' € H kaikille g € G,h € H.

Jos H on ryhmén G normaali aliryhmé, merkitdan H < G, aitoa normaalia ali-
ryhmé&éd merkitdan H < G.

HuoMAUTUKSIA: (1) Toinen tapa ilmaista aliryvhmén normaalius on sanoa, etté
kaikki ryhmén G sisdiset automorfismit pitavéat H:n paikallaan.
(2) xH = H, jos ja vain jos = € H.

ESIMERKKI 4.16. (1) Ryhma itse ja neutraalialkion muodostama aliryhmé ovat nor-
maaleja.

(2) Esimerkin 4.14 mukaan nZ < Z jaRx {0} < R? mutta kohdan (4) diedriryhmén
aliryhmé& H ei ole normaali.

ProrosITIO 4.17. Olkoon ¢: G — G' ryhmdhomomorfismi.

(1) Olkoon H Q G. Tdlloin ¢(H) < Im ¢.

(2) Olkoon H' < G'. Tilloin ¢~'(H') < G. Erityisesti siis ryhmdhomomorfismin
ydin on normaali aliryhmd.

Todistus. (1) Olkoot a' € ¢(H), ¢ € ¢(G). Télloin on @ € H ja g € G, joille
a' = ¢(a) ja g' = &(g). Nyt
gd(g)" = dlgag™) € ¢(H),
koska gag™! € H.
(2) Harjoitustehtava 47. O

ProprosiTioO 4.18. Olkoon G ryhmd, ja olkoon H < G. Talloim H < G, jos ja vain
jos kaikille g € G pitee gH = Hg.
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Todistus. Harjoitustehtéava 48. 0J

ESIMERKKI 4.19. (1) Jos aliryhmén H < G indeksi on kaksi, se on normaali: Va-
semmat sivuluokat ovat H ja H:n komplementti, samoin oikeat sivuluokat. Viite

seuraa Propositiosta 4.18.
(2) Olkoon K <G ja K < H < @G. Télloin K < H.

ProrosiTio 4.20. Normaalin aliryhmdn mddrdamdt relaatiot ~ ja ~ ovat samat.
v o

Todistus. Niiden ekvivalenssiluokat ovat samat. O

Jos H < G, merkitsemme vastaavaa ekvivalenssirelaatiota merkilla ~. Talloin
voimme kéyttdd kumpaa tahansa ehdoista zy=™' € H tai y~'z € H ekvivalens-
sin toteamiseksi. Yleisessé tilanteessa ryhmén G laskutoimitus ei ole yhteensopiva

ekvivalenssirelaatioiden ~ ja ~ kanssa. Jos aliryhmé& on normaali, tilanne on toinen:
v o

LAuUsE 4.21. Olkoon G ryhmd ja olkoon H < G aliryhmd. Tdlldin ekvivalenssirelaa-
tio x ~y <= x7'y € H on yhteensopiva ryhmdin G laskutoimituksen kanssa, jos

ja vain jos H on ryhmdn G normaali aliryhmda. Jos H < G, niin tekijijoukko G/ H
varustettuna tekijilaskutoimituksella on ryhmda. Tekijaryhmdn G/H neutraalialkio
on H.

Todistus. (1) Oletetaan, ettd H on normaali. Olkoot z,2",y,y € X, © ~ 2 ja
y ~ 3. T&lloin on hy, hy € H siten, ettd x’ = hyx ja y' = hoy. Koska H on normaali
aliryhmé, patee vH = Hx, erityisesti on siis hy € H, jolle hgx = xhy. Siispi

2y = hizhoy = hihszy,
joten xy ~ x'y’. Loppu seuraa Propositiosta 3.7.

(2) Jos laskutoimitus on yhteensopiva relaation ~ kanssa, niin G/H varustettuna
tekijalaskutoimituksella on ryhmé Proposition 3.7 nojalla. Luonnollisen homomor-
fismin G — G/H ydin on H. Proposition 4.17 nojalla H on normaali. O
HUOMAUTUKSIA: (1) Lauseen 4.21 viite pdtee myos relaatiolle ~. Molemmissa ta-

pauksissa H on normaali aliryhmaé, joten vasen ja oikea ekvivalenssirelaatio ovat
sama relaatio.

(2) Tekijaryhmén G/H laskutoimitusta merkitdan et HyH = xyH. Jos laskutoimi-
tus on yhteenlasku, on nytkin luontevinta merkita sivuluokkia x4+ H:lla ja y+ H:lla,
jolloin tekijaryhmén laskutoimitus on (x + H) + (y+ H) = (x +y) + H.

LAUSE 4.22 (Ryhmien isomorfismilause). Olkoon ¢: G — G’ ryhmdihomomorfismi.
Talloin
Im ¢ = G/ ker ¢.

Todistus. Kuvaus ¢ : G/ ker ¢ — Im ¢,
P(zker ) = ¢(x),

on hyvin méiritelty: Jos z ~ y, niin 2 'y € ker ¢, joten ¢(z) = ¢(y). Osoitamme,
ettd se on homomorfismi: Olkoot z,y € G. Talloin

(xker @)Y (y ker ¢) = ¢(x)o(y) = ¢(zy) = Y(zyker §) = h(x ker ¢ y ker ¢).
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Selviasti kuvaus 1 on surjektio. Injektiivisyyden toteamiseksi osoitamme, ettd ku-
vauksen 1) ydin koostuu ainoastaan tekijaryhmén G/ ker ¢ neutraalialkiosta ker ¢.
Jos Y(x ker ¢) = €', niin ¢(z) = €/, joten x € ker ¢, mistd seuraa x ker ¢ = ker¢p. 0O

LAUSE 4.23. Olkoot K < H < G, K <G, H < G. Talloin kuvaus ¢: G/K — G/H,
¢(xK) = xH on surjektiivinen homomorfismi, ker ¢ = H/K. Erityisesti ryhmidt
G/H ja (G/K)/(H/K) ovat isomorfisia.

Todistus. Mieti, miksi kuvaus on hyvin méaritelty! Surjektiivisuus on selvaa. Lisdksi
¢(zKyK) = ¢(zyK) = ayH = sHyH = ¢(zK)p(yK),

joten kuvaus on homomorfismi. Lisiksi ¢(yK) = yH = H, kun y € H, joten
H/K C ker ¢. Toisaalta, jos y ¢ H, niin yH # H, joten H/K = ker ¢. Viimeinen
viite seuraa isomorfismilauseesta 4.22. 0

Samaan tapaan todistetaan

LAUSE 4.24. Olkoon kuvaus ¢: G — G’ surjektiivinen ryhmdhomomorfismi, ja ol-
koon H' < G'. Tdlloin G/¢~'(H') = G'/H'.

Todistus. Proposition 4.17(2) mukaan H = ¢~'(H') < G. Olkoon 7: G' — G'/H’

luonnollinen homomorfismi. Télloin ) = mo¢: G — G'/H’ on surjektiivinen homo-

morfismi, jonka ydin on H. Lauseen 4.22 mukaan G/H = G'/H’. O
Tarkastellaan vield hieman syklisid ryhmié:

LAUSE 4.25. (1) Syklinen ryhmd on isomorfinen joko ryhmdn 7 tai jonkin ryhmdin
Ly, n € N kanssa.

(2) Jokainen syklisen ryhmdn aliryhmd on syklinen.

(8) Jokainen syklisen ryhmdn tekijaryhmda on syklinen.

Todistus. (1) Harjoitustehtava 50.

(2) Asrettomille sykliselle ryhmalle timé seuraa Esimerkisté 4.3(4). Tamé todistus
toimii kaikille: Olkoon C' syklinen ryhmaé, ja olkoon H < C. Olkoon g ryhmén C
virittiji, ja olkoon ¢: Z — C homomorfismi ¢(n) = g". Télléin ¢! (H) < Z, joten
¢~Y(H) = NZ jollain N € Z. Jos h € H, niin h = ¢(kN) = ¢(N) jollakin k € Z.
Siis

H = (6(N)) = (g").
(3) Harjoitustehtava 54. O

Harjoitustehtavia.
TEHTAVA 36. Madrita kaikki ryhmien Zg ja Z7 aliryhmaét.
TEHTAVA 37. Osoita, ettd ryhmét Zy ja Zo X Zs eivit ole isomorfisia.

TEHTAVA 38. Osoita, ettd ryhmét Zg ja Zo X Zg ovat isomorfisia.

3TVihje: Osoita, ettéi Zy x Zs ei ole syklinen ryhmié.
‘38Vihje: Osoita, ettd Zs X Zs3 on syklinen ryhmaé.
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TEHTAVA 39. Osoita, ettéd aliryhmien leikkaus on aliryhmé. Siis: Olkoon G ryhmé,
ja olkoot H; < G, i € I. Osoita, etté (),., H; < G.

TEHTAVA 40. Olkoon ¢: G — G’ ryhmahomomorfismi. Olkoon H' < G’. Osoita:
o7 1(H') < G.

TEHTAVA 41. Méaaritd matriisien A, B, C' € SLyZ kertaluvut, kun

11 0 -1 . 0 -1
=(o1) 20 o) me=( )
TEHTAVA 42. Osoita, ettéd relaatiot
T~y <= 2 yeH ja z~y < yr '€ H.

ovat ekvivalenssirelaatioita.

TEHTAVA 43. Olkoon G ryhmaé, ja olkoon H < (. Osoita, ettd tekijajoukkojen
vélinen kuvaus b : G/H — H\G, b(aH) = Ha™" on bijektio.

Olkoon S,, = S({l, 2,... ,n}) Kuvaus f € S,, voidaan esittds matriisin tapaan
luettelemalla kaikkien alkioiden kuvat néin:

<1 2 ... n-1 n)
f) f2) ... f(n=1) f(n)

Kun n = 3, kahden kuvauksen yhdistetty kuvaus saadaan néin:

1 2 3\ /1 2 3\ (1 2 3
1 32)\231) \321)"°

TEHTAVA 44. Madritd ryhmén Sy kaikki aliryhmét.

1

TEHTAVA 45. Onko alkion (2 g 1) virittdma syklinen aliryhmé& ryhmén S3 nor-

maali aliryhmé&?
TEHTAVA 46. Ryhmén G keskus on
Z ={z€G:zg =gz kaikilla g € G}.
Osoita, ettd Z on kommutatiivinen normaali aliryhma. Ma&ritd ryhmén S35 keskus.

TEHTAVA 47. Olkoon ¢: G — G’ ryhmdhomomorfismi. Olkoon H' < G’. Osoita,
etta

¢~ (H') 4G
TEHTAVA 48. Olkoon G ryhmé, ja olkoon H < (. Osoita, ettd H < G, jos ja vain
jos kaikille g € G patee gH = Hg.

TEHTAVA 49. Olkoon A! neliématriisin A transpoosi, ja olkoon I,, identtinen n x n-
matriisi. Olkoon

O(n) ={A € GL,R: AA" = I,}.
Osoita, ettd O(n) < GL,R. Onko O(n) < GL,R?
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TEHTAVA 50. Olkoon C' syklinen ryhmé. Osoita, ettd C' on isomorfinen joko ryhmén
Z tai jonkin ryhmén Z,, n € N kanssa.

TEHTAVA 51. Olkoon G &dérellinen ryhmé. Olkoot K < H < (. Osoita Lagrangen
lauseen avulla, ettéd indekseille pétee:

G: K|]=|G: H|[H : K].

TEHTAVA 52. Olkoon G ryhmé. Olkoot K < H < G siten, ettd [G : H|] < oo ja
[H : K] < co. Osoita, ettd indekseille pétee:

G: K] =[G H|H: K].

TEHTAVA 53. Olkoon G ryhmé. Osoita, ettd ryhmén G sisdiset automorfismit muo-
dostavat ryhmén Aut(G) normaalin aliryhmén.

TEHTAVA 54. Olkoon C' syklinen ryhmé. Osoita, ettd kaikki ryhmén C' tekijaryhmét
ovat syklisié.

TEHTAVA 55. Olkoon G ryhmé, ja olkoon ~ ekvivalenssirelaatio, joka on yhteenso-
piva ryhmén G laskutoimituksen kanssa. Osoita, ettd neutraalialkion e € G ekviva-
lenssiluokka on ryhmén G normaali aliryhma.

TEHTAVA 56. Olkoon

{6 )60 006 )

Joukko G varustettuna matriisien kertolaskulla on ryhmaé.

(1) Onko ryhméa G kommutatiivinen?

(2) Onko ryhmé G isomorfinen ryhmén Z, x Z, kanssa joillakin p, ¢ € N7

(3) Luettele kaikki ryhmén G aliryhmit, jotka ovat isomorfisia ryhmén Zs kans-
sa.

TEHTAVA 57. Olkoon

K= {([0]’ [0])7 ([1]7 [1])7 ([2]7 [2])} C Z3 X ZLs.

Osoita, ettd ryhmé Zg on isomorfinen tekijaryhmén (Zs x Zs)/K kanssa.

5. RENKAAT

Tarkastelemme seuraavaksi rakenteita, joissa on méaéritelty kaksi laskutoimitus-
ta, joista toinen on kommutatiivinen. Vaadimme muuten samat ominaisuudet kuin
kokonaisluvuilta, mutta kertolasku ei valttamétta ole kommutatiivinen.

MAARITELMA 5.1. Olkoon R # () joukko, jolla on méiritelty kaksi assosiatiivis-
ta laskutoimitusta, kommutatiivinen laskutoimitus + ja toinen laskutoimitus, jota
merkitsemme kertolaskulla. Kolmikko (R, +,-) on (ykkdsellinen) rengas, jos

(1) (R,+) on kommutatiivinen ryhma,

(2) a(b+c¢) = ab+ ac ja (b+ ¢)a = ba + ca kaikilla a, b, c € R, ja

(3) kertolaskulla on neutraalialkio 1 = 1z € R.

2Vihje: Oletetaan, etti G = ", a;H ja H = Uj_1 bi K, ja ettd yhdisteiden joukot ovat
erillisid. Osoita, ettd G' = [JiL, Uj_, aib; K, ja ettd yhdisteen joukot ovat erillisié.
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Merkitsemme laskutoimituksen + neutraalialkiota 0 = Og:ll4. Rengas on kommuta-
tiwvinen, jos kertolasku on kommutatiivinen. Jos alkiolla u € R on kd#nteisalkio ker-
tolaskun suhteen, u on renkaan R yksikké. Ryhmé (R, +) on renkaan R additiivinen
ryhmd.

HuomAA: Joskus renkaalta ei vaadita ominaisuutta (3). Télloin ylld méérittele-
méadmme rakennetta kutsutaan ykkoselliseksi renkaaksi.

PropoOSITIO 5.2. Olkoon R rengas. Tdlloin
(1) Og -z = Og kaikilla x € R,
(2) 2(—y) = (—2)y = —(zy) kaikilla z,y € R,
(3) z(y — 2) =2y —xz ja (y — 2)x = yx — zx kaikilla x,y,z € R,
(4) jos #R > 2, niin 0 # 1,
(5) jos #R > 2, niin 0:lla ei ole kddnteisalkiota kertolaskun suhteen.

Todistus. (1) Distributiivisuuden nojalla
Opr+2=0r+1g)x=1gr =1

kaikilla z € R. Supistussdiannosti seuraa, ettd Orz = Op.
(5) Seuraa kohdista (4) ja (1).
Loput harjoitustehtévéssa 60. 0J

ESIMERKKI 5.3. (1) Z, R ja Q ovat kommutatiivisia renkaita.
(2) Olkoon p € N. Kokonaislukujen kertolasku on yhteensopiva kongruenssin =,

a=d <= d =a+kp jollain keZ

kanssa. Téta kongruenssia merkitddn usein a = o’ mod p, ja sanotaan, ettid a on
kongruentti luvun o’ kanssa modulo p. Joukko Z, varustettuna kokonaislukujen
yhteen- ja kertolaskujen tekijdalaskutoimituksilla on kommutatiivinen rengas. (Har-
joitustehtavé 58)

(3) Olkoon X # 0, ja olkoon R rengas. Olkoon .# (X, R) joukko, joka koostuu kai-
kista kuvauksista joukolta X renkaaseen R. Mééaritelladn téssé joukossa yhteen- ja
kertolasku pisteittiin: Olkoot f, g € 7 (X, R). Asetamme

(f +9)(x) = f(x) +g(z) ja (fg)(z) = f(z)g(x)
kaikilla z € X. Joukko .# (X, R) varustettuna nailld laskutoimituksilla on rengas,
jota kutsutaan kuvausrenkaaksi. Se on kommutatiivinen, jos R on kommutatiivinen.
Esimerkiksi siis .# (R, R) on kommutatiivinen rengas.
(4) Olkoon (A, +) kommutatiivinen ryhmé. Olkoon

Hom(A, A) = {¢: A — A: ¢ on homomorfismi}.

Madrittelemme joukkoon Hom(A, A) kaksi laskutoimitusta: Homomorfismien yh-
teenlasku: (¢p+¢')(a) = ¢(a)+¢'(a), ja homomorfismien yhdistdminen. Yhteenlasku
on laskutoimitus: Jos ¢, ¢’ € Hom(A, A), niin

(¢+¢")(a+b) = ¢(a+b)+¢'(a+b) = d(a)+d(b)+¢'(a)+¢'(b) = (¢+¢")(a)+(d+¢) (D),
joten ¢ +¢' € Hom(A, A). (Hom(A, A), +) on kommutatiivinen ryhmé: Laskutoimi-
tuksen assosiatiivisuus ja kommutatiivisuus on helppo tarkastaa (Harjoitustehtévi
61). Homomorfismin ¢ kisnteisalkio yhteenlaskun suhteen on ¢, ¢(a) = —a kaikilla
a € A, ja nollahomomorfismi n, n(a) = 0 kaikille a € A, on neutraalialkio.
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Identtinen homomorfismi on kertolaskun neutraalialkio, joten tarkastettavaksi
jaa distributiivisuus: Olkoot ¢, 1, ¢ € Hom(A, A). T&llsin
(¥ + Q)d(a) = vo(a) + (o(a) = (V¢ + ()(a),
ja

o(¢ + ()(a) = o(¥(a) + ((a)) = di(a) + ¢¢(a) = (P9 + ¢C)(a).

(5) Olkoon R rengas, #R > 2. R-kertoimisten n X n-matriisien joukko M, R va-
rustettuna matriisien yhteen- ja kertolaskulla on rengas. Kaikki muut ominaisuudet
paitsi distributiivisuus osoitettiin tapauksessa n = 2 ja R = R harjoitustehtévissa
5,6 ja 7. Kun n > 2, niin M, R ei ole kommutatiivinen rengas, koska matriisien
kertolasku ei ole kommutatiivinen.

MAARITELMA 5.4. Olkoot R ja R’ renkaita. Kuvaus ¢ : R — R’ on rengashomomor-
fismi, jos se on homomorfismi yhteenlaskulle ja kertolaskulle, ja jos lisiksi ¢(1) = 1.
Bijektiivinen rengashomomorfismi on rengasisomorfismi.

Muista: Harjoitustehtavissa 20 ja 21 osoitettiin, ettd surjektiivinen homomor-
fismi kuvaa neutraalialkion neutraalialkioksi, mutta ilman surjektiivisuutta néin ei
valttamétta ole.

ProprosITIO 5.5. Jos f: R — S jag: S — T ovat rengashomomorfismeja, niin go f
on rengashomomorfismi. Rengashomomorfismi f: R — S on rengasisomorfismi, jos
ja vain jos on rengashomomorfismi f: S — R, jolle f o f =idg ja fo f =idg.

Todistus. Harjoitustehtava 62. O

MAARITELMA 5.6. Olkoon R rengas. Jos S C R varustettuna indusoiduilla lasku-
toimituksilla on rengas, ja jos 1¢ = 1g, niin S on renkaan R alirengas.

Halutaan siis, ettd inkluusiokuvaus i : S — R, i(s) = s on rengashomomorfismi.
Alirenkaalle on samanlainen testi kuin aliryhmille (Propositio 4.6).

PROPOSITIO 5.7. Olkoon R rengas, ja olkoon S C R, S # 0. Tdlléin S on renkaan
R alirengas, jos ja vain jos

(1) Kaikille x,y € Sx+yeSjazy €S, ja

(2) —1€ 8.
Todistus. Harjoitustehtava 66. 0

ESIMERKKI 5.8. (1) Z on Q:n alirengas.

(2) Joukko
(s ) eer

on rengas renkaasta MyR indusoiduilla laskutoimituksilla. Sen kertolaskun neutraa-

lialkio on (é 8) , joten S ei ole renkaan MyR alirengas. Rengas S on rengasisomor-

a 0 . .
finen renkaan R kanssa: Kuvaus a — <0 O) on rengasisomorfismi.

(3) Olkoon
R={f:10,1] - R}.
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Kuvaus h: R — R, h(f) = f(3) on rengashomomorfismi:

hf+9) = (f +9)(1/2) = f(1/2) + 9(1/2) = h(f) + h(g),
ja niin edelleen.
(4) Samaan tapaan kuin permutaatioryhmille méériteltiin aliryhmié rajoittumal-
la kuvauksiin, joilla on tiettyjd ominaisuuksia, voimme maéaéritelld kuvausrenkaiden
F (X, R) alirenkaita. Téllaisia ovat esimerkiksi kuvausrenkaan .# (R, R) alirenkaat
(vertaa Analyysi 2)

C(R)={f: R— R: f on jatkuva}, ja
C*R)={f: R — R: f on k kertaa jatkuvasti derivoituva}, k € N.

(5) Olkoon
Z(R") ={L:R" — R": L on lineaarikuvaus}.
Osoita, ettd Z(R"™) on renkaan Hom(R",R") alirengas: Lineaarikuvaukset ovat

ryhmén (R™, +) homomorfismeja itselleen, joten niiden summa on myés homomor-
fismi. Lisdksi aina, kun L, L' € Z(R",R"), x € R" ja a € R, myos

(L+ L')(ax) = L(az) + L'(azx) = aL(z) + aL'(z) = a(L(z) + L'(x))
= a(L+ L')(x),

joten lineaarikuvauksen toinenkin ehto toteutuu. Lineaarialgebran kurssilla on osoi-
tettu, ettd lineaarikuvausten yhdistetty kuvaus on lineaarikuvaus. Siis molemmat
laskutoimitukset toteuttavat Proposition 5.7 ehdon (1). Lisdksi identtinen kuvaus

id: R® — R"™ on lineaarikuvaus, kuten myos —id, joten Proposition 5.7 mukaan
Z(R™ R™) on alirengas.

Alirenkaat ja rengashomomorfismit ovat yhteensopivia samaan tapaan kuin ryh-
méahomomorfismit:

ProprosITIO 5.9. Olkoon ¢: R — R’ rengashomomorfismi.
(1) Olkoon S renkaan R alirengas. Tdlloin ¢(S) on renkaan R’ alirengas.
(2) Olkoon S’ renkaan R' alirengas. Tdlléin ¢~(S") on renkaan R alirengas.

Todistus. (1) Proposition 4.8 mukaan riittéé tarkastella kertolaskua ja ykkosen ku-
vautumista. Olkoot ¢(a), p(b) € ¢(S). Talloin ¢(a)p(b) = ¢(ab) € ¢(5). Koska
—1g € 5, pitee ¢(—1r) = —¢(1g) = —1p € ¢(5).
(2) Harjoitustehtava 67.

O

MAARITELMA 5.10. Olkoon R rengas, #R > 2.

(1) Jos a,b,c € R siten, ettd ab = ¢, niin a ja b ovat c:n tekijoita.

(2) Jos a,b € R, a,b# 0, jaab=0, niin a ja b ovat nollan jakajia.

(3) Jos renkaassa R ei ole nollan jakajia, ja R on kommutatiivinen, niin R on
kokonaisalue.

(4) Jos kaikki renkaan R nollasta poikkeavat alkiot ovat yksikoitd, niin R on
vino kunta eli jakorengas.

(5) Kommutatiivinen jakorengas on kunta.

Yleensa nimitystd vino kunta kéytetddn vain sellaisista jakorenkaista, jotka eivat
ole kuntia. Jos d,m € R ja d on m:n tekijd sanotaan joskus, ettd d jakaa m:n ja
merkitdédn d | m.
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ESIMERKKI 5.11. (1) Z on kokonaisalue mutta se ei ole jakorengas eiké siis kunta.
(2) Q ja R ovat kuntia.
(3) M,,R ei ole kokonaisalue, kun n > 2 ja R on kunta. Jos A, B € M, R, ja niiden
ainoat nollasta poikkeavat kertoimet ovat Ay; ja B,,, niin AB = 0.
(4) Miéiritelldén joukossa R?* yhteenlasku komponenteittain, ja kertolasku asetta-
malla
ab = (a1, az, az, as) (b1, bz, bs, by)
= (albl — agby — agbz — asby, arbe + agby + azbs — aqbs,
a1bs — asby + asby + a4sby, a1by + asbs — agbs + a4b1).

Niillé laskutoimituksilla varustettuna R* on vino kunta H, (Hamiltonin) kvater-
niot. Kertolaskun neutraalialkio on (1,0,0,0), tarkasta distributiivisuus! Se ei ole
kommutatiivinen, koska
(0,1,0,0)(0,0,1,0) = (0,0,0,1) # (0,0,0,—1) = (0,0, 1,0)(0, 1,0, 0).
(a,—b,—c,—d)
a? + b+ 24 d*
PROPOSITIO 5.12. (1) Jakorenkaassa ei ole nollan jakajia. Erityisesti kunta on koko-

naisalue.
(2) Adrellinen kokonaisalue on kunta.

Alkion (a,b,c,d) € H\ {0} kiénteisalkio kertolaskun suhteen on

Todistus. (1) Olkoon K jakorengas. Olkoot a,b € K, a,b # 0. Talléin a ja b ovat
vksikoité, joten niilld on kéddnteisalkiot kertolaskun suhteen. Oletetaan, ettd ab = 0.
Silloin b = =10 = 0, miki on ristiriita.

(2) Olkoon E aérellinen kokonaisalue. Olkoon a € E, a # 0. Kuvaus V,, : £ — E,
V() = az on injektio: Jos V,(z) = V,(y), niin a(x —y) = 0. Koska kokonaisalueessa
E ei ole nollan jakajia, x = y. Kuvaus V, on surjektio, koska £ on &irellinen. Siis
on a € F, jolle aa = 1. Koska E on kommutatiivinen, a = ™. O

MAARITELMA 5.13. Jos K on kunta ja K’ C K varustettuna indusoiduilla lasku-
toimituksilla on kunta, niin K’ on kunnan K alikunta.

Harjoitustehtavia.

TEHTAVA 58. Osoita, ettd kokonaislukujen kertolasku on yhteensopiva kongruenssin
kanssa. Osoita, ettéd Z, varustettuna kokonaislukujen yhteen- ja kertolaskujen teki-
jalaskutoimituksilla on kommutatiivinen rengas.

TEHTAVA 59. Olkoon X joukko. Méiritelldén joukkojen A, B € (X)) symmetri-
nen erotus asettamalla

ANB=(A\B)U(B\A).
Osoita, ettd (2(X),,N) on rengas. Onko se kommutatiivinen?

TEHTAVA 60. Olkoon R rengas. Osoita, etté
(1) z(—y) = (—2)y = —(xy) kaikilla z,y € R,
(2) z(y — 2) =2y —xz ja (y — 2)x = yxr — zx kaikilla z,y, 2z € R,
(3) jOS #R > 2, niin OR 7& 1R'
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TEHTAVA 61. Olkoon (A, +) kommutatiivinen ryhmé, ja olkoon
Hom(A, A) = {¢: A — A: ¢ on homomorfismi}.
Néyté, ettd joukon Hom(A, A) laskutoimitus +, joka mééritelladn asettamalla
(¢ + ¢)(a) = d(a) + ¢(a),
on assosiatiivinen ja kommutatiivinen.

TEHTAVA 62. Todista Propositio 5.5.

TEHTAVA 63. Olkoon R* renkaan R yksikéiden joukko. Osoita, ettd R* varustettuna
kertolaskun indusoimalla laskutoimituksella on ryhmaé.

TEHTAVA 64. Miiritellisin joukossa Z2 yhteenlasku komponenteittain ja kertolasku
asettamalla
(a,b,c)(x,y,z) = (ax,bx + cy, cz)
kaikilla (a,b,c), (z,y,2) € Z3. Onko Z? varustettuna niilli laskutoimituksilla ren-
gas? Onko se kommutatiivinen?
TEHTAVA 65. Olkoot
R={f:[0,1] =R}
ja
S={f:10,2] = R}
varustettu kuvausrenkaiden laskutoimituksilla. Ovatko renkaat R ja S isomorfisia?
TEHTAVA 66. Olkoon R rengas, ja olkoon S C R, S # (). Osoita, ettd S on renkaan
R alirengas, jos ja vain jos
e r+yeSjaxy € S kaikilla z,y € S, ja
e —1efb.

TEHTAVA 67. Olkoon ¢: R — R’ rengashomomorfismi. Olkoon S’ renkaan R’ ali-
rengas. Osoita, ettd ¢~ '(S’) on renkaan R alirengas.

TEHTAVA 68. Olkoon K kunta, ja olkoon K’ sen alikunta. Osoita, ettd alikunnan
K’ yhteenlaskun ja kertolaskun neutraalialkiot ovat samat kuin kunnan K.

TEHTAVA 69. Osoita, ettd kunnan K osajoukko K’ on K:n alikunta, jos ja vain jos

o #K'> 2,
e a — b e K’ kaikilla a,b € K, ja
e ab~! € K’ kaikilla a,b € K', b # 0.

6. RENKAAT Z JA Z,
Tarkastelemme lyhyesti ldhinné jaollisuutta renkaassa Z ja luvun p ominaisuuk-
sien vaikutusta renkaan 7Z, ominaisuuksiin.
64Vihje: (1,0,1)
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MAARITELMA 6.1. (1) Jos luku d € Z jakaa kokonaisluvut a ja b, niin d on lukujen
a ja b yhteinen tekijd.

(2) Jos m,n € Z \ {0}, niiden suurin yhteinen tekiji syt(m,n) on luku d > 0, joka
on lukujen m ja n yhteinen tekijé, jonka jokainen lukujen m ja n yhteinen tekija
jakaa.

(3) Jos syt(m,n) = 1, sanotaan, ettd luvut m ja n ovat suhteellisia alkulukuja, ja
ettd m ja n ovat keskenddn jaottomia.

(4) Kokonaisluku p > 2 on alkuluku, jos kaikilla m,n € N, joille mn = p piatee m = 1
tain = 1.

LEMMA 6.2. Luvuilla a,b € Z on yksikdsitteinen suurin yhteinen tekijd,
syt(a,b) =max{d € N:d|a jad]|b}.

Todistus. Selvésti syt(a,b) on véitetty luku, jos se on olemassa. Merkitéén
A={deN:d|ajad)|b}.

Luku 1 on jokaisen kokonaislukuparin yhteinen tekijé, erityisesti 1 € A.

Toisaalta, jos d € A, niin d < |a|. Vastaavasti, jos b # 0, niin d < |b|. Siten
jokaisella d € A pitee

d < max{|al, [b]}.

Luonnollisten lukujen joukko A on epétyhja ja ylhaalta rajoitettu, joten siind on
suurin alkio, joka siis on syt(a, b). 0J

PROPOSITIO 6.3. Olkoot m,n € Z\{0}. Tdlloin syt(m,n) virittid aliryhmdan (m,n).

Todistus. Esimerkissi 4.3(4) osoitettiin, ettd on d € N siten, ettd (d) = (m,n).
Osoitamme, ettd d = syt(m,n). Olkoon e # 0 lukujen m ja n yhteinen tekija. On
siis a,b € Z, joille m = ae ja n = be. Koska d € (m,n), on luvut r, s € Z siten, etti

(4) rm 4+ sn = d.
Siispd d = rae + sbe = (ra + sb)e, joten e | d. O

Yhtaloa (4) kutsutaan Bezoutn yhtdloksi. Suurin yhteinen tekija voidaan maé-
ritelld vastaavasti myos useammalle kokonaisluvulle.

ESIMERKKI 6.4.

(a) syt(12,30) = 6: Luvun 12 positiiviset tekijat ovat 1,2,3,4,6 ja luvun 30
1,2,3,5,6,10, 15, 30.

(b) syt(n,n + 1) =1 kaikilla n € N: Olkoon d € N lukujen n ja (n + 1) jakaja.
Koska d jakaa luvun n + (—1)(n + 1) = —1, niin on oltava d = 1. Luvuilla
n ja n 4+ 1 ei siis ole muita positiivisia yhteisia tekijoita kuin 1.

(¢) 10 ensimmaista alkulukua ovat 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29. Alkulukuja on
ddrettoméan monta. (Harjoitustehtéva 70)

Miten kahden kokonaisluvun suurin yhteinen tekija loydetdan? Ensimmaéisené
mieleentuleva tapa on molempien lukujen tekijoiden listaaminen ja suurimman yh-
teisen tekijan etsiminen yhteisten tekijoiden joukosta. Tamé tapa on isoilla luvuilla
tyolds. Seuraavaan lemmaan perustuva Fukleideen algoritmi antaa tehokkaamman
keinon suurimman yhteisen tekijan 16ytamiseksi.

LEMMA 6.5. Jos a,b,q,r € Z ja a = gb+ r, niin syt(a,b) = syt(b,r).
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Todistus. Jokainen lukujen b ja r yhteinen tekijé jakaa summan b+ r = a. Vastaa-

vasti jokainen a:n ja b:n yhteinen tekijéa jakaa luvun a — gb = r. Pareilla a,b ja b,r

on siis samat yhteiset tekijat. Siten on myos syt(a, b) = syt(b, 7). OJ

EUKLEIDEEN ALGORITMI: Olkoot a,b € Z \ {0}. Merkitddn d = syt(a, b). Koska
Syt(aa b) = Syt(_aa b) = Syt<a7 _b> = Syt(_a7 _b)a

niin voidaan olettaa, ettd a,b € N ja ettd a > b.
Jakamalla a luvulla b saadaan luvut ¢, r; € Z, joille

a=qb+r ja0<r <b.

Jos r1 = 0, niin b | a. Télloin d = b; lopetetaan.
Jos r; > 0, jaetaan b luvulla r;. Jakoyhtdlo antaa luvut go, 7o € Z, joille

bIQQT1+T2 jaO§r2<r1.

Lemman 6.5 nojalla syt(a,b) = syt(b,ry). Siten, jos ro = 0, niin d = r; lopetetaan.
Jos ro > 0, jaetaan ry luvulla ry. Jakoyhtdlo antaa luvut ¢z, r3 € Z, joille

rr=qsro+1r3 ja0<rg<r.

Jatketaan kuten edelld. Koska jakoyhtédlon antamat jakojaédnnokset r; ovat ei-nega-
tiivisia ja muodostavat aidosti vdhenevén jonon,

b>ry>ryg>--- >0,
niin jollain n on oltava r,, = 0 (korkeintaan b askelta). Viimeiset kaksi vaihetta ovat
Tn—3 = Qn—-1Tn—2 + Tn—1, 0 <rp1 <rpg,
(5) Tn—2 = QnTn-1 + Tn, r, = 0.
ProPOSITIO 6.6 (Eukleideen algoritmi). Olkoot a,b ja jakojidannokset r; kuten ylld.

Tdlloin r,_1, viimeinen positiivinen jakojainnds, on syt(a,b).

Todistus. Lemma 6.5 sovellettuna yllédoleviin a:n, b:n, ri:n, ... ja r,_zn yhtéldihin
kertoo, etté

d = syt(a,b) = syt(b,r1) = syt(r1,r2) = -+ = syt(rn—2, 1)
Yhtélon (5) perusteella 7,1 | 7,2, joten syt(r,_o,7,—1) = 7p_1. Siten d = r,,_;. O

ESIMERKKI 6.7. Lasketaan syt(22,60) ja etsitdan sellaiset luvut x,y € Z, ettd
syt(a,b) = za + yb. Eukleideen algoritmilla saadaan

60 =2-22 +[16] 16 = 60 — 2 - 22
22=1-[16]+6 6 =22— 16
[16]=2-6+[4] 4=16—2-6
6=1-[4]+2 2=06-14
[4]=2-2.
Siten syt(22,60) = 2. “Peruuttamalla” algoritmissa saadaan
2=6-4=6-—(16—2-6)=3-6—16=3(22— 16) — 16
—3-22—-4-16=3-22—4(60 — 2-22)
—11-22—4-60.
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Huomaa, ettd luvut a,b € Z ovat keskenédén jaottomia jos ja vain jos za+yb = 1
jollain x,y € Z. Huomaa my®ds, etta jos syt(a, b) = 1, niin kaikki kokonaisluvut ¢ € Z
voidaan esittda summana ¢ = ka + 1b, k.l € 7Z.

Seuraavat jaollisuustulokset pétevit keskendén jaottomille luvuille. Yleisessé ta-
pauksessa Propositio 6.8 ei ole totta.

ProprosITIO 6.8. Olkoot a,b € Z keskenddn jaottomia ja ¢ € Z. Tdlloin
(1) Josa|cjab|c, niinab|c.
(2) Jos a | be, niin a | c.

Todistus. (1): Koska syt(a,b) = 1, niin za + yb = 1 jollain z,y € Z. Oletuksen
nojalla on k, [ € Z siten, ettd ka = ¢ = [b. Nyt on

c = c(za + yb) = cxa + cyb = (Ib)xa + (ka)yb = ab(lx + ky)
jalx + ky € Z, joten ab | c.

(2): Kuten kohdassa (1), saadaan ¢ = cza + cyb jollain z,y € Z. Koska a | be ja
a | a, niin a jakaa summan cra + ybc = c. O

LEMMA 6.9 (Eukleideen lemma). Olkoot p alkuluku ja a,b € Z. Jos p | (ab), niin
plataipl|b. Yieisemmin, josp| (a1---ay), missi a; € Z kaikilla i = 1,...,n, niin
p | a; jollain i.

Todistus. Jos p | a, niin OK. Jos p { a, niin syt(a,p) = 1. Proposition 6.8 (2)
perusteella p | b. Yleinen tapaus todistetaan induktiolla. O
Tavoitteena on todistaa seuraava lause:

LAUSE 6.10 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen luonnollinen luku n > 2 voidaan
esittid alkulukujen tulona. Tdamd esitys on tekijoiden jarjestystda vaille yksikdsitteinen.

HuomaA: Alkulukuesityksen yksikésitteisyys ei ole itsestdén selvé asia: Olkoon
P={..,-6,—4,-2,0,2,4,6,...} = {n € Z : n on parillinen}.
Yhteen-, vahennys- ja kertolasku ovat joukon P siséisid laskutoimituksia. Joukossa
P voidaan méaritellddn kasitteet tekija, jaollisuus ja alkuluku samaan tapaan kuin
kokonaislukujen joukossa, esim. luku m € P jakaa luvun n € P, jos on k € P siten,
ettd n = km. Joukon P alkulukuja ovat esimerkiksi 2,6, 10, 14, 18, 26 ja 30. Nyt
180 =6-30 =10 - 18,
missa kaikki tekijat ovat joukon P alkulukuja.

LAUSEEN 6.10 TODISTUS. Olemassaolo harjoitustehtavana 71.
Oletetaan, etté

(6) n=piccopr= Qi gs,
missé p;, q;:t ovat alkulukuja.

Koska p; | n, niin Lemman 6.9 perusteella se jakaa ¢;m jollain j = 1,...,s.
Numeroimalla g;:t tarvittaessa uudelleen voidaan olettaa, ettd p; | ¢;. Koska p; ja
¢ ovat alkulukuja, niin on p; = ¢;. Jakamalla (6) p;:114 saadaan

P2 Pk =42 (s-
Kuten edelld padttelemme, ettd py = ¢o. Toistamalla prosessia, joka loppuu £ aske-
leen jélkeen, saamme p; = q1,p2 = qa, - .., Pr = q, €rityisesti, k = s. O
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MAARITELMA 6.11. Aritmetiikan peruslauseen antamaa luvun n € N, n > 2, esi-
tysté

n=pi -y
misséd p; < --- < p, ovat alkulukuja ja ey, ...ep € N, sanotaan n:n alkutekijiesityk-
seksi. Luvut p; ovat n:n alku(luku)tekijoita.

Alkutekijéesityksen 16ytaminen isoille luvuille voi olla hankalaa. Seuraava lemma
helpottaa tekijoiden l6ytamista.

LEMMA 6.12. Lukun € N, n > 2 ei ole alkuluku, jos ja vain jos on alkuluku p, jolle
p? < n, ja joka jakaa n:mn.
Todistus. Harjoitustehtava 72. U

ESIMERKKI 6.13. Etsitdan luvun n = 132 alkutekijéesitys. Koska n on parillinen,
niin se ei ole alkuluku. Koska

112 = 121 < 132 < 144 = 122,

niin on 11 < y/n < 12. Siten luvulla 132 on lukua 12 pienempi alkutekija (mahdol-
liset tekijat ovat 2, 3, 5, 7, 11). Nyt

12-11=2%.3-11
132 =
2-66 =22-33=22-3-11.

LAUSE 6.14. Seuraavat vditteet ovat yhtapitdvia:

(1) Z, on kokonaisalue.
(2) Zy, on kunta.
(3) p on alkuluku.

Todistus. Kohtien (1) ja (2) yhtapitdvyys seuraa Propositiosta 5.12. Osoitetaan, ettéd
kohdat (1) ja (3) ovat yhtépitévia: Olkoot z,y € Z \ pZ. Nyt [z][y] = [0], jos ja vain
jos xy = pq jollain g € Z, jos ja vain jos p | zy. Siis Z, on kokonaisalue, jos ja vain
jos

(7) plry = p|xtaip|y kaikilla z,y € Z \ pZ.

Proposition 6.8 mukaan (7) pétee, jos p on alkuluku. Jos p = ab ei ole alkuluku, niin
(7) ei pade, kun z = a ja y = b. O

Lauseen 6.14 todistusta tarkastelemalla saadaan

ProrosiTiO 6.15. Alkio [a] € Z,, on nollan jakaja, jos ja vain jos syt(a,n) > 1.

Todistus. Harjoitustehtava 73. U
Tarkastellaan vield yhté renkaan Z erityisominaisuutta:

PrROPOSITIO 6.16. Olkoon R rengas. On tdsmdlleen yksi rengashomomorfismi ren-
kaalta 7. renkaalle R.
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Todistus. Kuvaus ¢: Z — R, ¢(n) = nlg on rengashomomorfismi:
¢(m+n) = (m+n)lgp=mlg+nlg=¢(m)+dn)
ja
¢(mn) = mnlp = mlgnlyg = ¢(m)p(n).

Jos 1: Z — R on rengashomomorfismi, niin (1) = 1. Siis ¢¥(m) = my(1g), joten
Y=9¢. O

Harjoitustehtavia.
TEHTAVA 70. Osoita, ettd alkulukuja on darettomén monta.

TEHTAVA 71. Osoita, ettd jokainen luonnollinen luku n > 2 voidaan esittda alku-
lukujen tulona.

TEHTAVA 72. Osoita: Lukun € N, n > 2 ei ole alkuluku, jos ja vain jos on alkuluku
p siten, ettd p | n ja p? < n.

TEHTAVA 73. Olkoot a € Z, n € N. Osoita, ettd [a] € Z, on nollan jakaja, jos ja
vain jos syt(a,n) > 1.

TEHTAVA 74. Maarita renkaiden Zg ja Zg ja Zqp1 yksikot.

TeEHTAVA 75. Olkoon p € N. Olkoon a € Z. Milla ehdolla [a] on ryhmén Z, vi-
rittaja’

TEHTAVA 76. (1) Mitké alkiot ovat nollan jakajia renkaassa Zg?
(2) Mitka alkiot ovat yksikoitd renkaassa Zg?
(3) Onko renkaan Zg yksikoiden ryhmé syklinen?

7. IDEAALIT JA TEKIJARENKAAT

Ryhméahomomorfismin ¢: G — G’ ydin on ryhmén G normaali aliryhmé. Ren-
gashomomorfismi ¢): R — R’ on ryhmdhomomorfismi additiivisten ryhmien (R, +)
ja (R',+) vililld, joten rengashomomorfismin 1 ydin

kery = {x € R:¢(x) =0}
on additiivisen ryhmén (R, +) normaali aliryhmé. Kertolaskun suhteen homomorfi-
suus antaa ytimelle lisdé rakennetta.
MAARITELMA 7.1. Olkoon R rengas, ja olkoon .# C R siten, ettéd (., +) on ryhmén
(R, +) aliryhmé.
(1) # on vasen ideaali, jos xa € . kaikilla x € R jaa € ..

(2) Z on oikea ideaali, jos ay € & kaikillay € Rjaa € 7.
(3) # on kaksipuolinen ideaali, jos zay € ¥ kaikilla x,y € R jaa € ..

HuoMAA: Jos R on kommutatiivinen rengas, niin Mééritelmén 7.1 kohdissa (1)—(3)
madritellyt késitteet ovat kaikki samoja. Télloin #:t4 sanotaan ideaaliksi.

"OVihje: Olkoot p1, pa, ..., pn alkulukuja. Mité voit pistelld luvusta pips - - - - pn + 17
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LEMMA 7.2. (1) & on vasen ideaali, jos ja vain jos ra+z'a’ € I kaikilla x,2" € R
ja a,a € 7.

(2) & on oikea ideaali, jos ja vain jos ay + a'y’ € & kaikilla y,y' € R ja a,d’ € &.
(8) F on kaksipuolinen ideaali, jos ja vain jos se on vasen ideaali ja oikea ideaali.

Todistus. (1) ja (3) harjoitustehtévissé 77. O

ESIMERKKI 7.3. (1) R ja {0} ovat renkaan R kaksipuolisia ideaaleja.
(2) nZ on renkaan Z ideaali.

(3) Olkoot X # 0, ) # A C X, ja R rengas. Olkoon
N(A)={f e F(X,R): f(a) =0 kaikilla a € A}.

Talloin N(A) on kuvausrenkaan .# (X, R) kaksipuolinen ideaali. Samalla tavalla saa-
daan kaksipuolisia ideaaleja monille renkaan % (X, R) alirenkaille, esimerkiksi

{f € C=(R): f(0) =0}
on renkaan C*°(R) ideaali.

ProrosiTiO 7.4. Olkoon ¢: R — S rengashomomorfismi.

(1) Jos & C R on vasen/oikea/kaksipuolinen ideaali, niin ¢(%) on renkaan ¢(S)
vasen/oikea/kaksipuolinen ideaali.

(2) Jos & C S on vasen/oikea/kaksipuolinen ideaali, niin ¢~'(.#) on renkaan R
vasen/oikea/kaksipuolinen ideaali.

(8) Rengashomomorfismin ydin on mddrittelyrenkaansa kaksipuolinen ideaali.

Todistus. (1) Harjoitustehtéva 78.

(2) Tarkastelemme vain tapausta, jossa .# on vasen ideaali. Muut tapaukset todiste-
taan vastaavasti. Proposition 4.8 nojalla (¢~(#),+) < (R, +). Olkoot a € ¢~(.#)
jar € R. Tallsin ¢(ra) = ¢(r)¢(a) € S, koska .# on vasen ideaali. Siis ra € ¢p~1(.F).
(3) Seuraa kohdasta (2). O

ESIMERKKI 7.5. Luonnollinen kuvaus Z — Z,, on surjektiivinen rengashomomorfis-
mi, joten renkaan Z, ideaalit ovat tdsmélleen renkaan Z ideaalien kuvat. Siis kaikki
renkaan Z, aliryhmit ovat ideaaleja.

PROPOSITIO 7.6. (1) Jos renkaan R vasen/oikea/kaksipuolinen ideaali % on ali-
rengas, niin & = R.

(2) Olkoon R jakorengas, ja olkoon & sen vasen/oikea/kaksipuolinen ideaali. Silloin
& = R tai S = {0}. Erityisesti, jos R on kunta, niin sen ainoat ideaalit ovat {0}
ja R.

Todistus. Tarkastelemme ainoastaan vasempia ideaaleja. Oikeat ideaalit tarkastel-
laan samalla tavalla.

(1) Jos .# on renkaan R vasen ideaali ja 1 = 1z € ., niin kaikilla x € R pétee
r=uxl € .7, joten .¥ = R.

(2) Jos a € R*, niin silld on kiiénteisalkio a™!. Jos .# on vasen ideaali, jolle a € .#,
niin 1 = a~'a € .#. Viite seuraa kohdasta (1). O
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ProposiTIO 7.7. Olkoot .%;, i € I, S ja S5 renkaan R vasempia/oikeita/ kaksi-
puolisia ideaaleja. Tdlloin

ﬂﬂi ja I+ I ={r1+12:1; € I}
el

ovat renkaan R vasempia/oikeita/kaksipuolisia ideaaleja.

Todistus. Harjoitustehtavit 80 ja 81. 0

Jos S C R, S # 0, joukon S virittdmé vasen/oikea/kaksipuolinen ideaali on
joukon S siséltavien ideaalien leikkaus.

Kaksipuolinen ideaali vastaa Proposition 7.4 mukaan rengasteoriassa ryhméteo-
rian normaalia aliryhmé&&. Huomaa, ettd renkaan additiivinen ryhma on kommutatii-
vinen, joten ideaali (ajateltuna kommutatiivisena additiivisena ryhméné) on siis sen
normaali aliryhmé. Kéayttamaélla samaa ekvivalenssirelaatiota kuin luvussa 3 muo-
dostamme renkaan R ideaalia .# vastaavan tekijdjoukon R/. ja varustamme sen
tekijalaskutoimituksilla. Nain saamme tekijarenkaan eli jadinndsluokkarenkaan.

Ideaalia .# vastaavia sivuluokkia merkitdan additiivisesti z+I:114. Olkoon x € R.
Alkion x wirittdmdad vasenta ideaalia, joka koostuu z:n monikerroista zr, r € R
merkitddn usein x R:114, vastaavaa oikeaa ideaalia merkitdan Rx.

ProrosiTiO 7.8. Olkoon R rengas, ja olkoon & sen kaksipuolinen ideaali. Tdlloin

tekijajoukko R/.9 on rengas.

Todistus. Osoitamme, ettd kertolasku on yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa:

Olkoot a,a’,b,t) € R,a~d jab~U.Nyta—d € . jab—1V € ¥, joten
ab—a't =ab—ab +ab —d't =a(b—0)+ (a—ad ) € 7,

koska .# on kaksipuolinen ideaali. Loput harjoitustehtivéissi 82. 0

Propositio 1.12 antaa seurauksena

PRroPOSITIO 7.9. (1) Tekijirengas on kommutatiivinen, jos alkuperdinen rengas on
kommutatitvinen.
(2) Luonnollinen kuvaus R — R/.% on rengashomomorfismi.

Todistus. Lemma 1.12 ja Esimerkki 1.14. OJ

HuomaA: Tekijarengas R/.# voi olla kommutatiivinen vaikka R ei olisikaan: R/R
on yhden alkion rengas!

LAUSE 7.10 (Renkaiden isomorfismilause). Olkoon 1: R — S rengashomomorfismi.
Tdlloin tekijarengas R/ ker 1 on isomorfinen renkaan ¢ (R) kanssa.
Todistus. Lause todistetaan kuten ryhmien isomorfismilause 4.22. Harjoitustehtava

84. UJ

EsiMERKKI 7.11. (1) R/R = {0}, R/{0} = R.
(2) Reaaliluvut konstruoidaan luvussa 8 rationaalilukujen Cauchyn jonojen renkaan
nollaan suppenevien jonojen ideaalia vastaavana tekijarenkaana.
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Harjoitustehtavia.

TEHTAVA 77. Olkoon R rengas, ja olkoon .# C R. Osoita, ettéi

(1) # on vasen ideaali, jos ja vain jos za + z'ad’ € # kaikilla 2,2 € R ja
a,a’ € 7.
(2) # on kaksipuolinen ideaali, jos ja vain jos se on vasen ideaali ja oikea ideaali.

TEHTAVA 78. Olkoon ¢ : R — S rengashomomorfismi. Olkoon .# renkaan R vasen
ideaali. Osoita, ettd (.#) on renkaan 1(R) vasen ideaali.

TEHTAVA 79. Olkoon R rengas. Olkoot aq,as,...a, € R. Osoita, ettéd
(a1, a9, ... ,a,) = {xa; + 209 + + -+ + Tpay, : r1,22,..., 2, € R}
on renkaan R vasen ideaali.
TEHTAVA 80. Olkoot L ja M renkaan R vasempia ideaaleja. Olkoot
LM = {x1y1 + v2y2 + -+ + Tnyn : 7 € L,y; € M,n € N},
ja
L+M={zx+y:xz€L,ye M},
Osoita, ettd LM ja L + M ovat renkaan R vasempia ideaaleja.

TEHTAVA 81. Olkoot L ja M renkaan R vasempia ideaaleja.

(1) Osoita, ettd L N M on renkaan R vasen ideaali.

(2) Osoita, ettd jos &, i € I on renkaan R vasen ideaali, niin (,.;.% on
renkaan R vasen ideaali.

(3) Osoita, ettd LM C LN M, jos R on kommutatiivinen.

(4) Voiko LM olla ideaalin L + M aito osajoukko, jos R on kommutatiivinen?

TEHTAVA 82. Olkoon R rengas, ja olkoon .# sen kaksipuolinen ideaali. Osoita, etté
R/.7 on rengas.

TEHTAVA 83. Olkoon p alkuluku. Olkoon
R = {T € Q:syt(m,n) =1 ja n ei ole jaollinen luvulla p} u{0}.
n
Olkoon m
I = {— € R : m on jaollinen luvulla p} .
n

Osoita, ettd R on kommutatiivinen rengas, ja etti .# on renkaan R ideaali.
(Rationaaliluku m/n on supistetussa muodossa, jos syt(m,n) = 1.)

TEHTAVA 84. Todista renkaiden isomorfismilause.

TEHTAVA 85. Olkoot K ja K’ kuntia. Olkoon ¢: K — K’ kuntahomomorfismi.
Osoita, ettd ¢ on injektio.

8. REAALILUVUT

Téssé luvussa jatkamme lukualueiden mééarittelyéd luvun 2 pohjalta. Kaytettéavissé
on siis lukualueet N, Z ja Q seké kurssilla tdhédn mennessé kehitetty teoria.

Tunnetusti rationaaliluvut eivit ole algebran ja analyysin kannalta riittdvan
hyva lukualue:
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ESIMERKKI 8.1. Yht#lolld 22 = 2 ei ole ratkaisua rationaalilukujen joukossa: Jos
2?2 =2jaz = p/q € Q, saadaan p? = 2¢>. Tallsin luku 2 esiintyy luvun p? alkute-
kijdesityksesséd parillisen monta kertaa, ja luvun 2¢? esityksessé parittoman monta
kertaa. Aritmetiikan peruslauseen 6.10 mukaan tdmé ei ole mahdollista.

Tahan mennessa tarkasteltuihin lukualueisiin Z ja Q voi mééritelld jarjestyksen,
joka vastaa niiden tavanomaista ajattelemista “lukusuoran osajoukkoina”. Olkoot

Z, ={[(n,0)] € Z}
ja
Qr=1{p/qeQ:pqecZ}

positiivisten kokonaislukujen ja positiivisten rationaalilukujen joukot. Namé joukot
sopivat laskutoimitusten kanssa hyvin yhteen:

ProrosiTio 8.2. Olkoon K joko Z tai Q. Tdlloin
(1) Kaikilla a,b € Ky, a+be K, jaabe K.
(2) K=—-K,U{0}UK,.
(3) Kyn—K, =0.

Lisdksi
(4) kaikilla a € Qy, a™' € Q.

Todistus. (1) Olkoot a = [(m,0)],b = [(n,0)], m,n € N. Télléin a+b = [(m +n,0)],
ja koska m +n € N, a +b € N,. Samoin ab = [(mn,0)] € N,.
Olkoot a = p/q,b = r/s, p,q,r,s € N,gq,s # 0. Télloin a + b = (ps + qr)/gs.
Edellisen nojalla ps, qr,ps + qr,qs € Z., joten a + b € Q.. Kertolasku vastaavasti.
Loput harjoitustehtéavid (osa harjoitustehtévissi 86 ja 90). OJ

Nyt méérittelemme jarjestyksen kokonaisluvuille ja rationaaliluvuille: < on re-
laatio joukoissa Z ja Q, joka madritelldén:

. a<b <<= b—aeZ, kaikilaa,beZ
(8) a<b <= b—aecQ, kaikillaa,be Q.

Vastaavasti a > b, jos ja vain jos b < a. Jos a < b, niin a on pienempi kuin b. Jos
a > b, niin a on suuremp: kuin b. Maarittelemme vield toisen relaation < joukoissa
Z ja Q: Jos a < b tai a =b, niin a < b.

Muista, ettéd joukon X relaatio R on osittainen jérjestys, jos se on refleksiivinen,
antisymmetrinen ja transitiivinen. Jos lisdksi kaikille a,b € R pétee aRb tai bRa, R
on tdydellinen jirjestys. Jos < on tdydellinen jirjestys joukossa X, niin (X, <) on
taysin jarjestetty.

Edella esitetty on erikoistapaus yleisemmasta késitteesta:

MAARITELMA 8.3. Olkoon K kokonaisalue. Jos on K, C K, jolla on Proposition
8.2 ominaisuudet (1),(2) ja (3), niin K on jarjestetty kokonaisalue. Jos K on lisiksi
kunta, se on jarjestetty kunta.

PROPOSITIO 8.4. Lausekkeen (8) avulla mddritelty jarjestys < on taydellinen jdirjestys.

Todistus. Harjoitustehtava 87. 0]

Siis erityisesti Z ja Q ovat taydellisesti jarjestettyjé. Z on jarjestetty kokonaisalue
ja Q on jarjestetty kunta.

36



MAARITELMA 8.5. Olkoon (X, <) tédysin jarjestetty joukko. Olkoon A C X. Alkio
x € X on joukon A yldraja, jos a < x kaikilla a € A. Joukon A ylidraja x4 on joukon
A pienin yldraja, jos v 4 < x kaikilla joukon A yldrajoilla x. Vastaavasti mééritellaan
joukon A alaraja ja suurin alaraja.

Usein pieninté yldrajaa kutsutaan supremumiksi, ja siitd kdytetddn talloin mer-
kintdd sup A. Suurinta alarajaa kutsutaan infimumiksi, ja télléin merkitdén inf A.

ESIMERKKI 8.6. Joukolla

A={reQ:2*<2}
ei ole pieninté ylarajaa rationaalilukujen joukossa Q: Millekdén luvulle x € Q ei pade
2?2 = 2. Jos a = p/q € A, niin p?/¢* < 2. Tarpeeksi suurilla n € N, (1 + 1/n)? <
2¢2/p?, joten b = (1 + 1/n)*p?*/¢*> € A ja a < b, joten a ei ole joukon A yliraja.
Vastaavasti osoitetaan, ettd mikdéan joukon

B={zcQ:2*>2}
alkio ei ole joukon A pienin yldraja. (Harjoitustehtéavi 88)

Edellinen esimerkki osoittaa, ettd rationaalilukujen joukossa on reikid. Laajen-
namme rationaalilukujen joukon Q reaalilukujen joukoksi arvioimalla esimerkiksi
lukua “v/2” rationaalilukujen jonolla, joka “suppenee kohti lukua +/2”. Haluamme,
ettd ndin konstruoitava lukualue on kunta, joka on kunnan Q laajennus jarjestettyna
kuntana, eli Q voidaan tulkita reaalilukujen osaksi siten, etté laskutoimitukset ja
jarjestys séilyvét.

Tarkastelemme ensin rationaalilukujen jonoja. Olkoon

S =an);Z s an € QF.

Maéirittelemme yhteenlaskun ja kertolaskun joukossa ¢ komponenteittain. Siis, jos
a = (an)p2 ja 8= (bn);Z;, niin

a+ = (a,+b,),", ja af = (ayb,),.

Jonot ovat kuvauksia o : N — Q, a(n) = a,, joten _# on rengas edelld méaritellyilla

laskutoimituksilla varustettuna, katso Esimerkki 5.8. Kertolaskun neutraalialkio on

vakiojono 1 = (1), = 1,1,1,... ja yhteenlaskun 0 = (0)2, = 0,0,0,....
HuoMAA: Rengas _# ei ole kunta: Olkoot a = (a,)52, ja 8 = (by)22

n=1’

1, kinn=1

ay =
0, kun n # 1

ja
_J1, kunn=2
"0, kun n # 2

Télloin jonolla «v ei ole kéddnteisalkiota, koska jonon oy kaikki indeksiéd & > 2 vastaa-
vat kertoimet ovat nollia, olipa v miké jono tahansa. Sité paitsi (ax)52,(bk)5>, = 0,
joten rengas ¢ ei ole mydskéddn kokonaisalue.
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MAARITELMA 8.7. Olkoon K jarjestetty kokonaisalue. Olkoon K, sen positiivisten
alkioiden joukko. Alkion x € K itseisarvo on

x, jos x € K,
lz| = ¢ —x, josx € —K,
0, jos x = 0.

ProrosiTio 8.8. Olkoon K jdrjestetty kokonaisalue. Tdlldin
(1) |z| =0 <= x=0.
(2) |z —y| <l|z—z|+ |2z —y| katkilla z,y,z € K.
(3) |zy| = |z||ly| kaikilla z,y € K.

Todistus. Kuten kurssilla Analyysi 1. O
Tarkastelemme nyt reaalilukujen konstruktiota rationaalilukujonojen avulla.

MAARITELMA 8.9. (1) Jono (ax)32,, ar € Q on rajoitettu, jos on M € Q siten, etté
lag| < M kaikilla k € N.
(2) Jono (ag)52y, ar € Q on Cauchyn jono, jos kaikilla € € Q1 on N € N siten, ettd

lan, — am| <€, kun n,m > N.

(3) Jono (ar)52,, ax € Q, suppenee kohti alkiota a € Q, jos kaikillae € Q4 on N € N
siten, ettd

la, —al <€, kun n > N.

Jos jono (ax)32; suppenee kohti lukua a € Q, a on jonon raja-arvo, merkintoja:

a:klim gy — a5 A = a kun k — oo.
Madritelma 8.9 yleistyy kaikille jérjestetyille kokonaisalueille, ja kdytdmmekin
sitd reaalilukujen yhteydessia. Edellda maaritellyt kasitteet liittyvét toisiinsa:

ProprosiTIO 8.10. (1) Suppeneva jono on Cauchyn jono.
(2) Cauchyn jono on rajoitettu.

Todistus. (1) Olkoon (ag)?2; suppeneva jono. Olkoon € € Q. Télloin on a € Q ja
N € N siten, ettd |ax — a|] < €/2, kun k > N. Olkoot m,n > N. Talloin

| — an| < lam —a| + |a —a,| < e.
(2) Harjoitustehtava 91. O

HuoMmAA: Monet rationaalilukujen Cauchyn jonot eivit suppene joukossa Q. Esi-
merkiksi jono
8 13 21

l==-, 2= L2, =2 =
5 8713

17 ) Y

1 2 35
12" 3

joka jatkuu saannolla

& _ Pn—1 + Pn—2

dn n—1 + qn—2 7
on rationaalilukujen Cauchyn jono, joka ei suppene rationaalilukujen joukossa. Si-
vuutamme tdmén seikan todistuksen. Jono liittyy ketjumurtolukuihin ja kultaiseen
leikkaukseen.
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ProrosiTio 8.11. Cauchyn jonojen joukko

€ (Q) = {(ai)ien € Z(Q) : (ai)ien on Cauchyn jono},
on renkaan 7 (Q) alirengas.

Todistus. Harjoitustehtava 92. 0

Monet Cauchyn jonot suppenevat samaan pisteeseen, esimerkiksi 1/n — 0 ja
+1/2" — 0, kun n — oo. Emme siis halua mééritelld reaalilukuja suoraan ra-
tionaalilukujen Cauchyn jonojen avulla. Monilla Cauchyn jonoilla ei sitd paitsi ole
kéaanteisalkiota kertolaskun suhteen. Namé ongelmat korjataan siirtymaélld sopivaan
tekijarenkaaseen.

MAARITELMA 8.12. Rationaalilukujen Cauchyn jono (a)$2; on nollajono, jos se
suppenee kohti lukua 0 € Q. Merkitsemme nollajonojen joukkoa .47 (Q).

LEMMA 8.13. A (Q) on renkaan € (Q) ideaali.

Todistus. Harjoitustehtava 93. 0
MAARITELMA 8.14. Reaaliluvut ovat tekijarengas R = ¢'(Q) /A4 (Q).

Reaalilukujen yhteenlaskun ja kertolaskun neutraalialkiot ovat 0 = [0,0,...] ja
1=1[1,1,...].

LAUSE 8.15. Reaalilukujen rengas on kunta.

Todistus. Lemman 1.12 nojalla R on kommutatiivinen rengas. Osoitetaan, etté jo-
kaisella z € R\ {0} on kéénteisalkio kertolaskun suhteen. Jos # € R\ {0}, niin on
luvut a € Q%, k € N, joille z = [(ax)52,]. Jono (1/a)g2, on Cauchyn jono: Olkoon
e € Q.. Tallsin on N € N ja ¢ € Q, joille |a,,|, |an| > ¢, kun m,n > N. Siis

1 1

Qnp Am

Ay — Ap |am_a'n|

¢

A Ap,

joka on pieni, kun m ja n ovat riittavin suuria. Nyt [(ag)e,][(1/ax)?2,] = 1.
0J

Olkoon
Ry = {[(ar);2,] : on N € N, ¢ € Q; siten, ettd a, > ¢ kaikilla n > N'}.

Positiivisten reaalilukujen joukko R on hyvin méaéritelty, silld kaikille jonon (a)2,
kanssa ekvivalenteille jonoille (b)p2, on N’ € N, siten, ettd [by — ax| < %, kun
k > N'. Siis kolmioepayhtélon nojalla saadaan by, > ¢/2 suurilla k.

Jos K ja K’ ovat kuntia, ja ¢: K — K’ on rengashomomorfismi, sanotaan, etté

¢ on kuntahomomorfismi.

LAUSE 8.16. R on jarjestetty kunta. Sen jarjestys on tiydellinen. Kuvausi: Q — R,
i(q) = [(q)52,] on jirjestyksen sdilyttivi injektisvinen kuntahomomorfisma.
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Todistus. Osoitetaan, ettd positiivisten reaalilukujen joukolla R, on Proposition 8.2
ominaisuudet (1), (2) ja (3):

(1) Tarkastellaan tuloa: Olkoot o = [(ag)324], 8 = [(bk)7;] € R,. Télloin on N € N
ja q € Qg siten, ettd ay, b, > ¢, kun k > N. Nyt ¢*> € Q4 ja apb, > ¢* kaikilla
k > N, joten a8 € R,. Yhteenlasku samaan tapaan.

(2) Olkoon z € R\ (R4 U {0}). Talloin on aj € —Q, joille x = [(ax)52,]. Nyt

—r = [(—ar)il,] € Ry

(3) Olkoon [(ax)?2,] € Ry N =R, Télloin suurille & pétee ar > ¢ ja —ay > ¢ jollain
q € Q.. Tallsin erityisesti ag, —ar € Q. N —QL = 0!

Jérjestyksen taydellisyys: Harjoitustehtéva 87.

Kuvauksen ¢ homomorfisuus todistetaan kuten Propositioissa 2.2 ja 2.4 (Harjoitus-
tehtava 94). Osoitetaan, ettd kuvaus i sailyttdd jarjestyksen. Olkoot ¢, r € Q siten,
ettd ¢ > relig—r e Q. Nyt

(9) ilg) —i(r) = (@i = ()] = [(g — )i ]

Oletuksen mukaan ¢ — r € Q; kaikilla k, joten yhtdlon (9) mukaan i(q) > i(r). O

SopiMUs: Téstedes samastamme rationaaliluvut vastaavan reaalilukujen
osajoukon kanssa.

Osoitamme seuraavaksi, ettd luvun alussa havaitut rationaaliluvuilla esiintyvét
analyysin ongelmat on korjattu siirtymaélld reaalilukuihin. Kirjaamme aluksi kaksi
pienté kayttokelpoista tulosta:

LEMMA 8.17. Olkoon v = (c)52, rationaalilukujen Cauchyn jono, ja olkoon ¢ € Q.
Jos on N € N siten, ettd |cx| < ¢, kun k> N, niin |[v]| < c.

Todistus. Jos [y] € Ry ja [y] > ¢, niin [y] —i(c) € Ry, elion § € Qy, jolle ¢y — ¢ > §
kaikilla suurilla k. Siis ¢ > ¢+ ¢ kaikilla suurilla k. Muut tapaukset tarkastetaan
samaan tapaan. O

LEMMA 8.18. (1) Olkoon ¢ € Q4. On € € R, siten, ettd 0 < € < e.
(2) Olkoon € € Ry. On e € Q siten, etti 0 < e < €. Erityisesti jokaisella M € R,
onn €N, jolle % < €.

Todistus. Harjoitustehtava 95. O

HuomaA: Samastamme néisséd tuloksissa rationaaliluvut vastaavia vakiojonoja vas-
taavien reaalilukujen kanssa, joten reaaliluvun ja rationaaliluvun vertaaminen on
sallittual

ProposSITIO 8.19. Olkoon (ax)i2, rationaalilukujen Cauchyn jono. Jono (ax)i2,
suppenee reaalilukujen joukossa, ja sen raja-arvo on o = [(ag)5,]-
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Todistus. Tulkitsemme nyt rationaaliluvun a, vakiojonon (ay)?2; luokaksi R:ssa,
huomaa indeksit! Olkoon € € Q... Koska (ay)g2, on Cauchyn jono, on N € N; siten,
ettd kun k£, m > N, niin |ay — a,,| < €. Olkoon m > N. Silloin

[(am)iZi] = = [(am — ar)iZil;

joten Lemman 8.17 mukaan |[(a;,);,] — a| < €. Viite seuraa téstd ja Lemmasta
8.18. 0

Siis jokainen rationaalilukujen Cauchyn jono suppenee reaalilukujen kunnassa.
Tallaisen jonon raja-arvo on se reaaliluku, jonka se maaraal

LAUSE 8.20. Jokainen reaalilukujen Cauchyn jono suppenee.

Todistus. Idea: Arvioimme reaalilukujen Cauchyn jonoa rationaalilukujen Cauchyn
jonolla, ja osoitamme, ettéd alkuperédinen jono suppenee kohti tdmén jonon madrdamaa
reaalilukua.

Olkoon (o) R Cauchyn jono. Nyt v, = [(anr)52,)- Proposition 8.19 nojalla
on indeksi K,, € N siten, etta

|, — i(ank, )| < — z(n)

Olkoon ¢, = ay k,, -

Olkoon € € R,. Koska (a;,); on Cauchyn jono, niin on N € N siten, ettd
|, — ap| < €/3, kun n,m > N. Olkoon N; > N siten, ettd 1/N; < ¢/3. Talloin
kaikilla n, m > Ny pétee

|Qn - C]m| = |Z(Qn) - Z(Qm)| = |Z<Qn) — Oy + Oy — Oy + Qg — Z(Qm)|

< [i(qn) — atn + | |+ [t — i(gn)| < = + = + =
1(gn) — ap oy — Oy O — UG, -+ -+ -=c
S q q 3 3 3

Siis (¢,)22, on rationaalilukujen Cauchyn jono, joka méérad reaaliluvun a = [(g,,)5%,].
Olkoon Ny > Nj siten, ettd |a — i(g,)| < €/2, kun n > Ny (Propositio 8.19).
Talloin
o = af <o —ilgn)] +[i(an) — ol <

joten a,, — a, kun n — oo. 0
Koska kaikki R:n Cauchyn jonot suppenevat, sanotaan, ettd R on tdydellinen.

LAUSE 8.21. Olkoon A C R ylhdcdltd rajoitettu, A # 0. Tdlloin joukolla A on pienin
yldraja.

Todistus. Olkoon M joukon A ylaraja. Olkoon n € N. Olkoon ¥, € Z pienin luku
siten, ettéd y,/n on joukon A yldraja. Téllainen on, silli jokaisella alhaalta rajoite-
tulla kokonaislukujen epétyhjélld osajoukolla on minimi (induktioperiaatteen kanssa

ekvivalentti ominaisuus!). On siis z,, € A, jolle
1
I _ 2 <z, < I
non n

Olkoot m,n € N siten, ettd 2= < = T4ll6in

U _ L _Yn _Ym

m m n m’
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sillda muuten y,, ei olisi minimaalinen (Mieti!). Siispa

m n 1
I _In) o~
m nl m
Valitsemalla m,n > 1/ saamme
LU <€,
m n

joten jono (y,/n)s; on Cauchyn jono. Proposition 8.19 mukaan se suppenee kohti
raja-arvoa w € R.

Osoitamme, ettéd w on joukon A yldraja: Jos olisi x € A, jolle w < =z, niin
r —w € Ry, ja raja-arvon médritelmén nojalla on n € N; jolle

Yn| T —w
w—— <
n 2
Télloin (mieti, miksi!)
Yo _ T—W
r——2 .

n 2
Erityisesti siis # > y,/n, joten y,/n ei ole joukon A yliraja.
Osoitetaan vield, ettd w on joukon A pienin ylaraja: Olkoon u < w. Téll6in on
n € N, siten, etta

Un ‘<w—u
n - 4
ja jollain a,, pétee
Yn w—u
— T Un S
n 4
Nyt
an—u:w—u+an—y—n+y—n—w
n o n
n n w—u
>w—u+ an—y—+y——w‘2 ,
n
joten u ei ole joukon A yléaraja. O

Analyysin kursseilla on tapana ottaa lahtokohdaksi joko

e (suljettujen) sisikkdisten vilien periaate: Jos Iy D Iy D ... ovat sisdkkaisid
suljettuja ja rajoitettuja reaalilukuvélejéd, niin niiden leikkaus NI; ei ole
tyhja joukko, tai

e tiydellisyysaksiooma: Jokaisella ylha#ltd rajoitetulla epatyhjéalla joukolla
A C R on pienin ylaraja.

N&amé periaatteet ovat nyt lauseital
ESIMERKKI 8.22. Yhtilolld 22 = 2 on ratkaisu reaalilukujen joukossa. Olkoon
A={reR:2* <2}
Kuten Esimerkissd 8.6 huomaamme, ettd mikdén joukon A luvuista ei ole joukon
A ylaraja, ja ettd mikéddn joukon
B={reR:2*>2}
luvuista ei ole joukon A pienin yldraja. Kuitenkin Lauseen 8.21 mukaan joukolla A

on pienin ylidraja. Tille luvulle a € R pétee siis a®> = 2. Samalla péiittelylld saadaan,
ettd joukon A suurin alaraja on saman yhtdlon ratkaisu.
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LAUSE 8.23. Olkoon x € R, ja olkoon n € N. Tilloin on {/x € Ry, jolle pditee
(/x)" = x. Lisiksi, jos ©,y € Ry jax <y, niin {/z < {/y.

Todistus. Luvun {/z olemassaolo todistetaan kuten esimerkissi 8.22. Jérjestyksen
sdilyminen seuraa harjoitustehtévéasta 89. 0

Harjoitustehtavia.

TEHTAVA 86. Osoita:
(1) Kaikilla a,b € Q4 pétee a+b € Q4 ja ab € Q..
(2) Jos a € QF, niin @ € Q4 tai —a € Q..
TEHTAVA 87. Maaritelladn jarjestetyssd kokonaisalueessa K relaatio < asettamalla
a<b <= (b—ae[ﬂ tai a:b).
Osoita, etté relaatio < on tédydellinen jérjestys.
TEHTAVA 88. Osoita, ettei mikddn joukon B = {z € Q : 2 > 2} alkio ole joukon
A= {zx € Q:2? <2} pienin yliraja.
TEHTAVA 89. Olkoon K jirjestetty kokonaisalue. Osoita, etta
e Jos a <bjac>0,niin ac < bc.
e Josa<bjac<d, niina+c<b+d.
TEHTAVA 90. Olkoon K jarjestetty kokonaisalue. Olkoot a,b € K. Osoita, etté

e Josa>0jab<0, nin ab < 0.
e Jos a # 0, niin a? > 0.
e Jos a on yksikkd ja a > 0, niin a=* > 0.

TEHTAVA 91. Olkoon K jéarjestetty kokonaisalue. Osoita, ettd K:n Cauchyn jonot
ovat rajoitettuja.

TEHTAVA 92. Osoita, ettd €(Q) on renkaan ¢ (Q) alirengas.

TEHTAVA 93. Osoita, ettd .4 (Q) on renkaan €(Q) ideaali. Onko .4 (Q) renkaan
Z(Q) ideaali?

TEHTAVA 94. Osoita, ettd kuvaus i: Q — R, i(q) = [(¢)%2,] on injektiivinen kun-
tahomomorfismi.

TEHTAVA 95. (a) Olkoon € € Q. Osoita, ettd on € € Ry siten, ettd 0 < € <.
(b) Olkoon ¢’ € R, . Osoita, ettd on € € Q siten, ettd 0 < e < €.

9. KOMPLEKSILUVUT

Lauseen 8.23 mukaan jokaisella positiivisella reaaliluvulla on positiivinen n:s juu-
ri kaikilla n € N. Sen sijaan esimerkiksi yht#lolld 22 = —1 ei ole ratkaisua reaalilu-
kujen kunnassa: —1 ¢ R, ja toisaalta jérjestetyssi kunnassa kaikkien lukujen neliot
ovat positiivisia. Laajennamme nyt lukualuetta tdmén ongelman poistamiseksi.

43



MAARITELMA 9.1. Kompleksilukujen joukko on R? varustettuna komponenteittai-
sella yhteenlaskulla ja kertolaskulla, joka mééaritellddn asettamalla

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

ProrosiTIO 9.2. C on kunta. Yhteenlaskun neutraalialkio on (0,0) ja kertolaskun
neutraalialkio on (1,0). Kuvaus j: R — C, j(x) = (z,0) on injektiivinen kuntaho-
momorfismi.

Todistus. Harjoitus. (Kompleksilukujoukon kuntaominaisuus harjoitustehtévissa 97)
O

SopiMmus: Téstedes samastamme reaaliluvut vastaavan kompleksilukujen
osajoukon kanssa.

Kompleksilukua i = (0, 1) kutsutaan imaginaariyksikoksi. Jokainen kompleksi-
luku voidaan esittdd summana

(a,b) = (a,0) + (0,b) = a + ib,

missé viimeisessa vaiheessa kidytetdéan edelld tehtyé sopimusta, jonka mukaan komplek-
siluku (a,0) samastetaan reaaliluvun a kanssa. Kompleksiluvun z = a + b reaaliosa
on Re(z) = a ja imaginaariosa on Im(z) = b. Luku zZ = a — ib on kompleksiluvun
z = a+ b (kompleksi)konjugaatti eli listtoluku.

Niilla merkinnéilla kompleksilukujen laskutoimitukset ovat

(a+1ib) + (c+id) = (a+c) +i(b+d),
(a +1ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc).
Yhteenlaskun neutraalialkio on 0 ja kertolaskun neutraalialkio on 1.
HuoMmaAa: 2 = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1, joten yhtdlolld 22 = —1 on ratkaisu

kompleksilukujen kunnassa.
Kompleksiluvun z = z + iy moduli (eli itseisarvo) on

2] = Vzz = Va? + > = [|(z,9)].
Jos x € R, niin |z| = |j(z)| = |z|. Moduli toteuttaa kolmioepéyhtéalon:
|2+ 2| < [2] + ||
kaikilla z, 2’ € C, vertaa Euklidiset avaruudet. Modulin avulla havaitaan helposti
L
C TR

Napakoordinaattien avulla voimme esittdd jokaisen kompleksiluvun z # 0 muo-
dossa z = |z|(cos ¢ + isin ¢), missi ¢ on tason R? vektorien (1,0) ja (Re(z),Im(z))
valinen kulma “positiiviseen kiertosuuntaan”. Trigonometristen funktioiden kulman
yhteenlaskukaavojen avulla saamme:
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PROPOSITIO 9.3. (1) Olkoot z = r(cos ¢ +isin¢), jo w = s(cosf +isinf). Tdlldin
zw = rs(cos(¢ + 6) + isin(¢ + 6)).
(2) Olkoot z, = r(cos ¢ +isingy), k=1,2,...,n. Talloin

H 2, = (H rk)(cos(z o) + 1 sin(z or))-

Todistus. Analyysi 1. O

k

Jos 2% = w, niin z on luvun w k. juuri.

LEMMA 9.4. Luvulla 1 € C on m kappaletta m. juuria.

Todistus. Olkoon
2r .. 27
Cm = €Os — + ¢sin —.
m m
Télloin Proposition 9.3 nojalla

(= cos2m +isin 27w = 1.

Josn € {1,2...,m}, niin Proposition 9.3 nojalla
n 2rn. . . 2mn
= €Os —— + isin —,
m m
joten
2 2
()™ = cos T sin M
m
Siis kaikki luvut (], ovat ykkosen juuria. U

ProrosiTio 9.5. Jokaisella kompleksiluvulla z € C* on m kappaletta m. juuria.

Todistus. Harjoitustehtéava 98. 0

Seuraavan havainnon avulla osoitamme helposti, ettd kompleksilukujen kuntaa
ei voi jarjestdd kuten reaalikukuja:

LEMMA 9.6. Olkoon K jirjestetty kokonaisalue, ja olkoon a € K \ {0}. Tdlloin
a’® € K. Erityisesti 1 € K.

Todistus. Nyt a € K, tai —a € K. Siispi a®> € K, tai (—a)® € K., ja koska

a’ = (—a)?, viite seuraa. O

ProprosITIO 9.7. Kompleksilukujen kunnalla ei ole jdrjestetyn kunnan rakennetta.

Todistus. Jarjestetysséd kunnassa jokaisen luvun nelié on positiivinen. Jokainen komplek-
siluku z # 0 on Proposition 9.5 mukaan neli6. Siis kaikki nollasta poikkeavat luvut
olisivat positiivisia, mikd on mahdotonta. O

ESIMERKKI 9.8. Luvun 2 € C kolmannet juuret ovat /2,

5 2r . 2m, . 1 V3

ﬂ(cos?+zs1n?)—\/§(—§+17)
ja

s o S N Y~ BERVE]

\/§(COS? +ZSIII?) = —\/5(5 +27) .
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Proposition 9.5 avulla voimme myos ratkaista toisen, kolmannen ja neljinnen
asteen polynomiyhtalot.

ProrosiTIO 9.9. Olkoot ag,a; € C. Luvut

21:—%—1- (%)Q—CLO ja 22:—%— (%)Q—ao
ovat yhtdlon
24 az4+a9=0
ratkaisuja.
Todistus. Havaitsemme, etté
(z—21)(z —2) =22 + a1z +ag =0,
mistd viite seuraa. U

Kaikki kolmannen asteen kompleksikertoimiset yhtélot saadaan muuttujanvaih-
dolla muotoon 2 + pz + g = 0. Jos ug, vy € C siten, etti

UoVo = X
niin luvut z; = ug+vo, 22 = (3ug+C3vg ja 2o = (Fug+C3vp ovat yhtilon z3+pz+q =0
ratkaisuja.

Emme tarkastele korkeamman asteen kaavoja tarkemmin téalld kurssilla. Nel-
jannen asteen kaavat ovat saman tapaisia kuin kolmannen asteen tapauksessa. Abel
osoitti vuonna 1826, etté viidennen ja korkeamman asteen polynomeille ei ole téllaista
ratkaisualgoritmia. Tamén véitteen todistuksessa kdytetdéan yleenséd ryhméteoriaa.
Aiheesta enemmén esimerkiksi kirjassa K. Viisdla: Lukuteorian ja korkeamman al-
gebran alkeet.

Polynomiyht&l6itéd ja niiden ratkaisujen lukuméérda tarkastellaan lahemmin lu-
vussa 10.

Harjoitustehtavia.

TEHTAVA 96. Osoita, ettd kompleksilukujen kertolasku on assosiatiivinen ja kom-
mutatiivinen.

TEHTAVA 97. Osoita, ettd C on kunta.

TEHTAVA 98. Osoita, ettéd jokaisella kompleksiluvulla z € C* on m kappaletta m.
juuria.

TEHTAVA 99. Ratkaise yhtélot z* = i ja 2> = —3. Havainnollista ratkaisuja kuvalla.
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TEHTAVA 100. Olkoot Gaussin kokonaisluvut

Zli) ={a+ibe C:a,be Z},
ja Gaussin rationaaliluvut

Q) ={a+ibeC:a,be Q}.

Osoita, ettd Z[i] on rengas, ja ettd Q(i) on kunta.

10. PoLyNOMIT

Tarkastelemme lyhyessé viimeisessd luvussa polynomirenkaiden teoriaa ja po-
lynomiyhtéaloiden ratkaisemista. Algebrassa on tapana pitda erillddn polynomin ja
polynomifunktion késitteet.

Sopimuksia:

e Tiéssé luvussa X on muodollinen symboli, jota usein kutsutaan muuttujaksi.
e Symbolin —oo:n sovitaan tarkoittavan “daretontéd negatiivista lukua”, jolle

patee
o —oo < a kaikilla kokonaisluvuilla a,
0 —00 + —00 = —00, ja
o —o0 + a = —oo kaikilla kokonaisluvuilla a.

Mitdain muita operaatioita sille ei ole méaéritelty!

MAARITELMA 10.1. Olkoon R kommutatiivinen rengas, #R > 2. Olkoon n € N, ja
olkoot a,,a,_1,...,a1,a9 € R. Lauseke

P(X)=> apX*=a, X"+ a, X"+ + ;X + ag
k=1
on yhden muuttujan R-kertoiminen polynomi. Jos a, # 0, niin polynomin P(X)
aste on deg(P(X)) = n. Nollapolynomin 0 aste on —oo. Kaikkien R-kertoimisten
polynomien joukkoa merkitdan R[X]:114.
Olkoot P(X) = Y i , ax X" ja Q(X) = DL, bpX* R-kertoimisia polynomeja,
n > m. Olkoot b,,11 = bypio = -+~ = b, =0, jos n > m. Polynomien summa ja tulo
madritellddn asettamalla

n

P(X)+Q(X) = (ay +by) X*

ja B
(10) POQX) =D (3 aibs) X*

Polynomi P(X) = >}, a, X* € R[X] maédrittelee polynomifunktion P: R — R,
Ty agxh

ProprosITIO 10.2. R[X] on kommutatiivinen rengas.

Todistus. Selvéasti polynomit 0 ja 1 ovat yhteenlaskun ja kertolaskun neutraalialkiot.

Muut ominaisuudet seuraavat siité, ettd R on rengas suoraviivaisella tarkastuksella.

O
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HuOMAUTUKSIA: (1) Toinen, vihemmén havainnollinen tapa mééritella polynomit
on korvata edelld lauseke Y _, ax X" jonolla (ag, ay,...,a,,0,0,...), ja médritelld
yhteenlasku kuten jonoille on tapana ja kertolasku kaavan (10) mukaisesti. T&ll6in
jono (0,1,0,0,0,...) on symbolin X vastine.

(2) Polynomien laskutoimitukset ovat siis tavanomaiset.

(3) Polynomit voi halutessaan kirjoittaa kasvavien X :n potenssien mukaan silla R[X]
on kommutatiivinen.

(4) Kuvaus P(X) — (P : R — R) on rengashomomorfismi polynomirenkaasta R[X]
kuvausrenkaaseen .# (X, X).

ESIMERKKI 10.3. Olkoot P(X),Q(X) € Z[X], P(X) = 2X? +2, Q(X) = 1 + 2X.
Talloin
P(X)Q(X) = 4X? +2X? +4X + 2.
Nyt deg(P(X)) = 2, deg(Q(X)) =1 ja deg(P(X)Q(X)) = 3.
LEMMA 10.4. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Tdlloin
(11) deg(P(X)Q(X)) < deg P(X) + deg Q(X)
kaikille P(X), Q(X) € R[X].

Todistus. Olkoot P(X) = Y.r_,ax X" ja Q(X) = S kX", a, # 0, by, # 0.
Tulopolynomin P(X)Q(X) korkeimman asteen termi on a,b,, X" ™™, jos a,b, # 0,
muuten aste on alempi. O

ProrosiTio 10.5. Jos Kon kokonaisalue, niin K[X] on kokonaisalue. Tdlloin
deg(P(X)Q(X)) = deg(P(X)) + deg(Q(X)).

Todistus. Kaytamme Lemman 10.4 merkintoja. Tulopolynomin korkeimman asteen
termin kerroin on a,b,, # 0, silli K on kokonaisalue. [

ESIMERKKI 10.6. (1) Kun tarkastellaan polynomirengasta Z,[X], polynomien ker-
toimista jatetddn yleensé ekvivalenssiluokan sulut pois. Téll6in esimerkin 10.3 koko-
naislukukertoimisten polynomien lausekkeet voidaan tulkita polynomirenkaan Z,[X|
polynomeiksi.

(2) Jos kerroinrengas ei ole kokonaisalue, kaavassa (11) voi olla erisuuruus: Polynomi
2X on nollan jakaja renkaassa Z4[X]: (2X)(2X) = 4X? = 0. Nyt siis

—00 =deg0 = deg((2X)(2X)) < 2deg(2X) = 2.

(3) Joillakin renkailla R kaksi eri polynomia polynomirenkaassa R[X] voi maarati
saman polynomifunktion (katso Propositio 10.15): Olkoot Q(X), P(X) € Z[X],
Q(X)=X? P(X)=X. Téllsin P(0) =0=0%=Q(0),ja P(1)=1=12 = Q(1).

HuoMAA: Polynomirengas ei ole koskaan kunta. Jos K on kokonaisalue, niin Pro-
position 10.5 mukaan ainoat polynomit, joilla on kédénteisalkio kertolaskun suhteen
ovat nollasta poikkeavat vakiopolynomit. Sen sijaan, jos kerroinrengas ei ole ko-
konaisalue, muillakin polynomeilla voi olla kdénteisalkioita: Esimerkiksi renkaassa
Z4| X pétee

X +1)(2X +1) =4X? +4X +1=1.

Nyt kuitenkaan kaikilla nollasta poikkeavilla vakiopolynomeilla ei ole ki#nteisalkiota.
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ESIMERKKI 10.7. Samalla lausekkeella annettujen polynomien jaollisuus riippuu tar-
kasteltavasta polynomirenkaasta:

(1) (X —=1) | (X?—=1)ja (X +1)]| (X?—1) kaikissa renkaissa R[X], missi R on
kommutatiivinen rengas:

X-DX+1)=X*4+(1-1)X-1=X>-1.

(2) (X +1) | (X?+1) renkaassa Zy[X], silld 1 = —1 renkaassa Z?.

(3) (X +1) 4 (X%+1) renkaassa C[X]: Jos (X +1) | (X?+1), niin on A, B € C, joille
(X +1)(AX + B) = X? + 1 (miksi?). Téllsin toisen ja nollannen asteen kertonma
tarkastelemalla havaitaan, ettd A = 1 = B, mutta ensimméisen asteen termit eivit
tasmaa.

Jos kokonaisluvut a, b jakavat toisensa, a | b ja b | a, niin a = £b. Polynomeille
ei voi padtelld néin, vaan oikea padtelmé on seuraava:

LeEMMA 10.8. Olkoon K kokonaisalue, ja olkoot P(X),Q(X) € KI[X] siten, ettd
P(X) | Q(X) ja Q(X) | P(X). Silloin on u € K*, jolle P(X) = uQ(X).
Todistus. Harjoitustehtava 103. 0J

Olemme kayttaneet kurssilla muutamia kertoja kokonaislukujen jakoyhtéaloé: Ol-
koot a,b € Z ja b # 0. Talloin on yksikésitteiset ¢, j € Z, joille
a=qgb+j ja 0<j<|bl.
Todistamme vastaavan tuloksen polynomeille kolmena hieman erilaisena versiona:

ProrosiTiO 10.9 (Jakoyhtéls). Olkoon R kommutatiivinen rengas. Olkoot A(X),
B(X) € R[X] siten, etti B(X) # 0 ja
(1) B(X):n korkeimman asteen termin kerroin on 1, tai

(2) B(X):n korkeimman asteen termin kerroin on yksikkd, tai
(3) R on kunta.

Talloin on yksikasitteiset Q(X), J(X) € R[X], joille
AX)=Q(X)B(X)+ J(X) ja degJ(X) < degB(X).

Todistus. (1) Jos B(X) jakaa polynomin A(X), ei ole mitdan todistettavaa. Muuten,
olkoon

S = {A(X) — D(X)B(X) : D(X) € R[X]}.
Selvisti S # (). Olkoon
T =degS ={deg P(X): P(X) e S}

Koska B(X) t A(X), niin 0 ¢ S, joten t = min7 > 0.

Olkoon Q(X) € R[X] sellainen, ettd deg(A(X) — Q(X)B(X)) = deg J(X) =
Olkoon J(X) = a; X"+ - - - + ag. Osoitamme, etti t < d = deg B(X). Jos olisi ¢t > d,
niin

J(X)—a,X"™B(X)=AX) - (QX) +a, X" HB(X) e S
ja deg (J(X) — & X"""B(X)) < t, mutta tdmé on mahdotonta, koska polynomin
J(X) aste on minimaalinen.
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Jos Q(X) ja J(X) ovat polynomeja, joilla on samat ominaisuudet kuin polyno-
meilla Q(X) ja J(X), niin

(Q(X) = QUX))B(X) = J(X) - J(X).

Jos @(X ) # Q(X), niin vasemman puolen aste on vihintddn d, kuitenkin

deg(J(X) — J(X)) <t < d.
Siis Q(X) = Q(X) ja J(X) = J(X).
(2) Harjoitustehtava 104.
(3) Seuraa kohdasta (2), koska kaikki nollasta poikkeavat kunnan alkiot ovat yk-
sikoita. U
EsiMERKKI 10.10. Jakoyhtélo voidaan toteuttaa algoritmisesti jakokulman avulla
kuten kokonaisluvuillekin. T#ll5in esimerkiksi polynomeille A(X) = 2X34+X?— X —1
ja B(X) = X? — 2 renkaassa Z[X] piitee
2X3 + X2 - X —1=(2X +1)(X* - 2) +3X +1,

joten Q(X) = 2X + 1 ja J(X) = 3X + 1. Renkaassa Z3[X] samoilla polynomeilla
A(X) ja B(X)
(12) 2X3 4+ X2 - X — 1= 2X +1)(X?—2)+ 1= 2X + 1)(X*+1)+ 1.
Toisaalta, jos B(X) = 2X + 1, niin jakoyht&lo ei toimi renkaassa Z[X]: jakokulmassa
paadytadn ongelmalliseen tilanteeseen

2X P+ X2 - X —1=X?2X +1) - X —1,
josta ei voi jatkaa. Sen sijaan renkaassa Zs3[X| voidaan jatkaa, koska Zjz on kunta.
Nyt

—X —1=2X+42=(2X+1)+1
ja paddytadan yhtéloon (12). Renkaassa Q[X] jakoa voi my0s jatkaa, ja saadaan
1 1
2X3+X2—X—1:(X2—§)(2X+1)—§.

Tarkastelemme nyt yhden muuttujan polynomiyhtélsitd. Témén kanssa on yh-
tapitdavad tarkastella polynomien (tai niitd vastaavien polynomifunktioiden) nolla-
kohtia.

MAARITELMA 10.11. Olkoon R kommutatiivinen rengas, ja olkoon P(X) € R[X].
Alkio ¢ € R on polynomin P(X) juuri eli nollakohta, jos P(c) = 0.

Jakoyhtélo antaa seuraavan perustuloksen:

ProrosiTio 10.12. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Olkoon P(X) € R[X], ja
c € R. Tdlloin
Plc) =0 <= (X —¢) | P(X).

Todistus. Jos P(c) = 0, niin jakoyht&lon mukaan on Q(X), J(X), joille deg J(X) <
ja A(X) = Q(X)(X—c)+J(X). Siis J(X) on vakiopolynomi, on b € R, jolle J(a) =
kaikilla a € R. Erityisesti

0=P(c) =Q(c)(c—c)+ J(c) =,

1
b

joten b = 0.
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Toisaalta, jos P(X) = (X — ¢)Q(X) jollain polynomilla Q(X) € R[X], niin

P(e) = (¢ - )Q(c) = 0.
O

ProprosiTIO 10.13. Olkoon K kokonaisalue. Olkoon P(X) € K[X] polynomi, ja
olkoot ¢y, ca, ..., c, € K polynomin P(X) juuria. Tdlloin on Q(X) € K[X], jolle

P(X) = (X = e))(X — ) -+ (X — ¢)Q(X).

Todistus. Harjoitustehtava 105. 0

LAUSE 10.14. Olkoon K kokonaisalue, ja olkoon n € N. Jos P(X) € K[X] ja
deg P(X) = n, niin polynomilla P(X) on korkeintaan n juurta.

Todistus. Propositioiden 10.13 ja 10.5 mukaan, jos polynomilla P(X) on k juurta,
niin deg(P (X)) > k. O

Erityisesti siis Propositio 9.9 antaa kaikki (kaksi) toisen asteen kompleksikertoi-
misen polynomiyhtélon ratkaisut.

ProrosiTio 10.15. Olkoon K ddreton kokonaisalue. Tdlloin jokaista kokonaisalueen
K polynomifunktiota vastaa yksikdsitteinen polynomi renkaassa K[X].

Todistus. Olkoot P(X),Q(X) € K[X] siten, ettd P(c) = Q(c) kaikilla ¢ € K.
Talloin polynomilla P(X) — Q(X) on ddrettomén monta juurta. Ainoa téllainen
polynomi on 0. U

Usein polynomeilla on vihemmén nollakohtia kuin niiden asteesta tuleva mak-
simimé#éri. Esimerkiksi polynomilla X? 4+ X € R[X] on tdsmilleen yksi nollakohta,
ja polynomilla X% 4+ 1 € R[X] ei ole nollakohtia lainkaan. Sen sijaan polynomilla
X? 41 € C[X] on kaksi nollakohtaa: (X +¢)(X —i) = (X2 +1).

Jos (X — ¢)* jakaa polynomin P(X) renkaassa R[X], ¢ on k-kertainen juuri.
Yleensé, kun lasketaan polynomin juuria, k-kertaiset juuret huomioidaan laskussa
k kertaa. Esimerkiksi 0 on polynomin X? kaksinkertainen nollakohta, ja kertaluku
huomioiden polynomilla X? on siis kaksi nollakohtaa.

Kunta K on algebrallisesti suljettu, jos jokaisella P(X) € K[X], joka ei ole
vakiopolynomi, on juuri. Edellé esitettyjen tulosten mukaan algebrallisesti suljetussa
kunnassa n. asteen polynomilla on (kertaluvun huomioiden) n juurta.

LAUSE 10.16. [Algebran peruslause] Kompleksilukujen kunta on algebrallisesti sul-
gettu.

Todistus. Téssa todistuksessa tarvitsemme Euklidisten avaruuksien kurssin tietoja
jatkuvuudesta ja kompakteista joukoista. N
Jos P : C — C on polynomifunktio, niin kuvaus P : R? — R?

P(z,y) = (Re(P(z +iy)), Im(P(z + iy)))
on muotoa ﬁ(x, y) = (Q(z,y), R(x,y)), missad @ ja R ovat kahden muuttujan po-

lynomifunktioita. Siis P on jatkuva. Myds kuvaus | - | : C — R on jatkuva, koska
normikuvaus || - || : R — R on jatkuva. Niin ollen kuvaus g : C — R, g(t) = |P(t)|
on jatkuva.
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Olkoon nyt
P(t) = apt™ + an 11"+ -+ art + ap,
misséi ag, ai,...,a,,t € C, ja a, # 0. Jos t # 0, patee

g9(t) = [P(t)] = [ant"|

Kolmioepayhtalon avulla ndhdaén (Harjoitustehtéva 110), ettd on Ry > 0 siten,
etta

an—1 Qg
1+ + -+ .
ant a,t"

Ap—1 Qo
4+ .4
a,t a,t"

kun |t| > Ry. Olkoon nyt M > 0. Silloin

g(t) > 7” |t"| > M, kun |t| > max{\/2M/|a,|, Ro}.

Merkitddn g(0) = [P(0)] = K. Valitaan R siten, ettd g(t) = [P(t)| > K kaikilla
t € C\B(0, R). Kuvaus ¢ saavuttaa jokaisessa suljetussa pallossa B(0, R) pienimmén
arvonsa. Siis on zg € B(0, R) siten, ettéd

g(t) = |P(t)] > |P(20)| = g(z0) kaikille t € B(0, R).
(20) kaikilla ¢ € C, silld g(t) > K = g(0) > g(20), jos

> —.

1
[ ;

Samalle zy myds g(t) > g(z
t ¢ B(0,R).

Osoitetaan nyt, ettd g(zo) = 0, mikd on yhtépitavié sen kanssa, ettd P(z9) = 0.
Oletetaan, ettd P(zp) = ¢g # 0. Yksinkertaistamme laskua vaihtamalla muuttujan
t tilalle muuttujan z, jolle

t=2420 <= z=1— 2.
Talloin (Harjoitustehtéva 111)
P(t)=P(z+z2) =Pi(2) =co+cr1z+ -+ 2"
(13) = o+ 2™ + 2" F(2),
missé m on pienin potenssi siten, etta ¢, # 0, ja F'(z) on sopiva polynomi. Tarkaste-

lemme ensin erikoistapausta Pj(z) = co+c12+c22% Jos ¢ = 0, niin P (y/—(co/c2)) =
0. Voimme siis olettaa, ettd ¢; # 0. Olkoon A € [0, 1]. Tutkimme pisteitd —A(co/c1).

Koska )
AC AC ¢
Pl (——0) = Cy — Cl—o + —2062,
C1 C1 Cl
niin
AC CoC
n (——0)\ <leol(1 - 3) + | 92| x2)
Cl 1
C2Cp
=lco|(1 = A1 — | =] )
1
<|CO|7

A < 1, kun A on pieni. Tdmé on ristiriita, koska

9(20) = [P(20)| = [P1(0)] = |0l

.1.. | C2€C0
silla —
C1

on globaali minimi.
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Yleistimme edellisen tarkastelun lausekkeelle (13). Olkoon z; € C siten, ettd
2t = — 50 Tillainen loydetdadn Proposition 9.5 perusteella. Olkoon taas A € [0, 1].
c

Funktio F on polynomina jatkuva ja cq # 0, ja joukko {Az; : A € [0, 1]} on kompakti.
Siksi on C' > 0, jolle

m+1 F()\Zl)

< C kaikille A € [0, 1].

Siten
|P1()\Zl)| S(]_ — A\ + C>\m+1)|60|
=1 = A"(1 = C)\))|col.

Téassd 1 —CA > 0, kun A on pieni. Koska silloin 1 —\"(1—C\) < 1, niin |Py(Az1)] <
|co|, miké on ristiriita. Siis g(z9) = 0, eli P(zo) = 0. O

Harjoitustehtavia.
TEHTAVA 101. Osoita, ettd polynomi F'(X) = 1—2X on yksikko renkaassa Zi4[X].

TeHTAVA 102. Olkoon p alkuluku. Montako juurta polynomilla X? — X € Z,[X]
on?

TEHTAVA 103. Olkoon K kokonaisalue. Olkoot P(X),Q(X) € K[X]. Osoita: Jos
P(X) | Q(X)jaQ(X) | P(X), niin on u € K*, jolle P(X) = uQ(X).

TeEHTAVA 104. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Olkoot A(X), B(X) € R[X]
siten, ettd B(X) # 0 ja B(X):n korkeimman asteen termin kerroin on yksikko.
Osoita, ettd télloin on P(X), J(X) € R[X], joille

AX)=Q(X)B(X)+ J(X) ja degJ(X) < degB(X).
TEHTAVA 105. Olkoon K kokonaisalue. Olkoon P(X) € K[X] polynomi, ja olkoot
€1,C2, ..., cx € K polynomin P(X) juuria. Osoita, ettd on Q(X) € K[X], jolle
P(X) = (X —c)(X =) (X — ) Q(X).
TEHTAVA 106. Olkoot P(X),Q(X) € Zs[X],
P(X)=3+2X +4X* +2X°
ja
Q(X) =4+4X +4X° +4X° +4X".

(1) Kerro Q(X) polynomilla P(X).
(2) Jaa Q(X) polynomilla P(X).

Olkoon K kokonaisalue. Polynomi P(X) € K[X] on jaoton, jos ei ole olemassa
polynomeja A(X), B(X) € K[X], joille deg A(X),deg B(X) > 1 siten, ettd
)-

P(X) = A(X)B(X

101yihje: Kerroinrengas Zqg ei ole kokonaisalue.
102yihje: Kyt ryhméteoriaal
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TEHTAVA 107. Olkoon K kunta. Osoita, etté toisen tai kolmannen asteen polynomi
P(X) € K[X] on jaoton, jos ja vain jos silld ei ole juurta kokonaisalueessa K. Anna
esimerkki, joka osoittaa, ettd viite ei pdde neljinnen asteen polynomeille.

TEHTAVA 108. (a) Onko polynomi X? — 2 € Z5[X] jaoton?
(b) Onko polynomi X? + 1 € Z;[X] jaoton?
TEHTAVA 109. Jaa polynomi
P(X)=X%+2X?+3X +2

polynomilla
QX)=2X?+3X+1
(1) polynomirenkaassa Q[X] ja
(2) polynomirenkaassa Z;[X].

TEHTAVA 110. Olkoon P : C — C, P(t) = ant™ + ap_1t"' + -+ - + ayt + ap, missi

ao, - - ., a, € C, n. asteen polynomifunktio. Osoita, ettd on Ry > 0 siten, ettd
Ap—1 ag 1
1+ +---+ > —
ant apt" 2’
kun |t| > Ry.

TEHTAVA 111. Olkoon P : C — C n. asteen polynomifunktio. Olkoon z =t — z,
missd zp € C on vakio. Osoita, ettd P, : C — C, Pi(z) = P(t) on n. asteen
polynomifunktio (muuttujana z).

54



N
R
A
S.

T

Kirjallisuutta

. Bourbaki: Algebra I, Springer-Verlag, 1989

. Godement: Algebra, Hermann, 1968

. Hillman: A first undergraduate course in abstract algebra, Wadsworth, 1983
Lang: Undergraduate algebra, Springer-Verlag, 1987

. Metsénkyld & M. Néadtanen: Algebra, Jyviskyldn yliopistopaino, 1999

55



