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　微積分法を習って以来，我々は微分や積分の回（階）数は当然整数であるものと思ってきた．
これが非整数の場合に拡張できると聞くと，何か新しい数学のような響きがする．ところが，そ
れは Leibnizの時代に既に考案されており，後の高名な数学者の貢献によりいまや非整数階微積
分法として概ね完成している．だが，今日あまり普及していないのは不思議なことである．非整
数階の微積分法は履歴現象を記述することができるので，実は様々な拡散・履歴現象の記述に適
している．非整数階微積分法を簡単に説明し，応用についても紹介する．

1. はじめに
標題の「整数階でない微積分法」は，英語の Fractional CalculusないしCalculus of non-integer

orderの和訳である．Fractionalを辞書で調べると「端数の」とか「分数の」という意味が見つか
る．そこで端数階微積分法と言うと，何かとるに足らないものという印象を与えかねない．一方，
分数階微積分法はWikipediaにも使われているが，有理数だけに限られるという誤解を与えてし
まう．本講演 † は市民向けということもあり柔らかい標題にしたが，非整数階微積分法という方
が簡潔で引き締まっているように思う．
講演の準備をしていて，Fractional Calcu*や Fractional Derivativeをトピックに含む論文数を
検索してみた．Web of Scienceで調べた結果を年ごとのヒストグラムにしたのが図１である．驚
いたことは，論文数が 1991年から突然に増え始め，その後指数的にと言ってもいいくらいに急増
していることである．ちなみに 1900年から 1972年の期間では 20件，Fractional Differentiation

では 13件，Calculus of non-integer orderはゼロであるが，1973年から 2016年の期間では 120

件見つかった．1991年というのは冷戦が終結した直後である. これと急増との関係は分からない
が，非整数階微積分法の研究は 20世紀には主に旧ソ連や東欧圏で行われてきたことは事実である．
むしろ急増の大きな原動力は，おそらくフラクタル幾何学の発展および普及であろう．この背
景にはコンピュータの発展があるのはいうまでもなく，解析的に解けなくても数値解が手軽に求
まるようになったことは大きい．このため様々な分野で現象の定量化が精密に行われるようにな
り，後に述べる異常拡散現象の記述で注目を集めたことが急増の原因ではないかと思われる．し
かし，非整数階微積分法の歴史はこれよりずっと古く，Leibnizの時代に既に考案されていたこと
も驚きである．

†2016 年度秋季総合分科会市民講演会（2016 年 9 月 19 日)
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図 1: Fractional Calcu*および Fractional Derivativeをトピックに含む論文数の 1972年から 2015年まで
の間の推移（Web of Scienceのデータによる）．　

非整数階微分法についての記述は 1990年以前にも幾つかの書物 [1-5]に見られたが，いずれも断
片的であり，モノグラフとしてはOldhamと Spanierの著書 (1974)[6]が筆者の知る限り最初であ
る．その中に発展の歴史も記載されている．1990年以降は書物の数も次第に増えてきており，解
説も含めて参考文献に挙げておく [7-20]．また 1998年には専門のジャーナル Fractional Calculus

and Applied Analysis が創刊されいる．この雑誌のウエブ (http://www.diogenes.bg/fcaa/) に
は，非整数階微積分法に貢献した高名な数学者の写真入り年表が掲載されており，ダウンロード
できる．2000年頃にはイタリアの数理物理の研究者を中心に FraCalMo(Fractional Calculus and

Modelling)なるグループが結成され，その普及が図られている [14].

非整数階微積分法の定義は幾つかある．本稿では Riemannと Liouvilleによる積分に超関数的
な解釈を取り入れた定義について述べる．他にはWeylの定義や Rieszの定義，最近では Caputo

の定義などが知られている．複素積分を用いた Nekrassov-Oslerの定義や我が国の西本の定義も
あり，最後に纏めておく．以下においてはまず Riemann-Liouvilleによる定義について簡単に述
べ，次いで応用について紹介する．また関連するトピックスも含める．

2. 非整数階微積分法の定義
微積分法を非整数階に拡張する方法について述べる．紙面の制約のためその流れだけに留める
ので，上記の参考文献や拙著 [11]もあわせてご覧頂ければ幸いである．
まず積分を拡張することから始める．変数 tの関数 f(t)の積分 If を考える：

If ≡
∫ t

0

f(τ)dτ. (2.1)

ここで f は積分できるものとし，変数は全て実数とする．次に f を繰り返し２回積分すると

I2f ≡
∫ t

0

dτ1

∫ τ1

0

f(τ)dτ =

∫ t

0

(t− τ)f(τ)dτ (2.2)



となり，f(t)の１階の積分に帰着できる．さらに n回積分しても

Inf ≡
∫ t

0

dτn−1

∫ τn−1

0

dτn−2 · · ·
∫ τ1

0

f(τ)dτ =
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− τ)n−1f(τ)dτ (2.3)

と書け，f(t)の１階積分の形に書ける．これは反復積分に対する Cauchyの公式であり，下限は
ゼロでなくても成り立つ．
この公式を拡張して，実数 λに対して非整数 λ階の積分を次のように定義する：

Iλf ≡ 1

Γ(λ)

∫ t

0

(t− τ)λ−1f(τ)dτ. (2.4)

ここで，Γ(λ)はガンマ関数であり，λが整数値 n をとるときには (n− 1)!になるので，(2.4)は
(2.3)に一致する．積分は λが正の場合には存在する．
次に積分の下限を任意の値 aの場合に拡張するために，下限を常に−∞にとる．また関数 f も
半無限区間 (−∞, t)で与えられるものとして，λ階の積分を

Iλf ≡ 1

Γ(λ)

∫ t

−∞
(t− τ)λ−1f(τ)dτ (2.5)

によって定義する．これをRiemann-Liouvilleの λ階の積分と呼ぶ．積分の上限も+∞に拡張す
るため，関数 tλ−1

+ を単位ステップ関数 h(t)を用いて tλ−1h(t)と定義すると，(2.5)は

Iλf ≡ 1

Γ(λ)

∫ ∞

−∞
(t− τ)λ−1

+ f(τ)dτ =
1

Γ(λ)

∫ ∞

−∞
τλ−1
+ f(t− τ)dτ (2.6)

と書け，τ の全区間にわたる畳み込み積分によって表される．下限が定数 aの有限区間の積分の
場合は，f を区間 (−∞, a)に適当に拡張して，(2.5)の f を f(τ)h(τ − a)にととればよい．これ
により λが正の場合には，(2.6)の積分も有限に定まる．
こうして定義した λ1 (> 0)階と λ2 (> 0)階の積分に対して次の加法則が成立する：

Iλ1(Iλ2f) = Iλ1+λ2f. (2.7)

この証明はベータ関数 B(λ1, λ2) = Γ(λ1)Γ(λ2)/Γ(λ1 + λ2)を用いると容易にできる．これより
交換則や結合則が成り立つことも分かる．
問題は λが正でない場合である．被積分関数 (t− τ)λ−1の特異性により積分が発散する．また

λがゼロや負の整数の場合には，分母のガンマ関数も発散する．そこでまず λ (< 0)が整数でな
い場合を考える．ガンマ関数は解析接続により定義され有限値をとるが，(2.5)の積分値が発散す
る．この場合には，Hadamardの有限部分をとることによって積分を定義する．発散積分の有限
部分については文献 [21, 22]を参照されたい．
具体的に λ = −ν (0 < ν < 1)の場合を示す．部分積分を実行すると

1

Γ(−ν)

∫ t

−∞

f(τ)

(t− τ)ν+1
dτ =

1

Γ(−ν)

 f(τ)

ν(t− τ)ν

∣∣∣∣∣
t

−∞

−
∫ t

0

1

ν(t− τ)ν
df

dτ
dτ

 (2.8)



となる．第１項において上限の値を入れると f(t)/ν0ν となり発散する．下限では f(−∞)/ν∞ν

となり，f が有界であればゼロになる．Hadamardの有限部分とは発散部分を無視して値を定め
ることである．第１項を無視すると，(2.8)は−νΓ(−ν) = Γ(1− ν)より df/dtの 1− ν階積分と
なる．
さて λ (< 0)が正でない整数の場合を考えるのに，まず λがゼロの場合を考える．λがゼロに
近いとして εとおくと Γ(ε) ≈ 1/εとなり，τε−1

+ /Γ(ε)は ε → 0の極限においてデルタ関数 δ(τ)

に他ならない [21, 22]：
lim
ε→0

τ ε−1
+

Γ(ε)
= δ(τ). (2.9)

この関係式を用いると，(2.5)は λ → 0の極限で

lim
λ→0

Iλf = f(t) (2.10)

となる．
次に λ → −1の極限を考える．式 (2.9)のデルタ関数を τ で微分すると

dδ(τ)

dτ
= lim

ε→0

(ε− 1)τε−2
+

Γ(ε)
= lim

ε→0

τ ε−2
+

Γ(ε− 1)
(2.11)

となる．これより
lim

λ→−1
Iλf ≡

∫ ∞

−∞

dδ(τ)

dτ
f(t− τ)dτ =

df

dt
(2.12)

となり，λ → −1の極限において f の通常の一階導関数に帰着する．同じようにして，λが負の
整数−nの極限において (2.5)は f の通常の n階導関数になる．これより I−νf (ν > 0)の積分を
f の ν 階の微分と呼んで以下のように定義する：

I−νf ≡ dνf

dtν
≡ 1

Γ(−ν)

∫ ∞

−∞

f(τ)

(t− τ)ν+1
+

dτ =
1

Γ(−ν)

∫ t

−∞

f(τ)

(t− τ)ν+1
dτ. (2.13)

微分法についても (2.7)と同様に，
dν1

dtν1

(
dν2f

dtν2

)
=

dν2

dtν2

(
dν1f

dtν1

)
=

dν1+ν2f

dtν1+ν2
(2.14)

が成り立つ．この関係が成立することは大きい．関係 (2.7)において用いたベータ関数は，λ1 < 0,

λ2 < 0に対しては解析接続して定義する．これはHadamardの主値をとることにも相当している．
関係 (2.7)のお陰で，λ (< 0)が整数でない場合の積分は，nを λ+ n ≡ ν > 0となる最小の整
数とすると，次のようになる:

Iλf = Iλ+n−nf = I−n+νf = Iνf (n). (2.15)

ここで 0 < ν < 1であり，f (n)は fの通常のn階の導関数である．積分を (2.4)のように有限区間で
定義した場合には，第３項から第４項への微分と積分の順序の交換に注意を要する．有限区間にす



るために fを f(t)h(t)で置き換えると，t = 0での不連続のために，f (1)(t)は f(0)δ(t)+f (1)(t)h(t)

となり，n階微分では f (n)(t)は f(0)δ(n−1)(t)+f (1)(0)δ(n−2)(t)+ · · ·+f (n−1)(0)δ(t)+f (n)(t)h(t)

となる [21, 22]．このため，(2.15)の第４項は次のように修正され，

I−n+νf =

n−1∑
j=0

f (j)(0)

Γ(1 + λ+ j)
tλ+j + Iνf (n) (t > 0) (2.16)

第１項の余分な項が現れる．この項を残しておかないと (2.7)や (2.14)が成立しない．なお，(2.16)
の右辺は，有限区間で定義される Iνf を直接 n階微分すれば，超関数による関係を用いなくても
得られる．余分な項は有限区間にするためにステップ関数で打ち切ったことによる不連続性から
生じているので，次のように f(t)h(t)から差し引いておくと，(2.16)は

dn−ν

dtn−ν

[
f(t)h(t)−

n−1∑
j=0

f (j)(0)

Γ(1 + j)
tj+

]
=

1

Γ(ν)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t− τ)1−ν
dτ (t > 0) (2.17)

とかける．この右辺が最近よく用いられる Caputoの n− ν 階微分である [15]．
具体例として，(2.14)において ν1 = 1, ν2 = −1/2の場合を考えると，ν1 + ν2 = 1/2より f の

1/2階微分は f の −1/2階微分を１階微分したものであり，また df/dtの −1/2階微分にも等し
い．いま下限を 0にとった有限区間での f の −1/2の微分は,

d−
1
2 f

dt−
1
2

≡ 1√
π

∫ t

0

f(τ)√
t− τ

dτ (2.18)

で定義される．一方，1/2階微分は

d
1
2 f

dt
1
2

=
d

dt

(
d−

1
2 f

dt−
1
2

)
=

1√
π

∫ t

−∞

1√
t− τ

df

dτ
dτ (2.19)

であるが，有限区間の場合には最右辺のdf/dτは f(τ)h(τ)の微分であるので f(0)δ(τ)+df/dτ ·h(τ)

となることから，次のように与えられる：

f(0)√
πt

+
1√
π

∫ t

0

1√
t− τ

df

dτ
dτ. (2.20)

ここで簡単な関数の非整数階微分を紹介する．まず代数関数に対して，(dν/dtν) tµ−1
+ /Γ(µ)

= tµ−1−ν
+ /Γ(µ− ν)が成り立つ．指数関数 exp(αt)の微分は (dν/dtν) exp(αt) = αν exp(αt)とな

り，整数階の場合の拡張である．しかし，有限区間で定義した場合には exp(αt)h(t)を微分する
必要があるので結果は複雑になる．しかし，t → ∞では半無限区間の結果に漸近する．三角関数
の微分のために exp(iωt)（ωは実数）を微分すると，(dν/dtν) exp(iωt) = (iω)ν exp(iωt)となる．
これより sin tの ν 階微分では位相が πν/2進む．中でも 1/2階微分は sin(t+ π/4)となり位相が
π/4進む一方，−1/2階微分は sin(t − π/4)となり位相が π/4遅れる．有限区間で定義すると簡
単ではない [6]．
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図 2: ガウス関数 e−t2 をそれぞれ 1/2階, −1/2階微分した関数のグラフを (a), (b)に示す．参照のために
１階微分および積分した関数のグラフも示す．

ガウス関数 e−t2をそれぞれ 1/2階微分と１階微分した関数のグラフを図 2(a)に示し，また−1/2

階微分と１階積分した関数のグラフを図 2(b)に示す．図 2(a)では，1/2階微分した関数は１階微
分した関数に比べてパルス右側に −t−1/2/2で減衰する尾を引くことが見られる．図 2(b)では，
誤差関数のように速やかに１に漸近せず，t−1/2 で減衰する長い尾を伴うことが見られる．
次に二つの関数 f(t)と g(t)の積の微分については

dλ

dtλ
(f · g) =

∞∑
j=0

(
λ

j

)
dλ−jf

dtλ−j
· d

jg

dtj
(2.21)

と有限項の和にはならない．なお，λが正の整数 nのときには，二項係数が j > nでゼロになり
有限和になる．証明は文献 [6]を参照されたい．
通常の微分演算における固有関数として指数関数がある．これに対し，非整数階微分に対して
はMittag-Leffler関数やこれを拡張した関数がその役割を果たす．拡張されたMittag-Leffler関
数は，α, β を正のパラメータとして

Eα,β(t) ≡
∞∑

n=0

tn

Γ(αn+ β)
(2.22)

によって定義され，β = 1の場合がMittag-Leffler関数である [15]．パラメータα, βが 1や 1/2の値
をとる場合には，これはよく知られた関数に帰着する．具体的には，E1,1(t) = et, E1,2(t) = (et−1)/t,

E2,1(−t2) = cos t, E1/2,1(±
√
t) = et[1 + erf(±

√
t)]等である．

Mittag-Leffler関数を解にもつ次の ν 階の微分方程式を考える：

dνf

dtν
+ αf =

t−ν

Γ(1− ν)
(t > 0). (2.23)

ここで 0 < ν < 1とする．ラプラス変換を用いると，Mittag-Leffler関数の積分表示から，解 f は
Eν(−αtν)によって与えられる [11]．一方，方程式の右辺をゼロとした場合の解は，Ctν−1Eν,ν(−αtν)



で与えられる．ここで，C は任意定数であるが，I1−νf の t = 0での値である [15]．なお，この
解が満たしているのは，(2.23)の右辺がゼロではなく，正しくは Cδ(t)の方程式であることに注
意する．
最後に，Fourier変換は整数階微積分の場合の結果を拡張したものになる．関数 f(t)の Fourier

変換 F{f(t)}を
F{f(t)} ≡ f̂(ω) ≡ 1√

2π

∫ ∞

−∞
f(τ)eiωτdτ (2.24)

によって定義すると，ν 階微分の Fourier変換は

F
{dνf
dtν

}
= (−iω)ν f̂(ω) (2.25)

となる．これからフリーエ変換によって非整数階微積分を定義することもできる．

3. 非整数階微積分法の応用
通常の微積分法は，曲線の傾きや面積といった見方をすると理解し易くなる．そこで非整数階
微積分法の一つの見方を紹介する．固体が力を受けて変形したとしょう．その内部には応力 σが
発生し，ひずみ eが生じる．線形弾性体というのは，σと eとの間に比例関係，すなわち Hooke

の法則が成り立つ弾性体のことである．この関係は変形が時間的に変動しても成り立つと仮定す
るが，媒質によってはその関係に時間遅れが生じる場合がある．そこで tを時間と見なし，応力
とひずみとの間に次の関係が成り立つとする：

σ(t) =

∫ t

−∞
K(t− τ)

de(τ)

dτ
dτ. (3.1)

このような振る舞いをする固体を線形粘弾性体とよび，K(t)を緩和関数と呼んでいる．
関係 (3.1)は，現在の時刻 tでの応力 σ(t)が，ひずみの過去の時刻 τ での増分 de(τ)に対して，
現在と過去との時間差 t− τ に依存する重みK(t− τ)を掛けて加え合わせた量によって決定され
ることを示している．もし K(t)が減少関数であれば，過去のひずみの影響は時間が経つにつれ
て小さくなり，忘れ去られることになる．一方K(t)が定数 E であれば，過去のひずみの変化は
いつまでも記憶されているが，加え合わせるとそれらの影響は完全に打ち消し合い，現在と大昔
τ = −∞との両端での値の差だけが残る．いま e(−∞) = 0とすると，σ = Eeとなって媒質が現
在のひずみの値だけに依存する Hooke弾性体に帰着する．
この見方から，df/dtの ν階微分は，過去の増分 df に対して緩和関数が代数関数 t−1−ν/ Γ(−ν)

によって与えられると解釈できる．そこで通常の１階微分を次のように書いてみる：
df(t)

dt
= lim

ε→0

f(t)− f(t− ε)

ε
= lim

ε→0

∫ t

t−ε

1

ε

df(τ)

dτ
dτ. (3.2)

極限をとる前の積分値は，現在から ε遡った過去との時間において，増分 df に対して 1/εの一
様な重みを付けて加え合わせたものである．ここで ε → 0の極限をとれば，微分は現在に限りな



く近い過去に，デルタ関数の重み付きで依存していると解釈できる．このように，通常の微分も
含めて非整数階微積分の一つの見方は履歴である．
微分方程式は求める関数とその導関数との間の局所的な関係を規定する．その初期値問題を考
えるとき，初期値に至るまでの過去に解がどのような経過を辿ってきたのかということは全く不
問である．これに対し，非整数階の微分方程式の場合，特に有限区間での場合には過去の経過を
どう考えるのか問題になる．例えば，t > 0で定数 1をとる関数であっても，過去からずっと 1で
あったのか，または t < 0ではゼロであるステップ関数であるのかで違いが生じる．全くの f = 1

であれば，その ν階微分はゼロとなるが，ステップ関数であれば t−ν/Γ(1− ν)となる．この違い
を取り込むため (2.5)の定義において下限を −∞に設定している．

3.1 Abelの積分方程式
Abelの積分方程式として知られる，x(t)に対する次の特異核をもつ Volterra型の第１種積分
方程式を考える：

1

Γ(1− ν)

∫ t

0

x(τ)

(t− τ)ν
dτ = f(t) (t > 0). (3.3)

ここで 0 < ν < 1として，f(t)は既知とする．質点が重力下で滑らかな曲線に沿って落下すると
き，曲線の形 x(t)を与えると落下時間 f(t)が決まる．このとき tは高さに相当する．逆に，高さ
と落下時間の関係から曲線を求める問題を考えると，ν = 1/2とした (3.3)の形の方程式が導か
れる．
方程式の左辺はまさに 1− ν 階の積分であるので，x(t)を求めるには両辺を ν − 1階積分，す
なわち 1− ν 階微分すればよく，解は直ちに次のように求まる：

x(t) =
f(0)

Γ(ν)
tν−1 +

1

Γ(ν)

∫ t

0

1

(t− τ)1−ν

df(τ)

dτ
dτ. (3.4)

3.2 拡散方程式における密度とフラックスとの関係
自然界には様々な拡散現象が存在する．熱（温度）の拡散，濃度の拡散，運動量の拡散，圧力の
拡散，さらには確率の拡散などがある．例えば熱（温度）の拡散を考えると，微小体積 dV の物
質が有する熱量は，物質の密度を ρ，定圧比熱を c，温度を T とすると ρcTdV である．いま ρcT

を ϕと置くと，ϕは単位体積当たりの熱量（エネルギー）の “密度”であり，[J/m3]の次元をもつ．
物質の運動が無視でき，その内部に熱源がないとすれば，温度の時間変化は微小体積の表面を通
して流れ込む（出る）熱量の “フラックス”により生じる．単位面積について，単位時間に流れる
フラックスを表す熱流ベクトルを q [J/m2s]とすると，これと密度との間には ∂ϕ/∂t+∇ · q = 0

で表される保存関係が成りたねばならない．
いま qが Fourierの法則に従い，温度勾配によって−k∇T (kは熱伝導率）により与えられると
仮定すると，保存関係は熱伝導方程式 ∂T/∂t = κ∇2T を導く．ここで κは温度拡散率 k/ρc [m2/s]



であり，温度に依存しないとしている．他の拡散現象においても，フラックスが密度の負の空間
勾配に比例する関係が仮定される．濃度の場合には Fickの法則，運動量の場合にはせん断応力と
速度勾配（ひずみ速度）との間の Newtonの法則，多孔質媒質中の流速と圧力との間の Darcyの
法則が用いられ，質量や運動量の保存則から最終的にはいずれも熱伝導方程式が導かれる．
そこで熱伝導を例にとり，現象が x > 0の半無限空間内で x方向にのみおきる場合を考える．
熱伝導方程式はこのとき，1/2階微分を用いると次のように因数に分解できる：

∂T

∂t
− κ

∂2T

∂x2
=

(
∂

1
2

∂t
1
2

−
√
κ
∂

∂x

)(
∂

1
2

∂t
1
2

+
√
κ
∂

∂x

)
T = 0. (3.5)

これより各括弧内がゼロとなる解が T の解の候補になるが，T ∝ eiωt−αx（ωを正の実数とし，α

を複素波数とする）とおいて分散関係を調べると，前者は x → ∞で発散することが分かるので
不適である．したがって後者の解から熱流を求めると

q = −k
∂T

∂x
=
√
ρck

∂
1
2T

∂t
1
2

(3.6)

となる．これより温度は逆に熱流の −1/2階微分で与えられる：

T =
1√
ρck

∂− 1
2 q

∂t−
1
2

. (3.7)

熱流が時間的に sin tの調和振動すると，温度はそれから位相が π/4遅れた，すなわち周期では
1/8周期遅れた調和振動をする．この遅れは一年の気温の変化において実感できる．地球表面に
降り注ぐ太陽からのフラックスは夏至で最大になり，冬至で最小になる．地中の熱伝導を考慮す
ると，地表の一日の平均温度はそれから 1ヶ月半遅れた８月上旬に最高になり，２月上旬に最低
になる．１ヶ月半はまさに１年の 1/8周期である．
熱伝導方程式で代表される拡散現象では，フラックスは密度の空間勾配で与えられる．一方，
密度はフラックスの −1/2階微分で与えられる履歴が現れる．このように拡散と履歴は一つの現
象を空間的に眺めるか時間的に眺めるかの違いである．

3.3 音の伝播に及ぼす境界層の影響
長い管内の空気中の音の伝播を考える．音により空気の密度や圧力だけが変化するのではなく，
温度も断熱的に変化する．伝播に伴うこれらの量や空気の速度の変動は管の断面にわたってほぼ
一様であり，音は平面波と見なせる．しかし，壁面上では速度がゼロ，温度は壁面温度に等しく
なることが境界条件として要求される．したがって壁面近くでは粘性や熱伝導性の影響が無視で
きなくなる．こうした層は管の径に比べて十分薄く境界層と呼ばれる．一方，その外側の粘性や
熱伝導性の影響が無視できる領域はコアと呼ばれる．
コア領域を伝播する平面波にとっては，壁が境界層の薄い膜でコーティングされているように
見える．すると波は境界層に仕事をすると考えられる．そこでコア領域と境界層との間の中間領



域で，管の断面内向きの速度成分 vb を求めると，vb は

vb = C
√
ν0

∂− 1
2

∂t−
1
2

(
∂u′

∂x

)
= −

C
√
ν0

ρ0a20

∂
1
2 p′

∂t
1
2

(3.8)

によって与えられる [23]．ここで，xを管に沿った座標として，u′(x, t)はその方向のコア領域で
の空気の速度, p′(x, t)は音圧であり，ρ0, a0, ν0はそれぞれ，空気の静止状態での密度，音速およ
び動粘性率である．定数 C は，比熱比と Prandtlをそれぞれ γ, Prとすると，1 + (γ − 1)/

√
Pr

で与えられる．速度と音圧との間には，断熱関係を用いた連続の式 (ρ0a
2
0)

−1∂p′/∂t+ ∂u′/∂x = 0

が成り立つ．速度 vbを用いると，コアを伝播する音波が境界層にする仕事率は −p′vbと書ける．
後に示すように，−p′vbの時間平均は正となるので，コアを伝播する音は境界層に仕事をする．こ
の結果，波は次第にエネルギーを失い減衰していく．これが壁面でのまさつや熱伝導性により音
が減衰するメカニズムである．
境界層の影響は普通小さいが，その影響を取り入れたコア領域の音の伝播は次の方程式で記述
される [24]：

∂2p′

∂t2
− a20

∂2p′

∂x2
= −

2Ca20
√
ν0

R

∂− 1
2

∂t−
1
2

(
∂2p′

∂x2

)
+ νd

∂

∂t

(
∂2p′

∂x2

)
. (3.9)

ここで，円管を考えRはその半径である．左辺の波動方程式に対して，右辺の第１項は境界層に
よる履歴効果を表し，第２項は気体自身の粘性や熱伝導性による散逸項を表す．ここで，νdは音
の拡散率と呼ばれる量である．これまで音圧は十分小さいとして非線形項を全て無視してきた．
音圧が小さいが有限とした理論も展開でき，管の中を xの正の向きに伝播する非線形音波の遠方
場の空間発展は

∂f

∂X
− f

∂f

∂θ
= −δ

∂
1
2 f

∂θ
1
2

+ β
∂2f

∂θ2
(3.10)

で記述される [25]．ここで，f は p′を無次元にした量を表し，X は管に沿った遠方場座標，θは
音速 a0で動く系での遅延時間を表す．また，δは境界層の影響を表すパラメータであり，βは音
の拡散率に関係したいずれも小さな無次元量である．方程式 (3.10)で δ = 0とおいて壁の影響を
無視すると，これは自由空間を一方向に伝播する非線形音波を記述する Burgers方程式に他なら
ない．
Burgers方程式は流体力学の方程式から漸近法を用いて導出することができるが，粘弾性体で
は流体ほど緩和関数を一般的に与えることができないので，非線形圧縮波の伝播に対して 2階微
分を 1 + ν 階微分で置き換えたモデル方程式が提案されている [23]：

∂f

∂X
− f

∂f

∂θ
= δν

∂1+νf

∂θ1+ν
. (3.11)

ここで −1 < ν < 1であり，δν は定数である．方程式 (3.10)において β = 0とすると，f の不連
続解，すなわち衝撃波解が存在するとともに，代数的に減衰する尻尾が発生する．一方，(3.11)



においては微分階数 1 + ν が１階より高いときには Burgers方程式同様に不連続階は存在しない
が，低いときには衝撃波が現れ，いずれも代数的な尻尾が発生する．
再び管の中の微小振幅の音の伝播に戻り，壁の温度が管軸方向に沿って変化している場合を考
える．その温度を Te(x)で表すとすると，このときの vbには (3.8)に加え，温度勾配に比例した
項が以下のように付け加わる [26, 27]：

vb = −
C
√
νe

ρea2e

∂
1
2 p′

∂t
1
2

+
CT

√
νe

Te

dTe

dx

∂− 1
2u′

∂t−
1
2

. (3.12)

ここで，CT は定数 1/2 + 1/(
√
Pr + Pr)である．添え字 eを付けた量は温度 Te によって決まる

量であり，xの関数である．
音のエネルギーの x方向への流れ I (= p′u′)を考える．流速と音圧との間には運動方程式に
よって ρe∂u

′/∂t = −∂p′/∂xなる関係がある．いま音圧が p′ = P (x)eiωt（P は複素振幅）で振動
する場合を考え，I の一周期にわたる時間平均 Ĩ を求めると

dĨ

dx
= p̃′vb =

√
νeω√

2ρea2eR

(
−C +

CT

Te

dTe

dx

1

P

dP

dx

a2e
ω2

)
P 2 (3.13)

となる．音圧の時間変化に対して (3.12)の第１項目の位相は負号も含めると 3π/4遅れるのに対
し，第２項目は，速度が圧力に比べて位相が π/2進むのことから π/4進む．このため，p′ と vb

の積の平均値がゼロにならない．式 (3.13)から分かるように，温度勾配がなければ Ĩ は xととも
に減衰していく．ところが，温度勾配を大きくすると (3.13)の括弧内の第２項により dĨ/dxを正
にすることができる．すなわち音を増幅することができる．これは熱音響現象と呼ばれるもので
あり，(3.12)の第２項の −1/2階微分項によってもたらされる．

3.4 粘性流体中の球の非定常運動による抵抗力と履歴を考慮した Langevin方程式
流れのない粘性流体中を一定の速度 V で運動する球に働く抵抗力 DS は，6πaηV で与えられ
ることは Stokes抵抗としてよく知られている．ここで，aは球の半径であり，ηは流体の粘性係
数である．しかし，これは球が一定の速度で運動している場合であり，速度が変動する場合には
付加的な項が付け加わる．球の非定常運動による抵抗力DB は，その速度を v(t)とし，6πaηを
µとおくと，

DB = − aµ√
ν

d
1
2 v(t)

dt
1
2

(3.14)

で与えられ，抵抗に履歴の影響が現れる．ここで，ν は流体の動粘性率であり，流体の密度を ρ

とすると η/ρで与えられる．この結果は Bassetにより導かれたので，Basset力や Basset項と呼
ばれている [28]．
ところで，液体中に浮遊する微粒子がランダムな外力を受け Brown運動することはよく知ら
れており，このモデルとして Stokes抵抗力だけを取り入れた Langevin方程式がある．粒子が球



形としてその運動方程式を考えると，抵抗力には上で述べた Basset力や付加質量の影響も加わ
る [28, 29]．流体中を非定常運動する球には，粘性がなくても−madv/dtなる付加力が作用する．
この力は物体の質量mに，質量ma を見かけ上付加させることによって取り込むことができる．
付加質量は球の場合には球が排除した体積の流体の質量の半分に等しく，ma は 2πa3ρ/3で与え
られる．これらの力を Langevin方程式に付け加えると，次の履歴を考慮した Langevin方程式が
導かれる [30]：

(m+ma)
dv

dt
+

aµ√
ν

d
1
2 v

dt
1
2

+ µv = f. (3.15)

ここで，f(t)はランダムな外力である．
通常の Langevin方程式を用いて速度を積分した変位 x(t)の２乗の確率平均を求めると，十分
時間が経つと

< x(t)2 > = 2Dt (3.16)

となり，拡散係数 D が一定となる．一方，履歴を考慮した方程式 (3.15) では，速度相関関数
< v(t)v(t + τ) >が通常の Langevin方程式による指数則 e−ζτ から，(ζaτ)

−3/2 のべき則に変わ
り，長時間にわたり影響が及ぶ．ここで，ζ−1は Stokes抵抗による Brown粒子の緩和時間m/µ

であり，ζ−1
a は付加質量の影響を入れた緩和時間 (m + ma)/µである．また，t → ∞において

< x(t)2 >= 2Dt{1 +O[(ζat)
−1/2

]}となる [30]．この結果，通常拡散に落ち着く前に代数的な遅
延効果が現れる．

3.5 異常拡散現象のモデル
既に 3.2で紹介した様々な拡散現象は，ミクロスケールでの分子のランダムな熱運動に起因し
ている．濃度拡散の例では，Langevin方程式でモデル化されるように，粒子の変位の２乗平均が
2Dt（Dは定数）のように時間に比例して増加する．
ところがこの関係を満たさず，時間のべきに比例する

< x(t)2 > ∝ tν (3.17)

拡散現象がフラクタル構造をもつポーラスな媒質や生体など最近多く見つかってきており，これ
らは異常拡散 (anomalous diffusion)と呼ばれている [31, 32]．ベキ数 ν が 0 < ν < 1の場合は，
sub(slow)diffusionと呼ばれ，地下水による汚染物質の拡散が通常の拡散より遅く，長時間に及
ぶ場合に見られる．土壌は不均質で不規則な構造をしており，フラクタル構造で近似できるかも
しれない．こうした不規則な構造では拡散が局所的に妨げられ遅くなる．一方，1 < ν の場合は
super(fast)diffusionと呼ばれ，回転２重円筒容器内のトレーサー粒子の活発な拡散に見られるよ
うに速く，軌道が長距離に飛ぶ，いわゆる Lévy flightに見られる [33]．



自然界にはフラクタル構造を有する物質が多く存在するので，むしろ異常拡散の方が通常であ
るとも言われている [31]．異常拡散のメカニズムについてはよく分かっておらず，現在研究が活
発に進められている．高分子や生体では，長時間，長距離にわたるいわゆるマルチスケールに及
ぶ緩和がその一つの原因である．異常拡散には，通常の拡散において仮定される代表長さが存在
しないことが特徴である．
こうした異常拡散のうち，ν < 1の subdiffusionをモデル化するのに時間微分を全て非整数階
微分で置き換えた非整数階微分 Langevin方程式が提案されている [34]：

dαv

dtα
= −λαv + λα−1 f(t)

m
,

dβx

dtβ
= λβ−1v

 . (3.18)

ここで，x(t)および v(t)は変位と速度であり，これらの間には通常の微分関係ではなく，α, β

（0 < α, β < 1）階微分の関係を仮定する．もちろん，α = β = 1とおけば通常の Langevin方程
式である．一方，λも定数であり，実質的な時間のスケーリングパラメータである．このように
パラメータを導入することによって拡散係数を合わせることができる．
こうした試みの他にも，拡散現象の時間や空間微分を非整数階に拡張する試みも盛んに行われ
ている [35, 36]．論文 [35]には多くの文献が引用されている．例えば，時間微分を拡張した次の
方程式が提案されている：

∂νC(x, t)

∂tν
= Dν

∂2C(x, t)

∂x2
. (3.19)

ここで 0 < ν < 1であり，Dν は定数である．このときの拡散係数 (d/dt) < x(t)2 >∝ tν−1 とな
る．また，この方程式の空間微分も非整数階微分に置き換えた方程式も提案されている：

∂νC(x, t)

∂tν
= Dµ

∂2µC(x, t)

∂x2µ
. (3.20)

ここで 0 < ν, µ < 1であり，Dµ は定数である．さらに空間的な拡散を，次節で述べる Rieszポ
テンシャルやその拡張である Fellerポテンシャルで置き換えた，空間的に非整数階の拡散方程式
も研究されている [37].

4. 関連するトピックス
4.1 非整数階微積分の他の定義
これまで Riemann-Liouville積分に基づいた定義を紹介してきた．この他にも幾つか定義があ
るので，簡単に紹介する．まずWyleの定義は

Kλf ≡ 1

Γ(λ)

∫ ∞

t

(τ − t)λ−1f(τ)dτ (4.1)



によって与えられる [9, 14]．Rieszの定義は，n次元空間Rn上の関数 f(x)のRieszポテンシャル

Iλnf(x) =
1

cn(λ)

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−λ
dny (4.2)

から導かれる [13]．ここで 0 < λ < nとし，cn(λ)は

cn(λ) =
2λπn/2Γ(λ/2)

Γ(n/2− λ/2)
(4.3)

である．いま１次元の場合を考える．変数 xを tに置き換えると，Rieszポテンシャルは

Iλ1 f ≡ 1

2Γ(λ) cos(πλ/2)

∫ ∞

−∞

f(τ)

|t− τ |1−λ
dτ (0 < λ < 1) (4.4)

となる．ここで，Γ(1/2 + λ/2)Γ(1/2 − λ/2) = π/ cos(πλ/2) とガンマ関数の倍数公式 Γ(λ) =

2λΓ(λ/2)Γ(1/2 + λ/2)/2
√
πを用いた．この Rieszポテンシャルは Riemann-Liouvilleの λ階の

積分とWyleの積分の和の平均を cos(πλ/2)で除したものであることが分かる．
ここで関数 f のそれぞれの定義による積分の Fourier変換を示す．Wyleの定義 (4.1)の変換は

F{Kλf} = (iω)−λf̂(ω) (4.5)

となる. 一方，Riemann-Liouville の定義 (2.5) の変換は，(2.25) より ν を −λ に置き換えると
(−iω)−λf̂(ω)になる．これより Rieszの定義 (4.4)の変換は

F{Iλ1 f(t)} = |ω|−λf̂(ω) (4.6)

となる．
非整数階微積分法に拡張する出発点である反復積分のCauchyの公式 (2.3)に代わって，次の複
素面上での解析関数 f(ζ)の Cauchyの積分公式

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ (4.7)

を用いて，Oslerによると Nekrassov(1888)は

f (ν)(z) =
Γ(ν + 1)

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)ν+1
dζ (4.8)

によって f の ν階微分を定義した [6, 9]．ここで ζ = zはもはや極ではなく分岐点になるので，複
素面を ζ = zから直線で原点を通り，第４象限を通って無限遠にカットして，C は ζ = 0を出発
し終了するようにとる．径路をカットに沿ってとると，定義 (4.8)はRiemann-Liouville積分の下
限をゼロとした結果と一致する [6].



一方，西本は分岐点 ζ = zから−∞+ i Im(z)にのびるカット C−と，+∞+ i Im(z)にのびる
カット C+ に沿って，微分は ν > 0の場合に

Nν
C−

f(z) =
Γ(ν + 1)

2πi

∫
C−

f(ζ)

(ζ − z)ν+1
dζ,

Nν
C+

f(z) =
Γ(ν + 1)

2πi

∫
C+

f(ζ)

(ζ − z)ν+1
dζ


(4.9)

によって定義した [8]．積分は ν が負の場合である．他にも色々な定義があるので，文献 [8, 9]を
参考にされたい．

4.2 非整数階のラプラシアン
非整数階微分に関連して非整数階のラプラシアンが知られているが，両者は概念的に異なる．
この例を紹介する．散逸を考慮した Newton流体（気体）中の３次元の音波の伝播を支配する方
程式は，音圧に対して

∂2p′

∂t2
− a20∇2p′ = νd

∂

∂t
(∇2p′) (4.10)

によって与えられる．これを基に音波の空間的な減衰を調べると，振幅が exp(−α|x|)と指数関
数的に減衰し，減衰率 αは角周波数 ωの２乗に比例する．
ところが，生体やポーラスな媒質中では，減衰率が ωのベキに比例する ωs (0 < s < 2)の場合
が観測される．そこで (4.10)のラプラシアンを非整数階に拡張した次のモデル方程式が提案され
ている [38]：

∂2p′

∂t2
− a20∇2p′ = −νs

∂

∂t
(−∇2)s/2p′. (4.11)

ここで，νs は定数であり，(−∇2)s/2 が非整数階のラプラシアンである．簡単のため１次元の場
合を考えると，減衰率が |ω|s に比例する [38]．
３次元の場合の非整数階ラプラシアンは Fourier変換によって定義される．このため履歴とい
う見方はできない．３次元空間上の関数 f(x)の空間変数についての Fourier変換を次のように定
義する：

F{f(x)} ≡ f̂(k) =
1

(2π)
3
2

∫ ∞

−∞
f(x)eik·xd3x. (4.12)

ここで，ベクトル x = (x1, x2, x3)，k = (k1, k2, k3)とする．関数 f(x)の非整数階のラプラシア
ンを形式的に Fourier変換すると

F [(−∇2)s/2f ] = |k|sf̂(k) (4.13)

となる．
一方，(4.2)で示した Rieszポテンシャルで n = 3, λ = 2− sとおくと,



I2−s
3 f(x) =

1

c3(2− s)

∫
R3

f(y)

|x− y|1+s
d3y (4.14)

となる．距離 |x|にのみ依存する関数 f(x) = 1/|x|1+s の３次元 Fourier変換は

c3(2− s)

(2π)3/2
|k|−2+s (4.15)

である．これより (4.14)に通常のラプラシアンを施し Fourier変換をすると，f̂ に (4.15)と |k|2

が乗ぜられ，Fourier変換は |k|sf̂ となる．よって逆変換すれば

(−∇2)s/2p′ = −∇2(I2−s
3 p′) (4.16)

となる．これより右辺で非整数階ラプラシアンが定義される．

5. おわりに
Riemann-Liouvilleの定義に基づいた非整数階微積分法の概略を説明した．通常の微積分法で
定義できない場合には超関数の解釈を用いた．非整数階微積分法は現在概ね完成しているように
思われるが，応用面での普及は始まったばかりである．古くから知られている拡散現象であって
も，定量的に正確な記述をしようとすると非整数階微積分法を避けて済ませることはできない．
応用の代表例も幾つか示した．この中には，物理の基本原理から適切な近似により非整数階微
積分の形に帰着される場合が多くある．その反面，実験データと合わせることを目的に，現象の
モデル化に用いられる場合もある．特に，フラクタル構造の媒質における異常拡散と非整数階微
積分法によるその記述との関係は，現在研究が行われていることからも分かるように，まだ未知
な所が多い．この点において数学者の寄与が期待される．

最後になりましたが，講演の機会を与えて頂きました日本数学会ならびに同学会 2016年度秋
季総合分科会・大会委員長の関西大学教授・長井英生博士に御礼申し上げます．
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