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PREFACE.

La théorie des opérations, créée par V. Volterra, a pour
objet I'étude des fonctions définies dans les espaces a une infi-
nité de dimensions. Dans plusieurs domaines trés importants des
mathematiques cette théorie a pénétré d’'une facon essentielle: il
suffit de rappeler que la théorie des équations intégrales et le
calcul des variations se sont trouvés contenus comme des cas parti-
culiers dans les principales sections de la théorie générale des
opérations. On voit dans cette théorie les méthodes de mathé-
matique classique s’unir aux méthodes modernes d’'une manidre
parfaitement harmonieuse et remarquablement efficace. Elle permet
souvent d’interpréter les théorémes de la théorie des ensembles
ou de la topologie d’'une facon tout & fait imprévue. Ainsi p. ex.
le théoréme topologique sur le point invariant se laisse traduire
moyennant la théorie des opérations (comme lont moniré M. M.
Birkhoff et Kellogg) dans le théoréme classique sur 'exi-
stence des solutions des équations différentielles. 11 y a des parties
importantes des mathématiques dont la connaissance vraiement
approfondie n’est possible qu' a l'aide de la théorie des opéra-
tions. Telles sont auwjourd'hui: la théorie des fonctions de va-
riable réelle, équations intégrales, calcul des variations, ete.

Cette théorie mérite donc avec raison, aussi bien par sa va-
leur esthétique que par la portée de ses raisonnements (méme ab-
straction faite de ses nombreuses applications) l'intérét de plus
en plus croissant que lui prétent les mathématiciens. Aussi on
ne g’étonnera pas a Vopinion de M. J. Hadamard, qui considére
la théorie des opérations comme une des plus puissantes méthodes
de recherche de la mathématique contemporaine.



INTRODUCTION.

A. L’intégrale de Lebesgue-Stieltjes.

Nous admettons que le lecteur connait la théorie de la me-
sure et de Pintégrale de Lebesguel).

§ 1. Quelques théorémes de la théorie de 'intégrale de Lebesgue ).

Si les fonctions mesurables x.(f) sont bornées dans leur en-
semble et la suite {x.(f)} converge presque partout dans un inter-

valle fermé [a, ] vers la fonction x (#), on a
b b
1) lim [ xu(f) dt = [ x () dt.
n-H>oo e
a a

Plus généralement, s’il existe une fonction sommable ¢ (£) > 0
telle que |x.(¢)| <@ () pour n=1,2,..., la fonction limite est
également sommable et satisfait a Pégalité (1).

Si les fonctions x,.(f) sont sommables dans [a, 8] et forment
une suite non décroissante, convergente vers la fonction x (¢), on

a P'égalité (1), lorsque la fonction x (¢) est sommable, et
b
lim § x.(¢) di =+ o0
H—yco

a
dans le cas contraire.

) Cf.p.ex.C.delaVallée Poussin, Intégrales de Lebesgue. Fon-
ctions d’ensemble. Classes de Baire, Paris, Gauthier-Villars (1916),ou H.Lebe s-
gue, Lecons sur Uintégration, 2-me édition, Paris, Gauthier-Villars (1928).

*) Cf.p.ex.C.delaVallée Poussin, L cit., p. 49.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 1



2 Introduction.

Si la suite {x.(f)} de fonctions a p-iéme puissance sommable
(p > 1) converge presque partout vers la fonction x (¢) et si

fl X)) |7 dt < K pour tout n=1,2,.
la fonction x (7) est également & p-iéme puissance sommable ?).

§ 2. Quelques inégalités pour les fonctions & p-iéme puissance
sommable ?),

La classe des fonctions a p-iéme (p > 1) puissance sommable

dans [a, b] sera désignée par (L?)). Au nombre p on fait corres-

pondre le nombre g lié avec p par l'équation %—}—%}: 1 et por-

tant le nom d’exposant conjugué avec p. Pour p=2 on a donc
également g = 2. ’

Six () C (L@ et y (&) C (L9), 1a fonction x (£) - y (¢) est som-
mable et son intégrale remplit 'inégalité

oo 1o :
nydzl\<< 1x}ﬂdt)”.(j|ywdt)".
En particulier, on a donc pour p = 2:
b b 1 b

J’afxy dt! < (fx2 dt)? . (fy2 dt) ;

a a

Si les fonctions x (¢£) et y (£) appartiennent a (L®), il en est
de-méme de la fonction x () + y (¢) et on a:

U[x+y|ﬂdt) (ﬁ |"dt) (f[ ”dt)

) CiL E. W. Hobson, The Theory of Functions of a real variable..., 2-nd
Edition, Cambridge (1921/26), vol. 1, p. 300.

% Cf. E. W. Hobson, L ¢, vol. I, p. 588.
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A ces inégalités correspondent les inégalités arythmétiques
suivantes:

<<§Iai"”)%.(§|b[|q>%’
Bravwrf el Srorf (Sinrf

dont la premiére donne pour p = 2 I'inégalité connue de Schwarz:

b, (Zﬁﬁk;@?

i=1

Pour toute fonction x (f) & p-iéme (p > 1) puissance sommable
et pour tout ¢ >0 il existe une fonction continue 9 (¢) telle que

fm—@v<el

§ 3. La convergence asymptotique.

La suite {x.(f)} de fonctions mesurables dans un certain
ensemble est dite asymptotiqguement convergente (ou convergente
en mesure) vers la fonction x (f) définie dans cet ensemble, lorsqu’on
a pour tout ¢ >0

lim m £ (] xu(t) — x (£)| > ) = 07).

Une suite {x,(¢)} asymptotiquement convergente vers la fonction
X () contient toujours une suite partielle convergente (dans le sens
ordinaire) presque partout vers cette fonction.

) Cf p.ex. E. W.Hobson, L c., vol. I, p. 250.
") mE désigne la mesure de ’ensemble E; 1e symbole E() désigne d'une

fagon générale 'ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles se présente la pro-
priété mise en ().
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Pour qu’une suite {x.(f)} soit asymptotiquement convergente,
il faut et il suffit que Pon ait pour tout ¢ >0 :
lim m E (| x48) — x(£)| >¢) = 04,

i, k—yoo t

4. La convergence en moyenne,

Etant donnée une suite {x.(¢)} de fonctions 4 p-idme puissance
sommable (p > 1) dans [a, 0], on dit que cette suite y est a p-iéme
puissance convergente en moyenne vers la fonction x (£) a p-iéme
puissance sommable, lorsque

b
1imf]x,,(t)‘—x(t)|pdt=o.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une telle fonction
x (f) existe, est que Von ait :

lim f | %) — xu(t) |7 dt = 0.

La fonction x (f) est alors définie dans [a,b] d’'une facon
univoque, sauf dans un ensemble de mesure nulle.

Une suite de fonctions qui converge en moyenne vers une
fonction x (f) est aussi asymptotiquement convergente vers cette
fonction?) et contient par conséquent (§ 3) une suite partielle qui
converge (dans le sens ordinaire) presque partout vers la méme
fonction.

§ 5. Llintégrale de Stieltjes?).

Soient x (f) une fonction continue et «(f) une fonction
a variation bornée dans [g,5]. En subdivisant Pintervalle [a, 5]
en intervalles partiels 4 1'aide des nombres

) Cf p.ex. E. W.Hobson, . ¢, vol. II, p. 242 — 244,
%) Cf. p.ex. E. W. Hobson, L ¢, vol. I, p. 245,
% Cf. p. ex. H. Lebesgue, L. ¢, Chapitre XI.
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a=t, <t <ty . ta=b

et choisissant dans chacun de ces intervalles partiels un nombre
arbitraire ¥, nous pouvons, par analogie avec la définition
de l'intégrale de Riemann, former la somme

S=D"x @) [a(t)—alt)] o ti>¥>tiy.

i=1

On démontre que pour toute suite de subdivisions, pourvu
que leur intervalle partiel le plus grand tende vers 0, les sommes
S ont une limite commune 3 toutes suites pareilles; cette limite

est désignée par
b

f x (t) do (&)
et dite intégrale de Stieltjes.

Cette intégrale a les propriétés suivantes:

b

afx(t)da(t):—bjx(t)da(t),

J'x(z)da(t)Jrfx(t) do () = [ x @) do (8),

a a

b

b b )
f [,6) + xo(8)] da (£) = f x,(8) do (8) + f x,() dat (8).

a

Le premier théoréme sur la valeur moyenne s’exprime ici
par l'inégalité

1fx(t)d¢(t)l</_vrv,

ot M désigne la borne supérieure de la valeur absolue | x (£)| et V
la variation totale de la fonction o (f) dans [, b].
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Si la fonction o (£) est absolument continue, on peut exprimer
I'intégrale de Stieltjes par celle de Lebesgue comme il suit:

b b

f X (¢) da (£) = l [ X (8) o) dt .

a a

Si « (f) est une fonction croissante (c. a. d. que I'on a toujours
a ()< a (") pour a < t' < t" < &) et si on pose pour tout nombre
s de Vintervalle [« (@), « ()]

8(s) = a + borne sup E(s>a(t),

on obtient:

b a{d)
@) [r@da®=[xi©1a.
a a(a)

Démonstration. Nous avons par définition de B (s):
(3) Bla@®] =t pour aLtLh.

La fonection B(s) étant par hypothése croissante et admettant comme
valeurs tous les nombres de lintervalle [a,b] on, d’aprés (3); a=28 [« (@)] et"
b =8 [« (b)], élle est une fonction continue. Il en résulte que la fonction
x [B(s)] est également continue.

Considérons une subdivision (3) de [q, b] donnée par les nombres a = t,<7
<t <..<t,=10b et posons a(f) =4, pour i=1,2,..., n. Nous avons

&,

= [xBE) ds=@—, ) @),
o

i1

ou &/ =0 (s;) ot ¥, < ¥/ <Y, Evidemment B(¥,_ ) <R () =39/ <B(@). En
vertu de (3) on a 3(¥,_,)=Bla(f,_ )l =1{_, et d’une facon analogue § (%) =1,
Par conséquent

LS8,

done
I,=x (ﬁ[/) [a (t[) — (f[_1)} )

1 Cf. H. Lebesgue, 1. c., p. 258 — 260,
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d’ou
o(b) n n )
(4) [ronas= 3= x@) ) —aly
afa) =1 =1

b
Or, cette derniere somme tendant vers fx (t) do (£), lorsque la longueur
a
maximum des intervalles de la subdivision (8) tend vers 0, I'égalité (4) donne
Végalité (3), q. f. d.

Ceci établi, si Pon admet que « (f) est une fonction quel-
conque & variation bornée, on peut la représenter toujours
comme une différence o,(f) — 2,(¢) ou les fonctions o,(f) et ay(?)
sont croissantes; en désignant comme auparavant par B,(s) et B4(s)
les fonctions correspondantes, nous obtenons

b b b
f x () do (¢) = f X (8) day(t) — f X (£) day(t) =
‘ () ," ’ O ’ﬂ ,
| =jx[a1(s)] ds —fx [ ()] ds.
Gi(a) to(a)

Si les fonctions x.(f) sont continues et bornées dans leur
ensemble et la suite {x.(f)} converge partout vers une fonction
continue x (£), on a pour toute fonction « (f) & variation bornée

b b
lim [ sa(t) do () = f x (t) du (b,
car ‘ ‘
a.1(b) O‘1(‘57) &y (b) ‘12(.17)
lim [ %4[3,(5)] ds = j x[B,(s)] ds et lim | x [8,(s)] ds = { ol By(5)] ds .
oy(a) Gy(a) “2?0) 0“:(tl)

§ 6. Le théoréme de Lebesgue.

Notons encore le théoréme suivant.
Pour qu’une suite de fonctions sommables {x.(¢)} o1 0 ¢ <1
remplisse 1’égalité
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1
lim f o () xu(t) dt = 0
0

pour toute fonction « () mesurable et bornée dans [0, 1], il faut
et il suffit que les trois conditions suivantes se trouvent simulta-
nément satisfaites:

1
1° la suite {/1 Xn(t) | dt} est bornée,
0

2° pour tout >0 il existe un 1>0 tel que tout sous-
ensemble / de [0,1] de mesure <7 donne lieu & Pinégalité

|[xa(®) dt | <<, quel que soit n=1,2, ...,
H

3° lim [x.(f) df = 0 pour tout 0 < & < 17).

h—>co g

Nous connaitrons dans la suite d’autres théorémes de ce genre.

B. Ensembles et opérations mesurables (B)
dans les espaces métriques.

§ 7. Espaces métriques.

Etant donné un ensemble non vide E, on dit gw’il constitue
un espace métrique ou espace (D), lorsqu’a tout couple ordonné x, y
de ses éléments correspond un nombre (x, y) satisfaisant aux con-
ditions ):

1) (x,x)=0, (x,y)>0 lorsque x £y,
2) (x7 .V) = ()’7 JC) 9
3) (%2 <Xy +,2).

!}y H.Lebesgue, Annales de Toulouse 1909.

1} Les trois conditions 1) — 3) peuvent &tre remplacées par les deux
suivantes: 1%) (x,¥) = 0 édquivaut 4 x =y, 2*) (x,2) <(x,¥)+(z,y). Cf. A. Lin-
denbaum, Sur les espaces méfriques, Fundamenta Mathematicae VIII (1926),
p. 211. ’
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Le nombre (x,y) s’appelle distance des points (des éléments)
%,¥. Une suite de points {x.} est dite convergente?), lorsque
%) lim (xp, x4) = 0;
Pigree
on I'appelle convergente vers le point x, (ce quwon écrit lim x, = x,),
lorsque o
(6) lim (xn, x0) = 0.
-yoo
Le point x, porte alors le nom de limite (ou de point-limite)
de la suite {x,}.
Il est facile de voir que la relation (6) entraine (5), car on

a toujours
(*py Xg) << (%, X0) 4 (g, X0) .

Par conséquent, une suite convergente vers un point est par
cela-méme une suite convergente; bien entendu, la réciproque
n’est pas toujours vraie.

L’espace (D) a propriété que toute suite convergente y con-
verge vers un certain point est dit complef.

L’espace (D) tel que toute suite infinie de ses points con-
tient une suite convergente vers un point s’appelle compact.

Les espaces euclidiens constituent autant d’exemples des
espaces (D) complets. Nous en allons énumérer ici une série
d’autres exemples importants.

1. Soit (S) lensemble des fonctions mesurables dans inter-
valle [0,1]. Faisons correspondre a tout couple ordonné x,y
d’éléments de cet ensemble 2) le nembre

C(1E® =y
(*.9) _Ofl+lx(t)—-y(t)|

) Les suites convergentes dans notre sens sont appelées d’habitude
»suites satisfaisant a la condition de Cauchy“, ¢. 4. d. précisément 4 la con-
dition (5).

*) Nous posons: x = x () et y =y (t), resp. x, = x, () et x, = x, (¢), dans
tous les exemples out x et y, resp. x, et x,, sont des éléments d’un ensemble
de fonctions.
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On véritie facilement que les conditions 1)—3), énoncées
plus haut pour la distance, se trouvent remplies. En effet, quant
aux conditions 1) et 2), c’est évident (nous ne distinguons pas
entre les fonctions qui ne difféerent que sur un ensemble de me-
sure nulle) et pour se convaincre que la condition 3) est égale-
ment réalisée, il suffit de remarquer que 'on a pour tout couple
de nombres arbitraires a, &:

la+bl _ lal , |b

1+a+b] 1+lal 1+]b]

Ainsi ,métrisé“, 'ensemble (S) forme donc un espace (D);
cet espace est complet, car la convergence d’une suite {x,} de
ses points (vers un point x,) s’y raméne & la convergence en
mesure de la suite des fonctions {x.(f)} (vers la fonction xo(f)
dans [0, 1].

2. Soit (s) lensemble de toutes les suites de nombres. Posons
pour tout couple ordonné x, y de ses éléments'):

o
X, y) =2 —-
) = o T 18—

B

L’ensemble (s) forme alors un espace (D) complet. En effet,
la convergence d’une suite de points {x.}, resp. sa convergence
vers un point X, y signifie (en posant x, = {£,(} et x, = {&.})
que pour tout n naturel chacune des suites {§,(™} est convergente,
resp. converge vers &,, 4 mesure que m tend vers Uinfini.

3. Soit (M) Uensemble des fonctions mesurables et bornées
dans [0,1]. Si Pon pose pour tout couple x,y de ses éléments

(x, y) = vrai maximum |x (¢) — y (¢)/,

0<t<1

1) ‘Nous posons x = {E,n} et y= {-qn} dans tous les exemples des espa-
ces de suites.
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on en obtient un espace (D) complet. La convergence d’'une suite
~de points {x,} (vers un point Xo) s’y traduit par la convergence
uniforme presque partout dans [0,1] de la suite des fonctions
{x.(2)} (vers la fonction xo(¢)):

4. Soit (m) lensemble des suites bornées de nombres. En
posant :
(x,y) = borne sup |&;, — 7],

"

Kh<loo
on obtient dune fagfon évidente de (m) un espace (D) complet.

5. Soit (C) l'ensemble des fonctions continues dans [0,1]. Po-
sons pour tout couple x,y de ses éléments

(*,¥) = max | x (£) — y () ].
(B2

RSANN

I’ensemble (C) forme alors un espace (D) complet; la conver-
gence d’'une suite de ses points {x,} (vers un point x;) se ra-
meéne a la convergence uniforme dans [0,1] de la suite des fon-
ctions {x.(f)} (vers la fonction x,(¢)).

6. Soit (c) Uensemble des suites convergentes de nombres. En
définissant pour tout couple x, y de ses éléments leur distance
(x, y) tout comme nous Pavons fait dans 'ensemble (m), on voit
facilement que l'ensemble (¢) forme également un espace (D)
complet.

7. Soit (CW) lensemble des fonctions & p-iéme dérivée conti-
nue dans [0,1]. En posant

(x, y) = max | x (£) — y (£)| + max | xO(t) — y)(2)|,
» 01 0

=

nous en obtenons un espace (D) complet. La condition nécessaire
et suffisante pour qu'une suite de points {x.} y soit convergente
(vers un point xo) est que la suite des fonctions {x,(¢)}, de-méme
que celle des fonctions {x,(")(¢)}, convergent uniformément dans
[0,1] (la premiére vers la fonction x,(f) et la seconde vers la
fonetion x,)(¢)).



12 Introduction.

8. Soit (LW) ou p > 1 lensemble des fonctions a p-iéme puis-
sance sommable dans [0, 1]. En posant

(%, ) =[ftx(t)~y(t) I”];,

0

nous voyons que ’ensemble (L) devient un espace (D) complet.
Pour qu'une suite {x.} de ses points soit convergente (vers le
point x;), il faut et il suffit, que la suite des fonctions {x,(¢)}
soit dans [0, 1] 4 p-idme puissance convergente en moyenne (vers
la fonction xu(?)).

9. Soit (IV) ou p > 1 lensemble des suites de nombres tels

que la série X |¢, P est convergente. En posant pour les éléments

n=1

x,y de (")

o= St

n=1
on en obtient un espace (D) complet.

10. L’ensemble des fonctions analytiques f(z) uniformément
continues dans le cercle |2| <1 forme un espace (D) complet,
lorsqu’on définit 1a distance de deux fonctions f(2) et ¢ (2) comme

max | f(2) — 9 (2)].
[z

II est a remarquer que l'on peut définir les ensembles des
Jfonctions & n variables correspondant aux exemples 3, 5, 7 et 8.

§ 8. Ensembles dans les espaces métriques.

Soient £ un espace (D) quelconque et G un ensemble arbi-
traire d’élements (de points) de E.

Un point x, est dit point d’accumulation de Pensemble G, lors-
quil existe une suite de points {x.} telle que x,7=x.,C G
pour tout n et que lim x, = x,. L’ensemble de tous les points

n—ro0
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d’accumulation de G s’appelle son ensemble dérivé et on le dési-
gne par G'. L’ensemble
G=G+C

porte le nom de fermeture de Vensemble G; I'ensemble G s’ap-
pelle fermé, lorsque G' (C G et il s’appelle parfait, lorsque G' = G.
On dit d’'un ensemble G qu’il est ouvert, lorsque son complémen-
. taire (c. a2 d. I'ensemble E — G) est un ensemble fermé. Tout
ensemble ouvert s’appelle aussi enfourage (ou voisinage) de cha-
cun de ses points.

Etant donné un point x, (_ E et un nombre 7, >0, 'ensemble
de tous les points x tels que (x, x,) < r, s’appelle une sphére et
celui des x tels que (x, x,) <7, s’appelle une sphére ouverte; le
point x, est dit cenfre et le nombre #, rayon de cette sphere, resp.
de cette sphére ouverte. On dit d’'un ensemble G, qu’il est dense,
lorsque G = E et qu'il est non dense, lorsque G ne contient aucu-
ne sphére.

L’espace E est dit séparable, lorsqu’il contient un ensemble
dense dénombrable. Il est facile de voir que fout espace métrique

“compact (c. a d. dont toute suite infinie de points contient une
suite convergente; cf. p. 9) est séparable.

Un ensemble G est dit de I-e catégorie, lorsqu’il est une
somme dénombrable d’ensembles non denses; dans le cas contraire
il est dit de Il-e catégorie. Un ensemble G est de I-e catégorie dans
un point x,, lorsqu’il existe un entourage V de x, tel que ’ensemble
G-V est de I-e catégorie; si tous les entourages du point x, sont
dépourvus de cette propriété, on dit que 'ensemble G est de Il-e
catégorie au point x,.

On peut démontrer le suivant

Théoréme 1. Si un ensemble G situé dans un espace métri-

que quelconque E est de ll-e catégorie, il existe dans E une sphére
K telle que U'ensemble G.est de Il-e catégorie en tout point de G-K*).

) Pour la démonstration voir S. Banach, Théoréme sur les ensembles
de premiére catégorie, Fundamenta Mathematicae XVI (1930), p. 395.
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Admettons a présent que E soit un espace (D) complet. Nous
allons démontrer le

Lemme. ZEtant donnée dans E une suite {K,} de sphéres de
rayons ry telles que K11 (C K. pour tout n=1,2,... et lim r, =0,
il existe un point commun a toutes ces sphéres. .

Démonstration. Soit x, le centre de la sphére K, On a par

hypothése pour p <g naturels x, C K, C K,, d’ott
(7 (Xpy Xg) < 1p.

Il en résulte que la suite de points {x.} est convergente.
En posant (I'espace E étant complet) lim x, = x,, on a pour p < g se-

vos
lon (7) (xp, Xo) < (X %g) +(Xg, Xo) <¥p+(Xq, %), d'0U (Xp, Xo) < 7p.
Or, p étant arbitraire, le point x, appartient a toutes les sphéres
K., coq f d

Une simple conséquence de ce lemme est le

Théoréme 2. Tout espace métrique et complet E est de Il-e
catégorie.

Démonstration. Supposons par contre que

®) E =§'Gn,

ol chacun des ensembles G, est non dense. Il existe par conséquent
une suite de sphéres {K.} de rayons {r,} & propriétés suivantes:
1
Ki-G=0,r,<1 et Kup1CKiy Kig1°Gny1 =0, rn+1<;z-:—'
En vertu du lemme, il existe donc un point x, qui ap-
partient & toutes ces sphéres. Or, comme K, G, =0 pour tout

n=1,2,..., ce point ne peut appartenir 4 aucun E,, contraire-
ment a (8).

Soit maintenant £ un espace (D) quelconque et £* un ensemble
arbitraire de points de £. Si I’'on conserve pour les élements de £*
la méme definition de la distance que celle adoptée dans I'espace
E, on obtient de E* également un certain espace (D).
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Considérons un ensemble G (C E* S§’il est p. ex. non dense,
lorsqu’on l'envisage dans lespace £%, on dit qu’il est non dense
par rapport & (ensemble) E*; ce n’est que dans le cas ol E*¥*=FE
que nous omettons d’habitude les mots ,par rapport 4 (ensemble)
E*. On fait de-méme, lorsqu’il s’agit des autres définitions
qui ont été introduites au début de ce §.

Le théoréme 1 implique que si ensemble G est de I-e caté-
gorie dans tous ses points par rapport 4 E% il est de I-e caté-
gorie par rapport & E* D’une fagon analogue, le théoréme 2
implique que lorsque l'espace métrique E est complet et Pen-
semble E* est fermé, cet ensemble est de Il-e catégorie par
rapport a lui-méme.

Considérons dans un espace (D) arbitraire E la plus petite
classe K d’ensembles de cet espace satisfaisant aux conditions
suivantes:

1) tout ensemble fermé appartient a K,

2) toute somme dénombrable d’ensembles appartenant a K
appartient a K,

3) tout complément d’un ensemble appartenant a K appar-
tient & K.

Les ensembles de la classe K s’appellent ,ensembles mesurables
(B)”. On dit d’'un ensemble G qu’il remplit la condition de Baire,
lorsque tout ensemble parfait P(s~0) contient un point x, tel
guwau moins un des ensembles: P-G et P— G est de I-e catégorie
dans le point x, par rapport a P.

On a le

Théoréme 3. Tout ensemble mesurable (B) remplit la condition
de Baire?). '

§ 9. Opérations dans les espaces métriques.

Soient E et E, des ensembles non vides arbitraires. Si 'on
fait correspondre a tout élément x (_ £ un certain élément de E,

1) Pour la démonstration c¢f. S. Banach, 1. ¢, p. 398.
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on dit qu'une opération est définie dans 'ensemble E. L’élément

correspondant a x s’appelle wvaleur de cette opération en x;
Iensemble £ porte le nom de domaine et Vensemble des valeurs

celui de contredomaine de l'opération considérée. Dans le cas
particulier ot les valeurs de l'opération donnée sont des nombres,
on Pappelle d’habitude une fonctionnelle.

Ceci dit, admettons que I'ensemble £ constitue un espace (D)
et soit U (x) une opération ayant E pour domaine et un certain
espace (D) pour contredomaine. IL’opération U (x) s’appelle con-
tinue aun point x,, lorsque, pour toute suite de points {x,} conver-
gente vers le point Xy, on a lim U (x,) = U (x,); 'opération U (x)

yoo
s’appelle continue dans E, lorsqu’elle I’est en tout point de cet
espace. Etant donnée une suite d’opérations {U.(x)} et une opé-
ration Uy(x) définies dans E et les contredomaines de toutes ces
opérations faisant partie d’'un méme espace (D), on dit que cette
suite d’opérations est convergente au point x, vers l'opération
U,(x), lorsque la suite des valeurs U,(x,) converge vers U, (x,);
la suite d’opérations {Uu(x)} est convergente dans E vers Popéra-
tion U, (x), lorsqu’elle 'est en tout point de E. Si la suite d’opé-
rations {Ua(x)} est convergente dans £ vers lopération U,(x),
cette derniére opération s’appelle limite de {U.(x)} dans E. Au
lieu de dire j,opération continue dans E”, on dit plus court ,opé-
ration continue®, lorsqu’il est entendu de quel espace il s’agit;
on fait de-méme pour les autres termes.

Soit K la plus petite classe d’opérations (ayant pour domaine
commun un espace (D) donné E et pour contredomaines respectifs
des ensembles situés également dans un certain espace (D)) qui
gatisfait aux conditions:

1) toute opération continue appartient a K,

2) toute limite d’'une suite convergente d’opérations qui
appartiennent 4 K appartient a K.

Les opérations de cette classe portent le nom 4’ ,opérations
mesurables (B)“.
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On dit d’'une opération U (x) a domaine E et & contredo-
maine étant également un espace (D) qu’elle remplit la condition
de Baire, lorsque dans tout ensemble parfait non vide P(C E il
existe un ensemble G de I-e catégorie par rapport a P et tel que
Popération U (x), considérée dans l'espace P — (G, est continue
dans cet espace.

On a le

Théoréme 4. Toute opération mesurable (B) remplit la con-
dition de Baire?).

On peut démontrer également le

Théoréme 5. Si lopération U (x) définie dans lespace E
y est une limite d’opérations continues, il existe dans E un ensemble
G de I-e catégorie tel que lopération U (x) est continue en chague
point de Pensemble E — G. ‘

Le théoréme suivant établit une relation entre les ensembles
mesurables (B) et les opérations mesurables (B); soient E Pespace
(D) ot elles sont définies et E, V'espace qui contient leurs valeurs.

Théoréme 6. L'opération U (x) étant mesurable (B), pour
tout ensemble G, (C E, mesurable (B) l'ensemble G des points x tels
que U (x) (_ G, est mesurable (B)?).

Théoréme 7. Si les espaces E et E, sont séparables et Iopé-
ration U (x) est continue dans E, alors les images des ensembles
G (C E mesurables (B) remplissent la condition de Baire. Si, en
outre, x = x' entraine toujours U (x) = U(x'), les images des en-
sembles mesurables (B) sont aussi mesurables (B).

La premiére partie du théoréme résulte du fait que 'image
continne d’'un ensemble mesurable (B) est toujours un ensemble
ainsi dit ,analytique“?®) et que tout ensemble analytique remplit
la condition de Baire?. La démonstration de la deuxiéme

1) Pour la démonstration cf. S. Banach, 1. ¢, p. 397.

®) F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 195, II,

) Cf. p.ex. F. Hausdorff, 1. c., p. 179, 208 et 209, IIL.

9 Cf. 0. Nikodym, Sur une propriété de lopération A, Fundamenta
Mathematicae VII (1925), p. 149—154; la démonstration pour les espaces eucli-

S. Banaeh. Théorie des opérations linéaires. 9
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partie du théordme se trouve aussi dans le livre de F. Haus-
dorff!l).

Théoréme 8. Si les opérations U'(x) et U'"(x) sont mesura-
bles (B), la fonctionnelle (U'(x), U"(x)) lest également.

La démonstration résulte du fait que si les opérations U'(x)
et U'(x) sont continues, la fonctionnelle (U'(x), U"(x)) est aussi
continue et que pour tout point y, (C E; la fonctionelle (y, y,) =
(¥y, y) est continue dans E,.

Théoréme 9. {U.(x)} étant une suite d’opérations mesurables
(B), lensemble des points oir cette suite est convergente est un
ensemble mesurable (B).

Démonstration. Soit pour p,q et r naturels G, , , ’ensem-

ble des points x tels que (Uu(x), Uygx)) < %. En vertu des thé-
orémes 6 et 8 les ensembles G, ,, sont mesurables (B). Or,
ona (= rﬁl pz qji Gy, ¢, donc G est mesurable (B).

Théoréme 10. {U'.(x)} et {U"x(x)} éfﬂzt des suites d’opéra-
tions mesurables (B), sipour tout x(_ Eona ’}Lxg ( U’n(gc), U'(x)) < oo,

la fonctionnelle lim (U'(x), U"x(x)) est mesurable (B).
oo

Démonstration. Posons pour tout couple de nombres naturels
p, g et pour tout point x:

Fp, 4 () = max (U’n(x) U"w(x)).
p<n<ptq+

On a évidemment pour tout x:

11m (U'n(x), U"(x)) = 11m Ilm Fp g (x).

diens, qui s’y trouve, s'applique facilement aun ecas général, lorsqu’on tient
compte du théoréme précité sur les ensembles de I-e categone (5. Banach,
1 ¢., p. 395).

) L e, p. 208, IL
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Il suffit donc de montrer que chacune des fonctionnelles Fy, ,(X)
est mesurable (B). Or, d’aprés le théoréme 8, chacune des fon-
ctionnelles Fp, 1((x) = (U',(x), U"(x)) est mesurable (B) et comme
on a pour tout g > 1: «

Fp, q41(%) = Fp oX) + Fpyg1(x) + | Fp, o() — Fprg1(%) ],

on en conclut par induction, en appliquant encore le théoréme 8,

que toutes les fonctionnelles 7 ,(x) sont mesurables (B).
Théoréme 11. Etant donnée une suite de fonctionnelles conti-

nues et non-négatives {F.(x)} telles que lon a lim Fy(x) < ~ pour

N—yoo

tout élément x d'un ensemble G (_ E de Il-e catégorie, il existe une
sphére K (_ E et un nombre N tel que F(x) < N pour tout x C K
et pour tout n=1,2,...

Démonstration. Les ensembles G; des points x tels que

Fy(x) <ipourn=1,2,...sontévidemment ferméseton a G Y G;
i=1

il existe donc un indice NV tel que Gy est de II-e catégorie. Com-
me ensemble fermé, il contient par conséquent une sphére K en
question.
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Groupes.

§ 1. Définition des espaces du type (G).

Etant donné un espace (D) complet E, admettons qu’a tout
couple ordonné d’éléments x, y de I’espace E vienne correspondre
d’'une facon univoque un élément z de cet espace appelé somme
de x et y et que nous désignerons par le symbole x + y.

Admettons en outre que £ soit un groupe par rapport a cette
somme, ¢ est-ad-dire que:

L. x+»+z=x+(y+2),
1,. il existe dans E un élément-zéro © tel que lon a
O+ x=x40=x pour tout x _ E,
I,. & tout élément x de E correspond un élément (que nous
désignerons par — x) el qui satisfait @ léquation
X+ (—x)=8.
Il résulte facilement de ces axiomes que:

a) il wexiste dans E quwun seul élément-zéro O,
a) on a (—x)y-+x=0 pour tout x _E,
¢) x+y=x-+ 2 entraine y = 2,

Admettons encore que les axiomes suivants soient remplis:

I1;. lim x, = x entraine lim (—x,)=—x,
n—yoe n—rca
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Il,. lim x, = x et lim y, =y entrainent Lim (x, + y,) = x + y.
oo n—»o0 n—yoo

Les espaces (D) complets satisfaisant a4 ces axiomes seront
nommés espaces du type (G).

Remarque. Nous écrirons x — y au lieu de x - (—y)et—x+y
au lieu de (— x) + y.

& 2. Propriétés des sous-groupes.

Soit £ un espace du type (G). Etant donné un élément
%X E et un ensemble // (_ E, nous désignerons par xf, resp.
par fx, ensemble de tous les éléments y (C E tels que y=x+z,
resp. que y =2+ x, ot z ( H.

Evidemment, on a toujours les identités
X(H + Hy)=x H, + x H,,
X, — Hy) = x H, — x H,,

X (Hy-H,) = (x Hy) -(x Hy),
et les identités analogues pour /7, x et H, x.

On montre facilement que, suivant que /7 est un ensemble
fermé, ouvert, non dense, de I-e, resp. de II-e catégorie, ou me-
surable (B), l'ensemble x/{ est également fermsé, ouvert, non
dense, etc. Si z est un point intérieur de H, x + 2z est un point
intérieur de x/H.

Un ensemble non vide H ( E porte le nom de sous-groupe
de £, lorsque les conditions x (C H et y (_ H entrainent x 4- y(C H
et —x(_H. On a alors évidemment aussi ® (" H.

Un ensemble est dit connexe, lorsqu’il n’est pas somme de
deux ensembles non vides disjoints et fermés dans lui. Si E est
un ensemble connexe et /7 en est un sous-ensemble i la fois
fermé et ouvert, on a H = FE, car autrement lensemble F — H
serait aussi non vide et fermé.

Théoréme 1. Tout sous-groupe H( E qui est de ll-e catégorie
et remplit la condition de Baire, est d la fois fermé et ouvert dans F.
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Démonstration. En vertu du th, 1, p. 13,il existe une spheé-
re ouverte K dans laquelle // est partout de ll-e catégorie. On

peut évidemment admettre que le centre y, de K appartient a H.
Comme A remplit la condition de Baire, ’'ensemble K — H est
de I-e catégorie. Or, y, étant un point intérieur de K, le point
® = —y,+y, est un point intérieur de (—¥,)K. 1l existe donc
une sphére ouverte K; (C (—y,) K de centre ®. On a —v)[K—H]=
=) K—(—y,) H et comme (—y,) H=H, puisque H est un
sous-groupe, il vient (—,) [K— H]=(—y)K— H D K, — H, de
sorte que, K— /1 et par conséquent (— y,) [K — H], étant de I-e
catégorie, K, — /H est aussi de I-e catégorie.

D’autre part, pour tout x C K, on a x C x K;, puisque  ( K,
et x+®=ux Par conséquent K, - x K,==0. Il existe donc une
sphére ouverte K, (C K, - x K, de centre x. Ona K, — H CK —H
et K,—xHC xK, —xH=x[K, — H], de sorte que les ensem-
bles K, — H et K, — x H sont également de I-e catégorie,

Il en résulte que H-xH = 0; il existe donc un y tel que
Yy Hety(CxH, dou —x+yC H et par conséquent, / étant
un sous-groupe, — X =-—x-+y— y( H, donc x (C H.

I est ainsi démontré que K, (C H et, par suite, que © est un
point intérieur de /7. Comme pour tout y(C H on a yH = H et
y =y + 9, chaque point y de // en est également un point inté-
rieur. f/ est donc un ensemble ocuvert.

Pour prouver qu’il est & la fois fermé, posons lim y, =y ou
n—roo
Yo (_ Hpourtoutn=1,2,... Or, comme lim (y — y,) =0 (" K, H,
n—roo

il existe un z tel que y — y, C K, C H, dott y =y — y + y. C H,
c. q. f. d.

Ce théoréme implique le suivant
Théoréme 2. [L’espace E étant connexe, tout sous-groupe

H(_E qui est de Il-e catégorie et remplit la condition de Baire
est identique 4 E.



§ 3. Opérations additives et linéaires. 23

Remarque. Comme tout ensemble mesurable (B) remplit la
condition de Baire, les théorémes 1 et 2 subsistent en parti-
culier, lorsque / est un ensemble mesurable (B).

8 3. Opérations additives et linéaires.

Soient E et E, des espaces du type (G) et U(x) une opé-
ration définie dans E et dont le contredomaine est situé dans E;.

L’opération U (x) s’appelle additive, lorsque

Ux+y)=Ux)+U() pour tous x (_E et y (L.
On a alors U (x) = U (x+ 0) = U (x)+ U (), d’oi
U@©)=86,
et comme O =U®)=U(x—x)=U(x)+ U(—x), on a
U(—x)=—U(x).

L’opération additive et continue s’appelle linéaire.

Théoréme 3. Toute opération additive et continue dans un
voint est une opération linéaire.

Démonstration. Soit x, un point de continuité de I'opération
additive U(x). Soient x,(E, x(CE et limx,=x. On a

n—oo

lim (x, — x + x,) = x,, dou lim U (x, — x4+ x,) = U (x,) et

n—yoo n—yoo

lim [U (%) — U (%) + U (x)] = U (x,), done lim U (x,) = U (x), de

n—yoo
sorte que l'opération en question est continue aussi dans le point
x arbitraire, ¢. 4. d. gu’elle est linéaire.

Théoreme 4. Toute opération additive mesurable (B) est une
opération linéaire.

Démonstration. En:vertu du théoréme 4, p. 17, Iopération
U (x) considérée remplit la condition de Baire, Elle est donc
continue sur un certain ensemble // ou E — H est de I-e caté-
gorie. Soit lim x, = ©. L’ensemble x,[E— H]= E — x, [ étant

n—oe
pour tout n=1,2,... de l-e catégorie, il en est de-méme de
Yensemble
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(E-_H)-{—len{E—H]:E—H—{—Z'(E—xn HYDE—H-[] x,H,
n= . n==1

n=1

qui par conséquent (en vertu du théoréme 2, p. 14) n’épuise pas
Iespace E. Il existe donc un point x tel que on a

x(CH et xCx,H pour tout n=1,2,...,

dou (—x,4+x)(C H, et comme lim (— x, - x)=wx, il vient
n—yoa

lim U(—x, 4+ x) = U(x), donc lim [U(— x,) + U (x)] = U(x) et

finalement lim U (x,) = 6. IL’opération U (x) est donc continue

oo
au point @ de £ et par conséquent elle est linéaire d’aprés le
théoréme 3 qui vient d’8tre démontré.

Remarque. Comme on le voit de la marche du raisonne-
ment, le théoréme reste vrai pour les opérations additives qui
remplissent la condition de Baire.

Théoréme 5. Lespace E étant connexe, si {Uu(x)} est une
suite d’opérations linéaires, Uensemble des points x pour lesquels
il existe la limite lim Uy (x) est soit de l-e catégorie, soit identi-

oo

que ¢ E.

La démonstration résulte facilement du théoréme 2, p. 22,
I'ensemble des points x ot la suite d’opérations {U.(x)} est con-
vergente etant selon le théoréme 9, p. 18, mesurable (B), donc
selon le théoréme 3, p. 15, remplissant la condition de Baire
et, en outre, tout ensemble des points de convergence consti-
tuant un groupe.

§ 4. Un théoréme sur la condensation des singularités.

Théoréme 6. Etant donnés un espace E connexe et une sui-
te double d'opérations linéaires {U, ,(x)}, si pour une suite de
points {x,} la limite im U, ,(x,) n'existe pour auwcun p=1,2,...,

g—roo B

alors Uensemble H des voints x tels que la limite lim U, (x) n’existe
g—oo
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pour aucun x (_ H quel que soit p =1,2, ..., est de Il-e catégorie
et son complément E — H est de I-¢ catégorie.

Démonstration. Soit pour tout p=1,2, ... H, ’ensemble des
points de convergence de la suite {U,, ,(x)}. On a H, = E, puis-
gque par hypbthése Xp (_ E— Hy. En vertu du théoréme 5, p. 24,
Pensemble /), est de I-e catégorie. Il en est donc de-méme de

I'ensemble ZIH,,, ce qui achéve la démonstration, car on a
p==

H=E_2Hp.
p=1
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Espaces vectoriels généraux.

§ 1. Définition et propriétés élémentaires des espaces vectoriels.

Etant donné un ensemble non vide £, admettons qu’a tout
couple ordonné X, y d’éléments de E vienne correspondre un élé-
ment x +y de E (dit somme de x et y) et que pour tout nombre
¢t et pour tout x (C £ un élément ¢x de E (dit produit du nombre
¢ par l'élément x) soit défini de facon que ces opérations, i sa-
voir laddition des éléments et la multiplication des nombres par les
éléments remplissent les conditions suivantes (o0 x, y et z dési-
gnent des éléments arbitraires de E et a, b des nombres):

1)
2)
3)
n
5)
6)
7

x+y=y+=x,
*++2)=x+y)+2z,
X+y=x-+z entraine y =z,
a(x+y)=ax+ay,
(a+b)x=ax-+ bx,

a (bx) = (ab) x,

1 x=x.

Dans ces hypothéses, nous disons que 'ensemble E consti-
tue un espace wvectoriel ou linéaire. 11 est facile de voir qu’il
existe alors un et un seul élément — désignons-le par 0 —
tel que I'on a toujours x -+ =x et que Iégalité ax = bx on
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x # © donne a = b; de plus, que I'égalité ax=ay ot 2=~ 0 im-
plique x = y.
Posons, en outre, par définition:

—x=(—1)x et XxX—y=x+(—y).

Les exemples 1—10 des espaces (D), décrits p. 9 — 12 sont
a la fois autant d’exemples des espaces vectoriels, en y admet-
tant les définitions habituelles de I’addition des éléments et de
la multiplication des nombres par eux.

Lorsque x s~ y, nous entendons par le segmenf unissant x
et y I'ensemble de tous les éléments de la forme ix4+ (1 —20)y
ol ¢ est un nombre quelconque de l'intervalle {0,1].

Un ensemble G (_ E est dit convexe, lorsquwil contient tout
segment qui en unit les éléments arbitraires.

Sioxy, Xy ..., X, sont des éléments d’'un espace vectoriel,
Iexpression

n
a1x1+a2x2+.a,+anxn:2 ai-xiy
i=1

ou oy, d,, ..., %, sont des nombres réels arbitraires, s’appelle une
combinaison linéaire des éléments x;, Xy, ..., Xn.

~ § 2. Extension des fonctionnelles additives et homogénes.
Soient £ et E; deux espaces vectoriels et f(x) une opéra-
tion définie dans E et dont le contredomaine est situé dans £,.
L’opération f(x) s’appelle additive, lorsqu’on a pour tout
couple d’éléments x, y:

f+y) =) +7O);

elle est dite AZomogéne, lorsqu'on a pour tout élément x et tout
nombre #:

FlEx) =t ().

Théoréme 11). Etant données

) Cf. S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires 1], Studia mathemati-
ca | (Lwow 1929), p. 223—239, en particulier p. 226.
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1° une fonctionnelle v (x) définie dans E et telle que lon
ait pour tous x et y de E

p(xX+y)<px)+p(y) te v(tx)==tp(x) pour t >0,

2 une fonctionnelle additive et homogéne f (x) définie dans un
espace vectoriel G (_ E (bien entendu, avec les mémes définitions
des opérations fondamentales) ef felle que Pon ait pour tout x C G

f)<px),

il existe toujours une fonctionnelle additive et homogéne F (x)
définie dans E et telle que l'on a

Fx)<p(x) pour tout x (CE et F(x)=f(x) ﬁour tout x C_ G

Démonstration. Nous pouvons admettre que G % E; soit
X (E~G. On a selon 2° pour X' C G et x" (C G:

FE)—fE)=f (" —x)<p (" — %) =p{(x"+x)+ (— %' — %)} <
<pE'+x)+p(— X —x),
—p (=X —x)—f(x) <p "+ x) — fF(x").

Les nombres

d’out

m= bo;xgaasup [—p(—x—x,)—f(x)]et MzbtlrgeGinf[p. (x+x,)—f(x)]
sont donc finis et m < M. Etant donné un r, tel que m < r, < M,
on a pour tout x (C G
D —p(x=%) =) < <pE+x)—f(x).
Considérons ’ensemble G, de tous les élémentsy de la forme
(2) y=x+tx, ot x(C G ett est un nombre.
Evidemment G, constitue un espace vectoriel. Posons
(3) e =Ffx+tr,

ou I'élément y est défini par (2); comme x, C E — G, tout y C G,
admet exactement une représentation de la forme (2), de sorte
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que la fonctionnelle ¢ (y) se trouve définie dans G, d'une maniére
univoque. On voit aussi qu'elle y est additive et homogéne et
qu’elle coincide dans G, avec f (x). Nous allons montrer que 'on a

(4) ¢ () <p () pour tout y C G,.
En effet, si on écrit y dans la forme (2), on peut admettre

que f % 0. En mettant dans Pinégalité (1) i;— au lien de x et en

multipliant par £ son membre droit ou gauche, suivant que £ >0
on £< 0, on obtient ¢r, <p(x-+1tx)—f(x), ce qui entraine
d’aprés (3) 'inégalité (4).

Ceci établi, on voit qu’il suffit de bien ordonner ’ensemble
E — G, pour arriver par des extensions successives de f (x), selon
le procédé décrit tout a 'heure, a la fonctionnelle F (x) satisfaisant
4 la thése du théoréme.

Corollaire. FEtant donnée une fonctionnelle p (x) définie dans
E et telle que Uon ait pour tout x C E et y (C E

P+ <pE)+p(y) et ptx)y=tp(x) pour t>0,

il existe une fonctionnelle additive et homogéne F (x) définie dans
E et telle que Uon a pour tout x (_ E

Fx)<p®.

Considérons, en effet, un x, (_ F et désignons par G Pensemble
de tous les éléments de la forme fx, ou f est un nombre arbitraire.
G constitue alors un espace vectoriel. En y posant f(f x,) = ¢ p (x,),
on aura f(fx,) <p(x,) quel que soit 7, car > 0 eniraine
tp(x)=p(tx) et t< 0 entraine 0=p(0) <p(x)+p (= %),
d’ot1 p (x;) > — p (— x,) et finalement ¢ p (x,) < —£fp (—X,) =p (£ x,);
on n’a donc qu’a appliquer le théoréme 1, qui précéde.

§ 3. Applications: généralisation des notions d’intégrale, de
mesure et de limite.

'Nous allons envisager maintenant quelques applications
intéressantes du théoréme 1 et du corollaire.
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1. Soit £ l'ensemble des fonctions réelles bornées x (8)
définies sur-une circonférence de longueur 1 et oil s en désigne
des arcs. comptés a partir d’'un point fixe dans un méme sens
de parcours. En admettant les définitions habituelles des opérations,
E constitue un espace vectoriel.

Or, pour tout élément x = x (s) de E, convenons d’entendre
par p (x) la borne inférieure de tous les nombres M (x5 00, 0y, ooy Oy)
de la forme :

o §< oo

M (x; 0y, @y, ..., 2,) = borne sup in (s + ),
n k=1

ol ¢, %, ..., o, est une suite arbitraire de nombres. La fonctionnelle
p (x) remplit alors toutes les hypothéses du corollaire. Il est, en
effet, évident que l'on a en premier lieu toujours p (£ x) =1 p (x)
pour ¢ > Q.

En second lieu, étant donnés deux éléments x — x(s) et
y=y(s) de E et un nombre ¢ >0, il existe des suites finies
de nombres o, @y, ..., a, et B, B,, ..., B, telles que

6)) M(x;“naz»---,“u)\<17(x‘)+5 et M(y;81,Bs...,B) <p(y)+e.

En rangeant tous les nombres «;+8; ot i=1,2,..., 4 et
Jj=1,2,..,v d’une maniére quelconque en une suite 7, 1y, ..., Tuo,
on a

(6) p(x+y)<M(x+y; Tis Tas « o5 Yuv)

et on vérifie facilement que
(1) M(x+y;71 72 oy Yun) < M(x; 0y, 0. %)+ M(Y; 81,895, Ba).

Les rélations (5)—(7) entrainent p (x + NW<pE)+p)+2¢
ce qui prouve, le nombre ¢ étant supposé arbitraire, que
px+3)<px)+p ).

Ceci établi, considérons donc la fonctionnelle F(x) qui existe
en vertu du corollaire.

Or, si x(s)=1, on a p(x) =1 et pP(—x)=—1 et comme
FX)Kp(x)et Fx)=—F(—x)> —p(—x),0on obtient /7 (x) = L.
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Si x(s)>>0, on a p(—x) <0 et d’auntre part F(x)=—F(—x) > —p(—x),
donc aussi F (x) > 0.

En outre, la fonctionnelle F (x) posséde la propriété de remplir
pour tout nombre s, 'égalité F[x (s -+ s,)] = F [x(s)]. Si 'on pose,
en effet, y(s)=x(s+s,)—x(s) et op=(k—1)s, pour k=1,2,...,
on a pour tout m

1
PO <My 000, 0y t) = borne sup [x (s + n5) — x ()],

donc p (v) < 0; on obtient d’'une facon analogue que p (—y) < 0.
Mais F(y) <p(y) et F(y)=—F(—y) > —p (—y), dou F(y) = 0.

Ainsi, en désignant par le symbole / x {s) ds la fonctionnelle
%{F [x ()] + F[x (1 — 5)]}, on a le théoréme:
A toute fonction x (s) de la classe E on peut faire correspondre

un nombre / x (s)ds de facon que les conditions suivantes (ou x (S)

et y(s) sont des fonctions arbitraires de la classe £ et g, 8,5,
des nombres) soient remplies:

1) f[ax(s)—{—by(s)]ds:afx(s)ds—}—b[y(s)ds,
2) fx(s) ds > 0, lorsque x(s) >0,
3) fx(s—{—so)ds:fx(s)ds,

4) fx'(l —s)ds :fx (s) ds,

5) f1ds=1.

Il est facile de vérifier que la fonctionnelle 1/‘x (s) ds, rem-

plissant les conditions 1)—b), reste toujours comprise entre les inté-
grales riemanniennes inférieure et supérieure de la fonction x (s).
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Par conséquent, pour toute fonction intégrable (R) cette fonction-
nelle coincide avec l'intégrale de la fonction.

Pour les fonctions sommables (L) la fonctionnelle en question
ne coincide pas toujours avec leur intégrale (L). Cependant, en
partant de I'espace vectoriel G que constitue précisément la classe
de ces fonctions et en y définissant la fonctionnelle f (x) comme
Pintégrale (L) de la fonction x (s) (C G, le théoréme 1 nous four-
nit une fonctionnelle F (x) définie dans I’espace E et telle que

1a fonctionnelle f as =% {Flx )]+ Flx (1 — s)]} remplit évidem-

ment toutes les conditions 1) — 5) et coincide en outre, pour
toute founction sommable (L), avec lintégrale de cette fonction.

2. Considérons & présent la classe K de tous les ensembles
situés sur la circonférence en question et désignons par A4, la
circonférence-méme. En posant pour tout ensemble A de cette

classe p. (4) = f x (s) ds o x(s) est la fonction caractéristique de
I’ensemble A, donc une fonction de l’espace £ envisagé dans 1,
on obtient le théoréme: '

A tout ensemble A de la classe K on peut attribuer un nom-
bre n.(A) de facon que les conditions suivantes (ot A et B sont
des ensembles arbitraires de la classe K) soient remplies:

D p(A+B)=p(A)+p(B), lorsque AB=10,
2) p(d)>0,

3) »(4)=p(B) pour A=B,

4) p(4)=1.

La fonctionnelle p (4), qui remplit les conditions 1) — 4), est
comprise entre la mesure jordanienne intérieure et extérieure
de I'ensemble A. Par conséquent, pour tout ensemble mesurable
(J) cette fonctionnelle coincide avec la mesure de I’ensemble.

Pour des ensembles mesurables (L) quelconques la fonction-
nelle en question ne coincide pas toujours avec leur mesure (L),



§ 3. Applications. 33

mais, tout comme précédemment, on peut s’arranger de facon
que cette propriété soit également remplie ?).

3. Soit E I'ensemble de toutes les fonctions réelles bornées
x (s) définies dans [0, + oo]; avec les définitions habituelles des
opérations c’est un espace vectoriel.

Pour tout élément x = x (s) de £ désignons par p (x) la borne

n

inférieure de tous les nombres lim szlx (s+ az), ot a0, ..., a
S—poo =

est une suite finie arbitraire de nombres positifs. On vérifie sans
peine que la fonctionnelle p (x), définie ainsi dans Pespace E,
satisfait aux hypothéses du corollaire. En désignant par le symbole
gm x (s)?) 1a fonctionnelle F (x), qui existe en vertu de ce corollaire,

on a donc le théoréme:

A toute fonction x(s) (C E on peut faire correspondre un nombre
Lim x (s) de facon que les conditions suivantes (o x (s) et y(s)
§->oo

sont des fonctions quelconques de E et a,b et s, > 0 sont des
nombres) soient remplies:

1) Lim[ax(s)+ b y(s)) = a Lim x (s) + & Lim y (s),

2) Lim x (s) > 0, lorsque x (s) >0,

§-poo

3) Lim x (s + s,) = Lim x (s),

§—yoo s

4 Lim1=1.

§roo

La fonctionnelle Lim x (s), remplissant les conditions 1) — 4),

S—3o0

est comprise constamment entre lim x (s) et lim x (s). Elle coincide
oo S—roo

'Y Cf. S. Banach, Sur le probiéme de la mesure, Fundamenta Mathe-
maticae IV (1923), p. 7 — 33. )
?) le signe Lim désigne ici une certaine ,limite® généralisée, le signe
lim étant par contre reservé exclusivement pour la limite dans le sens ordinaire.
8. Banach. Théorie des opérations linéaires. 3
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par conséquent avec lim x (s) toutes les fois que cette limite au
oo

sens ordinaire existe.

4. Soit {£,} une suite bornée quelconque.r Definissons dans
Pintervalle (0, 4- co) la fonction x (s) par la convention: x (s) = &x
pour n—1<s<n et n=1,2,... La fonction x (s) appartient

donc & I'ensemble E, envisagé dans 3. En posant Lim &, = Lim x (5),
n—yoo $—yoo

ot Lim x (s) conserve le sens adopté dans 3, on a le théoréme:
n—yec

A toute suite bornée {E,} on peut faire correspondre un nombre

Lim &, de fagon que les conditions suivantes (ou {&.) et {n.} sont
i j .

des suites bornées arbitraires et a et & sont des nombres) soient
remplies: : '
1) Lim (¢ &, 4+ b 7,) = aLim &, 4 b Lim 7,,

oo n-yoo n—>oo

2) Limé&, >0, 'si & > 0 pour tout n=1,2,...,

n—»oo

3) Lim 8n+1 = Lim &n 3.

oo n—oo

4) Lim1=1.

n-»eo
Les conditions 1)—4) impliquent que la fonctionnelle Lim &,
n—yoo

ainsi définie est comprise toujours entre limé&, et lim &,. Par

n—eo and
conséquent, pour toute suite convergente cette fonctionnelle
coincide avec la limite (au sens ordinaire) de la suite?).

1y Cf. S. Mazur, O metodach sumowalnosci, Ksiega Pamiatkowa I Pol-
skiego Zjazdu Matematycznego (en polonais), Supplément aux Annales de 1a Soc.
Polonaise de Math. (1929), p. 102 — 107, voir p. 103.



CHAPITRE III.

Espaces du type (F).
§ 1. Définition et préliminaires.
Soit £ un espace vectoriel (D) complet et assujetti aux con-

ditions suivantes (ol x, x,, y sont des éléments de E et 4, &,
sont des nombres):

1° (x,,V) = (x'—y7 ®)1

20 lim h. = 0 entraine lim h,x = ® pour tout x,
n-yco n—yoo .

3° lim x, = 0 entraine lim hx, =8 pour tout h.
R—poo n->oo

Les espaces E a propriétés 1°— 3° seront dits espaces du
type (F). Tous les exemples 1 — 10 des espaces (D), décrits au § 7
de VIntroduction, p. 9 — 12, sont a la fois, comme il est aisé de
voir, autant d’espaces du type (F).

Les conditions 1° — 3° entrainent aussitot les propriétés sui-
vantes de la limite:

a) lorsque lim x, = x et lim y, =y, on a lim X +y)=x-+y.
n—roo n—yoo . n—yoo

Il suffit, en effet, de remarquer que l'on a toujours
Cntym X4+ =Kntyn— 5= 3,0 < (En— X+ Yo =y, yn— N+
T Wn =3, 0) = (s — %, 0) + (yu— 3, 0) = (xn, X) + (Yur ¥).

b) si lim %, =k, on a lim h,x = h x, quel que soit x (_ E.

R—yoo n—oo

On a, en effet, toujours (/.x, hx) = ((h, — k)x, 6).
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Nous voyons donc -que fout espace du type (F) est en méme
temps un espace du type (G). Il en résulte que tous les théoré-
mes du Chapitre I subsistent, lorsque E est supposé un espace
du type (F). :

Or, il est 4 remarquer que les espaces vectoriels du type (F)
sont connexes, car pour tout x et y de E 'ensemble des éléments
de la forme Ax+ (1 —A)y ot 0 <A1 est un ensemble con-
nexe contenant les éléments x et y.

Etant donnée une sphére arbitraire K (voir p. 13) dans Ies-
pace E du type (F), il est facile de voir que I’ensemble xK (voir
la définition p. 21) est également une sphere.

Soit £~ 0. L’opération U (x) = hx constitue alors une trans-
formation continue et biunivoque de l’espace E en lui-méme et
on apergoit aisément que les ensembles fermés, ouverts, non
denses, de I-e resp. de Il-e catégorie, mesurables (B), se trans-
forment respectivement en ensembles de la méme nature.

On a, en particulier, le théoreme suivant, qui résulte du theé-
oréme 2 (Chap.I, § 2), p. 22, et de la remarque p. 23, tout espa-
ce du type (F) étant connexe:

Théoréme 1. E étant un espace du type (F), toul espace liné-
aire H(C E mesurable (B) et de ll-e catégorie est identique & E.

§ 2. Opérations homogeénes.

Nous allons nous occuper maintenant des opérations additives
définies dans un espace E du type (F) et dont les contredomaines
sont situés dans un espace E;, également du type (F). '

Pour toutes les opérations de ce genre restent vrais les
théorémes 3, 4, 5 et 6 du Chapitre I. De plus, en appelant ho-
mogéne toute opération U (x) qui satisfait pour tout nombre &
a légalité U (hx) =hU (x), on a le

" Théoréme 2. Toute opération linéaire est a la fois homogéne.

Démonstration. L’opération U (x) étant supposée linéaire, il
est évident que Pon a pour tout x (C E et pour tout r ration-
nel U (rx)=rU (x). Or, si {ra} est une suite de nombres ration-
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nels tendant vers h, on a lim 7,x = kx. La continuité de I'opé-
n—yoa

ration U (x) donne par conséquent U (4x) = lim U (r,x) = lim r,U (x) =
n—»oco fi—>oo

= hx; Popération U (x) est donc en effet homogéne.

§ 3. Séries d’éléments. Inversion des opérations linéaires.

Posons pour abréger
| x| = (x, 6).

On vérifie facilement que 'on a les relations suivantes pour
q

tous x et y de E:

L (x 9 =lx—-yl,
20 |0] =0; x5~ 0 entraine |x|>0,

8 |—x|=]|x],
O x| —y<|x+y|<Ix|+ 1y,

5° lim x, = x entraine 11m [X.] =] x].
n—yeo

Etant donnée une suite {x,} d’éléments de E, on dit que la

série > x; est convergente vers un élément X, ou que x est la
i=1
n oo

somme de cette série, lorsque lim Y x;=x. On Pécrit: x =2 xu.
n—yoo i=1 i==]

La définition de la série implique en outre les relations:
69 x—le entraine |x| < Z]x, .

En effet, pour tout ¢ > 0 il existe un »n tel que ]x—in| <,

oo

<e+|2x11 s+2|x,|etsetantarbltralre,lxl 2 x.
i i=1

=

d’onr | x

7° Si la série Z | x;| est convergente, la série Z' x; est conver-

i=1

gente vers un élément.
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n q
Posons, en effet, s, =2 x;. Sip<<g, on a |s,—s,]|=|2 x| <
i=1 i=p+41

A

q
2 |x:|. On voit donc que lim |s, — ;| =0. Par conséquent
=p+1 P00, gyo

x; est une série convergente vers un éilément.

ek

1

ﬁ

Ceci établi, nous allons démontrer les thécrémes suivants.

Théoréme 3. Le contredomaine d’une opération linéaire est
soit de I-e catégorie, soit identique & E,.

Démonstration. Admettons que le contredomaine H (C E; de
Popération linéaire U (x) définie dans E soit de II-e catégorie. Nous
allons prouver d’abord que - k

(1) pour tout >0 il existe un nombre 1> 0 tel que Uimage
donnée par U (x) de la sphére ouverte |x|<e contient une sphére
ouverte |y | <.

Etant donné a ce but un £ >0, désignons pour tout 7 naturel

B
x' —
‘ < 2
et par H, I'image de G, donnée par U (x), c. a d. I'ensemble des
points y = U (x) ot x (C G,. Quel que soit le point x donné, on

par G, Pensemble des points de la forme x =7 X', ou

a toujours lim —}?x = 0; il existe par conséquent un # naturel tel

n—yeo

que i%xl<;, donc tel que x (C G, .1l en résulte que E =2 Gy
n=1

et que H=) H,
n=1

Or, H étant supposé de II-e catégorie, il en est de-méme
d’un certain H,. Soit K, une sphére ouverte de centre y, et de
rayon 7; contenue dans .

On en déduit aussitét que la sphére ouverte K, de centre

;ll—yl et de rayon—”l— 71, est contenue dans FH,'. En effet y (K,
0 0

c’est a dire

<7}" M1 entraine ﬂo)’ C Kl: car l”o)’ '_yl | =
0 .

_1
y ng)’x
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< n,

y~——~;~y1 < my; il existe donc des points
0 .

i
nl=3on)

Yu C H,, tels que lim y, =7, y, ¢’est & dire que lim }—}n =y et
f-yoo

n—es g
par conséquent -ﬂ!'—}n (C Hy, dou y( H/.
0

Soit K; une sphére ouverte arbitraire de centre y; (_ £, contenue
dans K;. L’ensemble des points y, —y ou y (C H, admet donc
comme point d’accumulation tout point d’'une sphére ouverte | y|< 1.
Or, en posant y, = U(x,) et y= U (x) ol x, et x appartiennent
a G, ona|x—x|<|x|+|x|<ecet Ury—x)=y,—y. Il est
ainsi établi que I’ensemble dérivé de 'image de la sphére ouverte
| x| << contient une sphére ouverte |y| <.

Soit 4 présent e; 251' ou i=1,2,... D'aprés ce qui précéde,

il existe une suite de nombres 7; > 0 tels que Pensemble dérivé
de I'image de la sphére ouverte |x|<e; contient une spheére
ouverte |y;|<<7; et on est évidemment libre d’admettre que

lim 7, =0. Nous allons définir par induction deux suites de
1—oo ' -

points {y.} et {x.} comme il suit. Posons |y|<7 =1, et soient:

a) y, un point arbitraire de E, tel que |y—y, | <7, et x4
le point de E tel que U (x)) =y, et | x| <ey,

b) y. un point arbitraire de E; tel que |y — > yi| <nup et X,
k==1

le point de E tel que U (x,) =y, et | x,]| <en.
On a ainsi

@ Sn=y

et, comme |x,|<¢e, = £,
: 2n

3) 21l < Y
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o

En vertu de 7° la série D x, est convergente. Soit x la
n=1

somme de cette série. En vertu de (3) et 6° on a |x|<<c et en

vertu de (2): U(x)=2 U (x,) =2 y,=y. La proposition (1) se
n=1 n=1

trouve ainsi démontrée.

Or, comme pour fout y (C E; on a lim—lliy = 0 et il existe par

n—oo

conséquent un z naturel tel que

1 ] .
Ey’ <7, on peut trouver un x

tel que U (x) zéy, donc que U (nx) =y. Mais il en résulte que
H = E,, conformément & la thése du théoréme.

Théoréme 4. Si l’opératibn linéaire U (x) transforme E en
E, tout entier, il existe pour toute suite de points {y,} de E, con-
vergente vers y, = U (x,) une suite de points {x,} de E convergente
vers x, et telle que U (x,) = yn, quel que soit n=1,2,...

Démonstration. Soit {¢,} une suite de nombres positifs ten-
dant vers 0. L’opération U (x) étant linéaire, on a la proposition
(1), établie au cours de la démonstration du th. 3; il en résulte
que l'image de la sphére ouverte |x|<e, contient une sphére
ouverte |y| <17, pour tout n=1,2,...

Considérons un m, naturel tel que, pour tout m > m,, I'iné-
galité |y, — y,| <7, se présente au moins pour une valeur de 7
et soit, pour un m donné tel que ym 7~ ¥,, #» la plus grande de
ces valeurs. Soit enfin x, le point défini par les conventions:

a) si m<m, posons X, = un point arbitraire satisfaisant
a I'équation U (x) = ym,

b) si m>m, et yn= y, posons X, = un point arbitraire de
la sphére ouverte |x — x,| < ¢, satisfaisant a la méme équation,

c) Sim>my et Y, =3y, PosSONS Xn = X,.

La suite {x,} ainsi définie rémplit—comme on vérifie facile-
ment — la thése du théoréme.
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Théoréme 5. Si lUopération linéaire transforme E en E, d'une
facon biunivogue, cette transformation est en méme temps bicontinue ).
La démonstration résulte immédiatement du th. 4.
Théoréme 6. Si un espace vectoriel E est un espace (F) aussi
bien avec une définition de la distance (x, y) quwavec une aulre
définition de la distance (x, y), et si
lim (X, X) = 0 entraine toujours lim (X, x); =0,

n—->c0 n—roo
alors, réciproquement,

lim (x4, X), = 0 entraine toujours lim (x., x) =0,
n-yoo n-»oa
de sorte que la notion de limite est la méme pour les deux métriques.

La démonstration s’obtient du th. 5, en désignant par E,
I'espace E avec la métrique (x, y), et 'opération linéaire y = U (x)
étant définie par la relation y = x.

Théoréme 7. Toute opération additive y = U (x) qui remplit
la condition :

lim x, = x, et lim U (%) =y, entrainent y, = U (x,)
n—yo0

n—yoo

est une opération linéaire.

Démonstration. Introduisons dans £ une nouvelle définition
de la distance:

@ (', X"y = (%, x") + (¥ 3"),

ou X' (CE xX"(CE y=U(X"),y =U(X"), (¥, x") désigne la di-
stance primitive de x' a x" dans E et (¥, y") désigne la distance
de v' a y' dans E,.

Il est facile de voir que, considéré avec la notion de distance
(¥, x")y, Vespace E est un espace du type (F); en particulier, pour
vérifier qu’il est complet, soit {x.} une suite de points telle que

1) Pour le cas des espaces du type (B) (¢f. Chap. V, § 1) ce théoréme,
de méme que le th. 6 (qui en est un corollaire) se trouve dans ma note citée
Pp. 27, mais la démonstration y est différente.
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lim (x,, X,);=0; par conséquent, selon (4), lim (xp, Xg) = 1im (¥, ¥o) =0,
P Pygq->o° J2Y e

de sorte quil existe un x, et un y, tels que lim (X, X,) ==
n—yoo

= lim (Vn, ¥,) =0, et, comme par I'hypothése, y, = U (x,), on en
n-yeo
tire en effet d’aprés (4), lim (x,, xo); = 0.
oo

Or, on a pour tout x' et x", selon (4), (x', x"); = (¥, x"); par
conséquent lim (x,, x); = 0 entraine lim (x, x) = 0; en vertu du

1->oo N

th. 6, lim (x,, x) = 0 entraine donc réciproquement lim (x,, x); =0,
n—eo n—yoc

donc aussi, d’aprés (4), lim U (x,) = U (x). Ainsi I'opération ad-

7n--yoo
ditive U (x) est continue, c. q. {. d.

Lemme 1. Soient U' (x) et U'" (x) deux opérations linéaires
définies respectivement dans les espaces E' et E" du type (F) et
dont les contredomaines sont situés dans lUespace E,, également du
type (F). Si U'équation U'(x) = U" (y) admet pour tout x exactement
une solution y = U (x), lopération U (x) est linéaire.

La démonstration résulte du th. 7, car, comme on apercoit

aussitét, lim x, = x, et lim U (x,) = y, entrainent y, = U (x,).
n—co n—oo

Lemme 2. Efant données: une opération additive y = U (X)
et une opération linéaire z = V (y) telle que V(y) =0 entraine y =19,
si en outre Uopération V [U (x)] est linéaire, Lopération U (x) est
aussi linéaire,

La démonstration résulte du lemme 1, car I'équation V[U (x)] =
= V(y) admet pour tout x exactement une solution y = U (x).

Définition. Une classe 7 d’opérations linéaires est dite fotale,
lorsque l’ensemble des égalités V (x) =0 pour V ( T entraine
Pégalité x = 0,

Théoréme 8, Soient: y=U(x) ou x(_E et y(_E, une
opération additive et T une classe totale d’opérations linéaires
définies dans E,. Si V[U(x)] est pour tout V(_ T une opération
linéaire, U (x) est également une opération linéaire.

Démonstration. Admettons quel’onalim x, = x, et lim ¥, = ¥,

n—yeo n—yoo

ol y, = U(x,) pour n=1,2, ...
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‘Pour tout V(T on a lim V[U (x)] = lim V (y,) = V (,) et,
. n-»oo : n—>co
Popération V[U (x)] étant linéaire, lim V [U (x,)] = V[U (xy)], d’otx

n—roo
V Ux)]— V() =0, donc V[U(x;) —3,]=0 et, la classe T
étant totale, U (x,) =y,. En vertu du th. 7 Popération U (x) est
par conséquent linéaire.

Théoréme 9. {Uix)} o x C E' et {V(y)} on y (C E" étant
deux suites d'opérations linéaires & contredomaines situés dans un
espace E, du type (F), si le systéme d’équations Ulx) = Vi(y) ou
i=1,2,... admet pour tout x exactement une solution y U (x),
l’operatzon y = U(x) est linéaire.

Démonstration. Admettons en effet que 'on alim x, = = X, et,
H—yco

pour la suite correspondante {y,z}, gue lim y, = ¥,. En raison de la
. H—poo

continuité des opérations {U;} et {V;}, on a alors Udx,) = Vi(y,)
pour tout i =1,2,..., d’ou y,= U (x,), ce qui entraine selon le
th. 7 la continuité de V'opération y = U (x).

§ 4. Fonctions continues sans dérivée.

A titre d’application, nous allons démontrer d'abord par une
déduction facile du th. 4 du Chapitre I, p. 23, l'existence d'une
fonction continue n'ayant pas de dérivée dans un ensemble de mesure
positive ).

(CY) désignant ’ensemble de toutes les fonctions continues
périodiques de période 1, posons pour tout couple de fonctions
x,(t) et x,(t) de (CY):

(x,(2), x(8)) = max | x,(£) — x,(L)].
0t
1l est facile de voir que (C!) constitue alors un espace du

type (F).

1y S. Banach, Sur la convergence presque partout des fonctionnelles
linéaires, Bull. des Sc. Math. L (1926), p. 27—382 et 36—43. La méthode appliquée
a 6té développée ensuite par M. S. Saks et M. H. Steinhaus, qui 'ont
employée pour traiter divers problémes de la Théorie des fonctions (Cf. 8. Saks,
Fund, Math. X, p. 186—196 et H. Steinh aus, Stud. Math. I, p. 51—81).
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Soit pour un nombre arbitraire 2 == 0

x (¢ + k) — x ()
k

(5) y(@)= pour 0t 1.

(S) désignant I'espace des fonctions mesurables (cf. 1, p. 9),
qui est du type (F) (cf. § 1, p. 35), admettons que y(¢) C (S).
L'expression (5) définit alors une opération linéaire a domaine
(CY) et a contredomaine contenu dans (S).

Soient lim %, =0 o0 #,5% 0 et

Ao

(6) Un(x)zx(t—*_hl’;)_x(t) pour 0 <Lt <1,

Or, si toute fonction continue avait presque partout la dérivée,
la limite de lexpression (6) existerait pour presque toutes les
valeurs de ¢. 1l existerait par conséquent pour tout x (C (C?) la

limite lim U,(x), qui serait définie dans le domaine (S), c. a d.
R—Hoo

une limite en mesure. En posant U (x) = lim U,(x), on obtiendrait

PN
donc une opération additive U (x) mesurable (B) qui, en vertu du
th. 4, Chap. I, p. 35, serait une opération linéaire. U (x) est
évidemment la dérivée de la fonction x (¢).

Il résulte de la continuité de Vopération U (x) que si
lim x.(¢) = 0 uniformément, on a lifi X' (t) = 0 en mesure. Cepen-
oo T

dant pour x,(f) = nl sin g£ on a lim x,(¢) = O uniformément, tandis
. T

oo

. f e, 1 t

que la suite des dérivées {— cos n —} ne tend pas vers 0 en me-
2 2%

sure. 1l existe par conséquent des fonctions continues qui n’ont

pas de dérivée dans un ensemble de mesure positive.

§ 5. La continuité des solutions des équations différentielles
aux dérivées partielles.

Soit F(x) =0 une équation différentielle partielle linéaire
p. ex. du second ordre:
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2 4 N2 2
M FW=0°%+6 40 0"

ox 0x
—— taq ~+a —+ax=0,
ov? 30udv+ 40u+ 5dv+ s

ol ;({=1,2,...,6) sont des fonctions continues des variables
u et v dans une région fermée G ayant pour frontiére une courbe
simple fermée C.

I peut arriver que, pour des conditions aux limites d’une
certaine nature, 'équation (7) admette toujours une seule solution
x (4, v) qui est continue dans G avec ses dérivées partielles qui
figurent dans (7), c. &. d. du premier et second dégré dans linté-
rieur G de G.

Dans cette hypothése, les conditions aux limites peuvent
étre d’ailleurs bien diverses. Elles peuvent consister p. ex.
3 donner les valeurs de la fonction sur la courbe C (type ellip-
tique) ou sur une partie de cette courbe (type hyperbolique, para-
bolique) ou les valeurs de la dérivée sur les normales a la courbe
C etc.

Supposons encore que, [ désignant le paramétre qui parcourt
C, I'équation (7) admette pour toute fonction & (£) continue avec
ses dérivées p. ex. jusqu’a l'ordre # une solution x (#, v) se rédui-
sant sur C a la fonection £ (¢). ‘

Ceci posé, nous allons démontrer que

Si la suite {e.t)} remplit les conditions (imposées a & (¢)) et si
Von a uniformément lim &,(t) = 0 et lim §, () = 0 pour i =1,2, ..., 1,

: n—poo

n—yoo
alors, {xu, v)} désignant la suite des solutions correspondantes de
I'équation F(x)=0, on a uniformément dans G: lim x,(u,v) =0 et

n—rco
; , o . 0%,
uniformément dans toute région fermée située dans G: lim 5 2" =0,
n—yoo QU
. 0%°Xn (e . . -
lim 6—2 =0,... efc. (pour toutes les dérivées partielles qui figu-
n—yeo QU

rent dans P'équation (7)).

Pour la démonstration, désignons par E l'ensemble de toutes
les fonctions x (, v) satisfaisant a (7), continues dans G et ayant
~ les dérivées partielles des deux premiers ordres (celles qui figu-
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rent dans (7)) continues dans G. Soit {G,} une suite de régions

fermées situées dans G et telles que G = > G.. Posons pour tout
k=1

couple x (&, v) (_ E et y (u,v) C E:

2 2
max 0_{_6_)1 + ...
=1 u0CG,| 0t Ou’l
(x,y)zma§|x(u, 'U)—.Y(u, ,U)i_{-Z_k " 2
#v(G =2 1 + max Px _ 0%
u, v( Gy ou? ou?

en y faisant entrer les différences de toutes les dérivées partiel-
les qui figurent dans 1'’équation (7).
Ainsi métrisé, £ constitue un espace du type (F) et la rela-

tion lim x, = x (suivant la distance définie de la sorte) signifie
fi-yoo

que X, tend uniformément vers x dans G en méme temps que

2
les dérivées partielles %if, -« (figurant dans (7)) tendent unifor-
2

mément vers les dérivées partielles correspondantes de la fonc-
tion x dans toute région fermée G, ot £ =1,2,...

Soit E; 'ensemble des fonctions & (f), ot ¢ parcourt C, con-
tinues avec leurs 7 premiéres dérivées. Posons pour tout couple
EWCE et () C Ep:

(&) =max [£ () — (D) —l—Z max | E0(f) — 19 |.
tCC < tCC

Désignons maintenant par & = U (x) opération qui fait cor-
respondre a toute fonction x = x (1, v) (C E la fonction & =§ (£)
a laquelle x (#, v) se réduit sur la frontiére C de G. Ainsi défi-
nie, 'opération U (x) est manifestement additive et continue.

Or, le contredomaine de l'opération U (x) étant un espace
du type (F), l'opération inverse x = U—!(¢), qui existe par ’hypo-
thése, est en vertu du th. 5, p, 41, continue, ce qui implique la
proposition a démontrer.

Remarque. Si nous faisions tomber '’hypothése de Punivo-
cité de la solution de I'équation (7), nous serionsrestreints a ne con-
clure (en vertu du th. 4, p. 40) que ceci: {{«(¢)} ayant la signification
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précédente, il existe une suite de fonctions {x.(n, v)} satisfaisant
a (7), se réduisant sur C a &,(¢) et telles qu’on a lim x(2, v) = 0 uni-

A-—>oo
%,

formément dans G et lim =0, ... uniformément dans toute ré-

n-reo Ol

gion fermée contenue dans G.

§ 6. Systémes d’'équations linéaires & une infinité d'inconnues.

Soient (az) ot i=1,2,... et k=1,2,... un tableau (suite
double) arbitraire de nombres réels et E; un espace du type (F)
dont les éléments sont des suites de nombres.

Théoréeme 10. Si pour toute suite y = {n} ( E, le systéme
d'équations

®) ga,k be=m ot i=1,2,...,

admet toujours une seule solution {&:}, il existe des fonctionnelles
linéaires & = fu(y) oir k=1,2,..., définies dans E, et telles que
lon a

, Zaikfk(y)z 7. pour tout y(C E et i=1,2,...
k=1

Démonstration. Désignons par E l'ensemble de toutes les sui-
tes x = {&} qui remplissent les conditions

a) la série faik & est convergente pour tout i=1,2,...
i h=1

b) la suite {n;} :{S'a,-k &k} appartient & E|.
k=1

Posons pour tout couple x'= {&/} et x''= (&} d’éléments de E:
Zaik(é'k — "),
k=1

(x', x"), = distance des suites { A E’kl et { air g”k} dans E,

(¥, x"); = borne sup

1< n<Ceo

et définissons la distaﬁce (x', x") dans E par la formule

RS S
oy = ST
2

1 + (x!, x”)i ’
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Remarquons que

(9) Pourtout k=1,2,...sf limx,=0 ou x,={& CE,

n-yoc

on a lim &, =0,

n—yoo

En effet, par suite de l'univocité des solutions du systeme
d’équations (8) la k-iéme colonne contient au moins un terme a; == 0.
Admettons done que

10) Qe =0 pour k=1,2,...

Comme lim x, =0, on a lim (x, 0); =0, d’'oit lim &® =0,
n—yoo n—roe n—>co

car (10) donne a1 5 0, et il est facile a présent de prouver par
induction que l'on a d'une fagon générale lim & = 0 pour tout
k naturel. n—m

Ainsi établie, la proposition (9) permet de montrer que E
est un eSpace vectoriel complet.

Admettons a4 ce but que la suite {x,} o0l x, = {&} remplit

la condition lim (x,, x,) = 0. Par conséquent lim (x, — x,) = 0, d’o2t

p—)eo, g—roo Pres, g—reo
en vertu de (9), lim (8(” — £,@) = O pour £=1,2, ..., de sorte qu'il
Proo, oo

existe un lim £ = &, pour tout % naturel. Soit x = {£,}. On véritie

n—»co

aisément que x (_ £ et que lim (x,, x); = 0 pour tout i=0,1,...,
: R—roo
d’ott lim (x4, x) = 0; I'espace E est donc, en effet, complet.
n—co

Il en résulte que E est un espace du type (F).
Ceci établi, posons

y=Uw

- pour toutes deux suites x = {&,} (C E et y = {n;} (C E, qui satisfont
au systéme d’équations (8).
On voit aussitot que

11) (¥, 8) = (x, 8), < (x, §),

ou (y, ) désigne, bien entendu, la distance dans E, et (x, ®) celle
dans E.
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En vertu de (11), lim x, = ® entraine lim U (x,) = 0. L’opé-
R—>oc0 n—yco

ration y = U (x) est donc linéaire et comme elle transforme E en
£, d’une facon univoque, opération inverse x = U~!(y) est d’ap-
res le th. 5, p. 40, également linéaire. Par conséquent, si
Pon pose pour £ =1,2,,..: & = fi(y) ou x = U-(y) = {&}, on voit
que lim y, = 0, ol x, = U~Y(y,) = {&:™}, entraine lim x, = 0, donc

ni—soo n—yoo

lim £ = 0; ainsi les fonctionnelles additives fi(y) sont des fon-

A—yoo

ctionnelles linéaires dans E,, c. q. f. d. 4

Ce théoréme implique, comme nous allons voir, le théoréme
suivant 1) ‘

Si le systéme d’équations (8) admet exactement une solution
pour toute suite {n;} appartenant
1° 4 lespace des suites convergentes vers 0,
20 & lespace (s),
3° a lespace (1),
4° @ lespace (IP) ou p>1,
il existe un tablean {b.:} tel que

& =2bk,- n pour k=1,2, ...,
=1

o les suites {&.} et {m;} satisfont au systéme d’équations (8) et qui
remplit respectivement les conditions:

10 Zlbk,l<w pour k= 1, 2,...,
i=1

2° il n’a que des lignes finies (c. a. d. qu’il existe une suite
numérique 7, telle que I'on a by = 0 pour tout i > ny),
3% |bui| < my pour une suite de nombres {mp},

> P
4° Zlbkilﬂ—1<c\q pour k=1,2,...
i=1

1) dont le cas 4° a été connu (cf. F. Riesz, Les systémes d'équa-
tions linéaires & une infinité d’inconnues, Paris 1913).
8. Banach. Théorie des opérations linéaires. 4
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Remarque. Si l'on suppose que le systéme d’équations (8)
admet exactement une solution pour toute suite convergente {n;}
(pas nécessairement convergente vers 0), il existe, en dehors du
tableau {b:} assujetti a 1°, une suite bornée {c:} telle que

o0

& = ¢ lim 7 +2b,u- n, pour kE=1,2,...

=1

Tous ces théorémes s’obtiennent du th. général établi au dé-
but (th. 10, p. 47) par une représentation convenable de la fone-
tionnelle linéaire dans chaque espace particulier (voir théorémes
p. 50, et 66—68).

§ 7. Applications de Uespace (s).

Nous allons établir la forme générale des fonctionnelles
linéaires dans l’espace (s) des suites de nombres (voir Intro-
duction § 7, 2, p. 10).

Théoréme 11. Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans
lespace (s) est de la forme

N
(12) fx) = Ylak,

oit N est un nombre naturel dépendant de f.
Démonstration. Soit x, ={&"} ou & =0 pour iz~n et
€. =1. Posons f(X,) = a,. Pour toute suite x={,}, on a
x=3tnxy, Qoit f(x) =1 f (Xs) =X ants Or, cette série étant
n=1 n=1 n=1
convergente pour toute suite {¢,}, il existe un N naturel tel que

Pon a a, =0 pour tout n> N, d’ou la forme (12) de f(x).

M. 0. Toeplitz?!) a établi le théoréme suivant:

1) O.Toeplitz, Uber die Auflosung unendlich vieler linearer Gleichungen
mit unendlich vielen Unbekannten, Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo XXVIII
{1909), p. 88 — 96.
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Théoréme 12. Pour quil existe une suite de nombres {&;;}
satisfaisant au systéme d'équations (8), il faut et il suffit que, pour

r
toute suite finie de nombres hy, h,, ...,k la condition Dhia=0 oo
“

k=1,2,... entraine ['égalité > h; ;= 0.
. i=1

En particulier, si la condition Dl hiap=00ik=1,2,...entraine
’ i=l1

hy=hy= ..=h, = 0, le systéme d’équations(8) admet ung solution pour
toute suite {v:}.
Nous allons démontrer le

Théoréme 13. Si le systéme d’équations (8) admet pour toute
suite y = {n;} exactement une solution, il existe pour tout i naturel
un N; naturel tel quon a az =0V pour tout k> N

Démonstration. Posons & = fx(y) pourkZaik Er=7; 00 i=1,2,...
=1

En vertu du th. 10, p. 47, f»(y) est une fonctionnelle linéaire dé-
finie dans 'espace (s) des suites de nombres réels, (cf. p. 10). Il
existe 'donc pour tout & naturel une suite finie de nombres

O1ry Oy « - 5 O telle que
Ne

13) Se(y) ZZ“ik = &x.

=1
Or, les équations du systéme (8) sont linéairement indépendantes.
En effet, supposons par contre qu'il existe une suite finie

de nombres hy, hy, ..., h, telle que X/par=0 o i=1,2,... On
k=1

aurait donc selon (13).
(14) Z/zk & :th fuy) =0 pour toute suite y = {n;}.
k=1 k=1

En posant v’ = a; pour un j < r naturel arbitrairement fixé,
on constate aussitdt que l'on a pour la solution correspondante
{6} du systéme d’équations (8): £° =1 et &° = 0 pour tout k=% j.
Ces valeurs mises dans (14) donnent /#; = 0; en conséquence, tous
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les coefficients %, s'annulent, ce qui prouve P'indépendance linéaire
des équations (8).

Il en résulte en vertu du th. 12 Pexistence pour toute suite
{¢} d’'une suite de nombres {7} satisfaisant aux équations (13).

La série D ai & est par conséquent convergente pour toute suite
k=1 ’ i

{&} d’ou Pexistence pour tout i=1,2,.. d'un N; conforme 3 la
thése du théoréme.

Remarque. En faisant tomber I'hypothése d’aprés laquelle il
n’existe qu'une seule solution, le théoréme cesse d’étre vrai.
En effet, {7;} étant une suite arbitraire, il existe une série

entiére D &, 2* & coefficients réels & telle que
k=0

Zikjk='f]j on =12, ..
k=0
Or, ce systéme d’équations admet donc une solution pour
toute suite {7;}; évidemment cette solution n’est pas unique, car
il existe une série entiére distincte de 0 et telle que

Z&kjk=0 o j=1,2,..

k=0



CHAPITRE IV.

Espaces normeés.

§ 1. Définitions des espaces vectoriels normés et des espaces
du type (B).

Un espace vectoriel E est dit normé s'il existe une fonction-
nelle— qui est appelée norme et désignée par |x| ou [x||—
assujettie aux conditions:

1) [8]=0 ef |x|>0 pour x50,
2) lx+y|l<[x[+1y];
8) |tx|=|t|-|x| pour tout nombre t.

Si on définit la distance de deux éléments x et y de E par
la formule
(xa.)’):lx”"y!a

on obtient évidemment un espace métrique. §'il est, de plus,

complet (voir p. 9; c.a d.dans le cas considéré que;_l)ng _)| p — x4l =0

entraine l’existence d’un x (_ E tel que lim | x, — x| =0), il s’ap-
. H—yoo
pelle espace du type (B)1).

On voit aussitét que tout espace du type (B) est en méme
temps du type (F), mais non réciproquement: les exemples d’es-

1) La classe des espaces du type (B) a été traitée d’'une facon générale
pour la premiére fois damns mon ouvrage précité de Fund. Math. IIT - (1922),
p. 133—181.
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paces décrits dans I'Introduction, p. 9— 12, et qui sont tous du
type (F), ne sont du type (B) qu’a I'exception des espaces () et
(5).

§ 2. Propriétés des opérations linéaires. Extension des fonction-
nelles linéaires.

Nous allons nous occuper d’abord des espaces E normés,
mais pas nécessairement complets. _

Théoréme 1. Pour qu'une opération additive U (x) définie
dans un espace vectoriel G (_ E soit linéaire, il faut et il suffit quil
existe un nombre M tel quwon ait:

1) | Ux) <M |x| pour tout x(C G.

Démonstration ). La condition est nécessaire. En effet,
adéfaut d'un pareil A, il existerait une suite {x,} telle que | U (x,)| >
1

>M,|x,|o0lim M,=+co. Enposant ¥, = ————. x,, on aurait
[Onaad M, ] -xn\

done | Y, | = 71/11——— » d’ou lim ¥V, =0 et par conséquent lim U (V,) = 6,

n n-yoo n-yoo

1
Mn!le»-[U(xn)[>1,

La condition est suffisante. En effet, pour tous x, et x

de G, lim x,=x entraine lim |x— x,|=0, donec lim|U (x,) —
n—yoo >0 oo

ce qui est impossible, car | U (V)| =

— U@ |=lm|Ux—x) | <limM |x—x,] =0 et enfin
A—>>0 n—roc

lim U(x,)= U (x), c. q. £. d.
7-yoo

Etant donnée une opération linéaire U (x) définie dans un
espace vectoriel G (_ E, on appelle norme de Vopération U (x)
dans G et on désigné par | Ul le plus petit nombre M satisfai-
sant a la condition (1). Si G = E, on peut I’écrire tout court|U]
au lieu de |Ule. k

) Cf. S.Banach, I ¢, Fund. Math. III, p. 151—153.
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On a donc | U (x)| < |Ulg- | x| pour x (C G et il est facile

de voir que
| Ulc = borne sup | U (x)].
xCG, x| <1

La question s’impose s’il existe pour tout espace vectoriel
normé une fonctionnellé linéaire (définie dans cet espace) qui
n’est pas identiquement nulle. La réponse affirmative résulte
des théordémes suivants!) dont le premier est une conséquence
facile du th.1 (Chap. II, § 2), p. 27.

Théoréme 2. FEtant donnée une fonctionnelle linéaire f (x) dé-
finie dans un espace vectoriel G (_E, il existe une fonctionnelle liné-
aire F(x) définie dans E et satisfaisant aux conditions:

F(x)=f(x) pour x(_ G et |Fi=|flo.

Pour la démonstration, il suffit de poser p (x) =|x|.|f|c dans
le th. 1 du Chap. I

Théoréme 3. Pour tout x,( E il existe une fonctionnelle
linéaire F (x) définie dans E et telle que

F(x,)=|x,| e |Fl=1.

Pour la démonstration, il suffit de désigner dans le th. 2,
qui précéde, par G 'ensemble des éléments de la forme hx, ou
h est un nombre arbitraire et de poser F (hx)) = h-|X,].

11 en résulte, en partieulier, l'existence dans tout Tespace vec-
toriel normé dune fonctionnelle linéaire n’étant pas identiquement
nulle.

Théoréme 4. Soit f(x) une fonctionnelle quelconque définie
dans un ensemble G (C E. Pour qiil existe une fonctionnelle linéaire
F (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions

1° f(x)=F(x) pour x (G,

1) Les théorémes 2—6 se trouvent dans la note de M. H. Hahn, Uber
lineare Gleichungen in linearen Rdumen, Journ. fiir reine u. angew. Math: 157
(1927), p. 214—229; cf. aussi S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires, Stud.
Math. I (1929), p 211—216, en particulier th. 2 et remarque.
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2° |F| <M pour un nombre donné M> 0,
il faut et il suffit que Uon ait Pinégalité

Zf’h,-f(xi)i«w-!gh,-xif

i==1

pour toute suite finie x,,x,,...,x, d’éléments de G et pour toute
suite finie h, hy, ..., h, de nombres réels V),
Démonstration. La conditionest nécessaire. Ona en effet

et comme on a selon 1° F (x;) = f(x;) pour tout x; C G, il en ré-
sulte I'inégalité 4 démontrer.
La condition est suffisante. Soit, en effet, H Pespace

,d’ot1 selon 2° < M-

r
vectoriel des éléments de la forme 2 =/, x; ou r designe un

i=1

nombre naturel, #; des nombres quelconques et x: ( G. Posouns

v ()= X hf (x).

r s r
Pour z= 3 A x; = 3 i:x: on a par hypothése 2k f(x) —
i=1 i=1 i=1

<M

—le'if(x'i)] th xi—le',-x.’itzo.
i=1 i=1 i=1

La fonctionnelle ¢ (2) est donc définie dans ~ d’une facon
univoque et, comme on voit facilement, elle y est additive. En

4 4 |
21 hi f(x) ié_:l/li X;
stence dans £ de la fonctionnelle F (x) a propriétés 1° et 2° s’ob-
tient donc du th. 2, p. 55, par substitution de ¢ & f et de H a G.

En particulier, si G est une suite {x,} d’6léments de F et

C. désignent les valeurs correspondantes de la fonctionnelle f (x),
on a le

outre, | ¢ (2) | = <M donne ||y << M. L’exi-

) Ce théoréme a été établi pour certains espaces spéciaux par F: Riesz
{Untersuchungen iiber Systeme integrierbarer Funktionen, Math. Ann. 69 (1910),
p. 449—497) et, dans une forme plus générale, par E.Hell v (Uber lineare Funk-
tionaloperationen, Wiener Berichte 121 (1912), p. 265—297).
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Théoréme 5. Pour qu’il existe dans E une fonctionnelle liné-
aire F {(x) assujettie aux conditions ¥

1° F(xp)=C, pour n=1,2,... et 2° |F|<M
pour un nombre donné M >0, une suite donnée {x,} d’éléments de
E et une suite donnée {C,} de nombres réels, il faut et il suffit que

Pinégalité

jhiCil<M-

I=}

rhii
2|

se présente pour toute suite finie hy, hs, ..., h, de nombres réels.

§ 3. Ensembles fondamentaux et ensembles totaux d’éléments.

Nous allons établir & présent quelques théorémes qui jouent
dans la théorie des espaces normés un réle analogue a celui que
le théoréme de Weierstrass sur 'approximation des fonctions
continues par les polyndmes joue dans la théorie des fonctions
de variable réelle.

Lemme. FEtant donné un espace vectoriel G (_ E et un élé-
ment y, de E situé & la distance d >0 de G, il existe une fonction-
nelle linéaire F (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions:

1) Fy) =1,
2) F(x)=0 pouwr x( G,

1
B) |F|=--

Démonstratio‘n. Soit H 'ensemble des x de la forme
(2) x=x'+ay, oit o est un nombre arbitraire et x' (_ G.

Ainsi défini, H est évidemment un ensemble linéaire et com-
me d > 0, la représentation (2) de x est univoque. Nous définis-
sons dans / la fonctionnelle additive f(x), en posant f(x)=a

\

pour x de la forme (2). Comme [x1=|x’+ay0|=|ot|-|—1—x+y01>

Q“.H

> |a|-d, il vient d'une part |f(x)]|=|2] <‘1i|x|, @otlt |flu <
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D'autre partnlilg | Xn—y,|=4d pour x,(C G entraine | f(x,—y,) | =1 <
<|Xn = Yo| | [l Aot 1 <L d | fla, donc—‘12< |flz. On a par con-
séquent | f |z = c%

On en conclut en vertu du th. 2, p. 55, (en y remplacant G
par /) qu’il existe une fonctionnelle linéaire F (x) définie dans E

et telle que F (x) = f (x) pour x C H et |F|=|flu =% (condition

3), done, en particulier, F(x) =0 pour x (_ G (condition 2) et
F (y,) = 1 (condition 1), ¢. q. f. d.

Théoréme 6. Etant donnés un ensemble quelconque G E et
un élément arbitraire y, de E, la condition nécessaire et suffisante ‘
pour qu’il existe une suite {g,} de combinaisons lindaires Yy déléments
de G telle que lim g, =y,, est que f(x)=0 pour x __ G entraine

n—roo

f () =0, quelle que soit la fonctionnelle linéaire f (x).
Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,
Iégalité f(x) =0 pour tous les x (_ G entraine I'égalité f(g,) =0
pour n=1,2,.., dou f(lim g,) = f(y,) = 0.
H—>o0

La condition est suffisante en vertu dulemme qui précede,
en y désignant par O I'ensemble de toutes les combinaisons liné-
aires d’éléments de I'ensemble G considéré ici, c. q. . d.

Un ensemble G (_ E s’appelle fondamental, lorsque ’ensem-
ble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de G est dense
dans £; il s’appelle fofal, lorsque toute fonctionnelle linéaire f (x)
qui s’annule pour chaque x (_ G, s’annule aussi pour chaque x (C E.

On déduit aisément du th. 6 le suivant

Théoréme 7. Pour quwun ensemble G (_ E soit fondamental,
il faut et il suffit qu'il soit total,

) voir la définition de cette notion Chap. II, § 1, p. 27.
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4

Une fonctionnelle linéaire f(x) est dite orthogonale & un élé-
ment x,, lorsque f(x,) = 0; elle est dite orthogonale & G, lorsque
cette égalité se présente pour tout x (C_ G.

Le lemme p. 57 implique ;;our tout sous-ensemble G == E li-
néaire et fermé Ulexistence dans Pespace E d’une fonctionnelle liné-
aire non identiquement nulle et orthogonale a Q.

§ 4. Forme générale des fonctionnelles linéaires dans les es-
paces (C), (LV), (c), (IV), (m) et dans les sous-espaces de (m).

- Nous allons établir a présent la forme générale des fonction-
nelles linéaires dans certains espaces normés particuliers’).

1. Espace (C). La norme définie dans 'espace (M)?) coin-
cidant pour les fonctions continues avec celle de I'espace (C), on
peut considérer (C) comme un espace vectoriel situé dans (M).

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans
(C), il existe en vertu du th. 2, p. 55, une fonctionnelle linéaire
F (x) définie dans (M) et satisfaisant aux conditions:

(1) F (x) = f(x) pour tout x (_(C),
2) | Flan = | fleor

Posons:
1 pour 0<Lu<t

& =28(u)= .
(= Hw) {0 pour t<u<1

et
(3) FE)=g(@®).

Nous allons montrer que g (¢f) est une fonction a variation
bornée. Soient a = £, < t, <. <t,=0b et e =sign|g ({) — g(ti-1)]

pour i=1,2,..,n Ona ZJ gt)—gti)|= izzjig(ti)=—g(t,-_1)}ei:

. ,
Zl{&zi—izi_l} sl“l et on apergoit

=F [21{81[ — &4y} 81‘] < | Flon -

1) ¢f. Introduction, § 7, p. 11—12, exemples 4, 5, 6, 8 et 9.
%) wvoir 3, p. 10.
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aisément que la norme de cette somme est = 1. Il en résulte
d’aprés (2) que

4) variation g (&) <|F|lm =|fl©)-

oI
Ceci établi, soient x (¢) C (C) et
n r .
®) SRR CEPI ()t @ — ey,
r— n
La fonction z,(#) prend donc respectivement dans les inter-

valles r——l;l <u < 2 les valeurs x (2) La fonction x = x (1) étant

continue, on a lim || x — 2,|| =0, d’ot selon (1):
n—yeo
6) lim F(z,) = F(x) = f(x).
n—yo0
D’autre part, les égalités (3) et (5) donnent

F (zn) =§x(;r) ' [g(%) —£ (r " 1)]

donc, comme x (£) (C (C) et g (¢) estune fonction a variation bornée,

n-sco

1
lim F (2,) = / x (¢) dg, d’or en vertu de (6):
(1]

0 f(x):fx (tydg pour tout x () C (C).

flx tydg

0
. B, 4 = :
Orgtaé |x (t)|, on a selon (4), en posant |f|=|flc)

Comme par conséquent |f(x)|=

< variation g (¢) -
0<CI<

variation g (¢) = | f1.

St

Nous avons ainsi obtenu le théoréme !):

') qui a été démontré pour la premiére fois par F. Riesz (Sur les opé-
rations fonctionnelles linéaires, Comptes-Rendus de I'Acad. des Se. 149 (1909),
p. 974—977).
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Toute fonctionnelle linéaire définie dans Uespace (C) est de la

forme , )

F)=|x@dg,
0
oL g (t) est une fonction indépendante de x (t) & variation Lf].
Réciproquement, étant donnée une fonction g (¢) & variation
bornée, la fonctionnelle f (x) définie par (7) est évidemment liné-
aire.

9. Espace (L) o r>1. Etant donnée une fonctionnelle
linéaire f(x) définie dans I'espace (L), posons:

- 1 pour 0Lt
=8B =0 powr t<u<1
et

fE)=g@).

Nous allons montrer que g (f) est une fonction absolument
continue.

En effet, soient 3;, 3,, ..., 3, des intervalles n'empiétant pas1un
sur Pautre 3 extrémités respectives £; et #; ot £; <t'; et i=1,2,...,n
En posant s; =sign[g (¢') — £ (¢)], on a

Zig(ﬂ»—g(t)l—Z{g(t»—g(t,)} =

i=1 i=1
Z.{Ezi' —&tell,

i=1

C)

=f(§{ez ~tye) < lfl\

La fonction (&, — &) ¢ prenant dans l'intervalle 3 la valeur
==+1 et s'annulant ailleurs, il vient en vertn de I'’hypothése
que les intervalles &; n’empiétent pas I'un sur autre

_I/;m,

ot |&| désigne 1a longueur de &. On a done, d'aprés. (8);

IZn(et &t) €;

i==1
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r

21| gW)—&@|<Ifl |/ 38|, ce qui prouve la continuité
= i=1 ]
absolue de g (¢).

Ceci établi, posons g'(f) = o (f). La fonction o (Z) est inté-

t
grable et, comme & =0, on a évidemment F (&) :foc () dt, dou
v 1 4
(9) f )= f Eu) o (1) du.
0

Soient ¢y, ¢, ..., ¢, des nombres arbitraires, 0 <7, <?¢, <.. <
<ti=1et x(f)=c pour £, <t<t; et i=1,2,..,n On a évi-

demment x () =X ¢; (&, — &, ), d’oit selon (9)
Ci=1

(10) fx) = f x () o (t) dt .

Ainsi I'égalité (10) est remplie pour toute fonction »€0 es-
calier® o (£). ,

- 8i x=x(f) est a2 présent une fonction quelconque mesura-
ble et bornée, il existe une guite {x.(£)} de fonctions ,en escalier®
‘bornées dans leur ensemble et tendant presque partout vers x (¢).

1
Par conséquent lim / [Xu(t) — x ()| dt = 0, d’0l lim ||x, — x| =0
rz—)oco H—yoo

1 . 1
et, selon (10), f(x) = lim [ xu(t) « (¢) dt = [x@a(dt. Ainsiréga-
n—)%o 0

lité (10) est remplie pour toute fonction x (£) mesurable et bornée.
Ceci établi, considérons d’abord le cas ou 7> 1.
Posons:
X(t) :{ | (@)= signa (&) pour |a (b}t <n
n - sign a (f) pour |o(t)~1>n,

| T
od o1 onalf(a) = fx,,(t)a(t)dt}<|f[-l/‘/ | xult) I dt
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1

et comme X&) a(t)=]|xa(t) | |a(®)| > | xa()] - | xu(?) s=1> on a
fllxn(t) P—:f at < If|- Vj]x,,(t) ’|' at, d’'ou, en tenant compte que

, o 1 ‘
Eisfi =r, on tire (/1 xXnlt) |7 dz,‘)l_7 < |f|. Comme cette inégalité
0

subsiste pour tout n naturel et comme |x.()[" <|a ()| =[a(®)f
et presque partout lim | x,(¢)|" = |a (£)|*, on obtient
. n—oo .

$
. e
(11) V/] a(t) s dt < |f,
de sorte que « (f) est une fonction a4 s-iéme puissance sommable.
Par conséquent, si x (f) est une fonction mesurable arbitraire
4 r-idme puissance sommable, le produit x (¢) « (f) est évidemment
une fonction intégrable.

Définissons a présent la suite {x.(f)} comme il suit:

x (@ pour |x (t)’| <n,
n sign x (f) pour |x(f)|>n.

(12) M=M@={

On a alors

(13) nx—,xn=}//1|x\t>_—xﬂ<t>|fdt et lim [x—x.]=0,

de sorte que |[x () (t)dt —f (xn)| =] [[x () — xu®)] & () dt| <

<V / lx(t)‘~'xn(t)lrdt~V f [ (®)[odt, dob, selon (13), f(x)=

zling(x;)zfx(i)a(t)dt et comme 1f(x)|=|f1x(t)a.(t)dtl<

s

B |
< ]/ [la@ldt-| x|, la tormule (11) donne légalité
0 ‘ :
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'Ifl=V[la(t)!sdt.

Nous avons ainsi démontré le théoréme !):
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans Pespace (L) oi

r>1 est de la forme
1

fE=[x®a@dt

oi 0

a(t) C(LO) et lff=V/la(t)tsdt.

0
Passons maintenant au casott r =1. Soient0 Cu<u-+h<1et

x(t)=l%‘ pour aLtLu+t+k

0 pour 0Lit<u e ut+h<t<1.

On a, selon (10), |f(x)| = et

1 ‘ 1 u+h
O/x(t)a(t)dti = ;{ufoc(t)dt

comme |£(x)| < |£]-Jel=1F]"1, il vient | [

/a(t)dt’<1fi-h-

La fonction g (&)= f a (f) dt satisfait donc a la condition de Lip-
0

schitz et comme on a presque partout g'(¢) = « (?), on en con-
clut que
(14) (e (®)| < |f| presque partout.

Si 4 présent x = x (¢) est une fonction intégrable quelconque
et la suite {x.(f)} est définie par les formules (12),onalx —x,|=

1 1
= [1x@—xu(t) | dt =0, Tolt f(x)=lim f (%) =lim [ Xty ¢y di =

1} Pour r=2 ce théoréme a &té établi par M. Fréchet (Sur les ensem-
bles de fonctions et les opérations linéaires, Comptes Rendus de I’Acad. des Se.
144 (1907), p. 1414 —1416) et dans le cas général par F. Riesz, L. ¢, Math.
Ann 69 (1910), p. 449—497, v. p. 475.
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1

= f x (t) a (t) dt, puisque |x.(¢)a (¢)]|<|x (@) a(¢)|. Or, comme

]

jx ) o (¢) dt| <

de (14) Végalité

/lx (f)| dt - vrai max |a (£)|, on obtient en vertu
<<

St S

fl= vragKmaX e (@)].

Nous avons ainsi démontré le théoréme 1):
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans Uespace (L) est
de la forme

Fx)=} x@oa()dt,
/

oiv o (¢) est une fonction bornée presque partout et | f| = vrai max | x ().
<I<C '

3. Espace (c). Soient
(15) = |

1 pour n=i
0 pour n=ti,

Xo= {81} et x' = {&).

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) ot x={&,} ( (¢),
posons

(16) [ =0Co et f(x)=C",
En posant 2 =1limé,, on a donc || x — ox’ -Z(E,,—o;)x,,“ =

——borne sup | &, — a|, don x—ax’—l—llmZ(g,,——a) X, et par con-
r—oo p=1

séquent X = ax’ +n§1(§ﬂ — ) Xn. Done f(x) = a f(x') —I—’lé(ﬁ,, —a) 'f(x,,),
d’ont selon (16)
%) f@)=aC+ ¥ (En—a) Ca.

n=1

') Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois par M. H. Stein-
haus (Additive und stetige Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p
186—221).

8. Banach. Théorie des opérations linéaires. 5
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Si x = {£,} est a présent la suite ol

¢ _{ sign C, pour n-<r,
" 0 pour n>v¥,

onal|x|=1,a=lim¢& =0 etf(x)=2| C.|, et comme | f(x)| < |f] [ x],
oo n=1
r
il vient > |C,| < |f|. Le nombre r étant arbitraire, il en résulte
n=1

que la série D |C,| est convergente. En posant
n=1

c —.—Z C.=C,

on a d'une facon générale selon (17)

(18) £ (x) :aC-l—Z C,tn ot o=limé,.
n=—=1

n—oo

Soit a présent
£ _{ sign C, pour n<r
! sign C pour n>vr.

Alors [x]=1, o =lim¢, —sign C et f(x)=| c1+22;1 Ca| +
—r}‘—:ﬁlen -sign C < |f] et, cette inégalité subsistant pour tout # na-
turel, on obtient | C]| —1-’51] G| < |ny Comme d’autre part f (x) <
< [i C| +n§1! Cn 1] -|x|. il en résulte que I'on a l’égalité

9 | I+ Y Gl=171.
‘ P

Conformément aux formules (18) et (19), le théoréme suivant
se trouve ainsi établi:
~ Toute fonctionnelle linéaire f(x) o x = {&.} définie dans (c)
est de la forme
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oo

f(x) = C lim & +_Z’ C, n
n=1 .

et on a

cl+ X =11,

4. Espace (I) oii r > 1. Soit, comme auparavant, x, = {£}
ot &} sont définis par la formule (15). On a donc pour x = {&} C

r

C (™) arbitraire |x—2 & x;||=]/ 3 |&" —0, dou
=1 P

(20) X =j Si Xi.
i=1

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans
({"), posons f(x) = C;, d’ou selon (20)

21) f (0 25 & Ci.

Considérons d’abord le cas ou 7 = 1.

Soient &, =sign C, et & =0 pour is~n On alors f(x) =
=|Cy| < |f|. D’autre part, on a pour toute suite x = {&;} (T (})

Pinégalité |f(x)| < (Z]&,f) borge sup | C;| et par conséquent
i=1 1<i<Too
|f| = borne sup | C;|.
1i<Con
Nous avons donc démontré le théoréme:

Toute fonctionnelle linéaire f(x) on x = {&} définieidans )
est de la forme

f(x) :j Ci &

o | f| = borne sup | C;|.
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Passons au cas ot r >1. Soit x° = {§°} on

ao—{ | Cil=* - sign G pour <1,
T 0 pour i>n

et %—i— % =1. On a alors |x°] =VZ! Cirs—r= VZ | C; |5, douy
i=1 =1

ston @0, £ =56l <171 )/ Eicue, aone]/ Sicir <11

s

et, n étant arbitraire, 21 GlE<|f|. Dautre part, pour toute
i=1

suite x =&} C (D) on a f(x) = ltg&i C:| <I/ZZ| & Vgllci %y

d’ou finalement 1'égalité

1i =V§|a|s.
i41

Nous avons ainsi démontré le théoréme:
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans lespace (1) ol
r>1 est de la forme

F =Gt o x={)

i=1

s

b= OCI(:is j 1 l:
et on a |f| 2211 | on  —4y 1.

5. Espace (m) et ses sous-espaces vectoriels séparables. Soit
E un espace vectoriel séparable situé dans (m); les éléments de
E sont donc des suites bornées de nombres. Admettons dans E
la méme norme que dans (m), a savoir

| x| =bor2e sup |&]| on x={&} CE.
1<Ci<
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Soit {x,} ot x,= {7} la suite d'éléments de L qui forment
Pensemble dénombrable dense dans E. Considérons d’abord x;
et x,. Nous allons établir pour tout =, > 0 l'existence d’un tel &,
naturel que Ion ait pour tout couple }; et A, de nombre réels:

(22) [y % 4 2y Xy | << max [A A 6 (1 2).
1<i<lhy

Ecartons, en effet, le cas de la proportionnalité des nombres &}
et & comme trivial et supposons, par contre, qu’il existe pour tout
k naturel un couple »* et M\ tel que

I)\’fx1+)\§x2(>rgaxt)\’f Bl MEE2 - (1 4.
i<k

1<
En désignaﬂt par my celui des nombres | M| et [M:| qui est
NE WE

plus grand et en posant [* = ﬁl et =ﬁ2, on aurait donc
k k .
(23) | & %, + & x| > max [[] S BE(L+s).

Comme on a 1<|&|+|F| <2 pour tout k naturel, on
peut extraire des suites {} et {/!} des suites convergentes. n
existe par conséquent une suite {&;} telle que les suites {4} et
{#%} convergent respectivement vers certains nombres [, et L
ou 1 <L+ L] <2 Comme lim k; = 4 oo et en outre le (4 %, +
+ 1, x,) — (i xy + 5 x,)] = 0, (J)n aurait donc, en ver]tu de (23),
VL x, L x| >113'2X |4 &+ 1, €] (1 +¢), ce qui est impossible,

LKoo

car on a par définition |/ x; + L X,| = borne sup |/, &+ 4 €.

1o

L’existence d’'un k, naturel satisfaisant pour tout X, et A,

a (22) étant ainsi démontrée, on en déduit aisément par induction

que, {¢,} étant une suite arbitrairement donnée de nombres po-

sitifs, il existe pour tout »>1 un &, naturel tel que pour toute
suite finie A, Ay, ..., A, de nombres réels on a

(24) [ My 40Xy 4 e nn | < max |61 A2 4o FAnk | (1 - )

1< 7

Ceci é6tabli, désignons pour tout n naturel donné par x'; out
i=1,2,..,n la suite
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(25) &1ir azia °ce 3 gén; 0: Oa 07 ey
on a donc en vertu de (24) pour A, Ay, ..., A, arbitraires
(26) [ My + 20X 4 X | < M X R Xy v+ M X | (1 &)

Soit a présent f(x) une fonctionnelle linéaire définie dans E.
Donc |f(hy Xy + 2 X5 + e ) | |1 P %0+ M X+ M|
et par conséquent selon (26), |A,f(x;) 42Xy F(X0)+ o 2 f(xn) | <
<|fl- @A Fer) [N x + 2% + .. A x.'|. Comme par définition
de x;/ (voir (25)) on a x/ (_ (c¢), il existe en vertu du th. 5, p. b7,
une fonctionnelle linéaire f.(x) définie dans (c) et assujettie aux
conditions:

Ju(x) = f(xi) pour tout i=1,2,...,n et |fu] <|fl-(1+ey).

En tenant compte de la forme générale des fonctionnelles
linéaire dans P’espace (c), établie p. 66, et tous les termes des
suites x/ ot i =1,2,.., n étant d’aprés (25) des zéros pour les
indices supérieurs a k., on conclut qu’il existe une suite finie de
nombres a@u; @n, ... Aue, assujettie anx conditions:

kﬂ
Dy g =fsh=F(x) pour i=1,2, .., n
i=1

et
kll

Dllay| =1l <Ifl- A+,

j=1

d’oll, en posant

aﬂj
142,
0 pour j>k,,

@7 Uy = pour j <k

on obtient

(28) Uy & =

et

(29) Dl <
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Admettons que la suite {e,} ait été choisie de fagon a avoir

lime, = 0. En vertu de (28) on a alors lim > a, &f = f(x)) pour
n—yoo n-yoo j=1

i=1,2,.. et nous allons montrer, sans altérer la suite double in-
finie {a.;}, que cette forme se laisse généraliser de x; sur tout.

x(CE.
Posons 4 ce but x ={§}. La suite d’éléments de la forme
Xn={t"} étant définie au début comme dense dans £, il existe pour

tout € >0 un x; = {7} tel que |x — x:| <g, d’oﬁlzloc,,j&j~—f(x)!<
=

+1f(x)—f(x)] et comme

< i glanj (Ej — &j[) ’|+‘{ ,;U'"j &ji ——f(xi)
izanj(éj‘—sji)k<(z[anj\)'{x—xil<lfi'5, on a pour r suffisam-
| j=1 | j=1

ment grand

St —f)| <I et et Ifle= @171+ D o

par conséquent la forme généralisée

oo

(30) lim an; & = f(x) pour tout x={&} C E.
i

Nn-»oo j=

Enfin, nous allons montrer que

oo

(31) lim > || =|f].
. n—roo ]':_1
En effet, si 'on pose
32 M=li nil s
(32) ni'figld il

on a selon (80), |f(x)| < M-bogljfiwsup |&| = M-|x|, pour tout
x(C E, dou, |f| étant le plus ;)etit nombre tel que |f(x)] <
< |f|-|x]| pour tout x (C E, on conclut que |f| < M, ce qui donne
en vertu de (32) et (29) 'égalité (31).

Recueillons & présent les formules (27), (29), (30) et (31):
nous voyons que le théoréme suivant se trouve établi DR

1) Ce théoréme est dd a M. S. Mazur.
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Toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans un espace vec-
toriel séparable E situé dans Uespace (m) est de la forme

f()C) = lim Onj E.j
n—roo j=1
oy x = {§;} et {an} est un tableau de nombres réels satisfaisant aux
conditions: V
1° oy = 0 pour j>k, oir {k,} est une suite de nombres naturels,

20 Y| <|f| pour n=1,2,..,
j=1

3° lim > |ay|=|f].
n-yoo j=1

§ 5. Suites fermées et complétes dans les espaces (C), (L),
(c) et (IM).

Nous allons appliquer a présent les résultats qui précédent
& plusieurs notions et problémes liés avec les propriétés des es-
paces particuliers que nous venons de considérer.

‘Une suite de fonections {x.(f)} ot x.(f) C (C) et 0 <Lt 1

est dite fermée dans (C),lorsqu’il existe pour toute fonction x (¢) C (C)
kn

une suite de combinaisons linéaires {Z‘ai(") X; (t)} tendant unifor-
i=1
mément vers x (7).
La suite {x.()} s’appelle compléte dans (C), lorsque, g (¢)
étant une fonction quelconque a variation bornée, les conditions
1
[ x#) dg = 0 pour tout n =1, 2, ... entrainent I'sgalité g (0) = g (£) =
0
= g (1), excepté un ensemble au plus dénombrable de valeurs de £

Une suite de fonctions {x.(f)} ol x.(¢) C (L®) et 0 <t 1

est dite fermée dans (L), lorsqu’il existe pour toute fonction
R kﬂ

x(t) C (L") une suite {g,} de fonctions de la forme g,(¢) = > o™ x(¢)
i=1

convergente en moyeune avec la 7-iéme puissance vers x (f),

1
c. i d. telle que lim [ 1x (8) — gu(®)|" dt = 0.
n—»>o .
0
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La suite {x.(f)} s’appelle compléte dans (L), lorsque, g ()
étant une fonction arbitraire qui est mesurable et bornée ou qui

appartient a (L®) out —1— —[~% =1, suivant que r=1 ou r>1, les

1
conditionsfxn(t) g(t) dt = 0 pour n=1,2,... entrainent presque par-
0

tout l'égalité g (£) =0,

Les deux notions interviennent dans la théorie des séries
orthogonales. |

Il est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante
pour qu'une suite de fonctions soit fermée dans (C), resp. dans
(L), est qu'elle soit fondamentale (dans le sens défini au § 3,
p. 58, de ce chapitre). De-méme, pour qu’elle soit compléte, il
faut et il suffit qu'elle soit totale (dans le sens défini ibidem). Il
suffit, en effet, de rappeler la forme générale des fonctionneiles
linéaires dans (C), resp. (L"), établie p. 61, resp. 64—65.

Enfin, le th. 7, p. 58, implique aussitét que pour gw’une suite
de fonctions soit compléte dans (C), resp. dans (L"), il faut et il
suffit qu’elle y soit fermée.

En procédant d'une facon analogue, on peut établir les
notions de suites fermées et de suites compléfes pour les espa-
ces (¢) et (I").

§ 6. Approximation des fonctions appartenant ¢ (C) et (L)
par des combinaisons linéaires de fonctions.

Aussi le th. 6, p. 58, est susceptible d’interprétation dans
divers espaces normés particuliers. En voici deux exemples:

1. Espace (C). Pour qu'il existe des polynémes formés de
termes de la suite {x,(t)} o x.(t).(_(C) et 0 <t <1 qui appro-
chent uniformément une fonction donnée x (t) (C (C), il faut et il
suffit que, g (t) étant une fonction quelconque & variation bornée,

1
les conditions f Xn(t)dg =0 pour n=1,2,.. entrainent légalité
0

flx(t)dg:O.
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2. Espaces (L), Pour quil existe des combinaisons linéaires
formées de termes de la suite {x,(t)} oit xn(t) (C (L") et 0 <2 <1
qui approchent avec la r-iéme puissance en moyenne une fonction don-
née x (t) (C (L), il faut et il suffit que, g (t) étant une fonction
arbitraire, mesurable et bornée lorsque r =1 et appartenant & (L)

1
ozkrl + —i— =1 lorsque r > 1, les conditions fg (¢) xa(t) dt =0 pour .
0

1
n=1,2, ... entrainent Uégalité [ g (t)x (t)ydt =0,
0

§ 7. Le probléme des moments.

Passons aux applications du th. 5, p. 57.

On a donné le nom du probléme des moments au probléme
qui consiste a établir des conditions pour l'existence d’une fon-
ction f satisfaisant a l'infinité d’équations

b
(33) ffcp[dt::ci oir i=1,2, ..

pour une suite de fonctions {¢;} et une suite de nombres {c;} don-
nées d’avance.

Nous donnons ici la solution de ce probléeme dans deux cas
particuliers d’espaces normés: elle s’obtient par linterprétation
convenable du th. 5, p. 57, dans ces espaces.

1. Espace (C). Soit x;=x(t) ot 0 < ¢t <1 une fonction
continue. Toute fonctionnelle linéaire f(x) dans (C) étant (cf.

) 1
p. 61) de la forme f (x) = x (£) dg ot variation g (/) =|f|, on ob-
i ‘ o<I<1

tient du th. 5, p. 57, le théoréme *):
Pour qu'il existe une fonction g (t) a la

variation g <M
0<t<1

et satisfaisant aux équations

Yy Ce théoréme a été trouvé par F. Riesz (cf. les travaux de F.
Riesz et de E. Helly cités ici p. 56, note !)).
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1

Ixi(t) dg=c; pour i=1,2 ..,

Y .
il faut et il suffit que l'on ait pour toute suite finie hy,hs, ..., h, de
nombres réels

< M- max
0<e<1

Zh x,(t)f.

II. Espace (L)). Pour r>1 on parvient, en procédant
d'une facon analogue, au théoréme !):

Pour qu’il existe une fonction a (t) o 0 <t <1 telle que

[ls@rat<m o Lylas

et qui remplisse les équations

1

{ x(a®ydt =c; oir x(t)C (LD et i=1,2 ..,

il faut et il suffit que lon ait pour toute suzte finie hy, ks, ..., hp
de nombres réels

0 (” dt .
Pour r = 1, les fonctions x,t) sont intégrables et la fonction
cherchée o (t) est bornée et telle que

vrai max |o ()] < M.
o<t

La condition nécessaire et suffisante est alors la suivante:

k ! k
Dlhe </v1-f Zhixi(t)]ldt.
V=1 P i=1

1) Ce théoréme est dit également & F. Riesz, 1. c.
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§ 8. Conditions pour lexistence des solutions de certains sy-
stémes d’équations & une infinité d’inconnues.

Considérons un autre probléme.

Etant donnés un tableau {o:;} et une suite {c;} de nombres,
nous allons chercher d’établir des conditions pour Pexistence
d’'une suite de nombres {z;} satisfaisant a l'infinité d’équations

(34) Zo.c,-k Zr=¢ on (=1,2, ..

k=1

Nous donnons ici, également & I'aide du th. 5, p. 57, 1a so-
lution de ce probléme dans deux cas particuliers d’espaces:

L. Espace (). Soient x; = {2x} et

(35) limop=0 pour i=1,2,..

koo

Toute fonctionnelle linéaire dans l'espace (¢) étant de la forme

f(x)=C lim &i+§Ci&i ot x = {&} et | f| =[C|+§|Ci|(cf.p. 66),

[ axaacd

le th, 5, p. 57, donne en vertu de (35) ’énoncé suivant:

Pour quil existe une suite de nombres {z;} qui remplisse les
équations (34) en méme temps que la condition gli ze| < M, il faut
et il suffit que Uon ait pour toute suite finie de n;mbres hy, by, ., By
linégalité

r r
z hic; 2 h; oy
i=1 i==1

IV. Espace (1). Soient x; = {0z} et ) | oy | <<co pour i=1,2, ...
k=1

< M- borne sup
1hToo

Toute fonctionnelle linéaire dans (/) étant de la forme f (x)k:_Z: 2: &
ot x=1{&} et |f|=Dborne sup |2z;| (cf. p. 67), le th. 5, p. b7
1<i<won

donne immédiatement 1’énoncé suivant:
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Pour qu’il existe une suite bornée {z.} qui remplisse les équa-
tions (84) en méme temps que la condition borne sup |z | < M, il
1<kCoo
Jaut et il suffit que l'on ait pour toute suite finie de nombres réels
hy, By, ..., B, Uégalité




CHAPITRE V.

Espaces du type (B).

§ 1. Opérations linéaires dans les espaces du type (B).

Nous allons établir ici quelgues théorémes généraux sur
les espaces E du type (B)!), dans lesquels leur propriété qu’ils
sont non seulement normés, mais aussi complets, intervient d’une
facon essentielle.

Théoréme 1. F (x) étant une opération mesurable (B) et U (x)
une opération additive, définies toutes les deux dans E et telles que
| F(x)| > |U(x)]| pour tout x (" E, lopération U (x) est linéaire.

Démonstration. 11 existe en vertu du th. 4 de I'Introduction
p. 17, un ensemble H (C £ de I-e catégorie tel que 'opération
F(x) est continue dans E — H. Il existe par conséquent pour
X, (C E—Hun r>0 et un M> 0 tels que

) |x—x,| L rentraine|U(x) | <|F(x)| < Mpouartout x(_E—H.

L’ensemble des points x (C E— H tels que |x— x| << —%

étant de Il-e ecatégorie, il en est 4 plus forte raison de méme de

I'ensemble G de tous les points de la forme X'+ x oll }x’|<L,

x(CE—Het|x— x| <%. Il existe donc dans G un élément

xX4+x, CE—-—H ou x,CE—H. ~Comme|x1—xol<%’ on a

1} wvoir la définition de ces espaces Chap. IV, p. 53.
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| x5, — X, | < 1, doiy, selon (1), | U ) | < UK +x) [+ U<
< 2M. La norme de U(x) est par conséquent bornée dans la

sphére | x| < done, évidemment dans toute sphére. Il en re-

P
59
sulte en vertu du th. 1 (Chap. 1V, § 2), p. 54, que I'opération U (x)
est continue.

Théoréme 2. Si, pour une opération additive U (x), lim x, = x

fl—>oo

entraine 1im | U (x,)| > | U (x)| pour tout x ( E, l'opération U (x)

n—co

est linéaire ).
Démonstration. L’ensemble G. de tous les x (C £ tels que

|U(x)| < n est pour tout n=1,2,.. fermé et comme E =2 Gy,

n=1

un au moins des ensembles G, contient une sphére'dans laquelle
la norme de U (x) est bornée, d'oll, comme dans le th. précédent,
la continuité de l'opération U(x).

Théoréeme 3. Si une suite d’opérations linéaires {Un(x)} dé-
finies dans Uespace E est convergente dans un ensemble G qui est
derise dans une sphére K et si la suite des normes {| U,|} est bornée,
la suite des opérations {U(x)} est convergente dans lespace E
tout entier?).

Démonstration. Etant donné un x, (C K, il existe par hypo-
these une suite {x,} telle que x, (C G pour n =1, 2, ... et lim x, = x,.

n—os

Or, on a pour trois nombres 7, p et ¢ quelconques:

| Up(x5) —Uylxo) | < | Up(xy — Xn) | 4 | Ug(Xn — %) |+ UA)C,{) — Ugp(xn)|,
done

lim | Up(x) — Ug(xe) | < 2M | %o — X | 0t M =1im | U, |,
pPree . n—yoo
g->==

3y Cf S. Banach. 1. ¢, Fund. Math. III (1922), p. 153, th. 3.
2) Cf. S.Banach et H. Steinhaus, L ¢, Fund. Math. IX (1927),
p. 53. N
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d’oli, comme lim |x, — x,| =0, on a lim | Uy(x,) — Uyx,)| =0, ce
-0 p—)oo q—)oo

qui implique la convergence de la suite U,(x,).

Etant donné & présent un élémeuat arbitraire x (C E et X',
désignant en particulier le centre de la sphére K, il existe un
e>0 tel que x';+ex (C K, donc que la suite Up(x', + cx) est
convergente. La convergence de Uy(x) en résulte en vertu de
celle de Un(x'y) et de Ux(x] 4 ex).

Théoréme 4. Etant donnée une suite {U,(x)} d’opérations
linéaires définies dans E, Uensemble H de tous les x (_ E pour les-
quels lim | U (x)| < o est soit de I-e catégorie, soit identique ¢ EY).

n-—yoo

La démonstration résulte du th. 1 (Chap. III, § 1), p. 36, vu
que H est un ensemble linéaire et mesurable (B).

Théoréme 5. Etant donnée dans E une suite {U,(x)} d opé-
rations linéaires telles que lim|UJx)|< oo pour tout x C E, la
n—oc

suite des normes {| U,|} est bornée?),

Démonstration. En vertu du th. 11 de I'Introduction, p. 19, il
existe une sphére X (C E et un nombre N tels que 'on a | Un(x) | <
< N pour tout x C K et n=1,2,.. En désignant par  le rayon

de la sphére K, on en tire facilement | U, | < ~2—’{! pour toutn=1,2, ...

Théoréme 6. Etant donnée une suite {x.; d’éléments de E
telle que Pon a lim|f(x)| <oco pour toute fonctionnelle linéaire
N—poo

f (x) définie dans E, la suite des normes {| x.|} est bornée.
Démonstration. L’ensemble E de toutes les fonctionnelles
linéaires définies dans E constitue, en y conservant la définition
de la norme adoptée pour ces fonctionnelles, un espace du type
(B). Définissons dans E une suite de fonctionnelles {F.}, en po-
sant Fu(f) = f (x») pour tout f(C E. L’hypothése @1 | f(xn)] < oo

1) ibidem, p. 55.
%) ibidem, p. 57.
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entraine par conséquent lim | Fu(f) | < co pour tout f(C E. En ver-
- n->co

tu du th.5, qui précéde, il existe donc un nombre N tel que
|Fu(f)| < N-|f| pour tout n =1, 2,.. D’autre part comme x, (_E,
il existe pour tout »=1,2,.. en vertu du th. 3 (Chap. IV, § 2),
p. 55, une fonctionnelle linéaire f.(x) définie dans E et telle que
Pon a |[fuxn)|=]|x.| et [fu]=1. On a donc |x.|=|fux:]| =
=|Fu(fa)| < N |f.]|= N, quel que soit n, ¢. q. f. d.

§ 2. Principe de condensation des singularités.

Théoréme 7. Etant donnée dans E une suite double d’opé-
rations linéaires {U,, (x)} telles que

2) lim | Uy, 4| = co pour tout p=1,2,...,
groo

il existe un ensemble G (_ E (indépendant de p) de [l-e catégorie
dans E et tel que lon a pour tout x ( G:

3) lim | Uy o(x)| = co pour tout p=1,2,..%).
g-res

Démonstration. L’ensemlbe F, de tous les élements x (C E
tels que lim | U,,(x)| < co ne peut coincider avec E, car en vertu
gres

du th. 5, p. 80, ’hypothése (2) se trouverait contredite. Il en
résulte en vertu du th. 4, p. 80, que H,, et par suite 'ensemble

H = > H, de tous les éléments x (C E pour lesquels la condition
=1

(3) est en défaut, est de I-e catégorie dans E. Il ne reste donc
qu’a poser G=E— H.

Remarque. Les contredomaines E, des suites {U,,} peuvent
varier avec p =1, 2, ..., tandis que pour tout p donné ils doivent
évidemment étre supposés identiques pour toutes les valeurs de
g, puisqu’on fait intervenir dans I’énoncé du th.7 la notion de.
convergence des suites {U,,(x)} avec ¢ tendant vers oo.

1) ibidem, p. 54, th. L.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 6
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Le th.7 qui précéde constitue, avec le th. 6 (Chap. I, § 4),
p- 24, au point de vue fonctionnel ce qu'on appelle le principe
de condensation des singularités. Nous allons Pexpliquer sur des
exemples 1), ‘

Soit {g«(f)} une suite orthogonale et normée de fonctions
a carré sommable dans [0,1]. Etant donnée une fonction quel-
conque x (£) intégrable dans [0,1], la série

oo 1
D) gu) [ guls) x (s) ds

s’appelle le développement de la fonction x (t) suivant la suite {g«(f)}
. 1
(pourvu, bien entendu, que les intégrales /gk(s)x(s) ds existent
0

pour tout 2=1,2, ...).

On ales théorémes suivants p. ex. dans les espaces (C) et (L)

Dans (C). Etant donnée une suite {t,} de points de [0,1],
Pexistence pour tout p =1, 2, ... d’une fonction continue x,t) dont
le développement dans le point t, est divergent, resp. non borné,
entraine Uexistence d’une fonction continue x (t) dont le développe-
ment est divergent, resp. non borné, dans tout point t, onr p=1,2,...

La démonstration résulte du th.7, p. 81, et du th. 6 (Chap.
I,§ 4), p. 24, si Von pose

q 1
Up (%) = E gk(fp)/gk(s) x (s) ds,
=i H

en regardant U,,(x) comme des fonctionnelles linéaires dans (C).

Dans (L). Etant donnée une suite d’intervalles {[o,, B,]} situés
sur [0, l'existence pour tout p =1,2,.. dune fonction intégrable
xp(t) dont le développement jouit de la propriété

Ep " !
m | [s:t)] dt —co o sit) =) &ult) j gi(t) x,(8) dt
k=1 0

n—yeo

op

1) cf. ibidem, p. 56—61.
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entraine U'existence d’'une fonction intégrable x ({) dont le dévelop-
pement jouit de la méme propriété dans tous les intervalles [o,, By]
a la fois.

La démonstration résulte du th. 7, p. 81, en posant

Un) =3 ) [ &) x ()t pour 2, <1 <5y
k=1

et en regardant U,(x) comme des opérations linéaires définies
dans 'espace des fonctions intégrables dans [0,1] et dont les con-
tredomaines sont situés respectivement dans les espaces des fon-
ctions intégrables dans [¢,, B,].

Remarque. En particulier, si les points & coordonnées «,, B,
forment un ensemble dense dans le carré [0,1; 0,1], la pro-
priété en question de x (£) se présente dans tout intervalle o, B]
de [0,1].

En s’appuyant sur cetie remarque, on peut démontrer pour
les séries de Fourier [lexistence d'une fonction intégrable x (t)

g
telle que Pon ait lim| f so(t) dt | = oo dans tout intervalle
Ao

fo, 81 C [0,27].

§ 3. Espaces du type (B) compacts.

Lemme. Etant donné un ensemble ‘linéaire fermé G qui est
un vrai sous-ensemble d'un ensemble linéaire D (_ E, il existe pour
tout nombre €>0 un x, (D tel que l'on a

x| =1 el |x,—x|>1—¢ pour tout x(_ G.

Démonstration. Soient: x' (D — G, d la distance de x' &4 G
et v un nombre positif arbitraire. Il existe done un y' (C G tel

que d < |x' —y' | <Ld+ . Posonsx():r;—,—:fj,l. Pourtout x (G

on a alors }xo—xy=W%ﬁ«jx'—y'——[x'—y’}-xl et comme
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les relations x(C G et y'(C G entrainent y'+|x' —y|-x (C G,

. 1 d -
on en obtient }xo—x|>m-d>m, d’ou, en posant
n:d-l—js, il vient |x, — x|>1—«.
| X'~y
Evidemment, on a aussi |x,| = m =1 et x (D, car

X Dety(C GCD

Théoréme 8. Si tout ensemble d’éléments de E dont les nor-
mes constituent un ensemble borné est compact, il existe dans E
une suite finie d'éléments x,, x,, ..., X, tels que tout x (C E est de

la forme
(4) x=0€1x1+a2x2+...+0~;xr,
Oll &, Oy, ..., 0y SONt des nombres (qui dépendent de x).

Démonstration. Soient: x; un élément arbitraire de E tel que
| x;] =1 et X,41, ol ¥ > 1, un élément arbitraire de E tel que

B) | Xrp1]| =1 et |x,+1—xi1>% pour i=1,2, ..,r.

Désignons pour tout 7> 1 par G, I’ensemble de tous les
éléments x (_ £ qui sont de la forme (4) et posons D= E. En
supposant que le théoréme n’est pas vrai, on aurait donc tou-
jours G, (C D et G, D, d'oii, selon le lemme qui précéde (avec

G = Gy, azé

Xr41 (C E assujetti & (B), ¢. & d. d’'une suite infinie {x,} telle

et, X, = X,11), l'existence pour tout 7 naturel d’un

1
que | x,| =1 et |x, — x| }5 pour p == gq.

Cette suite ne contiendrait par conséquent aucune suite con-
vergente; elle constituerait donc un ensemble non compact, bien
que I’ensemble correspondant des normes soit borné. On serait
ainsi en contradiction avec I'hypothése du théoréme.

§ 4. Une propriété des espaces (L), (c) et (I).

Par lapplication du th. 4 (Chap. I, § 3), p. 23, a la forme
générale des fonctionnelles linéaires définies dans ces espaces,
on obtient les théorémes suivants:
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Pour (LY ot v > 1. Sia(t) o 0t <1 est une fonction
mesurable et s'il existe pour toute fonction x (t) (C (L") lintégrale

1 - 1 ’
/x () o (¢) dt, alo’rsf la (O]~ <oco pour r>1 et a(t) est une
0 0
fonction bornée pour r =11),

Démonstration. Posons pour n naturels

« () pour |a(t)| <n

) = | e

Nous avons alors [x (&) a(6)| > | x (¢) ax(t)|, donc, comme
lim o,(¢) = « (2), il vient

n—yoo

lim fx (t) an(t) dt =fx (&) o (£) dt .

L’expressionflx (t) an(t) dt étant pour tout n=1,2,.. une
fonctionnelle linéaqire dans (L") (car a,(f) est une fonction bornée),
fl x (f)a(t)ydt est en vertu du th. 4, p. 23, également une fon-
ztionnelle linéaire. Il existe par conséquent, en vertu du thé-
oréme sur la forme générale des fonctionnelles linéaires dans les
espaces (L") ou r>1 (voir p. 64), une fonction a(t) C (L (’{1))
telle que /] x(t) a(t) dt = j x (¢) o (¢) dt pour tout x () C‘(L(’)), En

b ?

posant donc

x(t)={ 1 pour O <Lt <L
0 pour t,<t<1,

fy iy
on a fa () dt = fa () dt pour tout 0 < ¢, <1, dout presque par-
[ i3

tout o () = o (t).

3 Pour r>1 ce théoréme est dd & M. F. Riesz,
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On procéde d’une fagon analogue pour r = 1.

Pour (c). Si pour toute suite convergente x = {&} la série

2 a; & est convergente, on a X |a;| < oo.
i=1

i=1

n
Démonstration. D a; & étant pour tout n=1,2, ... une fon-
i=1

n oo
ctionnelle linéaire dans I’espace (c) et comme lim > ;& = > % &s
Ao i=1 i=1

on conclut du th. 4, p. 28, que >, o; &; est également une fonction-
=1

nelle linéaire. Il existe par conséquent un M>0 tel que

Z a; &
i=1

En posant done
. sign w; pour i<n et o;5%0
g ==
0 pour i>n ou a;=0,

< M-||x]| =M - borne sup |&|.
' 1i<Ceo

on obtient X' |«;| < Mpourtoutn=1,2, ..., doa > |o;| < M.
i=1 i=1

Pour (IM) oi r>1. Si la série ) o, & est convergente pour
i=1
toute suite x = {&;) (C ({0, alors 3| w;7—1 <'oo pour r>1 et la sui-
i=1
te {o;} est bornée pour r =11,
La démonstration est analogue a celle du théoréme précédent.

§ 5. LEspaces du type (B) formés de fonctions mesurables.

Nous allons nous arréter un peu sur quelques propriétés
des espaces du type (B) assujettis a des conditions plus spécia-
les. Admettons a4 ce but que E soit I'espace des fonctions me-
surables définies dans Pintervalle fermé [0,1] et telles qu’on ait
pour tout x, = x,(f) (C E o0 0 < ¢t < 1t

1. lim|x.| =0 entraine lim as x,(t) = 0;

fyoo

oo

) Ce dernier théoréme a été trouvé par M. E. Landau (Uber einen
Konvergenzsatz, Gottinger Nachr. 1907, p. 25—27).
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2. lim| x,| =0 entraine lexistence dans E d’une suite par-
Hoo

tielle {x.(t)} et dun x tels que lon ait | x,(t)| < |x (£)| pour tout
i=1,2,.. et pour presque tout 0 <t <1 (| |désignant ici la valeur
absolue);

3. lim as x,(f) = x (¢t) entraine lim ||x.| > | x|.

n-yes P

Tels sont, en particulier, les espaces (M), (C) et (L), envisagés
a plusieurs reprises (v. pages 10—12, 59—64 et 72—76); s’il s’agit

de réaliser la condition 2., on wa qua définir pour || x| < oo
n=1

la fonction x (¢) par l'égalité x (£) =2 | x.(0)].

i=1

Théoréme 9. Solent E et E, deux espaces du type (B) assu-
jettis aux conditions' 1.,2. et 3. et K (s, t) une fonction définie dans
le carré [0,1; 0,1]. Si Pintégrale

(6) u(s) =j'1<(s, 1) x (t) dt

existe pour tout x (_ E et pour presque toute valeur de s et si
u(sy (E,, elle est une opération linéairel).

Démonstration. Posons

(7) lim | X, — x| =0

-y
et désignons par {x,} une suite quelconque exiraite de {x.}. En
vertu de (7) et de la condition 2., il existe dans E une suite par-
tielle {x,, — x} et un 2 (C E tels que 'on a pour tout /=1,2,..
presque partout |x.(t) — x (t)| < z (f). Evidemmentlim as K (s, 7).

[Ei(t) —x (D] =0, et |K(s, 1) (x0,— %) | < | K(5,8)|" z?to)c De plus

1
Pintégrale /K(S, t) z (¢t) dt existe dans un ensemble /7 de mesu-
: 0

) Cf. S. Banach, L ¢, Fund. Math. ITI (1922), p. 166, th. 2.
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1
re 1,car z(C E. On a donc lim f K (s, t) [xaft) —x (O] dt = 0 et
oo
0

1 1
par conséquent 1im/ K (s, £) En[(t) dt :/ K(s,t) x (t) dt pour s H.
[ 0

oo
. 1
Or, toute suite extraite de {u,(s) :/ K (s, t) x.(f) dt} contenant
0
une suite partielle qui converge presque partout vers u(s), on a

lim as #,(s) = u (s), ce qui implique selon 3. et le th. 2, p. 79, que

H—>c0

Popération (6) est linéaire.

§ 6, Exemples des opérations linéaires dans quelques espaces
particuliers du type (B).

Nous donnons ici quelques applications du th. 9, qui vient
d’étre établi, aux espaces (M), (C) et (L),

Espace (M). Si K(s,£) ot 0<s <1 et 0<{t <1 est une

1
fonction mesurable et si pour tout s on af [K(s, )| dt < N <oco,
0

Pexpression

(8) U (x) = f K(s, t) x (¢) dt

est une opération linéaire définie dans (M) et dont le contredo-
maine est situé dans (M).

Espace (C). Si la fonction K(s, ) est continue pour 0 <s <1
et 0 <? <1, l'expression (8) est une opération linéaire définie
dans l'espace (C), son contredomaine étant aussi situé dans (C).

Espace (L). Si K(s,?) est une fonction mesurable dans
1

le carré 0 <s<<1, 0<t<1 et telle quefC(s)ds<’N< oo ol
0

C(s) = Vréi<it<max |K (s, t)|, I'expression (8) est une opération li-
S \1

neaire de domaine (L) et de contredomaine (C (L).
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Espaces (L®). K(s,t) étant une fonction mesurable dans le
carré 0 <(s <1, 0 <t K1 et telle que pour tout couple de fon-

ctions x(¢£) C (LP) et y(s) (L(q_%)) oup>2etqg>2 ona
11
©) fj|l((s,t)x(t)y(s)|dsdt<oo,

Iexpression (8) est une opération linéaire définie dans (L®) et
dont le contredomaine est situé dans (L@).

En effet, étant donné un x (C (L®) quelconque, on a pour

tout y  (L5D);
ffK(s,t)x(t)y(s)dsdtzfy(s)[fK(s,t)x(t)dt]ds,

. ;
d’ou (cf. p. 85) /K(s, By x (t)ydt C (L) et par conséquent, selon
0

(8), U (x) est une opération linéaire.

Pour que la condition (9) se trouve vérifiée, il suffit d’admet-

11 7
tre que ffl K(s,t)|~tdsdt < co, on r est le plus petit des nom-
. 00

bres p et q—z—l (en particulier, que la fonction K (s, £) et bornée,

lorsque # = 1, et intégrable, lorsque p = ¢ = 4 oo).

On a, en effet, en vertu de Vinégalité de Riesz:

{f/ K(s, 0 dsdt} {/[x(S”,dS}

1
{/IJ’ @ dt}T. En particulier, pour p = g = 2, 1a condition (9) peut

0

!11

fK(s Hx(t) y(s)dsdt| <

11
donc étre remplacée par\//}K(s, t)|*dsdt <co, ce qui implique
‘ 00

que Popération (8) est linéaire dans (L(®) et que son contredo-
maine est également contenu dans (L®).
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La méme remarque s’applique aux cas ol p=g=1 et
p=g=rc°

§ 7. Quelques théorémes sur les méthodes de sommation.

Etant donné un tableau infini de nombres

Qyys Qygs vee s Qi oo
a21, CZ23, eve g an, °s

A)
( K Ail, Aoy oos 5 Aiky oee

°9

nous dirons quune suite de nombres x = {&:} est sommable (vers
A (x)) par la méthode A (qui correspond au tableau (A)), lorsque

chacune des séries A(x) =2 ai & est convergente et la suite {A(x)}
I==1

converge aussi (vers 4 (x)).

La méthode A est dite permanente, lorsque toute suite con-
vergente est sommable par cette méthode vers sa limite. Elle
g'appelle reversible, lorsqu’a toute suite convergente {n:} vient
correspondre exactement une suite x (convergente ou non) telle
que Afx) = n; pour i=1,2, ... Nous dirons qu'une méthode B (qui
correspond au tableau (B) = {{bw}}) n’est pas plus faible de A,
lorsque toute suite sommable par la méthode A Dest aussi par
la méthode B.

Enfin, une méthode A porte le nom de méthode parfaite,
lorsqu’elle est & la fois permanente, reversible et telle que les
conditions '

o; Aip = 0 pour k= 1, 2, ..
=1

I

(10) Z‘oﬂ<c\’) et

entrainent ;
11 a; = 0Q pour tout i=1,2, ...

Théoréme 10. Pour qu'une méthode A soit permanente, il
faut et il suffit que les conditions suivantes soient remplies simul-
tanément:
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1° Z I dir
k=1

20 lim az =0 pour tout k=—1,2, ...

]

<M pour tout i=1,2, ..

co

8 lim Y ax =19,

i~yoo 57

Démonstration. Nécessité., La convergence de la série

oo

kz_:la,-k £, pour toute suite convergente x = {;} etpour tout i =0,1,2, ...

entraine (cf. p. 86, pour (¢)) la convergence absolue de la serie

Zaik~ Les fonctionnelles A«x), définies dans I'espace (c), sont
k=]

par conséquent linéaires et comme elles forment une suite con-
vergente, on en conclut d’aprés le th. 5, p. 80, que la condition
1° est remplie.

Soient d’autre part: £ =1 pour i=1,2, .., & =0 pour i=£n
et & =1 pour tout n=1,2,.. Posons X, = {{} pour n=1,2, ..

On a Afx,) =2 ar et Afx,)=a, pour [ et n naturels, donc
k=1

A(x) =1¢et A(x,) =0 pour n>0, de sorte que les conditions
20 et 3° sont également remplies.

Suffisance des trois conditions résulte du th. 3, p. 79,
et du fait que la suite {x,} définie tout a I'heure est dans I’espace
(c) fondamentale.

Lemme 1. Soilent A une méthode permanente et y, = {n?} une
suite convergente. Si pour toute suite de nombres {o;} les conditions

(10) entrainent Pégalité 3 a;n? =0, il existe pour tout nombre >0
i=1
une suite convergente x telle que l'on a

(12) fA(x) — 10 | <e pour tout i=1,2,..

1) Ce théordme est dG &4 O. Toeplitz. (Uber allgemeine lineare Mit-
telbildungen, Prace Mat. Fiz. XXII, Varsovie (1911), p. 113—119).
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Démonstration. Désignons par G l'ensemble de toutes les
suites convergentes {7;} auxquelles correspondent des suites
convergentes x telles que % = Ai(x) pour i=1,2,.. Considéré
dans P'espace (c), I'ensemble G ainsi défini constitue évidemment
un espace vectoriel. Si y, n’est pas un point d’accumulation de
G, il existe en vertu du lemme (Chap. 1V, § 3), p. 57, une fon-
ctionnelle linéaire F (y) définie dans (c) et telle que 'on a F(y,)=1
et F(y)=0 pour tout y (C G. Vu la forme générale des fonction-
nelles linéaires dans I'espace’(c) (cf. Chap.IV § 4, p. 66), il existe
donc une suite de nombres {o;} telle que la série 2 a; est absolu-

i=1
ment convergente et que:

oo

(13) D an+alimn =0 pour {33 C G,

=1

oo

14 L9 lim7?=1.
(14 D) e+ e lim

i=1
La méthode A ‘stant permanente, on a d’aprés (13)

(15) ZaiAi(x) + a}}im &, =0 pour tout x = {&} (C (c)

=1

et le th. 10 qui précéde entraine I'existence d’un M satisfaisant a la

condition 1° de son énoncé. On a par consequent >, | o || an || & ] <
i=1 k=1

< M-3 |5l %], Cot

>0 =

(16) Z o; Ax) = j‘ik Zdi Qir

=1 =1

En posant pour un % naturel fixe & =1 et £, =0 pour
n ==k, on conclut de (15) que

=

(17) Z a; Qi = 0 pour k= 1, 2,

=1

En posant ensuite & =1 pour £=1,2,.., on tire de (15),
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(16) et (17) que o = 0, d’oi1, en vertu de (14), que 3 ;70 = 1, ce
=1
qui est, en raison de {(17), en contradiction avec I’hypothése.

Lemme 2. Si la méthode A est permanente et les conditions
(10) entrainent la condition (11), il existe pour toute suite conver-
gente {n%} et pour tout nombre >0 une suite convergente x satis-
faisant & la condition (12).

La démonstration est immédiate en vertu du lemme 1, qui
précéde.

Lemme 3. x, = {8} étant une suite bornée, sommable par
une méthode permanente A, il existe pour tout >0 une suite con-
vergente x telle que

(18) | Adx) — Adx,) | <e pour tout i=1,2,..
Démonstration. Posons
19 10 = Ailx,) pour i=1,2,..

et désignons par {#;} une suite quelconque assujettie aux condi-
tions (10), p. 90.
On, a selon (19)

(20) ;: o; 0 Zg a; Afxg)

et, A étant une méthode permanente, il existe d’aprés le th. 10,

p. 90, un nombre M satisfaisant a 1%, ‘ot 2 X|eu||an| [&| <
=1 k=1
< M- 30| borne sup [£| et selon (20) };ai 79 =kZl&g 'Zloti Qiry
i—t 1<k<Ton i= —1 ° =

done, selon (10), 2 79 = 0. Ceci établi, la thése du lemme a dé-
=1
montrer résulte immédiatement du lemme 1.

Lemme 4. Soit x, une suite sommable par une méthode A
permanente et reversible. Si, quel que soit >0, il existe une suite
x satisfaisant & la condition (18), la' suite x, est sommable vers le
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méme nombre par toute méthode B permanente et pas plus faible
de A,

Démonstration. La reversibilité de A entraine (voir Chap.
III, § 6, th. 10, p. 47, et remarque p. 50) l'existence d’une suite
{o;} et d’un tableau {3} ayant les propriétés suivantes:

(21) Si Bir| <oo pour k=1,2,...,
(22) si lon pose pour une suite convergente y = {n;}:
%= /u(y) :5’ B i+ op im0t k=1,2, ...,
on a | _
;Z;aik §k=1; pour i=1,2, ..

Les fonctionnelles fi(y) ainsi définies dans 'espace (¢) sont
linéaires. Pour toute suite convergente y la suite correspondante
x ={&} étant par hypothése sommable par la méthode perma-

oo

nente B, chacune des séries ) by &, est convergente et la suite de
k=1

leurs sommes {B{x)} I'est également.

Posons pour tout y (C (¢):
Fyy =) bu fiy) pour i=1,2,.. et F(y)=1limFi(y).
k=1 . A

Ainsi définies, les fonctionnelles F;(y) sont linéaires; en vertu
du th. 4 (Chap. I §, 3), p. 23, il en est donc de méme de la fon-
ctionnelle F (y).

Ceci établi, soient, conformément 2 Ihypothése, x, la suite
donnée et x une suite convergente satisfaisant & (18). En posant

Yo ={Ailx,)} et y ={A(x)}, on a y, C (c), y C(c) et ||y —3, /| <5,
done

23) |B(x)— B (%) = |F(3) — F (3,)| < | F|- ¢
et, comme A (x) = B(x), il vient |A (x,) — B (x,)| < |4 (x,) —
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— A(x) |+ B (x)— B(x,) |, d’ot, selon (18) et (23), [ A () — B (%) | <
< |F|-e4-¢ ce qui entraine I'égalité A (x,) = B (X,), q. {. d.
Les lemmes 3 et 4 donnent le

Théoréme 11. Si la méthode permanente B n'est pas plus
faible que la méthode permanente et reversible A, toute suite bornée
sommable par A est aussi sommable par B wvers le méme nombre*).

D’autre part les lemmes 2 et 4 donnent le

Théoréme 12. Si A est une méthode parfaite et B une mé-
thode permanente pas plus faible de A, toute suite sommable par A
est aussi sommable par B wvers le méme nombre?),

1) Pour une classe spéciale de méthodes reversibles, & savoir des mé-
thodes ainsi dites normales, ce théoréme a été trouvé par M. 8. Mazur (l.c,
Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 599—611, Satz VII). )

2y Pour les méthodes normales cf. S. Mazur, Uber eine Anwendung der
Theorie der Operationen’ bei der Untersuchung der Toeplitzschen Limitierungsver-
fahren, Stud. Math. 1I (1930), p. 40—50.
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Opérations totalement continues et associées.

§ 1. Opérations totalement continues.

Une opération linéaire U (x) s’appelle fotalement continue, si
elle transforme tout ensemble borné en ensemble compact.
Exemple. Si, pour i=1,2,..,n, X; désignent des fonction-

n

nelles linéaires et x; des éléments, Popération U (x) =2 X; (x) x
i=1
est totalement continue.

Théoréme 1. Le contredomaine de toute opération totalement
continue est séparable.

Démonstration. L’ensemble G, de tous les U (x) ou |x| < n
étant compact, donc séparable?l), il en est de m8me de 'ensemble

2 Gy, qui est le contredomaine de Popération U.
n=1

Théoréme 2. Efant donnée une suite {U(x)} dopérations
linéaires totalement continues, toute opération linéaire U (x) telle
que lim |U, — U| =0 est aussi totalement continue.

oo

Démonstration. Soient {x;} une suite bornée et {x;} une suite
extraite de {x;} par la méthode de la diagonale de facon que

lim U,(x;) existe pour tout # naturel. On a en conséquence pour
i—yoo

n=1,2, [ U (%) — U (%) | < | U (%) — Un(p) | +| Un(6e) —Unlx0)] +
+ | Unlxg) = U(x,)|, done | U(xp) — U(xg) | < U—Usl (| %5 |+ x4]) +

1) cf. p. ex. F. Hausdorff, L. c., p. 126.
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+ | Un(%p) — Un(x)|, d'oit évidemment lim | U (x,) — U (55) | = 0.
- G0, p—reo
Ainsi la suite {U (x;)} est convergente, ce qui implique la continuité

totale de P'opération U (x).

§ 2. Exemples des opérations totalement continues dans quelques
espaces particuliers. :

8i K (s, #) est une fonction continue pour 0 < s <1 et 0 <t
la fonction (de Ia variable s)

b

1
(1) u (s) :f}( (s, #) x (¢) dt

est continue, quelle que soit la fonction intégrable X (f). Regardée
comme opération définie dans un des espaces

@ - (M), (C), (L) et (LD) oix r>1,

et dont le contredomaine est situé dans un quelconque de ces
espaces, lopération (1) est totalement continue.

La démonstration s’appuie sur le théoréme suivant de Arzeli:

Pour quwune suite de fonctions continues {un(s)} renferme une
suite partielle uniformément continue, il suffit qu'il existe pour tout
nombre >0 un nombre 1>0 tel que linégalité [, — 85| < entraine
Linégalité |uu(s,) — un(s.)| < = pour tout n = 1,2 ...

Admettons en effet que [[x.(?)]| <1 et que Ion ait pour

1
0<s<C1 et n=1,2,..: u(s) :/K(S, 1) x.(t) dt. La continuité de
Q

K(s, t) implique Pexistence pour tout >0 d’un 1> 0tel que I'inéga-
lité s, —s,] <7 entraine | K (s, £) — K (s, )] < e pour 0 <t < 1.

1
Par conséquent |u,(s)) — u.(s,)| < !~/[K(Sl, 1)~ K (85, O] xu(t) dt | <
O
1

1
< s /txn(t) |dt, ce qui donne, en raison de 'inégalité / | xn(2) | dt <
0 0

< (| x. ||, tacilement vérifiable dans les espaces (2), | u.(s,) —
—ufs,)] < ¢, de sorte qu’'en vertu du théoréme de Arzeld on

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 7
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peut extraire de {u,l(s)},uhe suite uniformément convergente.
Or, toute suite de fonctions uniformément convergente étant dans
les espaces (2) convergente en méme temps suivant la norme
(qui y a été adoptée), il est démontré que Popération (1) y est
totalement continue.

On a, en particulier, les théorémes suivants:

Espace (C). Pour que Ulopération (1) soit totalement continie
dans (C), il suffit dadmetire que lon a pour tout sy

1

®) lim K (s, 8) — K (s, 1), df = 0.
"

En effet, pour tout = > 0 on déduit facilement de (3) Pexis-
1

tence d’un 71 >0 tel que |s, —s, <7 entraine /[ K (s, ) —
0

— K (85, V)| dt < ¢, ce qui implique, comme auparavant, la conti-
nuité totale de l'opération (1) dans ().

La condition (3) sera remplie p. ex., lorsque K (s, ) est une
fonction bornée et telle que l'on a lim K (s, f) = K (s,, ¢) pour tout
s, et pour presque tout 7. e

Notons enfin que l'opération

y(s) = ['K (s, 1) x (t) dt

0

est aussi totalement continue dans (C), si la condition (3) est
remplie.

Espaces (L"), K (s, t) étant une fonction mesurable pour 0 s <1
et 0 <t <1 etr désignant Uinférieur des nombres p et q—%i ol

p>1et g>1, si lon a

11
%) f f K (s,5) 1 ds dt < o,
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. Poperation (1) est totalement continue dans (L") et son contredomaine
est situé dans (L),

En effet, {K.(s, £)} étant une suite de fonctions continues, soit

n—soo

) lim J j VK5, £) — K (s, )71 ds df = 0.

1
L’opération y = U,(x) = / Ku(s, ) x (£) dt étant totalement con-
J |

. -
tinue pour x (C (L) et y (C (L), on a || Un(x) — U (x) |7 < / ‘ / (Kn —
0 {0

g(r—1 1

—K)x(t)dt‘ ds /{/ds [/1 K, — K\f—l a’t] 1. (f}x(z,‘) {rdt)‘f.
Or, comme + < p, on a (/Jx 3] |’dt> (/Jx (3] dt)ﬂ et
comme 7 < &—%-T, c. ad. L]_(f‘_r—wl) <1, on a [|[Ufx)— U] <
I 11 _r ]
<ln/0/u<n—1<v~l dtdsl

r—1 11
Tl done | U= U< | [ [
0 0
r—1

— K| dt ds] 7, d’ot, selon (5), lim || U, — U|| = 0, ce qui implique
n—>o0

en vertu du th. 2, p. 96, la continuité totale de U, c. a d. de ’'opé-
ration (1), ot u (s) = U (x) (C (L),
Remarque. En particulier, pour p =g =2 la condition

[/ K*(s, t) dsdt < 4 oo entraine donc la continuité totale de I'opé-

ratlon (1) pour x C (L®) et u(s) C (L®).

§ 3. Opérations conjuguées (associées).

Soient, comme d’habitude, £ et £, deux espaces du type (B)
et y = U (x) une opération linéaire définie dans E et dont le contre-
domaine est contenu dans E,.

Convenons de désigner par X et ¥ des fonctionnelles linéaires
définies respectivement dans E et E|.
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Considérons Pexpression Y[U(x)] ou Y est une fonctionnelle
quelconque définie dans E. Cette expression peut étre regardée
évidemment comme une fonctionnelle définie dans E. Posons
notamment

(6) X (x) = YU )]

Ainsi définie, la fonctionnelle X est additive et continue, car

ona | X ()| <|Y[U@I<]Y] Ul |x], dou

V) - xi<IYlUL

Or, la relation (6) entre X et Y constitue une nouvelle

opération B
X=U(Y),

dont le domaine est I'espace E, des fonctionnelles linéaires définies
dans E et dont le contredomaine est situé dans I'espace E de celles
définies dans E.

L’opération U(Y) s’appelle associde a U(x) (ou conjuguée avec
U (x)). En vertu de (7), elle est additive et continue.

Théoreme 3. U(Y) étant une opération associée & lopération
linéaire U (%), on a \U|=|U|.

Démonstration. On a d’une part pour tout x C E: | Y [U(x)]| <
<Y U |x], dou [T =|Y(U)|<|Y] |U] et par consé-
quent B

(8) U< U

D’autre part, étant donné un x, C E arbitraire, il existe en
vertu du th. 3 (Chap.1V, §2), p. 55, une fonctionnelle linéaire Y,
définie dans E, et telle que 'ona | Y, |=1 et | YU (x)] 1= U (x0) ],
donc IU(xo_)-l:] Y, [U(xo)]1<1ﬁli Yol']xoi:|7j!'§xoi7 d’ott

U (x,)| <|Ul | x| et par conséquent

) Ul < | UL
Les inégalités (8) et (9) donnent Pégalité, q. f. d.

Théoreme 4. Si Popération linéaire U(x) est totalement con-
inue, il en est de méme de opération associée U (Y): en d’autres
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termes, si | Y| <A, il existe une suite {¥,;} et une fonctionnelle

X telles que
(10) lim | U (Ya)— X|=0.

i~—»oo

Démonstration. Le contredomaine G E,; de opération. U (x)
contenant en verta du th. 1, p. 96, un ensemble dénombrable
dense, on peut selon le th. 3 (Chap. V, § 1), p. 79, extraire de
la suvite des fonctionnelles {Y,} ou | Y,| <M une suite partielle
{Y.)} convergente pour tout y C G. Posons donc llm YV, U (x)] =
= lim X,(x) = X (x) et soit x; un élément de E tel que Pon ait

oo

) lmi=1 et [X(6) = Xul)| > 5 | X — Xl

Or, si le théoréeme n’était pas vrai, c. & d. §’il existait un
nombre 1> 0 tel que | X— X, |>v pour tout £=1,2,.., on aurait
d’aprés (11), en posant pour abréger Y/ = Vi

et (comme |x;| = 1) il existerait une suite d’indices {%;} telle que
Hm U (xe) = 3,. On trouverait donc, quel que soit ¢ >0, un N
—roo

naturel tel que ’on ait pour tout i > N les inégalités |y, — U (xz)|<e
et | Vi, (y0) —lim V(o) | <, dolt | Vg, [U ()] — Lim ¥y, [U ()] <

Jee —»oo
LY [UER) = Yol | 1 Y fy0) —lim V(o) | +[1im Ve, [U(xe) — yol | <
Jyee Jyoo

< M-e+e+M-e ce qui est impossible en vertu de (12), le
nombre ¢ étant aussi petit que 'on veut.

§ 4. Applications. Exemples des opérations conjuguées dans
quelques espaces particuliers.

Espace (C). Si K(s,t) est une fonction continue pour 0-<s<{1
et 0 <t <1, Vexpression '

U (%) =fK(s, £) x (£) dt

est une opération continue.
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Soit Y(y) ot y (C (C) une fonctionnelle linéaire quelconque.
Comme définie dans (C), elle est donc (cf. Chap. IV, § 4, p. 61)

1
de la forme Y (y) =‘/y (t)d Y (t), ou Y(f) est une fonction a varia-
y v

tion bornée. La fonctionnelle X (x) =Y [U(x)] est également
linéaire dans (C), donc encore de la forme

(13) X (x) = j XX (),

oit X(¢) est aussi une fonction & variation bornée (et nous pou-
vons admettre que X (0) = 0). En posant par conséquent
1

(14) YO =U@=[Kenx@d,
on a pour toute fonction x (¢) C (C):

(15) j % (s)d X ()= f Y (s)d Y (s).

0
Considérons la fonction

1 pour O <{s<v
Xo, n(8) =
) 0 pour 'v+%\<s\<1

et qui soit linéaire pour v < s << v+ % Par substitution de Xo (s)
1
au lien de x(s) dans (14) et (15) on obtient /xy,n(s) adXx(s)=
ir ' 1 1 '
=[] /K6 0wty | 476 = [500 0 | [k nave)|d, aou,
L 0 0

1y en vertu du théoréme suivant sur la ycommutativité de I'intégration®
pour les intégrales multiples de Stieltjes dune fonction continue:
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par le passage ala limite avee 7 — o, on a pour s=0,1 et pour
tout point s ou la fonction X (s) est continue, donc dans tout point
de [0, 1], sauf tout au plus une infinité dénombrable de points,

(16) X (s) = ” JlK (s, 1) d Y(s)] ar;

or, la valeur de l’intégrale de Stieltjes (13) restant la méme,
lorsqu’on modifie la valeur de la fonction X(i) dans une infinité
dénombrable de points (excepté 0 et 1), on peut admetire que la
fonction X (s) est définie par la formule (16) dans [0, 1] tout
entier, donc qu’elle est continue pour 0 <(s <{1.

L’expression (16) peut étre considérée par conséquent com-
me représentation de l'opération associée U (V)= X. Il faut

I'entendre dans ce sens que, Y (s) étant une fonction & variation
1
bornée qui représente la fonctionnelle linéaire/y(s)d Y (s), la

fonction correspondante X (s) a variation bornée représente la

1 N
fonctionnelle linéaire / x(t)d X (t).
0

Etant donnée une fonction F (s,t) continue dans le carré K=[0,1; 0,1] et

deux fonctions g (t) et h(t) & variation bornée dans (0,1}, on a/‘fF (s,8) dg(s) dh(t) =
K

1 1 1 1
:f[/F(s, t)dg(s)] dh () :/[/F(s,t) dh(t)] dh (s).
0 0 9 10

La premiére de ces trois intégrales (U'intégrale double) est & entendre
comme la limite des sommes de la forme |

22 (5] )18 (Si11) — & (S 1A (t4,) — h (1)
"

(ou 0= So<81<...<Si<...<sm_H =1 et O=t, <t <..<t; <..<lt, =1,
les points s,/C[s, Sipal et 7 Clt » ti1q] étant arbitraires), lorsque la longueur

J
des plus grands des segments [sl, Syl et [t; ¢4 1] tend vers 0.

j7
La démonstration du théoréme en question coincide avec celle du théo-

réme analogue pour les intégrales de Riemann.
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Pour Vopération linéaire

1
U (x) = x (s) —[K(s, ?) x (t) dt
(avec la méme fouction K(s,f)) on a
t 1
U(Y)= Yt —j'dzfx(s,t)d ¥ (s) = X (£).

Espaces (L®). Si K(s,t) est une fonction mesurable pour
O0s<Clet0 <Lt 1etsilona

11
(17) K (5,) X (8) Y ()] <o
1]

9
pour tout couple x (§) (C (LW) et Y (s) C (L(‘I*l)) oup>letg>1,
T'opération

Ux) =y (s) :fl((s, t) x (¢) dt

est linéaire pour x (C L®) et y (C (L),
La fonctionnelle linéaire V dans I'espace (L) est de la forme

1
YO = [ Yy () ds,
0
*qi
ot Y(s) est une fonction appartenant a (L9') et on a

Y () :fY(s)ds-j'K(s, £) x (t) dt :fx(t) at 'fK(s, 1) Y (s) ds .
En posant .
(18) X = j K (s, 8) Y (s) ds,
on a ’

1 1
f)’(s)y(s) ds :j'X(t)x(t) dt.
0 0
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L’expression (18) peut &tre considérée comme représentation
de 'opération associée U (Y) = X,

Dans le cas particulier ou p =g > 1, l'opération associée
- a l'opération linéaire

1
U (x) = x (s) —fK(s, £ x (¢) dt
est de la forme ’

X=U) =Y ~f1<(s, £) Y (s) ds.

Espace (L). Les considérations qui précédent s’appliquent
également a 'espace (L). Si l'on a la formule (17) pour x ( (L)
et V' ( (M), expression

y=U(x) :fK(s, t) x () dt

est une opération linéaire pour x ( (L) et y (C (L).

L’opération associée est de la forme
1
X =U(Y) =f1<(s, £) ¥ (s) ds
0

1
ol Y (8) (C (M) représente la fonctionnelle linéaire/)’(s) v (s)ds
0
pour y (s) (_ (L), tandis que X (¢) C_ (M) représente la fonctionnelle
1
linéaire [ X (t) x (¢) dt pour x (t) C (L).
0

Pour un couple correspondant X, Y et x,y on a

fX(t)x(t) dt :fY(s)y (s) ds.



CHAPITRE VIL

Suites biorthogonales.

§ 1. Définition et propriétés générales.

Une suite d’éléments {x;} et de fonctionnelles linéaires {f;}
s’appelle biorthogonale, lorsque

1 pour i=j,
i X5 :I
) Jix) (0 pour i==j.

Etant donné un x (_ E arbitraire, la série
) , in'fi(x)
i=1

porte le nom du développement de x suivant la suite biorthogo-
nale {x:i}, {fi}. '

Dans le cas ou la suite {f;} constitue un ensemble total de
fonctionnelles (cf. Chap. III, § 3, p. 42) et la série (2) est pour
un x convergente, x est la somme de cette série; en effet, on a
alors pour tout j=1,2, ...

f,-[x _ j Py fl-<x>] — f(x) — f{) = 0.

Théoreme 1. Si la série (2) est convergente pour tout x (_E,
la série

S F )
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est aussi convergente pour tout x (_ E, quelle que soit la fonction-
nelle linéaire F.
Démonstration. En posant

®) Su=Nf F(x,

on a Sy(x) =2 fAx) F(x) = F{Z x,-~f,~(x)] , de sorte que la con-
i=1 =1
vergence de la suite {S,(x)} pour tout x est évidente.

Théoréme 2. Si les normes des sommes partielles (3) de la
série

@ N F o)

sont bornées dans leur ensemble, quelle que soit la fonctionnelle li-
néaire F, la série (2) est convergente pour tout x (_ E qui est la
limite d’une suite quelconque de combinaisons linéaires formées de
termes de la suite {x;}.

Démonstration. En posant

(5) 5u00) = ¥ i Ji(),

on a Fls.(x)] :g’?F(x,»)‘f,-(x) = Su(x) (voir (3)) et, comme par hy-

pothése |S.| << M oit M est un nombre indépendant de 7, on a
pour tout x(_ E en vertu du th. 6 (Chap. V, § 1), p. 80:
lim | s,(x)| < oo. Il existe donc en vertu du th.5 (Chap.V,§1),p.80,

n—>co

un nombre N, indépendant de 7 et de x, tel que [sq(x)|<<N-|x|.
Or, comme pour tout i =1,2, ... on a lim s,(x;) = X;, on éta-

T—yoo

blit par un raisonnement banal lexistence de lim s,(x) pour tout

n—oo

élément x (_ E qui satisfait a la condition de I’énoncé.

Théoréme 3. Si les normes des sommes partielles (5) de la
série (2) sont bornées dans leur ensemble, quel que soit x (_E, la
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série (4) est convergente pour toute fonctionnelle F qui est la li-
mite d'une suite quelconque de combinaisons linéaires formées de
termes de la suite {f:}.

La démonstration est analogue a celle du th. 2, qui précéde.

Théoréme 4. Dans les mémes hypothéses, si en outre {Xi}
est une suite fondamentale, la série (2) est convergente pour tout

x(_E.
Démonstration. On a, selon (5), lim|s.(x)] <oco pour tout
n-yoo
x (_ E et, de plus, lim sq(x) = x; pour tout i=1,2,.. La conver-
n—yoo

gence de la série (2) pour tout x (C £ en résulte en vertu des
" th. 5 et 3 (Chap. V, § 1), p. 80 et 79.

§ 2. Suites biorthogonales dans quelques espaces particuliers.

Envisageons a présent comment se comportent les suites
biorthogonales dans les espaces qui nous intéressent plus par-
ticuliérement.

Posons
1

(6) f xi(®) 9/ dt = {

Admettons de plus que {x{f)} soit une suite de fonctions
Vi

dans (L®) ot p>1 et {yi(f)} en soit une dans (L(Pii)); enfin que
ces suites y soient complétes (ou fermées).

1 pour i=j.
0 pour i=j.

Théoréme 5. Dans ces hypothéses, si la série

i=1

1
Nt) f Vit x () dt

est convergente en moyenne avec la p-iéme puissance, quelle que soit
la fonction x (t) (C (L®), la série

1

@ Sty [ty v 0 de

0
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p

est convergente en moyenne avec la 1 -iéme puissance pour toute

P
fonction y () C (L(P—l) ).
Démonstration. Soit

ﬁm=ﬁWMUMtwwme@%-

La série > x;- fi(x) est donc par hypothése pour tout x ( (L®)
i=1
convergente en moyenne (c. a d. selon la norme) avec la

p-iéme puissance. En vertu du th. 8, p. 107, la série Zﬁ-F(xi):
i—=1

- ; v
=Zy,~(t)fxi(z‘) y®dr ou y (&) C (L(P—l‘)) est par conséquent avec
i=1 0
p

la

l-iéme puissance convergente selon la norme (c. 4 d. en

moyenne) pour toute fonctionnelle linéaire F définie dans 'espace
(L®); il en est donc de méme de la série (7) pour toute fonetion

2
y&Ce ), e qt a
En particulier, lorsque x{¢) = y:(¢) C (L") ou 7 est le plus

grand des nombres p et P le théoreme qui vient d’étre éta-

p—1
bli entraine le corollaire suivant.
Si la série
1
(8) ;x,;(t) x{t) x (¢) dt
o 0

est pour tout x (_ (L) convergente en moyenne avec la p-iéme puissance,

v
elle Uest également pour tout x ( (L = )) avec la » f

1‘-ie‘me puis-
sance.

On peut y admettre p. ex. que x; ot i=1,2,... sont des
fonctions bornées.

Considérons maintenant le cas ol, dans I’hypothése (6),
{xd{t)} est une suite de fonctions intégrables et {y{f)} une suite
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de fonctions bornées pour 0-<?¢ < 1. Admettons enfin que la
suite {x(f)} soit compléte dans (L).

= 1
Théoréme 6. Dans ces hypothéses, sila série ) x,(t) f yi&) x (£)dt
i=1
0
est convergente en moyenne pour tout x(t)( (L), la série
oo 1 )
2 yi(t) f x(t) y (£) dt est bornée presque partout pour tout x (t) (_ (M)
i=1
0

et réciproquement,

Le démonstration est analogue a celle du th. 5, qui précéde:
on considére x; comme des éléments du domaine (L) et y; com-
me des représentants des fonctionnelles linéaires; on a recours
enfin aux th. 3 et 4, p. 107—108.

En particulier, lorsque x(f) = y(f), on a les corollaires:

1° Si la série (8), on xdt) = yLt) C (M), est convergente en
moyenne pour tout x (t) (C (L), elle est bornée pour tout x (¢) (M)
et réciproquement, ~

2° Si la série (8), ou x(t) = yil) (C(C) et {x:} est une suite
compléte dans (C), est uniformément convergente pour tout x (t) ( (C),
elle est convergente en moyenne pour tout x (t) ( (L) et récipro-
quement, ' '

La démonstration s’obtient: dans un sens, en considérant x;
comme des éléments du domaine (C) et y; = x; comme des repré-
sentants des fonctionnelles, et, dans le sens inverse, en regardant
. x{t) comme des éléments du domaine (L) et y; = x; comme des
représentants des fonctionnelles linéaires définies dans (L).

§ 3. Bases dans les espaces du type (B).

Une suite {x;} d’éléments de E s’appelle baset), lorsqu’il
existe pour tout x (C £ exactement une suite de nombres {7}
telle que l'on ait

1) Cette notion a été introduite dans le cas général par M. J. Schau-
der (Zur Theorie stetiger Abbildungen in Funktionalrdumen, Math. Zeitschr. 26
(1927), p. 47—65).
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X =Z i Xi.

=]

Etant donnée une base {x;}, soit £, I’ensemble des suites

y = {7} pour lesquelles la série_Z 7: X; est convergente. En po-

n !
27}, x,;, on montre facilement que E, ainsi
i

normé constitue un espace du type (B).

sant | y| = borne sup

1< n<loo

Posons ensuite

x=U(y) 22 X, pour toute suite y = {n} (C E,.

Ainsi définie, 'opération U (y) est linéaire, car| U(y)| < |y|,
est comme elle transforme £, en £ d’'une fagon biunivoque, I'opé-
ration inverse y = U~!(x) est également linéaire.

Enfin la fonctionnelle
Sy =" o x= >mix;
2

2

est aussi linéaire, car |7, x;| <2 |y| et |fi(x)] =] <[7x <
]
2 U~
‘\]xz,l Ul x|

Or, on a par conséquent
x= 3 x;f{x) pour tout x(__E
2

et, ce développement étant unique, on obtient I'égalité (1) (voir
p. 106), de sorte que la suite {x;},{f:} est biorthogonale.

Remarquons que pour toute fonctionnelle linéaire F définie

dans E la série ‘Zfi (%) F (x;) converge vers F (x), car on a pour

tout x (C E: Zﬁ(x) F(x,)~hmF{Zx, f[(x)} F (x).

R—yoo

On ne sait pas si tout espace du type (B) séparable admet une base.
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La question n’est résolue que pour certains espaces parti-
culiers. Ainsi p. ex. dans (L®) ol p >> 1 la base est donnée par
le systéme orthogonal de Haar. Dans (C) la base a été con-
strnite par M. J. Schauder!). Dans (V) ot p > 1 la base est
1 pour i=n
0 pour i=£=n;
on a alors fi(x)=¢§ pour x = {§}. Enfin dans (c¢) la base est
formée de la méme suite augmentée de I'élément x, = {{®} out
¢ =1 pour #=1,2, ... On a alors fy(x) = ,ll,m & pour x = {&} C (o).

fournie par la suite {x;} ol x;= {0} et £ :{

§ 4. Quelques applications @ la théorie des développements
orthogonaux.

Théoréme 7. Les suites {x:}, {fi} et {yi}, {¢:} étant biortho-
gonales et les équations fi(x) = ¢i(y) od i=1,2,.. admettant pour
tout x exactement une seule solution y = U (x), la convergence de

la série 3 h; x; entraine celle de la série 3 h; y; pour toute suite de
i=1

i=1

nombres {h;}.
Démonstration. On apergoit facilement que les égalités
lim x,=x, et lim y,=y, ol y,=U(x,) entrainent ’égalité y,=U(x,).

A-yoo R-yoo

En vertu du th. 7 (Chap. III, § 3), p. 41, 'opération y = U (x)

est par conséquent linéaire. En posant donc [U|=AM, on a

| U (x)] << M| x| et comme par définition U(x;) = y; pour i=1, 2,...,

il vient U(Z hi xi) =2 h: y; pour h; réels quelconques, ce qui im-
i=1 i=1

plique immédiatement la thése du théoréme.

Corollaire. {x(¢)} et {y{¢)} étant des suites orthogonales
normées de fonctions continues, si pour toute fonction continue x (f)

il existe une fonction continue unique y(ty telle que Uon ait
1 1 .
//' x{t) x (¢) dt = [ yit) y (t) dt, la convergence uniforme de la série

b

0

2 hi x{t) entraine celle de la série D h; yi(t).
i=1 =1

Y L e., Math. Zeitschr. 26 (1927), p. 48—49.
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Des corollaires analogues s’obtiennent pour d’autres espaces
fonctionnels 1),

Théoréme 8. Soient: {x;}, {fi} une suite biorthogonale, oi
{fi} est une suite totale, et {h;} une suite de nombres telle que, {u;}
€tant une suite de coefficients d'un élément x (c. a d. que a; = f,-()é)
pour i =1,2,..), {h; o} en soit une d'un élément y.

St dans ces conditions {B;} est une suite de coefficients d’une
fonctionnelle linéaire F (c. & d. que B = F (x)) pour i =12 .), la
suite {k; B;} Uest d'une fonctionnelle linéaire .

Démonstration. Le systéme d’équations Jix) = ki f{y) on
i=1,2,.. admet par hypothése pour tout x exactement une so-
Iution. Désignons la par y = U (x).

Les égalités lim x, = x, et limy, =y, ou y, = U (x,) entrai-

J RS n—yoo
nent évidemment I'égalité y, = U (x,). Par conséquent, en vertu
du th. 7 (Chap. III, § 3), p. 41, Popération U (x) est continue.
En particulier, on vérifie aisément que I'on a

)] U (x) = ki x; pour tout i=1,2 ..

Or, étant donnée une fonctionnelle linéaire F telle que
fi=F(x;) pouri=1,2,..., on a selon (9) F[U (x:)] = k: F (%) = h; By,
c. a d. que les nombres /% B; sont des coefficients de Iopération
@=U(F), c. q. f. d.

Remarquons que si x = lim x;, U (x) est en vertu de (9) la

i—yoo
limite d’'une combinaison linéaire de termes de la suite {x;}.

Comme une application facile de cette remarque, nous obte-

nous le

Théoréme 9. Soit {x{(t)} une suite orthogonale et normée
de }‘onctions continues, fermée dans Uespace (C).

Yy Cf S. Banach, Sur une propriété caractéristiqgue des fonctions ortho-
gonales, Comptes Rendus 180, Paris 1925, p. 1637 — 1640 et H. Steinhaus,
Sur quelgues appilications du calcul fonctionnel & la théorie des séries orthogona-
les, Stud. Math. 1 (1929), p. 191—200. »

8. Banach. Théorie des opérations linéaires. 8
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Si la suite de facteurs {h;} transforme toute suite {a;} de coeffi-
cients d'une fonction bornée en une suite {h;o;} de ceux d’une fonction
bornée, ‘elle transforme en méme temps toute suite {8;} de coefficients
d’une fonction continue arbitraire en une suite {h;B;} de coefficients
d'une fonction continue.

Le théoréme inverse est aussi vrai.

On a enfin le

Théoréme 10. Soit {x;(t)} une suite de fonctions bornées or-

thogonale, normale et compléte dans (VL(I#:1 ) ) ot p>1.

Si la suite de facteurs {h;} transforme la suite de coefficients
{oi} d'une fonction arbitraire x (¢) (C (LP) dans la suite {h; o;} de
ceux d'une fonction y (£) (C (L), elle transforme aussi toute suite

_ P
{B:} de coefficients d’une fonction arbitraire x(t)C(L(P—l)) dans

_ £
la suite {h; B} de ceux d'une fonction y (t) C(L(l’—l)). Si p = oo,
alors (L") = (M) 1),

1y Cf. W. Orlicz, Beitrige zur Theorie der Orthogonalentwicklungen
Stud. Math. I (1929), p. 1—39 et 241—255.



CHAPITRE VIII.

Fonctionnelles linéaires dans les espaces du type (5).

§ 1. Préliminaires.

Etant donné un espace vectoriel fermé d'éléments G ( E et
I'espace E de toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E,
il existe, cemme nous avons vu (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme),
pour un élément quelconque x, (C E — G une fonctionnelle linéaire
f(E telle que I'on a

flx)=1 et f(x)=0 pour tout x( Q.

Le probléme s’impose si, réciproquement, la relation analogue
ne subsiste entre les espaces I'C E de fonctionnelles linéaires et
les éléments de E. Plus précisément, il s’agit de savoir si, étant
donné un espace vectoriel fermé I"(C E de fonctionnelles linéaires
définies dans E, il existe pour une fonctionnelle quelconque
Jo (C E—T un élément x (_ E tel que lon ait

1) flx)=1 et f(x)=0 pour tout f([I.

Or, la réponse est, dans le cas général, négative.

Considérons, en effet, comme E l’espace (¢) des suites con-
vergentes de nombres réels, donec comme E Pensemble de toutes
les fonctionnelles linéaires définies dans (c),.et comme I celui de
toutes les fonctionnelles linéaires définies dans (¢) de la forme:

@ F@=Nub oi x={C© e >lu|<o.

i=1 i=1
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Ainsi défini, 7 est un espace vectoriel et fermé.

En effet, posons
(3) lim ij fn — f]| = 0,

n—yoo

ol

4) flz C I et fn(x) :Z agn) & pour n= 1,2, ..
i=1

Il s’agit de montrer que f( /. Or, (2) entraine lim || f, —f;|| =0,
p>oo, g5
d’ou, comme par définition fy(x) — fy(x) =2 (2 — a{9)&;, on conclut
i=1

de (8) en vertu du th. (Chap. IV, § 4), p. 66, que lim > | «{? — () | =0
. proe i=]
g>es

et, par conséquent, qu’il existe une suite {o;} telle que l'on

a lim 2o —a;|=0et 2|« <oco. On adonc pour tout x={&} ( (c)
i=1

n—yo i=1
Pégalité lim > a® & =2 o, d’on, selon (4), lim fu(x) =2 ;% et
n1—yoo [=1 i=1 n—yoo i—=1

comme selon (3) nlilor: | fa(x) — f(x)] <r}ir2 I fa—fil-1x] =0, il vient
S(x) :é,? a; & pour tout x (C (¢). La fonctionnelle f est donc de la
forme (_2), d’on finalement f (/.
Ceci établi, soit
5) . folx)= %1:2 ¢ pour x = {&} (C (o).
Lé fonctionnelle f, ainsi définie n’appartient évidemment pas

a I. Cependant il n’existe aucun x, = {£} (C (¢) satisfaisant aux

conditions (1), car (1) et (5) entrainant I'égalité lim &% =1, il est
i-yoo

impossible d’avoir pour toute suite de nombres {a;} satisfaisant
aux conditions (2) I'égalité D «; ¢ = 0 exigée par (1).
i=1

§ 2. Ensembles réguliérement fermés de fonctionnelles linéaires.

Un ensemble vectoriel I~ de fonctionnelles linéaires définies
dans un espace E du type (B) s’appelle réguliérement fermé, lors-



§ 2. Ensembles réguliérement fermés de fonctionnelles linéaires. 117

qu’il existe pour toute fonctionnelle linéaire définie dans E, mais
wappartenant pas a [, un élément x, (C £ qui remplisse les con-
ditions {(1).

L’exemple qui précéde montre que 'ensemble vectoriel fermé
de fonctionnelles linéaires n’est pas toujours réguliérement fermé.
Or, la réciproque est vraie: tout ensemble vectoriel de fonction-
nelles linéaires /" qui est régulidrement fermé est en méme temps
fermé dans le sens ordinaire (v. Introduction, p. 13) de ce terme.

En effet, soit
6) fo T pour n=1,2,..
ef
@ Tim f(fu = £y = 0.

Si dans ces conditions f, n’appartenait pas & I'ensemble /,
supposé vectoriel et réguliérement ferme, il existerait un x, £
satisfaisant & (1); d'aprés (6) on aurait donc en particulier fu(x,) = 0
pour 7 =1,2, ..., dou, selon (7), fi(x,) = lim fu(x;) = 0, contraire-

: A—»co

ment & (1). On doit donc admettre que f, C 7, c. a d. que Uen-
semble [ est fermé.

1l est facile de donner des exemples d’ensembles réguliere-
ment fermés. Soit, en effet, £ un espace du type (B) et G CE
un ensemble vectoriel, d’ailleurs arbitraire. L’ensemble I des
fonctionnelles linéaires f définies dans E et telles que

f(x)=0 pour tout x(C G
est, comme on l’apercoit aisément, réguliérement ferme,

Remarque. Si lensemble /" en question est non seulement
vectoriel et réguliérement fermé, mais en outre total, il contient
toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E.

En effet, la définition de l’ensemble total (voir Chap. 1.,
§ 3, p. 42) implique que le seul élément de £ pour lequel toutes
les fonctionnelles f(_ I s’annulent est I'élément ®.

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des propriétés
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que possédent les ensembles réguliérement fermés de fonction-
nelles linéaires?).

§ 3. Ensembles transfiniment fermés de fonctionnelles linéaires.
Etant donnés un nombre ordinal quelconque ¢ qui est un
nombre-limite, c. a d. n’ayant pas de précédent immeédiat, et une
suite bornée de nombres réels {C;} dutype 9, c. a d. ou 1 <TE<Y,
on appelle limite transfinie supérieure de {C} et on désigne par

lim Ct la borne inférieure des nombres réels ¢ satisfaisant & I'iné-
e

galité C; <t a partir d’un indice (ordinal) qui dépend de t. La
limite transfinie inférieure de {Cy) est ensuite définie par la formule
lim Gz = — lim (— Cy).
) oty
Lemme 1. Si lon a pour une suite {fi} du type ¥ de fon-
ctionnelles linéaires
[fl<M pour 1 LE<H,

il existe une fonctionnelle linéaire f remplissant les conditions:
@) [fI<M et limfe(x) <f(x) < 11m fe(x) pour tout x (_ E.
e ¥

La démonstration résulte du th. 1 (Chap. II, § 2), p. 27, en
y posant p (x) = ﬁrﬁfg(x). La fonctionnelle p (x) satisfait en outre
E>9

a linégalité p (x) < M| x].

Ce lemme établi, nous appellerons une fonctionnelle linéaire
f(x) remplissant les conditions (8) limite transfinie de la suite
o).

~ En particulier, lorsque hm lfa—fl=0,1la fonctionnelle f(x)

est évidemment une limite tran%flme de la suite {fn(x)} car on
a lim f(x) = f (x) = lim f.(x) pour tout x ( E.
ISoo n—ryoo

A—yoo

1) Cf. 8.Banach, L c., Studia Mathematica I, p. 228—234, ou se trou-
vent les théorémes des §§ 3—5 de ce chapitre.
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Un eépace vectoriel /° de fonctionnelles linéaires est dit
transfiniment fermé, lorsque toute suite transfinie {/} de fon-
ctionnelles de /7 a4 normes bornées dans leur ensemble admet
une limite transfinie f( /.

Tout espace / transfiniment fermé est en méme temps fermé
au sens ordinaire.

En effet, les formules (6) et (7) donnent alors lim fu.(x) = f,(x)

) A—>eo
pour tout x (C E et comme toute fonctionnelle f qui satisfait
a la condition lim f,(x) < f(x) < hm fo(x) est dans ce cas iden-

n*>°<>
thue avec la fonctionnelle f, cette derniere, comme la seule li-

‘mite transfinie de la suite {fx}, appartient a l’espace [, qui est
par conséquent fermé.

Lemme 2. Efant donnés un espace vectoriel et transfiniment
fermé [ de fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonction-
nelle linéaire f, nappartenant pas a I, il existe pour chaque nombre
M satisfaisant ¢ la condition

9) O<M<|f—fy| pour tout f(C I

un élément x, (_ E tel que l'on a

Jo{xo) =1, f(x,)=0 pourtout f(C_ I et |x,| <}1‘7].

Démonstration. {M:;} ou M, = M étant une suite infiniment
croissante quelconque de nombres, désignons par s le plus grand
nombre cardinal satisfaisant a la condition suivante: étant donné
un ensemble quelconque G (C E de puissance <m, il existe une
fonctionnelle linéaire f (I telle que

0) [f| <M, et |f(x)—fux)| < M |x| pour tout x( G.

Le nombre m ainsi défini—remarquons le de suite—ne dé-
passe pas la puissance de E, car, s'il existait un f( I tel que
| f(x)—fo(x)| < M- | x| pour tout x (C E, on aurait | f—f, | < M, =M,
contrairement a ’hypothése (9).
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Ceci dit, nous allons montrer que m est un nombre fini.

Supposons, en effet, que m ne soit pas fini et considérons
un ensemble quelcorique G (_ E de puissance nt. Rangeons les
éléments de G en suite transfinie {x¢} ot 1 < £<9¥, en désignant
par v le plus petit nombre ordinal de puissance m; évidemment
+ est un nombre-limite. En consequence, pour tout nombre or-
dinal 7 <% la puissance de I'ensemble des termes de la suite {xe}
ou 1 <&<7 est<<m. Par définition de m il existe donc pour
tout 1 <4 une fonctionnelle linéaire f.,z (I telle que

(A1) [frl <M, et |[folxe)— folxe) < M,-| x| pourtout &<

et, /" étant par hypothése transfiniment fermé, il existe une fon-
ctionnelle linéaire f(C I" qui est une limite transfinie de la suite
{fn} o0 1 <<V, done, d’aprés (11), qui satisfait aux conditions
| f] < M, et f(xy) — folee) <My x| pour 1 <E<<9, c.ad. aux
conditions (10). Ainsi, en supposant m non fini, il existerait
pour tout ensemble G (_E de puissance m un f(_ /I satisfaisant
a (10), contrairement & la définition de m.

Or, m étant fini, il existe un ensemble fini G, (C E tel gu’au-
cune fonctionnelle f assujettie aux conditions

f—fl <My et [f(x)—fo(x)| < My-|x| pour tout x( G,

~n’appartient a [,

On en déduit aisément par induction lexistence dans E
d’une suite {G;} d’ensembles finis tels qu’aucune fonctionnelle
f qui, pour un certain &, remplit les conditions

\f—fol < My et [fx)— folo)| < Mi| x| pour x(_Gi et i<k
n’apparﬁent a /. Par conséquent, si Pon a pour un f:
(12) |fx)—fio) | < M| x| pour x( G; ef i=1,2 ..,

la” fonctionnelle f n’appartient pas a /.
Nous pouvons admetire que les éléments des ensembles G;

M
ou i=1,2,.. ont les normes égales aMl il suffit & ce but de
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multiplier ces éléments par des nombres convenables. Si 'on
range ensuite les éléments de ces ensembles en une suite {x,},
en écrivant d’abord ceux de G, puis ceux de G, et ainsi de suite
on obtient

i3y limx,=06 et |x,| <1 pour tout n=1,2,..

n—eo
et si

(14) fCen) — folxn) | << M, pour tout n=1,2,..,

la fonctionnelle f n’appartient pas & /.

Désignons par G, Vensemble de toutes les suites {f (x.)}
pour f( I. On a évidemment G, ( (¢) et {f,(x:)} C (¢). En vertu
de (14), la distance de {f,(x.)} a I'ensemble linéaire G, est > M,.
Vu la forme générale des fonctionnelles linéaires dans l'espace
{c) (cf. Chap. IV, § 4, p. 66), il existe donc en vertu du lemme
(Chap. 1V, § 3), p. b7 (en y posant G = (), une suite de nombres
{C,} et un nombre C tels que l'on a

(15) Clim () + 3, Cu o) =1,

(16) Clim f{(x,;)+ E Cof(xn) =0 pour tout [T
n—yoo et
et

S 1
17 1Cl+ 3 Cal <.
n==1 Ml

En posant donc x, =2 C, x,, on obtient finalement de (15)—(17),

n=1

en vertu de (18), fo{x,) =1, f(x) = 0 pour tout [f( /[ et

1':—2 ¢c. q. £ d.

%0 <Z| Cal- ] < = 54

Le lemme 2 qui vient d’étre établi implique le suivant

Lemme 3. Les notions despaces wvectoriels de fonctionnelles
linéaires réguliérement fermés et de ceux trasfiniment fermés sont
équivalentes.
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Démonstration. Si un espace vectoriel /° de fonctionnelles
linéaires est transfiniment fermé, il est fermé au sens ordinaire,
ee qui implique immédiatement en vertu du lemme 2 que / est
un espace régulierement fermé.

Réciproquement, soient /" un espace vectoriel réguliérement
fermé de fonctionnelles linéaires, {f;} une suite arbitraire du
type ¥ de fonctionnelles appartenant & /" et dont les normes sont
bornées dans leur ensemble, enfin f, une fonctionnelle quelcon-
que qui est une limite transfinie de la suite {f;}. On a donc

(18) lim fe(x) < fy{x) < lim fe(x) pour tout x (_E.
9 97

Si en conséquence f, n’appartenait pas a 7/, il existerait par
détinition de /" un élément x (_ E assujetti aux conditions (1),
p. 115, d’ot, en particulier, fy(x) = 0, contrairement a (18). On
a donc f, (I, de sorte que /I  est transfiniment fermé.

Les lemmes 2 et 3 donnent le

Théoréme 1. Ltant donné un espace vectoriel réguliérement
fermé I' de fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonction-
nelle linéaire f, n'appartenant pas a I', il existe pour chaque nombre
M satisfaisant @ la condition

0<M<|f—f,| pour tout f(C I

un élément x, (_ E fel que l'on a
: 1
folxo) =1, f(x,) =0 poar tout f(_ I el | x| <;4 .

§ 4. Convergence faible des fonctionnelles linéaires.

On dit qu’'une suite {f,} de fonctionnelles linéaires converge
faiblement vers la fonctionnelle f, lorsquon a

lim Sa(x) = f(x) pour tout x(_ E.

La fonctionnelle f porte alors le nom de limite faible de la

suite {f.}.
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La fonctionnelle f(x) est donc additive et mesurable (B);
selon le th. 4 (Chap. I, § 8), p. 23, elle est donc linéaire. D’autre
part, en vertu du th. 5 (Chap. V, § 1), p. 80, la suite des nor-
mes {|f.|} est bornée. Enfin, on a

(19) |f1<1lim |fa],
n—yoo
car la convergence faible de la suite {f.} vers f entraine
lim |f,{x)| = | f (x)| pour tout x, et comme |fu(x)| <|fr!"|x]| pour
R—rco

n=1,2,..,o0nal|f(x)]<|x|lim|f,|, dot la formule (19).

R—yoo

On en déduit aisément le

Théoréme 2. Pour quune suite {f.(x)} de fonctionnelles li-
néaires converge faiblement wvers la fonctionnelle f(x), il faut et il
suffit que Uon ait simultanément

(20) la suite {|f.|} bornée
et
(21) lim f, (x) = f(x) pour tout élément x d'un ensemble

dense (ou fondamental).

Théoréme 3. Si lespace E est séparable, toute suite de fon-
ctionnelles linéaires {f,} dont [l'ensemble des normes est borné con-
tient une suite partielle faiblement convergente.

Démonstration. 1l suffit, en effet, d’extraire de la suite {f4}
une suite partielle, convergente dans un ensemble dense dénom-
brable, ce qui est facile de faire par le procédé de la diagonale.

§ 5. Ensembles faiblement fermés de fonctionnelles linéaires
dans les espaces du type (B) séparables.

Etant donnés deux ensembles de fonctionnelles linéaires 4
et "ou 4 (T, ’ensemble 4 est dit faiblement dense dans I, lors-
que pour tout f(_ 7" il existe dans 4 une suite {f.} qui conver-
ge faiblement vers f.
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I'ensemble /7 de fonctionnelles linéaires s’appelle faiblement
fermé, lorsque I admet comme élément toute fonctionnelle f qui
est la limite faible d’une suite de fonctionnelles appartenant a /.

Théoréeme 4. Si lespace E est séparable, tout ensemble I' de
fonctionnelles linéaires définies dans E- contient un sous-ensemble
dénombrable 4 faiblement dense dans I

Démonstration. On peut se borner au cas ou les normes
des fonctionnelles de /” sont bornées dans leur ensemble, car
tout ensemble de fonctionnelles est une somme tout au plus
d’une infinité dénombrable d’ensembles ayant cette propriéte.

Soient {x,} la suite dense dans £ et Z, pour n=1,2, ..
I'ensemble des points de I'espace n-dimensionnel & coordonnées

(22) Fx), ), e, J(xn)

pour tous les f(_ /. 1l existe évidemment pour tout n un en-
semble dénombrable 4, (I tel que les points & coordonnées (22)
pour f( 4, forment un ensemble dense dans Z. L’ensemble

4 =2 4, est évidemment dénombrable et il existe pour tout f I

n=1

ane suite {f.} satisfaisant aux conditions f, (C 4, (_ 4 et |fulx) —
1 -
—f(xi)]\’; pour tout i=1,2,.,, n, donc qui converge faible-

ment vers f, puisque, les fonctionnelles f, appartenant & 4 (7,
Vensemble de leurs normes est borné par hypothése.

Théoréme 5. Pour les espaces E du type (B) séparables les
notions d’ensembles de fonctions linéaires (définies dans E) régulié-
rement fermé et faiblement fermé sont équivalentes.

Démonstration. -Soit, d’'une part, {f»} une suite de fonction-
nelles linéaires appartenant a /" et qui converge faiblement vers
une fonctionnelle f,. On a donc

(23) lim fu(x) = f(x) pour tout x (_ E.

Si f, nappartenait pas a 'ensemble 7, supposé réguliérement
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fermé, il existerait par définition de cette notion un élément x, CE

satisfaisant anux conditions
24 fox) =1 et f(x,) =0 pour tout FC I

Comme [, (_ [, on aurait par conséquent fu(%y) =0 pour tout
n=1,2, .., dot, en vertu de (23), fo(x,) =0, contrairement a (24).
Il en résulte que f, (I Pensemble /" est donc faiblement fermé '),
D’autre part, en vertu dun lemme 3, p. 121, il suffit de
montrer que Iensemble /, supposé faiblement fermé, est transfi-
niment fermé. ‘
Soient {f:} une suite du type ¥ telle que

(25) S CT et |fe] <M on 1<E8<¥

et {x;} une suite dense dans E. 1l existe, en raison de I’hypothése,
pour tout z naturel un &, ordinal tel que

L
n

(26) lim fe(x) — - << fﬁn(x") \<—1£I§L} Je(x:) —i——}; pour 1<i<n.

g2

Or, I'espace E étant séparable, on peut en- vertu du th. 3,

p. 123, extraire de la suite {fEn} une suite partielle faiblement

convergente. En désignant par f la limite faible de la suite {fg”},

on a en vertu de (25) f(_ [ et, en méme temps, on conclut de
(26) que f est une limite transfinie de la suite {fel-

Les théorémes 1, p. 122, et 5, qui vient d’éire établi, entrainent
immédiatement le

Théoréme 6. Si lespace E du type (B) est séparable, alors
étant donné un ensemble vectoriel faiblement fermé I de fonctionnelles
linéaires définies dans E et une fonctionnelle linéaire quelconque. f,
wappartenant pas & I, il existe pour chaque nombre M satisfaisant

a la condition
0< M<|f—f,| pour tout f(C I

) On voit donc que la séparabilité de E p’intervient pas dans cette
partie de la démonstration.
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un élément x, (_ E tel que l'on a

Jo(x0) =1, f(x,) =0 pour tout fC T et |x,|< Mi

Le th. 5 entraine en vertu du lemme 3, p. 121, léguivalence
des notions d’ensembles régulicrement, transfiniment et faiblement
fermés de fonctionnelles linéaires dans les espaces E du type (B)
séparables.

Il en résulte, en tenant compte de la remarque, p. 117,' le

Théoréme 7. Si lespace E du type (B) est séparable et I est
un ensemble de fonctionnelles linéaires définies dans E, non seulement
vectoriel et faiblement fermé, mais aussi total, alors I contient toutes
les fonctionnelles linéaires définies dans E (c. a d. I = E).

§ 6. Conditions pour la convergence faible des fonctionnelles
linéaires définies dans les espaces (C), (LP), (c) et (I'»).

Nous passons a étudier successivement la convergence faible
des fonctionnelles linéaires dans quelques espaces particuliérs du
type (B) séparables. Tels sont les espaces (C), (L(») pour p > 1,
(c) et ({{”) pour p > 1. ,

L’ensemble dense dénombrable constituent: dans (C) et (L()
les polynémes a coefficients rationnels, dans (¢), resp. dans ({(»),
les suites de nombres rationnels dont tous les termes a partir
d'un indice suffisamment élevé restent constants, resp. sont
égaux a 0.

Espaces (LY”) ok p>1. Toute fonctionnelle linéaire f(x)
définie dans (L{) étant (cf. Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme

1

@7) fx Oa@®dt oi a(t)C @),

0

la suite des fonetionnelles

1

(28) {fn(x)}={ JRCEC dt} oir an(ty (L5

0
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converge faiblement vers la fonctionnelle (27), lorsqu’on a

1 1
(29) lim f X (t) o) dt = f x () o (b) dt

pour toute fonction x (¢) (C (L(P).

Or, on peut montrer aisément que pour la convergence faible
de la suite (28) vers la fonctionnelle (27), il faut et il suffit que
lPon ait simultanément:

(30)  la suite { f gty dzf} bornée

et

u u

G lim | ad®) dt:{a () dt pour 0<u <1V,
0

@

La démonstration résulte du th. 2, p. 123, étant donné que

p—1 .
Pon a || fu|= [[] an(t) jp-1 dt} , que, en outre, les fonctions x,(f)
définies pour 0 < # < 1 par les conditions

j 1 pour 0<t<u
xu(t) = f
* | 0 pour u<t<1

forment un ensemble total dans (L(”) et enfin que fxu(t) on(Z) dt—

fa,l(t) dt pour tout n=1,2,.

Espace (L). Toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans
(L) étant de la forme

. A
(32) F(x) = j x®a@dt oi () C (M)
0
(cf. Chap. IV, § 4, p. 65), la suite des fonetionnelles

~ ") Ces conditions ont été données par F. Riesz, L. c., Math. Ann. 69
(1910), p. 449—497.
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1

(88) {fulo)} = »{ f % (1) au(t) dt} o an(t)y C (M)
0
converge faiblement vers la fonctionnelle (32), lorsqu’on a

1 1
(34) lim }'x (t) o) dt = { x @) o@)dt pour tout x(t)(C (L).

On monire comme dans le cas qui précéde que pour la con-
vergence faible de la suite de fonctionnelles linéaires (83) vers la
fonctionnelle (32), il faut et il suffit d’avoir simultanément:

(85) les fonctions de la suite {a,(t)} bornées dans leur ensemble, en
dehors tout au plus d’'un ensemble de wvaleurs de t de .mesure lebes-
guienne nulle,

u u

@6)  lim | an(t) dt = J W (t)ydt pour 0<u<1Y).
h—>oo
0 0

Remarque. Les conditions (30) et (81) sont évidemment
nécessaires et suffisantes pour que l'on ait la propriété (29).
Il en est de méme des conditions (35) et (36) pour la propriété (34).

Espaces (i) oi p >1. Toute fonctionnelle linéaire f(x)
définie dans ([(#)) étant de la forme
r
(l(l’-'l )) pour p>1

37 X) = 4] E,’ od'x: Ei 1(P)) et o;
CONICEDY G et @y C| R
(cf. Chap. IV, § 4, p. 67—68), 1a suite des fonctionnelles

f (l(l’_i“’)) pour p>1

:j cX)or- ; L {0y
(38)  {fu()} \ Z 'in 51} ou {‘"}C[ My  pour p=1

i=1

converge faiblement vers la fonctionnelle (37), lorsqu’on a

oo oo

(39)  lim » o §; :2 a; & pour tout x = {&} C (IP).
1 i—1

ook
N 1=

1y Ces conditions ont été trouvées par M. Lebesgue.

T
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Pour que la suite des fonctionnelles linéaires (38) converge
faiblement wvers la fonctionnelle (87), il faut et il suffit que lon ait
simultanément

{31 SRS

(40) la suite: bornée,

{borne sup |ou|} pour p=1
1o

(41) lim o, =9, pouwr i=1,2,..

fi—»so
La démonstration résulte du th. 2, § 4, p. 123, en s’appu-
yvant sur le fait que les éléments

1 pour i=j

%= &) o &”zi 0 pour iz5j

forment une suite ftotale dans () et que lon a en outre
Jn(%X;) = @jn pour tous j et n naturels; on tiendra compte enfin de
la représentation de la norme des fonctionnelles linéaires dans
les espaces (I®), donnée p. 68. '

Remarque. Les conditions (40) et (41) sont en méme temps
nécessaires et suffisantes pour (39).

Espace (c). Vu la forme générale des fonctionnelles linéaires
définies dans (¢)

(42) f(x) = Alim ¢ —I—Ea; G oor x={EC© et o W)

i—>oo

(cf. Chap. 1V, § 4, p. 66), la suite des fonctionnelles linéaires

43y {fi{x)} = {An_lim & +E Cin 55} otz {ouiny (Z)‘ pour n=1,2, ...
oo i=1

converge faiblement vers la fonctionnelle (42), lorsque

(44) lim EA,Z lim &4 Sas, sl} =Alim&+ St pour tout x={ty C (o).
1300 oo = I—poc pisicy

On monire facilement que pour la convergence faible de la suite
(43) vers la fonctionnelle(42), il faut et il suffit & avoir simultanément

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. a
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(45) la suite{ | tin | } bornée

46) limA,=A4 et limoy,=u90 pour tout i=1,2,..

n—oa . n-yoo

§ 7. Compacticité faible d’ensembles bornés dans certains es-
paces.

Les résultats qui précédent permetient de déduire en vertu
du th. 3, p. 123, les théorémes suivants.

Pour (LW) ok p=>1. Toute suite de fonctions {a,(t)}, on
a,(¢) (C (LW), assujettie a la condition

f; on(t) [P dE < M,

Q

oir. M est un nombre indépendant de n, contient une suite partielle
{onft)} telle que lon a pour une fonction ay(t) C (L®):

lim f an(t) % (£) df = f u() x(t) dt pour tout x (&) C (LFD),

1
En effet, les expressions/an(t)x (¢) dt pour tout n=1,2,..

0
peuvent étre regardées comme des fonctionnelles linéaires définies

P
dans (L(F“l)). I’ensemble de leurs mormes étant borné et 'espace

(L(l’pTl) ) étant séparable, on peut d’aprés le th. 3, p. 123, extraire
de la suite {a,(¢{)} une suite faiblement convergente; on n’a en-
suite qu’a appliquer ’énoncé établi pour les espaces (L®)) au § 6,
p- 127. .
Pour (M). Toute suite de fonctions {o,(t)} o o,(t) C (M)

1) Ce théoréme est dd & M. F. Reisz, 1. c., p. 466—467.
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dont les normes sont bornées dans lewr ensemble contient une suite
partielle {a,(t)} telle que l'on a pour une fonction a.(t) (C (M):

lim f an(t) x (¢) dt = f o (t) x(£) dt pour tout x(£) (C (L).

La démonstration est analogue a la précédente.
Pour (I¥) o p>1 et (m) on a des théorémes analogues.

§ 8. Fonctionnelles linéaires faiblement continues définies dans
les espaces des fonctionnelles linéaires.

F(f) oun fCE désignant une fonctionnelle définie dans
Pensemble £ de toutes les fonctionnelles linéaires (définies dans
E supposé un espace du type (B)), nous appelons la fonctionnelle
F(f) faiblement continue, lorsqu’on a lim F (fx) = F (f) pour toute

fiboo

suite {f»} de fonctionnelles linéaires faiblement convergente vers f. _

Théoréme 8. Si lespace E du type (B) est séparable et la
fonctionnelle linéaire F (f) définie pour f ( E est faiblement conti-
nue, il existe un élément x, C E tel que l'on a

47) F(fy=f(x,) pour tout f(C E.

Démonstration. I" désignant I'ensemble de toutes les fon-
ctionnelles f( E qui remplissent I’équation F (f) =0, la continu-
ité faible de F a pour conséquence facile que I” est un ensemble
faiblement fermé. On peut évidemment admettre que ['=£ E. Soit
donc f, une fonctionnelle linéaire remplissant I'équation

(48) F(f)=1.

Il en résulte en vertu du th. 6, p. 125, 'existence d’un x, CE
tel que 'on a

49)  fulx)=1 et f(x)=0 pour tout FC I
Or, Pidentité

60) f=fo F(f)+v pourtout fCE, oi ¢=f—f, F(f),
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donne, selon (48), F(p) =0, d’oit 9 (I et par conséquent, d’ap-
rés (49), ¢ (x,) = 0, ce qui entraine en vertu de (50) la propriété
(47), q. £. d.

Remarque. Si lespace E n’est pas séparable, le th. 8 reste
vrai, pourvu que la fonctionnelle F (f) soit linéaire et 'ensem-
ble désigné par [ soit réguliérement fermé (ce qui permet de
faire appel dans le raisonnement au th. 1, p. 122, au lieu du th. 6,
p. 125).



CHAPITRE IX.

Suites faiblement convergentes d’éléments.

§ 1. Définition. Conditions pour la convergence faible des
suites d’éléments.

Une suite {x,} d'éléments de E s’appelle faiblement convergente
vers I'élément x (_ E, lorsqu’on a

lim f (%) = f (x) pour tout f(E,

c. 4 d. pour toute fonctionnelle linéaire f définie dans I'espace
donné E.

Théoréme 1. Pour que la suite {x,) converge faiblement vers
X, il faut et il suffit d'avoir simultanément

(1) la suite {|x,.|} bornée
et
(2) lim o (x.) =9 (x) pour tout ¢ 4 ou A estunensemble

dense dans E.

Démonstration. La nécessité de (1) résulte du th. 6 (Ch.
V., § 1), p. 80, et celle de (2) est évidente.

Pour en démontrer la suffisance, considérons une fonction-
nelle quelconque f(C E. En vertu de (2), il existe alors pour
£

tout nombre ¢ >0 une fonctionnelle ¢ (C 4 telle que |9 —f| < oM

ot M désigne la borne supérieure des nombres |x.| et |x|, qui
existe d’aprés (1). Par conséquent |f(x — x.)| <|9 (x—xa)|+
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+ |x Y| |9 (X —x2)| 4 ¢ comme lim ¢ (x,)=¢(x) et
R—roa
est arbltralre, on en conclut que lim f(x,) = f(x), e. & d. que la
n—yoo

suite {x.} converge faiblement vers x.

Remarque. 11 suffit d’ailleurs d’admetire de 4 que les com-
binaisons linéaires formées de fonctionnelles appartenant a len-
semble 4 constituent un ensemble dense dans E.

Théoréme 2. Si la suite {x,} converge faiblement vers x, il
existe une suite {g,} de combinaisons linéuires d'éléments de {%xa}

telle que lim g, = x.
oo

‘ La démonstration résulte du th. 6 (Chap. IV, § 38), p. 58,
et de la définition de la convergence faible des suites d’6léments.

§ 2. Convergence faible des suites d’éléments dans les espaces
(C), (L®), (c) et (1),

Envisageons a présent la convergence faible des snites d’élé-
ments dans les espaces particuliers les plus importants.

Espace (C). Etant donnée la forme générale des fonction-
nelles linéaires définies dans (C) (voir p. 61), pour quwune suite
de fonctions continues {x.(t)} converge faiblement vers la fonction
continue x (t), il faut et il suffit que lon ait

1

1
®) lim [6.(6) dg(®) = [ x (&) dg(t)
' 0 0 ,

pour toute fonction g (t) & wvariation bornée.

Il en résulte que pour la convergence faible d’une suite de
fonctlorzs {x2(2)} ot xu(¢) C (C) wvers la fonction x (t) _ (C) il faut
et il suffit d'avoir simultanément

(4) les fonctions x,(t) oa n=1,2,.. bornées dans leur en-
semble,

() lim 5u(t) = x (&) pour tout ¢ [0.1].
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En effet, la nécessité de (4) résulte du th. 1, p. 133, et
celle de (5) est une conséquence du fait que, £, désignant un
point arbitraire de [0,1], la fonctionnelle f(x) = x (¢,) est linéaire,
d’ott limf(xn) = f(x) et par conséquent lim Xa(to) = x (£,).

La suffisance consiste en ce que les conditions (4) et
(5) entrainent P'égalité (3) pour toute fonction g (£) a variation
bornée (cf. Introduction, § 5, p. 7).

Ceci établi, on obtient du th. 2, p. 134,le théoréme suivant:

Si une suite de fonctions continues {x,(t)} ot 0 <t < 1 est
bornée et converge partout vers une fonction continue x (t), il existe
une suite de polynomes formés de termes de la suite {x,(t)} et qui
converge vers x (t) uniformément.

Cest une propriété remarquable de lespace des fonctions
continues et qui est en défaut p. ex. déja pour les fonctions de
la premiére classe de Baire.

Espaces (LW o p > 1. La suite {x.(t)} ot x.(t) C (L®) con-
verge faiblement vers x (t) (C (LW), lorsquon a

1

lim (%) o (¢) dt = f X () o (t) dt
0 » 0

pour toute fonction o (t) (L(I:i) ).

Il en résulte en vertu de la remarque, p. 128, le théoréme
suivant:

Pour la convergence faible d'une suite de fonctions {x.(f)} oi
xa(t) (C (L) vers la fonction x (t) (C (L), il faut et il suffit d’avoir
a la fois 1

(8) la suite { f [ xa(2) P dt} bornée
et 0

u u

(M) lim %) dt = f x (tydt pour 0<u<17).
0

Ao

1) Ce théoréme a été démontré par M. F. Riesz, 1. ¢, Math. Ann. 69
(1910), p. 465—466.
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Espace (L). La suite {x,(t)} converge faiblement wvers x,(t)
o Xn (L), 6, C (L) et 0Lt 1, lorsqu'on a
1 1
(8) lim | xu(?) o (7) df — j %) o (t) dt
% 5
pour toute fonction bornée o (t).
Il en résulte le théoréme suivant:

Pour la convergence faible de la suite de fonctions {x,(f)}
appartenant a (L) vers la fonction x (¢) (C (L), il faut et il suffit
que les conditions suivantes soient remplies simultanément:

1
(9) la suite { } | xn(2) ] dt} est bornée,
0

10y il existe pour tout nombre ¢ > 0 un nombre 1> 0 tel que
lon ait

ifxﬂ(t)dtl <e o n=1,2, ..
H

pour tout ensemble H de mesure <1 de valeurs de t%),
?I u
(11) lim} Xult) dt :fxo(t) dt pour 0<u<1,
Ao ]
0 0

. 1
En effet, (8) équivaut a I’égalité lim /[xﬂ(t)—xo(t)]a.(t) dt =0
n——>°<>0

pour a (£) (C (M); le théoréme en question s’en déduit facilement
a laide du théoréme de Lebesgue énoncé p. 7 (voir Intro-
duction, § 6).

Espace (c). Pour quune suite {x,} ot x, = {&"} (_(c)converge
Jaiblement wvers I'élément x = {&} ((c), il faut et il suffit d’avoir
a4 la fois:

(12) la suite {| x,|} bornée,

1y Cette condition (10) implique d’ailleurs la condition (9).
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(13) limé& =¢& e lim(lim§&Y) =limé;.
oo : o0  [oo i—poo
La démonstration est immédiate, étant donné que toute fon-
ctionnelle linéaire dans (c¢) est de la forme f(x)= Climé& +
oo
+2Cit o x=1{&) et |f|=|C|+2|C:| (voir p. 66) et en te-
i=1 i=1
nant compte du fait que, si 'on pose
limé& pour i=0
Jlx)y =1 =
& pour > 1,
les combinaisons linéaires formées de termes de la suite {fi(x)}
ou i=0,1,2,.. constituent un ensemble dense dans celui de tou-
tes les fonctionnelles linéaires définies dans (c).

Espaces (I") oit p>>1. Pour qu’une suite { X,y ol x, = {5} (@)
converge faiblement vers x = {&} (C (I®), il faut et il suffit que l'on
ait simultanément

(14) la suite des nombres {2’ | &m ll’} bornée
i=1

et
(16) lim &™) =¢&; pour tout i=1,2,..

A—yoo

La démonstration résulte de la remarque, p. 129.

Espace (1). Pour quune suite {x,} ol x, = {&M} (_ () conver-
ge faiblement vers x = {&} (C (1), il faut et il suffit que Pon ait

lim [x, — x| =0, c’est & dire, lim > [&" — &= 0.

n—yoo n—oo =1

En conséquence:

Dans Ulespace (I) la convergence faible est équivalente o la
convergence sulvant la norme.

Démonstration. Admettons que {x,} converge faiblement vers
X. En posant (" = &M — ¢, la suite {y.} ot y, = {n("} converge
donc faiblement vers 8 avec n-—co. On a par conséquent pour
toute suite bornée de nombres {c;}
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(16) ngglgci 7 = 0.
Soit
1 pour j=1i
| ”:{ 0 pour j#i,
d’oul
17 nl_lg W =0 pour tout j=1,2,..

11 s’agit de montrer que l'on a
18 : li M| =1 n|=0.
(18) n_gg;fm = lim [y, |
Supposons par contre que

(19) Lim M7 |>e>0.

R—>oo

Définissons par induction deux suites croissantes de nom-
bres naturels {n:} et {rx} comme il suit:

1° n, est le plus petit 7 tel que X'| (| > s,
i=1
€ i €
>3 et () | << =>»
2 ei=f2+1171’ 5

3° n, est le plus petit nombre naturel dépassant 7,1 et tel

,
2° r, est le plus petit 7 tel que | ()
i=1

Th—1

€
| <5

4° r, est le plus petit nombre naturel dépassant 7;—y et tel

que X | 7" | > ¢ et
i=1

e € eo €
qu.eglng"k)1>§ et_};[vggnk)(<5'
i=rp_ 141 z-—_rk+1

Les suites {m} et {r.} ainsi définies existent en vertu de
(17) et (19). Or, soit maintenant

(20) — { sign () pour 1<i<r,

sign e+ pour  rr <i<rpy.

On a donc |¢;| =1 pour tout i=1,2, ..., d'oit selon (16)



§ 8. Relation entre la convergence faible et forte. 139

oo

1) : lm > ¢ nime) =0,
koo p
’ oo Tk Th—1
Mals, d’apres (20), on a[ 2 ¢ ) | > M 71(”1:) | — 2] i) | —
=1 i=rp_gt
- () 0 0 > &8 €
~rkZlvr}kl d’oll, en vertu de 3° et 4° Zc,nk >35—% ==15

pour tout £#=1,2,..., ce qui est incompatible avec (21). On a
donc I'égalité (18), c. q. f. d.

§ 3. Relation entre la convergence faible et forte dans les
espaces (LP) et (I?) pour p > 1.

Au sujet de la relation entre la convergence faible d'élé-
ments et celle selon la norme on peut énoncer pour les espaces
(L&) et (7)) ot p> 1 les théorémes plus généraux suivants:

Si la suite {x.(t)}, ot x.(t) C (L)) et p > 1, converge faible-
ment vers x (£) (C (LP) et si en outre

1 1
limflxn(t)[”dt :fix(t)lf’dt,
0 ' 0

¢

alors la suite {x.()} converge wvers x(t) selon la norme, c. a d.
que lon a

1
limfi Xult) — x (£) |7 dE = 09,
n-yeo
[}

Nous allons démontrer le théoréme analogue pour les es-
paces ({P) ou p>1 (le cas p=1 étant envisagé au § 2, qui
précéde).

) Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois par M. Radon
(Sitzungsberichte der Akad. fiir Wissensch. in Wien, 122 (1913), Abt. H-a, p
1295--1438). Cf.aussi F. Rie sz, Acta Litt. Ac. Scient. Szeged, 4 (1929), p. 58—64
et 182—185.
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Si la suite {x,}, ot xn = {EM} C (IP) et p > 1, converge fai-
blement vers x = {&} (C ({W) et si l'on a

lim |xﬂ( = !x{’
Apoc
alors
(22) lim|x,— x| = 0.
Ao

Démonstration. On a d’aprés (15), p. 137,
(23) lim &) = ¢

n—yoo

et

)
(24) Vfle@—afrﬂ\fflems,ap +ﬂ§|&<w—el b

olt V est un nombre naturel arbitraire. Or,

P
Vj’ | & —&if’</2 | 8‘">IP+V218[|”
i=N i=N

d’oti par ’hypothése et d’aprés (23) et (24)

I 370 — & < ng [<2 Siar
==

Comme hleE | =0 et N est arbitraire, on en tire I'éga-
N-3yoo (=N

lité (22), q. £. d.

§ 4. Espaces faiblement complets.

Etant donné dans un espace £ du type (B) une suite d’élé-
ments {x,} telle que lim f(x,) existe pour toute fonctionnelle li-
. n—yoa

néaire f(x) définie dans E, il peut n’exister aucun élément x, ( E

vers lequel la suite {x,} soit faiblement convergente, c. a d. tel

que Pon ait lim f (x,) = f (x,) pour toutes les fonctionnelles liné-
n—yoo

aires f(C E a la fois.
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En voici un exemple dans l’espace (C). Soit {x.(f)} ou
0 <t <1 une suite de fonctions continues, bornées dans leur
ensemble et convergeant partout vers une fonction z(f) qui

1
n’est pas continue. La limite limfxn(t) dg existe alors pour
0

e
toute fonction g (f) a variation bornée (cf. Introduction, § 5,
p. 7), mais la suite {x,(¢)} ne converge faiblement vers aucune
fonction continue. -
Cependant on a le théoréme:
Dans les espaces (L) et (I0) oir p > 1 lexistence de lim f(x,)
o

pour une suite {x,), quelle que soit la fonctionnelle linéaire f, en-
traine la convergence faible de la suite {x,} vers un élément x,.

n—yco

1
Démonstration pour (L) Si lim / Xa(t) o () dt, ot xu(t) C (L),
0

existe pour toute fonction a (¢) (C (M), on a évidemment

1

lim J [6,(t) — X, (O] o (¢) dt = O pour tout o (£) C (M).
s
Nous allons montrer qu’il existe pour tout ¢> 0 un 1>90

et un N naturel tels que Von a

25) f

H

xn(t) — Xa(t) ‘ dt <e

pour tout n > N et pour tout ensemble H de mesure <7,

En effet, il existerait dans le cas contraire deux suites in-
finiment croissantes de nombres naturels {p:} et {n:} et une sui-
te d’ensembles {H:} de mesure tendant vers 0 telles que

1
flxpk(t) — X (8)| dt > ¢, dou limf[xpk(t) — X (H)]a (B dt =0
R—yoe
Hk 0
pour tout = (t) (_ (M), contrairement au th. de Lebesgue (voir
Introduction, § 6, p. 7). . ‘
Ceci établi, on a donc en particulier, si 7 est suffisamment

petit, /I Xa(t)| dt < % -¢ pour tout #=1,2,.., dor selon (25),
H
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3
(26) f| xa(t)| dt <—éj e. pour tout n=1,2,..,
H

pourvu que la mesure de /7 soit <<7%.

Posons
t

@7) tim [ xu(u) die = B (D).

Nous allons montrer que la fonction B (f) est abselument
continue.
En effet, pour tout ¢ >0 il existe d’aprés (26) un 7n >0 tel

que l'on af| Xa(t)| dt <e pour n=1,2, .. et pour tout ensemble

H de mesure <7. En particulier, si /7 se compose d’'un nombre
fini de segments a extrémités ¢; et ¢/ n'empiétant pas l'un sur

/

Pautre, on a done lim [ x,(¢) dt =1lim ¥ f xa(tydt = S (6 (t) —B (1],

n—rso fr n—soo I

d’our ]Z[B tH — B )][ g, ce qui exprlme la continuité absolue

de la fonction @ (¢).

Ceci étant, on n’a qu’a poser B'(f) = x,(¢f) pour conclure de
(27) et des conditions pour la convergence faible, établies p. 128,
que la suite {x.(f)} converge faiblement vers x,(Z).

Démonstration pour (L} oa p>1. Admettons que

1
lim /xn(t)y () dt, on x.(&) C (L) quel que soit n=1, 2, ..., existe
n—yoo
. 0
P 1
pour tout y (£) C (L(ﬂ—l) ). Les fonctionnelles fa(y) = f Xa(8) y (¢) dt

r
G 1)) et comme, par hypothése,
hm fn( y) existe pour tout y (t)C(L( 1)) la fonctionnelle f(y) =

sont évidemment linéaires dans (L

= llm fn( y) est, selon le th. 4 (Chap. I, § 3), p. 23, également linéaire

dans (L(Ppl)), elle est donc (cf. Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme
fo)= fxo(ny(t) @t on y C Py ot 2, C ).
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11 en résulte que
) ,

1
lim | xu(6) y (2) dt = f )y @)t pour tout yC (L5D),

0

c. & d. que {x,} converge faiblement vers x,, c. q. f. d.

Démonstration pour (l) est analogue a celle du théoréme éta-
bli au § 2, p. 137—139, et consiste & établir la convergence suivant
la norme de la suite {x,} vers un élément x,.

Démonstration pour (IP) oir p>1 est analogue a celle pour
(L®).

§ 5. Un théoréme sur la convergence faible d’éléments.

Nous allons terminer ce chapitre par le théoréme général
suivant.

Théoréme 3. Etant donnée une opération linéaire y = U (x)
définie dans un espace E du type (B) et dont le contredomaine est
situé dans un espace E,, également du type (B), si une suite {x,}
converge faiblement wvers x, dans E, la suite {U (x.)} converge
Jaiblement vers U (x,) dans E,.

Démonstration. Y étant une fonctionnelle linéaire quelconque
définie dans FE,, la fonectionnelle Y [U(x)] = X (x), définie dans E
y est évidemment additive et continue, car on a | X(x)|=|Y[U(x)]| <
<Y U@ < VLU *)

La convergence faible de {x.} vers x, implique donc que
lim ¥ [U ()] =lim X () = X () = Y [U ()], e & d. que {U (e}

converge faiblement vers U (x,), ¢. q. £ d.

Remarque. Dans I'hypothése supplémentaire que lopération
y=U{(x) est totalement continue, la convergence faible de {x,}
vers X, entraine la convergence de {U (x,)} vers U (x,) selon la
norme, c. a d. I'égalité

’ lim | U (x,) — U(x,) | = 0.
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En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait un ¢ > 0 et une
suite partielle {x,,} telle que

(28) (U xn) — U(x)| > e pour i=1,2,..,

la suite {U (x,,)} convergeant en méme temps suivant la norme
vers un ¥' (_E;. Or, la convergence faible de {x,,} vers x, entrainant
d’autre part, en vertu du th. 3 qui préceéde, celle de {U(x,,)} vers
U (x,), on aurait y' = U (x;), ce qui est impossible selon (28).



CHAPITRE X.

Equations fonctionnelles linéaires.

§ 1. Relations entre les opérations linéaires et les opérations
conjuguées avec ellest).

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des équations de
la forme y = U (x) out U est une opération linéaire ayant pour le
domaine des x un espace E du type (B) et pour le contredomaine
un espace E; situé dans une espace E' également du type (B).

Les fonctionnelles définies dans £ seront désignées par X et
celles définies dans E' par V.

8i la transformation de E en E, déterminée par Popération
linéaire y = U (x) est biunivoque, I'opération inverse x — U-Yy)
est évidemment additive. II est facile de voir que pour l'exis-
tence de Popération inverse, il faut et il suffit que

U(x)=0 entraine x=0,

Si l'opération inverse est continue, il existe un M >0 tel
que [[x{| < M-||y]l.

Réciproquement, §’il existe un nombre m > 0 tel que m-|| x|l <
< [[U(x)]|, il existe 'opération inverse continue.

St lopération inverse est continue, le contredomaine E, est
fermé,

En effet, en posant limy,=y, ot y,= U(x,), on a
n-o0

) Les théorémes du § 1 de ce chapitre se frouvent dans la note de
8. Baidach, L ¢, Stud. Math. I (1929), p. 234—238,

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 10
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lim |l x, —x, || < M-lim ||y, —y,]| =0, d'o0, en posant lim x,=x,
e pres, gves nyoo

on tire U (x)=y.

Si la fonctionnelle V, est une limite transfinie de la suite
{YE} du type ¥, la fonctionnelle conjuguée X, = U (Y,) est une
limite transfinie de la suite {X;} = {U (V})} du type 9.

En effet, on a pour tout x les égalités X; (x) = Y; [U (x)] ou
1<E<

Lemme. L'opération associe X = U(Y) admettant Popéra-
tion inverse continue et I\ désignant un ensemble quelconque des Y
vectoriel et réguliérement fermé, Uensemble correspondant I' = U ()
est aussi réguliérement fermé. ‘

Démonstration. 11 existe par hypothése un nombre M >0 tel
que lon a |U(Y)||> M-|| Y| pour tout Y. Par conséquent, si
XeC U et || Xe]| < C pour tout 1-<E<Y, on Xy = U (Yy,

on aura aussi Yy (C /) et || V]| < %C pour tout 1 <{&<¥. L'en-

semble [, étant par hypothése régulierement fermsé, il existe en
vertu du lem. 3 (Chap. VIII, § 3), p. 121, une limite transfinie ¥, (C I
de la suite {Y:}. Evidemment la fonctionnelle X, = U (Y,) appartient
donc & U (/) et elle est une limite transfinie de la suite { X}
Ainsi 'ensemble I =U(F 1) est transfiniment fermé, done, en vertu
du méme lemme, réguliérement fermé, c. q. f. d.

Théoréeme 1. Si lopération associe X = U(Y) admet L opé-
ration inverse continue, l'équation y = U (x) admet une solution
pour tout y. '

Démonstration. Etant donnéun y, CE " quelconque, désignons
par /; 'ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires V telles
que Y(y,) =0 et par /" celui de toutes les fonctionnelles X = U(Y)
o Y I,

L'ensemble /; est régulidrement fermé; il en résulte en vertu
du lemme qui précéde que I'ensemble /" est aussi régulidrement
fermé. D’auire part, ¥, étant une fonctionnelle linéaire telle que
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Yo(y,) =1, la fonctionnelle X, = U (Y,) n’appartient pas a 7.
Il existe donc en vertu du th. 1 (Chap. VI, § 8), p. 122, un
élément x, (_ E tel que 'on a

(1) Xy(x,)=1 et X(x,)=0 pour tout XTI

En posant
(2) W= U (%),
on a Y,(y,) = X,(x,) et Y (y,) = X(x;), dol1 en raison de (1)

(3) Yoy)=1 et Y(y)=0 pour tout Y (I

Or, quelle que soit 1a fonctionnelle linéaire Y, la fonctionnelle
Y=Y—[Y(y,)] Y, appartient évidemment a I}, puisque Y (y,)=
= V() = [Y (3] Vo(35) =0. On a par conséquent, selon (3)
Y()=Y()—[Y(3)] Yoy =Y (y) — Y () =0, donc Y(y, —y,) =0
pour tout Y. Il en résulte I’égalité y, —y, = 0, donc, d’aprés (2),
la solution y, = U(x,) pour ’élément y, (C E', qui a été arbitraire-
ment donné d’avance, ¢. q. f. d.

Réciproquement, on a le
Théoréme 2. Si léquation X=U(Y) admet une solution pour
tout X, alors
1° Popération y= U(x) admet [lopération inverse continue,
2° le contredomaine de U(x) est l'ensemble des y qui satisfont
a la condition
4) Y(»)) =0, si U(Y)=0.

Démonstration. 1°. 8i l'opération y = U (x) n’admettait pas
d’opération inverse continue, il existerait une suite {x,} d’éléments
de E tels que

(®) m || %, [| = co
-y

et lim || ¥2]] =0 ol yn» = U (x).
—yoo

Or, 'équation X =U( V) admettant par hypothése une solution,

guel que soit X, on a lim X (x,)=lim Y (y.) =0 pour toute fonction-
A—poo n-poo
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nelle X définie dans E, ce qui implique en vertu du th. 6 (Chap.
V, § 1), p. 80, que la suite des normes {llx.]|} est bornée,

contrairement a (5).
2°, Admettons que pour un élément y, (C E'

(6) U(Y)=0 entraine Y (y,)=0.

Le contredomaine E, de l'opération U(x) étant fermé en ver-
tu de 1° (cf. ce Chapitre §1, p. 145), si y, n’appartenait pas a E,
il existerait (cf. Chap. IV, § 8, p. 57, lemme) une fonctionnelle Y,
telle que ‘
(7) yo(yo) =1

et V,(y) =0 pour tout y C E;,. En posant X, = U(Y,), on aurait
done X,(x) = Y,(3) =0 ot y = U(x) C E, dou U(Y,)=0, ce qui
entraine, d'aprés (6), Y,(y,) =0, contrairement & (7). Par conséquent

yO C El‘ -
Réciproquement, si U(Y)=X=0, on a pour tout y CE

Pégalité ¥ (y) = X (x) =0, c. q. £ d.

En remplagént dans les théorémes 1 et 2 qui précédent x,y,
X, Y, U et U respectivement par Y, X, y, X, U et U et en appliquant
dans le raisonnement les théorémes sur les fonctionnelles la ol
on a fait appel aux théorémes concernant les éléments, on obtient

les deux théorémes suivantis.

Théoréme 3. Si Popération y = U (x) admet lopération in-
verse continue, Uéquation X = U(Y) admet une solution pour toute
fonctionnelle linéaire X définie dans E.

Théoréme 4. Si Uéquation y=U(x) admet une solution pour

tout y, alors
10 [l'opération X =U(Y) admet Uopération inverse continue,
20 son contredomaine est Pensemble des X remplissant pour
tout x ( E la condition:

8 Xx)=0, si Ux)=0.
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Les théoréemes 1 — 4 donnent lieu facilement aux théorémes
suivants.

Théoreme 5. Si léquation y= U (x) admet pour tout y
exactement une solution, 'équation X = U(Y) en admet aussi exacte-
ment une pour tout X et réciproquement.

Théoréeme 6. Si les opérations y=U(x) et X=U(Y) admet-
tent les opérations inverses continues, il existe pour tout y et pour
tout X exactement un x et un 'Y tels que l'on a y = Ux) et X= U(Y).

Théoréme 7. Si les opérations y=U(x) et X = U(Y) admet-
tent une solution pour tout y et pour tout X, elle est uniqie.

Nous allons démontrer en outre les trois théorémes qui suivent.

Théoréme 8. Si le contredomaine d'une opération linéaire
U (x) est fermé, celui de lopération associée U(Y) est lensemble
des X qui remplissent la condition (8): X(x)=0, si U(x)=0.

Démonstration. 1’ensemble dérivé E,' du contredomaine £, CE
de lopération U(x) constitue (comme ensemble linéaire et fermé)
un espace du type (B).

Or, en désignant par Z une fonctionnelle linéaire quelconque
définie dans E|’ el par U,(Z) 1a fonctionnelle linéaire X satisfaisant
a Véquation

Z{U (x)] = X (x) pour tout x K,

on vérifie aisément que les contredomaines des opérations U/(Z)
et U(Y) sont identiques. En effet, pour toute fonctionnelle Y
définie dans E' et assujettie 4 la condition

© Z(yy=Y () pour tout yCE,
on a Z[U (x)] = Y [U (x)] pour tout x (C E, d’ot
(10) U(Z)y=U(Y)

et, par définition de Z, il existe en vertu du th. 2 (Chap. 1V, § 2),
p. 55, une fonctionnelle linéaire Y définie dans E' et satisfaisant
4 la condition (9), donc a (10). La condition (8) en résulte en
vertu du th. 4, 2° p. 148, en remplacant E' par E,.
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Théoréme 9. Si le contredomaine de lopération linéaire U(Y)
est fermé, celui de 'opération U (x) est U'ensemble de tous les y qui
remplissent la condition (4): Y (y) = 0, si U(Y) = 0.

Démonstration. Les fonctionnelles Z et U,(Z) étant définie
comme dans la démonstration du th. 8, qui précéde, remarquons
que U,(Z) =0 entraine Z(y)=0 pour tout y (C E,"; on a donc Z =06,

Or, les ensembles des Z et des X étant des espaces du type
(B), I'opération X = U,(Z) admet en vertu du th. 5 (Chap. III, § 3)
p. 41, Popération inverse continue. Il en résulte en vertu du th. 1,
p. 146, que l’équation y = U (x) posséde une solution pour tout
y (C E/. Le contredomaine E, = E,' de Vopération y = U (x) est
donc fermé.

La condition (4) étant évidemment remplie, lorsque y (C Ej,
il ne reste donc qua établir la réciproque, c. & d. démontrer
que tout y, C E' qui satisfait & (4) appartient a E,.

En effet, £, étant un ensemble linéaire et fermé, il existerait
dans le cas contraire (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme) une
fonctionnelle linéaire Y, telle que Yy(y,) =1 et Yy(y) =0 pour
tout vy E,. En posant done X, = U(Y,), on aurait Xy(x)= Y, (y) =0
pour x ( E, dout X, =0, et par conséquent U (Y,) = 0, contraire-
ment & la condition (4) supposée pour y,.

Théoréme 10. Si le contredomaine E, de lopération linéaire
y = U(x) est fermé, il existe un nombre m >0 tel qu'a tout y (_E,
on peut faire correspondre un x (_ E satisfaisant aux conditions

y=U(x) et |x|<m|y|.

Démonstration, Nous avons établi au cours de la démon-
stration du th. 83 (Chap. 1II, § 3), p. 38, la proposition (1), qui,
dans les hypothéses du théoréme & démontrer, exprime 'existence
pour tout €>0 dun 7~ 0 tel que, étant donné un y arbitraire
assujetti 4 U'inégalité |y| <7, on peut lui faire correspondre un

x satisfaisant aux conditions y = U (x) et | x| <e.

On en déduit facilement I'existence pour tout y d’un x satis-

R < N . N £
faisant a la thése du théoréme avec m :W-‘
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§ 2. La théorie de Riesz des équations linéaires totalement
continues,

Nous allons nous occuper a présent des équations de la forme
y=x—U{(x), o U est une opération linéaire totalement continue
et dont le contredomaine est situé dans le domaine (dans 1’espace
E des valeurs de x)?).

Lemme. Si Popération linéaire U (x) est totalement continue,
Popération T (x)=x— U(x) transforme tout ensemble borné et fermé
G (C E en ensemble fermé.

Démonstration. Posons

{11 X (G pour n=1,2,.. et lim T (x,) =y,

n—roo

La suite {U(x,)} étant en conséquehce un ensemble compact,
il existe une suite partielle {U(x,)} convergente vers un élément
X, (CG. Comme X,,= U(x)+T(%s), on a selon (11) lim X, = X+ yo,
d’ou T (¥, + Xo) = ¥,.

Théoréme 11. Si l'opération linéaire U (x) est totalement
continue, les contredomaines des opérations

Tx)=x—U(x) et TX)=X—-U(X)
sont fermés. '
Démonstration. G désignant 'ensemble des solutions de 1’équa-
tion 7 (x) =0, soit y, % ® un élément d’accumulation du contre-
domaine de l'opération 7. Il existe par conséquent une suite
{x.} d’éléments de E telle que y, = lim T (x,).
n—yoo

Si la suite {|x,|} était bornée, ’élément y, appartiendrait
au contredomaine en vertu du lemme qui vient d’étre démontré.

En désignant par d, la distance entre x, et I'ensemble G,
il existe donc un w, (C G tel que

1) Les théorémes de ce §, excepté ceux oi intervient la notion d’opé-
ration associée, ont été établis pour la premiére fois par F. Riesz (Uber line-
are Funktionalgleichungen, Acta Math. 41 (1918), p. 71—98).
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12) o < | X — W | <(1"+ %) d, .
On a
(13) lim 7 (xy — wp) = .

Si la suite {{x,— w.|} était bornée, la démonstration se
trouverait achevée en raison du lemme qui précéde.

Supposons donc que lim|x, —w, =oco, doll, en posant
n—>oo

2 = ®n . on a, selon (18), lim 7 (2,) = O et (2a|=1. En

" X — wa o>

vertu du lemme on peut donc extraire de la suite {z,} une suite
{z,} convergente vers un élément w, tel que 7 (w,) = 0, d’ou
w, (_ G. En posant z, — w, = &,, il vient

(14) lim |e,, | =0,
I—>oo
. Xy — Whn .
donc 2z, — Wy = —————~ — W, =¢, et par conséquent x, — W, —
k Xn — Wh |

— Wy | Xn — Wn| = &1 | Xn— W, |, o1 selon (12)

|
(15) 1xni~—w,,i.—wo~|x,,i——wni} l’ < | & (1 +;ll~) dy; .
Or, il existe en vertu de (14) et (15) un n; tel que l'on a

( L dn o . .
Xn; — W, — Wy | Xn; — W, | i < 5> mais  cest impossible, car.
Wy + Wy | Xn, — Way | C G et dy,; est la distance entre x,, et G.
Ainsi le contredomaine de 7 est fermé. Le raisonnement

pour 7 (X) est analogue.

Théoréme 12. Si lopération linéaire U (x) est totalement
continue, les équations '

x=Ux)=0 e X—-U(X)=0
admettent tout au plus un nombre fini de solutions linéairement
indépendantes.

Démonstration. Supposons par contre qu’il existe une suite
infinie {x,} d’éléments de E linéairement indépendants et satisfai-
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sant aux équations X, — U(x,)=6 ou n=1,2,.. Soit E, 'en-
n

semble des éléments de la forme > % Xi, oit ; sont des nombres
j==1

==

réels quelconques. Evidemment
(16) x(E, entraine x—U(x)=8

et il est facile de voir que pour tout n =1, 2, ... 'ensemble £,
est linéaire et fermé, ne contenant pas x,1;, done un vrai
sous-ensemble de F,4q.

En vertu du lemme (Chap. V, § 8) p. 83, il existe donc
une suite {y,} telle que

(A7) yo C En, |yu|l=1 et !yn—x|>~;} pour tout x( En_,

d’ou, selon (16), y. — U(y,) =0 et par conséquent y, = U(yy,).
La suite {y.} est donc compacte, contrairement & (17).

Pour 'équation X — U (X) = 0 le raisonnement est analogue,
car on peut considérer l'ensemble des X comme un espace du

type (B).

Théoréme 13. Si pour une opération linéaire et totalement
continue U (x) Véquation y = x — U (x), resp. ¥V = X — U (X), admet
une solution pour tout y, resp. Y, Uéquation x — U (x) = 0, resp.
X—U(X)=0, admet exactement une solution, i savoir x— 0,
resp. X = 0,

Démonstration. Posons
TO(x)=x— U(x)=T(x) et TM(x)= T[Tt(x)].

Désignons par £, 'ensemble de tous les x(_ E satisfaisant
. & Péquation 7("(x) =0 et supposons qu’il existe un x, == 0 tel
que 7' (x;) = @. En désignant par x, I’élément satisfaisant a Péqua-

tion X, = T (x,), on a donc

TO(ppn) = %, 40 et TOD(x, )= T(x) =90,
d’otr
x,,+1 C En+1 - Enu
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, L’ensemble E, est évidemment linéaire et fermé; il est un
vrai sous-ensemble de E,;. En vertu du lemme, p. 83, il existe
donc une suite {y.} remplissant la condition (17).

Or, comme y, (_ E,, on a par définition de 7 et de E, I’égalité
T (Yn) = Yn— U (yr), d’on

18) UW) = U@ =3 — e+ TW) — Tl =y, — %
et p > g entraine 70-0(x) = T@=1(y,) + TW)(y,) — TW)(y,) = ©.

Par conséquent x(_E, i, d’ol1, en vertu de (17), |y,— x| > %,

done, d’aprés (18), |U (3,) — U (yy) | >—12— pour p>gq, ce qui est

impossible, car la suite {U (y.)} contient des suites partielles
convergentes. On doit donc admettre que x =90, c. g. f. d.

Pour l'équation X = U (X)=0 la démonstration est analo-
gue, car on peut comnsidérer P’ensemble des X comme un espace
du type (B).

Théoréme 14. Si pour une opération linéaire et totalement con-
tinue U (x) Péquation x — U (x) =0, resp. X —U(X)=0, admet
comme l'unigue solution x =0, resp. X =8, l'équation y = x — U(x),
resp. Y =X — U(X), admet une solution pour tout y, resp. pour
tout Y.

Démonstration. Le contredomaine de Popération x — U (x)
étant en vertu du th. 11, p. 151, fermé, on conclut de 'hypothése
en vertu du th. 3, p. 148, que l'équation Y = X— U(X) admet
une solution pour tout ¥, d’out, en vertu du th. 18 qui précede,
la seule solution de Téquation X — IU(X)=@ est donnée par
X =0 et par conséquent, en vertu du th. 5, p. 149, Péqnation
y=x — U(x) est soluble pour tout y.

La démonstration pour ¥ =X — U (X) est symétrique;

Théoreme 15. Si U (x) est une opération linéaire et totale-
ment continue, les équations

x—Ux)=0 ef X—U(X)=80
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admettent le méme nombre de solutions linéairement indépen-

dantes b).
Démonstration, Posons comme auparavant
19) T =x—U@) e TX)=X-UX).
Soient
(20) T(x)=© pour i=1,2,..,n et T(X)=0 pour i=1,2,..,v

ou les éléments de la suite {x;}, de méme que les fonctionnelles
de la suite {X;}, sont supposés linéairement indépendants et les
nombres 7 et v désignent respectivement les nombres les plus
grands possibles de solutions linéairement indépendantes des
équations 7 (x) =0 et T(X) =0,

Désignons par z; ot { = 1,2,..., v un élément arbitraire tel

que l'on ait
(21) X =) o b
0 pour i==].

Un tel 2z; existe, car l'ensemble linéaire de la forme

i—1 v

Zanj —I—Z@ij est faiblement fermé et ne contient pas X.
j=1 j=id-1

Désignons d’'une fagon analogue par Z; ot i=1,2,..,n la
fonctionnelle linéaire telle que

@ = 5 7 )

Une telle fonctionnelle Z; existe, car x: n’appartient pas
4 Pensemble linéaire fermé de la forme Zzocj;xj —Ijéfﬁjx,-.

Ceci dit, supposons d’abord que v> Jnﬁ Soitjg

1) Pour certains cas particuliers ce théoréme a été établi par F. Rieszg,
L. c., Acta Math. 41 (1918), p. 96—98. En toute généralité, mais formulé zutre-
ment, ce théoréme a été établi par M. T. H. Hildebrandt (Uber vollstetige
lineare Transformationen, Acta Math. 51 (1928), p. 311 —318) et dans I'énoncé
donné ici par M. J. Schauder, 1. ¢, Studia Mathematica Il (1930), p. 183—196.
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(23) R(x)=U(x) +i“ Zix) 2 et W (x)=x—R(x).

Il est facile de voir que Popération R (x) ainsi définie est
totalement continue. Nous allons montrer que 'équation W (x)=90

admet exactement une solution, & savoir x = 6.

En effet, admettons que W (x,) = 6. Il s’agit de prouver
que x, = 0. Or, on a selon (19) et (23):

G W () =% — R ()= T) = 3 Ziw) 20 =0

et comme d'aprés (20)
(25) X;T(x)=0 pour tout x et i=1,2,..,v,
on tire de (21} et (24)
(26) XiW(x,) = Zfx)=0 pour i=12,..,n,
@ob T (x,) = O, ce qui implique selon (20) et par définition de 7

que X, =2, o:X; oll «; sont des nombres réels correspondants. En
i=1

vertu de (26) et (22) on a done Z(x,) = «; = 0 pour tout /= 1,2,..,n,
d’ott finalement x, = ©.

Ceci établi, on en conclut en vertu du th. 14, p. 154, que

l’équatioﬁ x — R(x) = T(x) — > Zi{x) 2:=2Zn41 admet une solution.
i=1

Mais on voit aussitét en vertu de (21) et (25) que Xyqq [x —R(x)] =0
et d'autre part, en vertu de (21), que Xy11(2,41) =1. La suppo-
sition que v>> n est donc impossible.

Y
Supposons & présent que v<<n. Soit R(x) =2 Zix) z;, dolt
i=1
v
R(X)= 2 X(z) Z:. En procédant comme plus haut, on mon-
i=1

Y
trerait alors que l'équation T(X)— 2 X (2) Z:= 0 (conjuguée
i=1
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de Péquation T(x) — 2 Zi(x) z: = 0) admet exactement une solu-
=1

tion, A savoir X = 0. L’équation 7 (X) — 2 X(2) Zi= Z,41 de-
i=1

vrait done, en vertu du th. 14, p. 154, admettre une solution, ce
qui est cependant impossible, car on a T (X)-x,11=X[T(x,41)] =0
pour tout X, d’on, selon (22), Z{x,41) =0 pour i=141,2 ..,n et
d’autre part Z,1:(x,41)=1. Ainsi la supposition que v<p im-
plique également une contradiction.

§ 3. Valeurs réguliéres et valeurs propres dans les équations
linéaires.

Admettons & présent de Popération U (x) gu'elle est tount
simplement linéaire, mais maintenons Phypothése que son con-
tredomaine est situé dans le domaine E.

L’opération x — & U (x) est alors linéaire pour tout h réel
et son opération associée est de la forme X~ hU(X) olt U dé-
signe P'opération associée a U.

Ceci dit, nous allons étudier les équations asgociées
2D x—hU()=y et X—hUX)=7.

Si, pour un %, donné, la premidre, resp. la deuxiéme des
équations (27) admet pour tout y, resp. pour tout Y, exactement
une solution, %4, s’appelle valeur réguliére de cette éqguation; dans
le cas contraire %, s'appelle sa valeur propre. L’ensemble des
valeurs propres constitue Painsi dit spectre.

Si x, resp. X, satisfait & la premiére, resp. 4 Iz seconde, des

équations
(28) x 2 RUE) =0 e X+rUX)=8,

il porte le nom d'élément propee, resp. de fonctionnelle propre.
En vertu du th. 5, p. 149, les deux équations (27) ont le mé-
me ensemble des valeurs régulidres, donc aussi des valeurs

Bropres.
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On énoncera sans peine les th. 1—9, établis p. 146—150,
pour les équations de la forme (27). Ces théorémes permettent
de conclure sur la maniére dont se comporte 'une des deux équa-
tions d’aprés celle dont se comporte 'autre et réciproquement.

Théoréme 16. L'ensemble des waleurs réguliéres est ouvert.

Démonstration. h, étant une valeur réguliére, il existe un
nombre m > 0 remplissant les conditions

lx—hUX)|>m-|x| e | X—hUX)>m|X|.
On a par conséquent pour tout &
| %=+ U | > | 5=k U | =] | U®)| > (m —|e|- | U] | x]
et d’'une fagon analogue
| X — (hy+ ) U(X)| > (m—|e|-| U] X] .
Il en résulte que pour des |c| assez petits les opérations
x—(hy+e) Ux) et X—(hy+¢)U(X)

ont les opérations inverses continues, ce qui a pour conséquence,
en vertu du th, 6, p. 149, que /%, + ¢ est également une valeur

réguliére,
1
Théoréme 17. Si |2| <7 U h est une valeur réguliére?).
, . 1
Démonstration. Si |h| <7 U les solutions peuvent étre re-

présentées sous la forme

29 x= y+2h"U<n>( ) et X= Y+Zhﬂu(n)(y)

ou =
U =U(y) et UXY)=T(Y),

U(y) = U[UD(y)] et U(Y) =U [Ue—(Y)].

) Cf. S.Banach, L c., Fund. Math. III (1922), p. 161, th. 7.
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Les séries (29) sont convergentes, car on a

Nunry < Na ] Ulp] Y]
ot n=1 =1

Ny | < Nk Ol ).

n=1 n==1

Or, on obtient de (29):

— 1 & 1
U(x)=U ArUED () = = N g y) = 2 (x —
(%) (y)+n§ » h%’ (D =—&=9),
d’ott x — AU (x) =y. D'une fagon analogue on a X — /% UX)=Y.
Ainsi les équations (27) admettent des solutions pour tout y,
resp. pour tout Y. En vertu du th. 7, p, 149, ces solutions sont
donc uniques et par conséquent %z en est une valeur réguliére,
c. q. £ d.

Théoréme 18. Si lon a pour b~ i':
Xx—hU(Xx)=0 e X—hUX)=6,

alors X (x) = 0.
En d’autres termes: ['élément propre de la valeur h est ortho-
gonal & toute fonctionnelle propre de la valeur ¥ distincte de h.
Démonstration. On a X (x) = hX [U (x)] = kU (X)-x et com-

1 h '
me U (X) = il vient X(x)———-FX(x). Si A==k, on a done
X (x)=0. '

§ 4. Théorémes de .Fred/zolm dans la théorie des équations
linéaires totalement continues.

Si, dans les hypothéses du § précédent, 'opération U (x)
est en outre supposée totalement continue, on peut énoncer pour
les équations (28) les théorémes suivants, qui constituent une
généralisation des théorémes de Fredholm sur les équations
intégrales ).

) C& J.Schauder, L ¢., Studia Mathematica II (1930), p. 183—196.
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Théoréme 19. Les équations (28) ont le méme nombre fini
d (ny de solutions indépendantes.
Ce n’est gu'un autre énoncé du th. 15, p. 154.

Théoréme 20. Si d(h) =0, 1 est une valeur réguliére.
C’est une conséquence des th. 14, p. 154, et 19, qui précade.

Théoréme 21. S/ d (7)) >0 et si
{xi}, resp. { X3}, o2 i=1,2,..,d(h),

désignent les solutions des équations (28), les équations (27) admet-
tent des solutions pour tout y tel que X{y) =0, resp. pour tout Y
tel que Y (x;) = 0.

C’est une conséquence des th. 8, p. 149, resp. 9, p. 150, et
i1, p. 1561,
Nous allons démontrer le

Théoréme 22. Si lopération linéaire U (x) est totalement con-
tinue, les valeurs propres de la premiére égquation (27)

y=x—hU{x)
constituent un ensemble isolé 1),

Démonstration. Soit {h,} une suite infinie de valeurs pro-
pres ot /; 5= k; pour {5~j. Posons

Xy = haU (%) et x5~ 0.

Montrons d’'abord par recurrence que les éléments x, sont
linéairement indépendants,

n—1

En effet, si x,, %, .., X, Pétaient, mais x,=_ a;x;, on
i=1
n—1 A1

aurait x, = b (60) = 5 I oaslJ (x), dott x,=2 hﬂ;ix,- ot par
i=1 i=1 i

n—1 .
. B .
consequent Z % {1 - 7) x;=10. Comme par hypothése % =1
i=1 i i

'y CL F. Riesz L ¢, Acta Math, 41 (1918), p. 90, Satz 12
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pour n>i, on voit que déja les éléments x,, X,,..., X,—1 ne se-
raient pas linéairement indépendants.
Ceci établi, soit pour tout n=1,2,.. E, Vensemble linéaire
b ?

n

des éléments y de la forme y = Za, Xz il est donce fermé et con-

i=1

stitue un vrai sous-ensemble de E,;;. On a pour tout y (C E, se-
n n n—1

lon (80) y—hU(y)=aixi—23hyo % =D (1 — %)xi, d'oi
i=1 i=1 i i=1 i

Yy —1U(y) C Er1. En vertu du lemme, p. 83, il existe donc

une suite d’éléments {y.} remplissant les conditions (17), p. 153.

Or, supposons, que la suite {%,} soit convergente. L’opéra-
tion U étant totalement continue, la suile {U (%4y,)} formerait done
un ensemble compact. D’autre part, on a pour p>g

B [Uyp) —U(hayy) | = |y — e — 5U (y) + U (hgy)] |

et, selon (17), y, (CE,, ce qui implique, comme nous avons
vu, que Y, — kU (yp) C Ep—1; de méme AU (vq) C E; C Eges, oy,

1
en vertu de (17) et (31), | U (Ayp) — U (hgy4) | > 5 bour toutp>g,

de sorte que la suite {U (%.y,)} ne formerait pas un ensemble
compact. ‘

En raison de cette contradiction, on ne peut pas admetire
qu’une suite {#.} de valeurs propres en question soit convergente
Elles forment donc un ensemble isolé, c. q. f. d.

§ 5. Equations intégrales de Fredholm.

Envisageons maintenant quelques applications des théorémes
gqui viennent d’étre établis.

Dans les espaces (L®), aux équations de la forme x—hU(x)=y
se réduisent les ainsi dites équations intégrales de Fredholm,
dont la forme générale est la suivante

(32) x(s)—th(s,t)x(t)dt=y<s),

ou K (s, ) remplit certaines conditions.
8. Banach. Théorie des opérations linéaires. ‘ 11
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L’équation associée X — £ U (X) =Y prend Paspect
1
(33) X(t)—th(s, HX(s)ds=Y (@),
4

On donnera facilement Pinterprétation des théorémes qui
précédent dans le cas de ces équations intégrales.

Si K (s, t) satisfait aux conditions convenables, 'opération
1

linéaire [K(s, t) x (ty dt est totalement continue et en consé-
0

quence les théorémes des §§ 2, 3 et 4 de ce chapitre s’appli-
queront aux équations (32) et (33). En particulier, les th. 19—21
prennent alors la forme des théorémes dits de Fredholm (mais,
bien entendu, ils subsistent aussi en dehors des équations in-

tégrales).
§ 6. FEquations intégrales de Volterra.
Les équations de la forme

(34) £ (s) — f K(s,0) 5 (@) dt,

ot K(s,1) est une fonction continue, portent le nom d’équations
de Volterra.

L’opération/[{(s, t) x (¢)dt est alors totalement continue
0 .

dans les espaces (C) et (L) ot p> 1.
Nous allons monirer que équation

(35) X (s) — fK (s,8) x () dt = 0

admet la solution unique x (8) = 0.
En effet, admettons que x (s) remplisse cette équation; évi-
demment x (s) est une fonction continue. Posons
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m=max|x(s)| e M= max!K(s 8.
o<1

et
On a donc selon (35)
(36) =< M (|5 @) at,
0
dott [x ()| < M-m-s pour 0 < s <1, ce qui donne, en rempla~

52
cant dans (36) x () par M-m-s, inégalité | x (s)| < Mz-m-—zt. En

procédant ainsi de suite, on obtient donc |x (s)] < ﬁsl m. pour
tout n=1,2,..., d’on, évidemment, x (s) = 0,
Ceci établi, revenons sur ’équation (34). Comme pour x( (C)

et y (C(C), de méme que pour x (C (L) et y (C (LW), Vopération

Ry
fK(s, t) x (f) dt est totalement continue, I’équation (84) posséde
5 ,

d'aprés le th. 14, p. 154, pour tout y (C (C), r‘esp, Y C (L@, exac-
tement une solution x (C (C), resp. x (C (L®),

§ 7. Equations intégrales symétrigues.

Si Topération y = U (x) est linéaire pour x et y de (L®),
Popération associée X = U (V) peut étre regardée comme liné-
aire pour X et Y de (L®),

En effet, toute fonctionnelle linéaire dans (L®) étant (ct.
1
Chap. IV, § 4, p. 64) de la for’mefX(t) x(tydt o Y(¢) C (L®),
0
nous pouvons considérer Y (f) comme représentant cette fon-
ctionnelle.
L’opération U (x) s’appelle symétrique, lorsque

1

@) [yUwar=[sUmat pour xCuo et yC o)

0
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1 i
Comme f y U (x)dt = f x U (y) dt, toute opération symétrique
0 1]

coincide avec son opération associée.
Lorsque la fonction K(s,%) est symétrique (c. a d. que
Pon a partout K(s,¢) =K (¢,s)) et en outre lintégrale double

11
f f K (s, t) x (8)y (s) ds df existe pour tous x (C (L®) et y C (L®),
00

les opérations ‘ )
U@)=[K(sHx@)di=y(s)

(38) 1
V(%) = x(s) — th(s, Hx @) dt =y (s)

sont des opérations linéaires et symétriques, car elles remplis-
sent la condition (37). |

Les équations de la forme (38) portent le nom d’équations
intégrales symétriques.

Théoréme 23. Si lopération U (x) est symétrique, la valeur
du paramétre h de Uopération de la forme x —h U (x) =y est ré-
guliére, lorsque cette opération admet Popération inverse continue
ou bien lorsque cette équation est soluble pour tout y.

La démonstration résulte des th. 3 et 4, p. 148, a la suite
du fait que l'équation en question est dans ces conditions iden-
tique a I’équation associée.



CHAPITRE XI.

Isométrie, équivalence, isomorphie.

§ 1. [Isométrie.

Soient E et E, des espaces métriques (v. Introduction, § 7, p. 8)
et y= U (X), ot x ( E et y ( E,, une opération biunivoque trans-
formant £ en E; tout entier. On dit que cette transformation est
isométrique, lorsqu’elle n’altére pas la distance, c. & d. lorsqu’on a

(X1, X0) = (¥, yp) 01t y; = U (%)) et y, = U (x,)

pour tout couple x, x, d’éléments de E.
Si E et E, sont des espaces vectoriels et normés, nous di- '
sons que la transformation de E en E, donnée par l'opération
y = U(x) est linéaire, lorsque Topération U (x) est linéaire.
Les espaces vectoriels normés étant des espaces métriques
(cf. Chap. IV, § 1, p. 53), on peut considérer aussi les transforma-
tions isométriques de ces espaces I'un en l'autre.

§ 2. . Les espaces (L2) et (0%).

Théoréme 1. Les espaces (L*) et (I?) sont isométriques.

Démonstration. Soit, en effet, {x(¢)} ot 0 < ¢ <1 une suite
quelconque orthogonale, normée et compléte. Si x (C (L%, on a,

comme on sait,
1

1) Zw [ fxi(t) X (0) dtr — f xX(t) dt |

i=1

1
En désignant donc par U (x) la suite y = {;} ou ; :/xf(t) x(t)dt,
0
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on a en vertu de (1) y C () et |U(x)|=|x|. Comme additive
et n'altérant pas la norme, 'opération y = U (x) est linéaire. Or,
on sait de la théorie des séries orthogonales qu’il existe pour
tout y (_ (/*) une et une seule fonction x (¢) (C (L?) telle que
y=U(x).

Ainsi lopération linéaire y = U (x) transforme (L?) en (/2)
d’une facon biunivoque et sans altérer la norme, donc la distance.
Les espaces (L*) et (/%) sont par conséquent isométriques.

Remarque. Nous verrons dans la suite que les espaces (L®)
et ({9) ne sont isométriques que dans le cas ot p=¢ = 2. Clest
une conséquence du corollaire (Chap. XII, § 8), p. 206.

§ 3. Transformations isométriques des espaces vectoriels
normés,

Théoréme 2. Toute transformation isométrique U (x) d'un
espace vectoriel normé en un autre, telle que U (0) = O, est linéaire?).

Démonstration. Soit d’abord £ un espace (D) arbitraire et
Xy, X, un couple quelconque de points de E.

Désignons par H, I’ensemble des points x (_ E tels que

@) (5 ) = 3) = (3, )

et, pour n=2,3, ..., par f1, Pensemble des points x( H,_; as-
sujettis pour tout z (C H,_; a 'inégalité

) %, 2) < % 3 (Hao),

ol 8 (Hu—1) désigne le diaméire de V'ensemble H,_i, c. a d. la
borne supérieure des distances de ses points,
La suite {/7,} étant ainsi définie, on a

(4) lim 8 (H,) = 0.

n—oo

) Ce théoréme a été établi par MM. S. Mazur et S. Ulam (v. Comp-
tes Rendus de I'Acad. des Se. 194, Paris 1932, p. 946—948).
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En effet, si les ensembles //, ne sont pas vides, on a pour tout couple
x’, x”" de points de H, x'""CH,_, (puisque- par définition H,2H,D..0H,D..),

S(H,_yp),

donc, en vertu de (3), (x', x’") < —;-B(H,Zgl), par conséquent & (H,)<-

[\J‘)—ﬂ

d’ott 5(Hn)\<;:15(H1), et d’autre part, on a en vertu de (2), pour tout cou-
ple x', x"" de points de /A, Vinégalité (x', x") < (x xy) R (7, x)) = (x4, ), done
8 () <(x,,x;) et par conséquent 8 (F,) <C ‘1273 (x5, xy), d'oit Végalite (4).

Il en résulfe que la partie commune des ensembles £/, (lors-
qu'elle n’est pas vide) se réduit 2 un point., Nous appellerons ce
point le cenfre du couple x;, x,.

Ceci dit, soit £ un espace vectoriel normé. Pour tous deux

oints x' et x'" de £ on a done
1Y
(JC', .Xf”) — [}C' _ xn!ﬂ

Posons x = x, - x,— x pour x(_ E. On voit aisément par
induction que

Gy xC H, entraine x H, pour tout n=1,2, ..

En effet, si xCH. on a |x—ux|=|x—x) et |[x—x|=|x—x1,

dome |X— x| =|x—x,] = % {x, — x, |, doit selon (2) x /, et, en admettant
que la relation (5) est vraie pour n— 1, on a en conséquence pour x' CFH,
X1 Xy — X' CH,_;. Si xCH,,onadoncselon (3) | x—x' | = |(x,+x,—x) — x| <

\<\é~6(Hn_1), dou xC H,,
Nous allons montrer que le point &= é {(x, + x,) est le cen-

tre du couple x,, x,. On a, en effet, £ F,, car |x,—&|=|x,—§|=
*l[x — X
2 1 2

on a en vertu de (5) x, +x, — x = x (_ Hy_1 et comme 2[§ —x|=

. Admettons done que & (C Hy—1. Pour tout x(_ Hn

=|x; %, — 2x | =|x — x| < 8 (Hy1), on conclut que |[&— x| <

<%5 (Hp—), ot ¢ C H,. Comme appartenant a [, pour tout

#n naturel, le point £ est donc le centre de xi, X,
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Ceci établi, soit £, également un espace vectoriel normé et
y=U(x), ot x(E et y( E,, une opération isométrique trans-
formant £ en E; tout entier de facon que U (®) =0. La notion
de centre étant définie d'une facon meétrique, on apercoit faci-
lement que le centre du couple queleonque x,, x, de points de E
se trouvera transformé en centre du couple U (x,), U(x,) de E,.
On a donc

l¢§m+&4:%wmwuum]mmeEet%C&

d’oti, en posant x; = x et x, = 0, on obtient par suite de I'hypo-
these que U (®) = 6:

U(%x) = é— U(x) pour tout x C E,

Il en résulte pour des points arbitraires x; et x, de E que:

1
Ut )= U5 Qa2 = U@n)+ 5 Ues) -

= U (%)) + U (xy).

Ainsi Popération U (x) est additive et, par suite de sa con-
tinuité, linéaire. Il en est donc de méme de la transformation
y=U(x), c qg. 1 d.

§ 4. Espace des fonctions réelles continues.

Etant donné un ensemble quelconque Q métrique. complet
et compact (cf. Introduction, § 7, p. 9), on peut considérer Ven-
semble E des fonctions réelles continues x (g) définies pour ¢ C Q
comme un espace du type (B), si on définit dans E de la facon
usuelle l'addition et la multiplication par nombres et choisit
comme norme le maximum du module de la fonction.

Lemme. Soit x () C E oa g (C Q. Pour quwon ait pour un
éiément donné q, ( Q linégalité

(6) X (@) | >\ x| pour tout g g,
il faut et il suffit que l
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M dim |tk
h

existe pour tout z (q) (_ E.

En outre, si la fonction x(g) satisfait & Uinégalité (6), on a:

i L 4]l = [ x]

= 2 (q,) -sign x (g,) pour tout z(q) _ E.
h—0 h ‘

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,
on a |[x| =|x(g)| et comme la fonction continue |x - 42| atteint
son maximum, on obtient

(8) [X(90) +hz ()| —x (@) <N x+hz||—|x]=
=[x (qn) + k2 (q1) | — | x (g,) ],

ou g, est un point dépendant de % et appartenant 3 Q. Or, on
tire de (8) |x(q,) + 22 (g))| < {x(gx) + hz (gs)| et par conséquent
0 <l (@) —lxgn) | <1k [2(q) | +]h]-|2(g) €2 kl-]z ,dou

lim [x (gx)| =[x (g,)|. Il en résulte par suite de la compacticité
fi->0 .
de Q que
© | lim g1 = g,
h—>0

Ceci établi, examinons d’abord le cas ot x(g,) > 0. Il exi-

[

ste alors un e >0 tel que V'on ait pour |4| <e Pégalité

| (q) + hz (q,)| — % (q0) | = x (q0) + hz (q,) — x (q0) = hz (q,)

et, en vertu de (9),

| X (gn) + bz (gn)| — | %(q,) | = x(gn) + Az (gs) — x (g,) < hz(gy),

d’ou, selon (8), hz(g,) <[ x+ hz||—llx| < hz(q1) et par consé-
quent, encore en raison de (9) et par suite de la continuité de z (¢),

lim X F 22— Ix ]
50 h

z(qo) -

Dans le cas ol x(g,) <O on obtiendrait; en procédant d’une
fagon analogue,
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h—0 h

= — 2 (go)-

Nous avons ainsi démontré la nécessité de la condition
(Vexistence de la limite (7)) et, en méme temps, la deuxiéme
partie du lemme.

Pour montrer que la condition est suffisante, supposons
que le module de la fonction x{(q) attyeigne son maximum dans
deux points distincts ¢, et ¢, de Q, ¢. & d. que

X =1xlg)] > |x(q)| pour tout q Q.
Dans le cas ou x(g) >0 posons z(g)=(g,qy). Il vient
L+ hz|| — (| %[ = % (9) + 2 (4s, 1) — % (go), d'oT

(10) i ing IEERZLIE D gy >0.

h->4-0 h

On a en méme temps || x + Az|| — || x|| > | x (q) + £ (1,90 | —

—|x(g)| =0, dot '
" \
(1) lim sup X AI—IE o
h—>—0 h

et les inégalités (10) et (11) montrent I'impossibilité de I'existence
de la limite (7).

Dans. le cas ou x(g,)<<0 on parviendrait, en posant
z=—1(q,¢), & la méme conclusion, ¢. q. f. d.

On appelle deux ensembles homéomorphes, lorsqu’il existe
une transformation biunivoque et bicontinue de l'un en l'autre.

Théoréme 3. Pour que deux ensembles métriques, complets et
compacts Q et Q, soient homéomorphes, il faut et il suffit que les
espaces E et E, des fonctions réelles continues définies dans ces
ensembles soient isométrigues.

Démonstration. Necessité. On vérifie facilement que,

¢ =79, ot ¢ C Q et ¢ (_ Q,, désignant une transformation biu-
nivoque et bicontinue de Q en Q; tout entier, la transformation
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de E; en E qui fait correspondre a toute fonction y (¢ (C E,
la fonetion x (g) =y [f (¢)] C E est isométrique.

Suffisance. Les espaces E et E, étant supposés isomé-
triques, soit y = V (x) lopération biunivoque qui transforme E
en E; tout entier, en faisant correspondre a toute fonction x (¢) C E
la fonction y (¢') (C_ E; de fagon que || V(x;) — V(x,)|| =1 % — %, ||
pour tous x, et x, de L.

En posant U(x)= V(x) — V(8), on aperc¢oit aisément que
Popération U (x) jouit exactement des mémes propriétés et qu'on
a en outre U(®)=0. En vertu du th. 2, p. 166, V'opération
vy = U/{(x) est donc linéaire.

Soit ¢, un point donné de Q et x(g¢)( E ou g Q une
fonction satisfaisant & l'inégalité (6) du lemme, p. 168. Comme
Popération y = U (x) n’altére pas la norme, on a pour tout nom-
bre £, en posant U(2)=¢ ou z ( E:

[xt+he [ —|lx| _lly+htli—Ilyl
h h

d’olr, en vertu du lemme précédent,

|y -+l =iyl
h

(12) z {(g,) - sign x (g,) = lim
h—>0

Or, comme Popération U (z) transforme E en E; tout entier,

la limite (12) existe pour tout £ (C E,. Il existe par conséquent, en
|

vertu du lemme, un ¢, ( Q, tel que |y (g)) > |y (¢)| pour tout
point ¢' 7 ¢, de Q, et que

! /Z - | .
lim 1Y+ ZIL‘ Iy =1(q,) sign y(q,) pour tout t _E,.

h—=0

On en conclut en vertu de (12) que z(q0)~sign x{q,) =
=t (q,) sign y(q,), d'oli, en posant ¢ (g,) = sign x (¢,)-sign y (g}),
on obtient la relation suivante entre ¢, (C Q et ¢, (C Qi
(13) t(gy) =2(q)c(q) od le(g)l=1

et qui subsiste pour tout z (C E et £ = U (2).
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Envisageons donc la fonction

7, = f(q0)»

qui transforme Q en Q.

, Cette transformation est biunivoque. En effet, I'égalité g, =g,

ott ¢, = f(q,) et g, = f(¢,) donne en vertu de (13) |z(q,)|=|2(q,)]

pour toute fonction z (C E, ce qui entraine I'égalité ¢, = ¢,, puis-

qu’elle se présente en particulier pour la fonction z(g) = (g, 9,).
La fonction f transforme en outre Q en Q, fouf entier. En effet,

quel que soit ¢' (C Q,, on a d’aprés (13), en posant ¢ (¢') = 1':—7 )
1+(q.9)
1
(14) |2(q0)| = = pour tout 4, Q.
YU, ) ’
Or, comme ||z[|= | =1, il existe un g, C Q tel que [z(g,) | =1.
1
Pour le point ¢, = f(g,) on a donc, selon (14), - —=1,
o 1+ (g, 9)

d’oti (¢, ¢') =0 et par conséquent q' =q,.
Enfin, la transformation f est confinue. En effet, soit
g, = lim g, et ¢, =/f(g:) pour n=1,2,.. Il vient, selon (13),

oo

lim | £ (q,)| = |#(g,)] pour tout £ E,, d’ott en particulier pour

Ao

t(¢)=1(qg,q) on a lim(q,q,)= (9, 9,) =0 et par conséquent
n—yoo

lim ¢, = ¢,

li->oo

Il en résulte vpar suite de la compacticité de Q et Q, que
ces ensembles sont homéomorphes, c. q. {. d.

Remarque. On voit de cette démonstration que si lopé-
ration y = U (x) transforme 'espace E en espace £, d'une facon
isométrique et si U (0) =0, il existe une fonction ¢' = f(q) trans-
formant I’ensemble Q en Q, par homéomorphie et une fonction
continue e (g') telle que

Y(@Y=x1fg)]e(g) oi y=U(x) et lelg)=1.

Applications. Le th. 8 qui précéde implique en particulier que
I'espace (C)des fonctions continues x (f) définies pour 0 ¢ <1
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n’est pas isométrique avec celui des fonctions continues x (z, v)
de deux variables # et v, définies dans le carré 0 <u <1,
0 <ol

Cependant l'espace (L) des fonctions & p-iéme puissance som-
mable définies dans Dintervalle 0 <7 <1 est isométrique avec
celui des fonctions & p-iéme puissance sommable définies dans
le carré 0 <Cu <1, 0 v <1 1l existe, en effet, une fonction
biunivoque £ = ¢ (#, v) qui transforme ce carré (sauf un ensemble
de mesure nulle) en intervalle [0,1] (encore sauf un ensemble de
mesure nulle) de maniére que les ensembles mesurables se trou-
vent transformés en ensembles de mesure égale.

En faisant donc correspondre & toute fonction x () C (L#)
la fonction y (#, v) = x [¢ (4, v)], on obtient une transformation,
des deux espaces fonctionnels I'un en l'autre qui, comme il est
facile de voir, n’altére pas les distances.

§ 5. Rotations.

Nous appelons rotation d’'un espace E du type (B) autour
du point x, (_ E toute transformation biunivoque“ et isométrique
de E en E tout entier qui en transforme le point X, en x,.

En vertu du th. 2, p. 166, toute rotation autour de © est une
transformation linéaire.

Nous allons étudier les rotations dans quelques cas parti-
culiers des espaces du type (B).

Espace (C). La rotation la plus générale dans (C) autour de ®
est donnée par Uopération de la forme

y®=cex[a(],

ot x(t) C(C), e=+1 ou — 1 indépendamment de x (t) et « (t) est
une fonction arbitrairement choisie qui transforme Uintervalle fermé
0 < t <1 en lui-méme d’une facon biunivogue.

La démonstration résulte de la remarque, p. 172, en tenant
compte du fait que, ¢ (f) étant une fonction continue telle que
le(?)| =1, on a ¢(f) = const.
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Espace (c). Nous pouvons considérer cet espace comme
celui des fonctions continues définies dans un ensemble borné et
fermé de nombres réels ayant un seul point d’accumulation.
En vertu de la remarque, p. 172, on en déduit facilement le thé-
oréme suivant.

La rotation la plus générale dans (c) autour de © est donnée
par Uopération y = U (x) o

X = {E”} C (©), V= {nﬂ} C (C) et TN = €r- E—zp(fl)’

{en} désignant une suite conver gente quelconque telle que |<,| = 1 pour
n=1,2,... et ¢(n) une fonction arbitrairement choisie qui trans-
forme d’une maniére biunivoque l'ensemble des nombres naturels en
lui-méme.

Espace (1?). Toute rotation de (£2) autour de © est de la forme
o 1
) yO= 380 (w050,
n=1
0

o x (8) (C (L% et {oa(?)}, {Bn(t)} sont des suites arbitraires, compleétes
dans (L?), de fonctions orthogonales riormées définies pour 0 <t < 1.

Démonstration. On a d’aprés (15)
1 1

f' VAt dt zg‘ [ f anlt) () dtr - f X(t) dt,

0
d’ott ||y|| =[] x||. Toute transformation de la forme (15) est donc
en effet une rotation autour de 0.

Réciproquement, soient: y= U (x) une rotation autour de ©
donnée dans (L?) et {a,(f)} une suite quelconque, compléte dans (L?),
orthogonale et normée. En posant B.(f) = Ufon(f)] ot n=1,2, ...,
on a done

x () =§‘ 0 j( an(t) x (£) dt

et par conséquent y ({) = U [x (¢)] est de la forme (15). De plus,
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' : , |
2 L 1rr. T —
(16) Of 82(F) dt Of U [an(t)] dt Oj a2 (f) df = 1
et comme Bi(?) -+ Bi(¥) = U [au(?) + o(f)], on a pour i 7 j
f [8:0) + B (O dt = f [at) + s (O) dt =2,
d'oit en vert de (16) 0
(17 ,f@i(t) Bty dt =0 pour i j.

En conséquence, si pour une fonction B (£) (C (L?) on a

1
f B«(t) B (¢) dt =0, quel que soit n=1,2, .., on aura d’aprés (15)

0

1,
fy (£)B(¥) dt =0 pour toute fonction y (¥) C (L?), de sorte que
[i]

B(#)=0. Il en résulte en vertu de (16) et (17) que {Ba(f)} est
une suite compléte dans (L?) de fonctions orthogonales et normeées.

Espace (I?). On peut énoncer pour (/?) un théoréme tout
a fait analogue. C’est une conséquence de l'isométrie des espaces
(LY et ({?) (v. th. 1, p. 165).

Espaces (L") et (M) ot 1< p=2. On ales lemmes suivants:
1. Etant donnée une rotation y=U(x) de (L(P), o 1 <p=+2,
autour de O, si on a pour un couple x(t), x,(t) de fonctions appar-
tenant a L ((P)
(18) x,(f)- x5(t) = 0 presque partout dans [0,1],
alors pour le couple y(t), y,(t), o y, = U(x,) et y, = U(x,), on
a également

19) YOy, O)=0 presque partout dans [0,1].

Démonstration. Pour tout couple de nombres «,( on a par
hypothése, d’aprés (18), ||o %, 4B X, [|7 = [a|?- ||, [|7 4 |B|7-[| X, |7,
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d’ou par définition de y; et y, il vient |jay, +By,||P=|a|? |y, |+
+[B}?-1ly,]|” et par conséquent

1

1 X 1
(20) fi 2y (&) + By |7 dE = |al? | |y (2) |7 dt +|B |”f1y2(l‘) 7 dt.

0

Dans le cas ol p=1, on en tire, en posant successivement

1 1
=p=1 et a=—B=1, la relation [|y,(t) + y:(t)| dt = [|y,(O)—yu(t) | dt=

1
:/[jyl(t)l+[y2(t)!]dt, qui n’est possible que lorsque la condition
O .

(19) est réalisée.

Dans le cas ou p> 2, on obtient de la relation (20), en
désignant par // 'ensemble des valeurs de #(_[0,1] pour lesquelles
Y1 v,() = 0, la relation

@) [lon® eyt P dt=]alr 5D P +[B17 | |y,2) |7 dt,
/ Jooreir]

qui donne, en y posant ¢ (4, kt) = o y,(&) + B y(t) |7, les égalités

22) 9% = p layt) + B 3u(6) 171 sign [ 3:(6) + B 3] (0
et 12 -
@) SE—p o= 1) |an® + Byl it

Or, comme |« 3,() + 8 y,(&) P~ C (L) et y(8) C (L), on

o
d s
constate aisément P'existence de Iintégrale f/iéip dadt, doit
vk 10

selon (22)

@y [99-4 [«p(a,odt —p-sign a-|a|p~1f1y1<t>|p dt
doa do,
H H H

2 &==0

et par conséquent f (?—CE) dt =0; il en résulte aussitét (puisqu’on
H
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¢
2

a selon (23)
da

o 2 )
> 0) que ffg—ogda dt:f%dt, d’ot selon (24)
o H - H "

2
f ik dt=p(p—1)|a }P“?f}yl(t) |P dt et par conséquent selon (23)
) H

2
4 Oa

@) [layi®+ By 17250y dt = | [y 0 .
H H
On tire de (26), en posant a =0 et § =1 Pégalité

26) f!yz(t) P2y, () [P dt =0,
H

ce qui entraine par définition de H que m H=101),

Enfin, dans le cas ot 1 <p <2, considérons pour =1 et 2
1

la fonctionnelle Yi(y)= [Yit)y (t)dt od y (&) C(LW) et Yi(t) =
2

= | yd¢) |~ sign yi(f). L’opération conjuguée X = U (Y) est une
P —
rotation de l’espace (L(/’—l)) autour de ©?). Posons X;= U(Y)

1
ot Xix)=[X®)x () dt on xC(LP). On a Xi(x)=Yuy)=

=|Y:|'|yi| = |X:i|'|x:i], dot en vertu de l'inégalité de Riesz

X(t)= 0 pour les mémes valeurs de ¢ que x(f) =0. Par consé-

quent X,(f)  X;(f) =0 et comme P f_ I >2, on conclut en vertu

du cas précédent que V,(f) Y,(¢) =0, donc que y,(¢) y,(s)=0.

La condition (19) se trouve ainsi démontrée.

2. Etant donnée une rotation y = U (x) de (I?) o 1< p#1
autour de 0, si on a pour deux suites x; = {EP} et x, = {§P} appar-
tenant ¢ (I) :
EN-ED =0 pour n=1,2,..,

1) mH désigne la mesure de 'ensemble H (cf. Introduction, p. 3).
2) Pour la démonstration de ce fait, voir plus loin celle du th. 11, p. 188,
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 12
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alors pour les suites y; = U (x;) = {1’} et y, = U (x) = {7®} on a
également
nW-q® =0 pour n=1,2,..
La démonstration est analogue & celle du lemme précédent
pour les espaces (L), les modifications 4 apporter étant évidentes.

Les deux lemmes donnent respectivement les théorémes
suivants sur la forme générale des rotations.

1. FEtant donnée une rotation y = U (x) de lespace (LW), oi
1< p = 2, autour de O, il existe denx fonctions ¢ (t) et § (¢) définies
pour 0 <Lt <1 et telles que les conditions suivantes soient remplies:

(a) la fonction ¢ (t) transforme biunivoquement Uintervalle
fermé [0,1] presque entier en méme intervalle presque entier de facon
que les ensembles mesurables se trouvent transformés én ensembles
mesurables et réciprogquement,

(b) on a pour presque tout t ( [0,1]

. 1
$(8) = l tim A 15 2 ’ﬂ]?

h—>4-0
oi 1[t,t+ k] désigne Uimage de lintervalle fermé \t,t -+ k] donnée
par la fonction ¢ (c. & d. Vensemble des points ¢ (s) pour t <s<t+h,

(c) on a pour tout x (C (L®)

y@O=x[eM] ¢®
ot y (8) = Ux (D]
Réciproquement, si ¢ (t) est une fonction satisfaisant & la con-
dition (a), il existe une fonction § (t) définie par (b) et lopération
y = U (x) définie par (c) est une rotation de (L®) autour de ©1).

Il FEtant donnée une rotation quelconque y = U (x) de Uespace
(@) o 1 < p = 2 autour de 8, il existe une fonction ¢ (n) et une
suite de nombres {e,} telles que

1) Pour la démonstration de ce théoréme voir S. Banach, Sur les ro-
tations dans les champs des fonctions intégrables avec p-iéme puissance, Studia
Mathematica IV (& paraitre).
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(a) la fonction ¢ (n) transforme Uensemble des nombres na-
turels tout entier en lui-méme d’une maniére biunivoque,

(b) on ale,|=1pour n=1,2, ..,
(c) on a pour tout couple de suites x = {&} C ({?)) et
y="{mp C () ot y = U(x)
Tn = €n Eomy pour n=1,2, ..

Réciproquement, pour ¢ (n) et {e,} quelconques satisfaisant aux
conditions (a) et (b), Vopération y = U (x) définie par la condition
(c) est une rotation.

Démonstration. Soit d’abord y = U (x) une rotation de ({®)
autour de ©. Posons

@7) 80 ={ 1 pour i=n
" 0 pour i+~n

et x;={)} pour i=1,2,.. On a évidemment pour tout

% = () C ()
28) =St

En posant y; = U (x;) = {7V}, on a donc en vertu de (28) pour
y=U(x)={n.} I'égalité y= 2 &y, d'oir
i=1

(29) N =Z &9 pour n=1,2, ..

i=1

Selon (27) on a &0-t0) =0, lorsque {=~j; on en conclut en
vertu du lemme, p. 177, 2, que

(30) 1D =0 pour i#j et n=1,2,..

Comme y peut étre une suite quelconque appartenant a ({(”),
il n’existe en vertu de (29) et (30) pour fout n naturel qu’un seul

nombre p (n) tel que 75 == 0. Il en résulte d’aprés (29) que I'on a
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(31) o = by En pOUr =10 et n=1,2, ..,
¢(m) n

~ ce qui réalise la condition (c).

D’autre part, 1, = n, entraine ¢ (n,) # ¢ (n,), car dans le cas
contraire on aurait selon (81) pour toute suite {7.} (C (/?) I'égalité
€, T, — En, Mn, = 0 qui est impossible; et 8’il existait un #z, naturel
tel quon ait g(n)=%n, pour n=1,2, .., on aurait selon (31) pour
la suite x = {§,} ou .
E,,={ 1 pour n=n,

0 pour n==n,
Pégalité 7, =0 pour n=1,2,..., ce qui est aussi impossible. Ainsi
la condition (a) se trouve également démontrée.

Enfin, on a par définition de la rotation: |y|=|x|, ce qui
donne en vertu de (31)

(32) j g 17 &nl? =j1&-n |» pour tout x = {&.} C (IP).

n=t n=1

En conséquence, si on choisit, pour tout 7, naturel arbitrairement
donné, la suite x = {§,} de facon a avoir

1 pour n=n,

b =

0 pour n==ny,
on obtient de (32) |s,|? =1, d’olt |e,, | =1, ce qui prouve la con-
dition (b).

La réciproque est évidente.

§ 6. Isomorphie et équivalence.

Deux espaces E et E; du type (F) s’appellent isomorphes,
lorsqu'il existe une opération biunivoque et linéaire qui transforme
E en E; tout entier. '

Soit y = U (x), ot x (C E et y (C E|, cette opération; en vertn
du th. 5 (Chap. III, § 3), p. 41, 'opération inverse x=U-1(y) est
également linéaire, de sorte que l'opération y = U (x) transforme
E en E, d’'une maniére bicontinue.

Les espaces E et E, sont dits équivalents, lorsqu’il existe une
opération biunivoque et linéaire y=U(x) qui transforme E en E;
de facon que |y|=]|x!| pour tout x C E.
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L’équivalence de deux espaces en entraine par conséquent
I'isomorphie, mais, comme nous le verrons, la réciproque n'est

pas vraie.
Considérons deux exemples.
1°, Soit (c,) 'espace des suites de nombres réels convergentes

vers 0. On a le théoréme:
Les espaces (c) et (c,) sont isomorphes.
En effet, en posant pour x = {Ei}C(C)

w=lmE; et =& _y—mn pour i>1,
iyos

on a évidemment lim+; =0, d’od, en posant y={~qi}, on a y((c) et il est
PR

facile de voir que Yopération y == U(x) ainsi définie est additive et remplif la

eondition | U(x)|<{2|x|; elle est donc linéaire.

Réciproquement, si y = {*ql-}’C(co), on n’a qu'a poser pour x = {Ei}
E =i - o0 i=1,2, ..,
pour obtenir x C(c), puisque lim§; =v,, et pour voir que y = 0 entraine x = 0.
{—yoo

L’opération y = U(x) est donc linéaire et détermine une transformation

biunivoque de (¢) en (c).
20 Les espaces des fonctionnelles linéaires définies dans
(L), (9 oi p>1, (L), ) et (@
sont équivalents respectivement aux espaces
(L9, (@) o _})__;_% =1, (M), (m) et (I).
Ce n’est quune autre facon de formuler les théorémes sur la forme

générale des fonctionnelles linéaires établis au Chap. IV, § 4 (voir p. 61—68).

Le th. 2, p. 166, implique immédiatement le
Théoréme 4. Les espaces E et E, du type (B) qui sont iso-
métriques sont équivalents.

§ 7. Produits des espaces du type (B).

Etant donnés deux espaces E et E; du type (B), désignons
“par E X E, Pespace que constitue 'ensemble de tous les couples
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ordonnés X,y ou x (_E et y (C E;, lorsqu'on y définit ’addition
et la multiplication par nombres, en posant

Xy + XY =x+x, y+y et hxy=hx, hy

(bien entendu, ot x' (C E, y' (C E, et /& étant un nombre) et en y
définissant la norme de facon que la condition suivante soit
remplie:

(33) limx,=x, et limy,=y, équivaut & lim || x,, y, — Xo: Yo || =0,
N0

n—roo oo

Ainsi défini, I'espace £ X E; est également du type (B). Nous
V'appellerons produit des espaces E et E,.

Il est aisé de voir que la condition (33) se trouvera remplie,
si on admet en particulier comme norme du couple z = X%, v Pune
ou l'autre des expressions

1

D lzll=xlr+lyll? oip>1,

2) llzll=max[[lx], [[y]l]
et qu'elles ne sont pas les seules convenables pour remplir cette
condition. Or, on apergoit aussitét qu’en choisissant des normes
quelconques, pourvu qu’elles soient conformes a la conditiong (33),
on obtiendra toujours des espaces isomorphes.

Pour mettre en évidence quelle norme a été adoptée, con-
venons de désigner le produit des espaces E et E; dans le cas
de la norme 1) par (E X E)p et dans celui de la norme 2) par
(EX E)m.

On définit de la méme fagon le produit d’un nombre fini
d’espaces £ X E) X ... X E, du type (B). Il est évident que le pro-
duit des espaces séparables est un espace séparable.

Le produit £ XE portera le nom du carré de F et sera dé-
signé par EZ

Théoréme 5. Les espaces (L®)), (I") oi p>1 et (c) sont
isomorphes respectivement avec leur carré.

Démonstration, 11 suffit de faire correspondre a toute fon-
ction x (£) (_ (L%) le couple des fonctions x,(£),x,(#) définies par
les formules
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xl(t)=x(—2t~) ot xz(t)zx(%+é) oii 0<t<,

pour avoir une transformation biunivoque et linéaire de (L%) en
(LP)2,

De méme, il suffit de faire correspondre a toute suite
x={&} C (®) le couple de suites x, = {Ma}, X, = {in} définies
par les formules

‘ Mo =Eon € Lp=Em o n=1,2 ..,
pour que l'espace (I?) se trouve transformé en (/¥)? d’une ma-
niére biunivoque et linéaire. N

Enfin, faisons correspondre a toute suite x = {&} (C (¢) le

couple x; = {4}, x, = {{»} défini par les formules

7]” == EZn - El et Cn = EZn.}-l - lim &n '+‘ &j_ Ol‘l n = 1, 2, e5s

f~poo
Il vient
él = lim Cn, &2;1 - nn + lim Cn et g2n+} - Qn + lim 7]” Oli n= 1, 2, s
A—yoo n-yoo n-yoo

et on voit que c’est une transformation biunivoque et linéaire
de (¢) en (c)%

Théoréme 6. L'espace (C) est isomorphe avec le produit
(C) X @Y.

Démonstration. Désignons par E le sous-espace de (C) for-
mé de fonctions x (£) (C (C) qui satisfont & la condition

1
X (;) =0 pour n=1,32, ..

Construisons pour toute fonction x (¢)(_ (C) une fonction

x &) C (C) telle que x (—,1{) = X (—’11—) et qui soit linéaire dans les
: 1 i _ :
intervalles {n_—}—_i’ 7] pour tout z mnaturel.

Faisons correspondre a tout x (¢) (C (C) le couple (formé
d’'une fonction et d’une suite de nombres)

1y Ce théoréme a été établi par M. K. Borsuk.
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@), {x (%)} o y(t) =x @) —x ().

On a évidemment y (¢) C E et {x (—’1;)} C (o).

Il est facile de voir que la transformation établie par cette
correspondance est linéaire.

On apercoit également que pour tout couple y (t) {2} C EX(c)
il existe une fonction continue x (¢) telle que y () = x (£) — x (¢)

et = x(%) pour z=1,2, ..., de sorte que la transformation

considérée est biunivoque et épuise les espaces (C) et E X (c)
entierement. Ces deux espaces sont donc isomorphes.

Il en résulte 'isomorphie des espaces (C) X (¢) et EX (¢) X(¢) =
= E X (c)®.. Or, (c)* étant (selon le th. 5 qui précéde) isomorphe
avec (c), 'espace (C) X (¢) est isomorphe avec E X (c), donc avec
(C), c. q. £. d.

Théoréme 7. Lespace (C) est isomorphe avec chacun des es-
paces (C®) ot p=1,2,..1%.
 Démonstration. Faisons correspondre a toute fonction x (£) (C (C%))
(cf. Introduction, § 7, p. 11, 7) le couple formé de la fonction
¥y (t) = xP)(¢) et du systéme de p nombres: x (0), x'(0), ..., x ?=D(0):
En désignant par R, lespace & p dimensions, (C?) est donc iso-
morphe avec (C) X R, et par conséquent, en vertu du th. 6 qui
précéde, avec (C) X (¢) X Rp.

Or, comme (c) X R, est isomorphe avec (c), 'espace (C®) est
isomorphe avec (C) X (¢), donc (encore d’aprés le th. 6) avec l'es-
pace (C), c. q. f. d. '

Théoréme 8. L'espace (C) est isomorphe avec l'espace (C)*2).

Démonstration. Faisons correspondre a tout couple x(?), y(?)
de fonctions de (C) le couple z(£),¢ ou z(f) (C (C) est la fon-
ction définie par les formules

) Ce théoréme a été démontré par M. K. Bo rsuk.
2) (e théoréme est dil aussi & M. K. Borsuk.
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x (20) pour 0 <t <l
ty = 2
0 ;
y @) =y O +x 1) pour - <t<1

et £ est le nombre déterminé pour tout y (¢) C (C) par 'équation
£ =y (0).

Ainsi l’espace (C)? se trouve transformé en (C) X Ry, ot R
désigne ’espace de tous les nombres réels. Cette transformation

est linéaire et comme on a par définition x(t)=z(~;~) et

yi)==z (é‘ + —;—) -2z (%) + &, elle est biunivoque. On a ainsi

Pisomorphie des espaces (C)? et (C) X R; et comme en vertu du
th. 6, p. 183, (C) est isomorphe avec (C) X (c), I'espace (C)* est
isomorphe avec (C) X (¢) X R,, donc, par suite de I'isomorphie en-
tre (c) X R, et (¢), avec ’espace (C) X (c) et par conséquent (encore
en vertu du th. 6) avec I'espace (C), c. q. f. d.

Remarque. On ignore si l'espace (C) est isomorphe avec
celui de toutes les fonctions continues définies dans le carré.

§ 8. Espace (C) comme espace universel?).

Théoréme 9. Tout espace E du type (B) séparable est équi-
valent & un sous-espace linéaire fermé de lespace (C).

Démonstration. Soient I” l'ensemble de toutes les fonction-
nelles linéaires a la norme < 1 définies dans E et {x,} la suite
d’éléments de £ 4 la norme <1, dense dans la sphére | x| <1.

Comme distance, posons pour tout couple f;, f, de fonction-
nelles appartenant a I

— W}_. | fi(xn) — foxn) |
¢ )= 5 20 14| f(%n) — fol%n|

Nous allons montrer que, avec cette définition de la distan-

ce, I est complet et compact.

1) TLes théorémes de ce § ont été trouvés em commun par M. S. Ma-
zur et moi. ‘
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Considérons une suite {f;} ot f; (C [/ pour i=1,2, ... et soit
lim (fp, fo) = 0. En vertu de (34), il existe donc la limite lim fi{x,).
7o R—yo0

gee

Comme |fi| <1, la suite {fi(x)} est un vertu du th. 3 (Chap. V,
§ 1), p. 79, convergente pour tout x (_ E; par conséquent la suite
des fonctionnelles {f;} est faiblement convergente vers une fon-
ctionnelle f et on a |f| <1, don f(C 7. Comme }imf,-(xn)zf(x,,)
pour n =1,2,.., on conclut de (34) que lim (f;, /) =0. Ainsi I’
est complet. o

D’autre part, on peut extraire de la suite {f;} par le procédé
de la diagonale une suite partielle {/;,} telle que lim fi(x,) existe
k—yoo

pour n=1,2,..., doi, comme auparavant, 'existence d’une fon-
ctionnelle f(C 7 telle que lim (f;, /) =0. Ainsi I" est compact.
k-yoo

Il existe par conséquent!) une transformation continue de .
I'ensemble parfait et non dense de Cantor P ( [0,1] en ensem-
ble /. En désignant par f; (C [ la fonctionnelle qui vient correspon-
dre au point ¢ (C P, considérons un élément quelconque x (C E et
définissons y(f) comme il suit: posons pour tout £ (C P

y &) = filx)

et pour les points de 'ensemble [0, 1] — P complétons la fonction y (¢)
d'une facon linéaire, en posant notamment pour tout £ C [0,1]— P

yty="2 {?“: f,—,(t”) -ty ),

ou ¢’ et ¢ désignent les points les plus proches de P tels que
<<t
Examinons les propriéiés de la fonetion y (f) ainsi définie.

8i im ¢, =1¢, ou £, (P, la suite {/;,} converge faiblement
fi—poo

vers fi, d’olt lim f (x) = fi(x), donc lim y (¢,) =y (¢,). La fonection
n-yeo —poo

y est par conséquent continue dans P. Comme linéaire ailleurs,
elle est donc continue dans {[0,1] tout entier; ainsi y (¢) C (C).

1} v.p.ex. F. Hausdorff, Mengenlehre (Berlin 1927), p. 197.
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D’autre part, il existe en vertu du th. 8 (Chap. IV, § 2), p. 55,
une fonctionnelle f(C I telle que |f(x)| = x|. Soit £, ([0,1] le
point tel que f=f,. On a donc |y ()| =|/u{0)| =] x| et comme

YO =19 <|fil %] < |x| pour tout t(C P,

on en conclut en raison du fait que la fonction |y (f}| atteint son

maximum dans Pensemble P, que max |y (£)| = x|
0

S

Ainsi, nous avons fait correspondre & tout élement x(_ E
un élément y =y (£) C (C) et on voit, en posant y = U (x), que
cette opération est additive. Comme ||y]| =] x|, elle est linéaire
et transforme l'espace £ en un sous-espace £, de (C) d’une fagon
isométrique. Les espaces E et E, (C (C) sont donc éguivalents,
c. g. £ 4.

Théoréme 10. Tout espace métrique séparable E peut étre
transformé d'une maniére isométrique en un sous-espace de (C).

Démonstration. Selon une remargue de M. Fréchet') tout
espace métrique séparable E se laisse transformer isométrique-
ment en un sous-espace de (m). Une telle transformation s’obtient,
comme on le vérifie sans peine, en faisant correspondre a tout
x (C E la suite {&,} définie par la formule

En = (X, X,) — (X, Xn) pour n=12,..

oit la suite {x,} forme un ensemble dense dans E.

En conséquence, nous pouvons nous borner au cas ot £ (m).
On montre facilement que 'espace formé de toutes les combinaisons
linéaires d’¢léments de E et de leurs limites est un espace du
type (B) séparable. En vertu du th. 9 qui précéde il existe donc
une iransformation isométrique de cet espace, et a plus forte
raison de son sous-espace £, en un sous-espace de (C), c. q. £. d.

Remarque. En vertu des th. 9 et 10 qui viennent d’étre établis

Iespace (C) peut étre considéré comme l'espace universel pour les

1y of. M. Fréchet, Les dimensions dun ensemble abstrait, Math. Anna-
len 68 (1910), p. 161.
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espaces séparables du type (B), resp. métriques. L’étude des es-
paces du type (B) se réduit donc a celle des sous-ensembles li-
néaires fermés de I'espace (C).

§ 9. Espaces conjugués.

Etant donné un espace E du type (B), 'espace E de toutes
les fonctionnelles linéaires définies dans E est évidemment aussi
du type (B). Nous appellerons E Vespace conjugué avec E.

Théoréme 11. Si deux espaces E et E, du type (B) sont
isomorphes, resp. équivalents, les espaces E et E, sont également
isomorphes, resp. équivalents.

Démonstration. En effet, si une opération linéaire y = U(x)
transforme E en E; d’'une maniére biunivoque et bicontinue,
Popération conjuguée X = U (Y) transforme en vertu du th. 5
(Chap. X, § 1), p- 149, 'espace E, en espace E tout entier égale-
ment d’une maniére biunivoque et linéaire, d’ott I'isomorphie de
ces derniers espaces.

Si, en outre, E et E, sont équivalents, on a pour les fon-
ctionnelles linéaires correspondantes X et Yt
| X| = borne sup X (x) = borne sup ¥ [U (x)]=borne sup Y(y)=|Y],

Jx]<1 1<t

lyi<1
de sorte que les espaces E et £, sont dans ce cas équivalents,

c. q. £. d.

Remargue. Cependant,'équivalence des espaces E et E, nen-
traine pas toujours celle des espaces E et L.

Considérons, a titre d’exemple, les espaces E = (¢) et E; = (¢)2, ).
Comme espaces conjugués avec eux on obtient E=() et E, =0
et on établit facilement leur équivalence. Mais il n’en est pas
ainsi des espaces E et E,. Nous pouvons regarder E comme
Iespace des fonctions continues définies dans l'ensemble Q com-

posé de nombres 0 et 1 ou n=1,2,.. et I'espace E; peut étre
: n

) Pour la signification des indices dans ces symboles voir p. 182
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considéré comme celui des fonctions continues définies dans l'en-

semble Q, formé de nombres 0,1, R et 1 —[——1~ oun=1,2, .. Or
n n

les ensembles Q et @Q; en question n’étant pas homéomorphes,
on en conclut en vertu du th. 3, p. 170, que les espaces E et E;
ne sont pas isométriques, donc a plus forte raison équivalents.

Théoréme 12. Si lespace conjugué E est séparable, Vespace
E lest également.

Démonstration. I E désignant V'ensemble des fonction-
nelles linéaires définies dans E a la norme 1, il existe par 1'hy-
pothése une suite {X.}, ou X, ([, dense dans I.

Soit {x.} la suite d’éléments de E qui remplissent les con-
ditions ‘

(35) | X2 =1 et Xu(xn) >~;— pour n=1,2, ...

En supposant que l’espace E ne soit pas séparable, on peut
affirmer que la suite {x,} n’est pas fondamentale dans E, donec,
en vertu du th, 7 (Chap. IV, § 3), p. b8, elle n’y est pas totale.
Il existe par conséquent une fonctionnelle linéaire X (C /" telle que

(36) | X|=1 et X(x:)=0 pour n=1,2..
En posant Z, = X, — X, on a par conséquent selon (35) et (36)
Za(t) = Xo(n) — X (502) > % dotr [Z,|> 22‘“ donec | X, — X| >§

pour tout # naturel, ce qui est impossible, la suite {X,} étant
supposée dense dans /" et X appartenant & /.

Théoréeme 13. FEtant donné un espace E du type (B) sépara-
ble et tel que toute suite {x:} d'éléments de E & rormes bornées
dans leur ensemble contient une suite partielle faiblement conver-
genter vers un élément de E, lespace E est équivalent a Lespace
E (conjugué de E).

Démounstration. Soit G l'ensemble des fonctionnelles linéai-
fes F(X) définies dans E et telles que F (X)= X(x,) pour tout
X C E et pour un x, C E qui ne dépend que de F. On a dome
JF (X)) < | X|| %, d’ou Vinégalité |F| <|x[. Envertu du th. 3
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(Chap. 1V, § 2), p. 55, il existe d'autre part une fonctionnelle
X, E telle que |X,|=1 et X,(x) =[x, donc F (X} =|x%],
d’ot1 'inégalité | F| > | X,|. Les deux inégalités donnent | F|=|x]|.
G est un ensemble fotal (dans Pespace E des fonctionnelles
linéaires définies dans E).
En effet, si pour un X, (CE ona F(X))=0, quel que soit
F( G, on a aussi X,(x) =0, quel que soit x (£, donc X, = 0.
Nous allons montrer que 'ensemble G est transfiniment fermé.

Soient 4 ce but 9 un nombre-limite quelconque et‘{Fg} ol
Fe (C G pour 1 <LE<Y une suite transfinie de fonctionnelles

4 normes bornées dans leur ensemble. Il existe donc un nom-

bre M>0 tel quon a |Fy| <M pour 1 £ <V et par définition
de G toute fonctionnelle F; est de la forme Fi(X) = X (xg). L'es-
pace E étant par hypothése séparable, soit {x;} la suite dense
dans E.

Pour tout n naturel désignons par xé”) un terme arbitraire-
ment extrait de {x;} qui satisfait & I'inégalité

1
(n)
@7 |4 — x| <=

et posons .
FiN(X) = X (x{") pour X CE.

Dans le cas ot ¥ est confinal avec o (donc ou il existe une

" suite {§;} & { naturels de nombres transfinis tels que lim§; =
[~y

et & <? pour i=1,2,..), la suite {xg,’)} renferme une suite par-
tielle faiblement convergente vers un élément x (C E. Evidem-
ment on a alors

lim F<”)(X) > 11m F(”)(X) = hm X(x(”)) X (xm)

sy
et par conséquent la fonctionnelle F)(X) = X (x(") est une limite
transfinie de la suite {Fé")}.

Dans le cas ol le nombre-limite ¥ n’est pas confinal avec

o, la suite transfinie {xé")}, qui ne contient par définition qu'une
infinité au plus dénombrable de termes différents, renferme un
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terme x™ tel que pour tout % <#¥ il existe un &€ > 7 donnant lieu
a légalité x‘g”” =x®, On a alors

lim F(”)(X )= hm X (x(”)) > X (x),

g9
de sorte que la fonctionnelle F(I(X) = X (x™) est encore une
limite transfinie de la suite {F{"}.

Ceci établi, considérons la suite {x("}. On peut en extrai-

re une suite faiblement convergente vers un x (C E. Posons
X (%) = Fy(X). On a donc d’'une part

(38) Tim F™(X) > F(X) pour tout X CE
fI—yoo

et d’autre part, par définition de G, F, C G. Or, on a selon 87)
X (xe) > X(x“”)—-—-[X{, d’on, par définition de F; et F(”')

lmgL F;’(X)* hm X (xe) > hm X(x(’”)m——[ X —llm F(”)(X) - l X| >
E->

> F(X) _7 | X| et par conséquent, selon (38}, Ejn; Fe(X) >

> lim FO(X) > F(X). La fonctionnelle F, est donc une limite

oo

transfinie de la suite {l¢} et puisque F, ( G, I'ensemble G est
en effet transfiniment fermé.

Comme total et transfiniment fermé, I'ensemble G coincide
en vertu de la remarque (Chap. VIIL § 2), p. 117, et du lemme 3
(Chap. VIII, § 8), p. 121, avec I'espace E.

Par définition de G, a tout F(C E vient done correspondre
un x (C E tel que, comme il a 6té prouvé au début, |F|=|x[.
L'opération U (x) = F est par conséquent biunivoque, linéaire et
transforme E en E sans altérer la norme. Les espaces E et E
sont donc équivalents, c. q. f. d.

Remarque. Ainsi p. ex. les espaces (L) et (I¥)) o p>1
sont équivalents aux espaces conjugués avec ceux des fonction-
nelles linéaires définies dans eux (cf. p. 181, 2°.
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Théoréme 14. L’espace conjugué avec le produit des espaces
du type (B) est isomorphe au produit des espaces conjugués avec eux.

Démonstration. E,, E,, ..., E, étant des espaces du type (B), il
s’agit d’établir I'isomorphie entre espace £ ott E=E, X E, X ... X En
et l'espace E-i X EZ X oo X Ep On peut se borner au cas ou 7 = 2.

Désignons respectivement par x, x, et z les éléments de
E,E, et E et par X, X, et Z les fonctionnelles linéaires définies
dans ces espaces.

Soit / l'ensemble de tous les couples x,,0 ot x, (_ E,. Nous
pouvons donc regarder // comme un sous-ensemble de E=FE; X E,
et par conséquent toute fonctionnelle linéaire Z, considérée dans
I'espace H, détermine une fonctionnelle linéaire X, définie dans
E,. Posons ‘

Z(2) = X{(x,) pour z=x,8

et d'une fagon analogue
Z (2) = X,y(x,) pour z=0,x,,
Pour z = x,,x, on a donec, comme il est facile de vérifier,
(39) Z(2) = X,(x) + Xy(x,).

Réciproquement, étant données deux fonctionnelles linéaires
X,CE, et X,(CE,, 1a formule (39) détermine la fonctionnelle Z CE.

La correspondance est biunivoque et établit une transformation
linéaire de E, X E en E tout entier, donc I'isomorphie de ces deux
espaces, q. f. d.

Remarque. En posant E=[E; X E, X .. X En)p, resp. E=
= [E; X E3 X ... X Eyln, on apergoit aisément que I’espace conjugué

E est isométrigue pour p>1 avec I'espace [E, X EyX . XEj » et
—_ = — i
pour p =1 avec I'espace [E; X E; X ... X Eulm, resp. avec l'espace

[E;X B3 X . X Edpe
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Dimension linéaire.

§ 1. Définitions.

Etant donnés deux espaces E et £, du type (F), nous dirons
que la dimension linéaire de Yespace E ne dépasse pas celle de
Vespace E,, en formule:

¢y dim, £ < dim, E,,

si £ est isomorphe avec un sous-espace vectoriel fermé de E.
Les espaces E et £, s’appelleront de dimension linéaire égale,
en formule:
diml E = diml El’
lorsqu'on a les relations (1) et

2) : dim, £, < dim, E

a la fois.
L'espace E sera dit de dimension linéaire inférieure que E,,
lorsqu’on a la relation (1) sans avoir (2). En formule:

dim, £ < dim, E,.

Enfin, les dimensions linéaires de ces espaces s’appelleront
incomparables, lorsque les deux relations (1) et (2) sont en défaut.

Les espaces isomorphes sont donc toujours de dimension
linéaire égale. On ne sait pas si la réciproque est aussi vraie,
mais je considére comme trés probable qu il existe des espaces du

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 13
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type (B), méme séparables, qui soient des dimensions linéaires
égales sans étre isomorphes.

Tout espace qui est isomorphe avec I'espace euclidien #-dimen-
sionmnel sera dit simplement & 1 dimensions. Un espace du type (B)
pour lequel un tel 7 n'existe pas sera dit & une infinité de dimensions.

§ 2. Dimension linéaire des espaces (c) et (I'PV) oi p > 1.

Théoréme 1. Si on a pour un espace E du type (B)

3 © dim, E <dim, ()
. ou bien :
(4) dim, £<<dim, ({{») pour un p > 1,

E est un espace & un niombre fini de dimensions.
Démonstration. L'sspace (¢) étant jsomorphe avec l'espace
(c,) des suites de nombres convergentes vers 0 (v. Chap. XI, §6,
p. 180, 1%, il existe en vertu de (3) un ensemble linéaire ot fermé
G ( (c,), isomorphe avec E. En supposant que E, donc aussi G,
est 4 une infinité de dimensions, il existerait pour tout NV naturel
wpne suite de N-+1 éléments 2;(C G ot i=1,2,..., N+ 1 telle que
N
Zdi zi=0 entraine o, = o, = ... = ayi1 = 0.
i=1
Par conséquent, si on pose z;= {f.}, on trouvera des nom-

bres o; ot i=1,2,..., N+ 1 qui (sans &tre tous égaux a 0) vé-
N+1

rifient les équations >l =0 pour n=1,2,.., N. En désignant
=1 )

N1
par {8,} la suite z=2'a; z;, on obtient donc
i=1

{5) |2|>0 ef B.=0 powr n=1,2,.. N.

Il est ainsi établi qu’il existe pour tout N naturel en élé-
"ment z={B,} de G ayant les propriétés (5).

Définissons & présent par induction une suite {y;}, d’élé-
menis de G oll y:={n.}, en choisissant arbitrairement comme y,
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un élément de G tel que |y,| =1 et comme y; ou i= 2, 3, ... un
élément de G tel que l'on ait

(6) [yil=1 et 4,=0 pour n=1,2, .., Ni,

le nombre Nij—; étant le plus petit de ceux qui satisfont a l'iné-
galité

. 1
4 Pt < Py

pour tout r > Ni_,.

L'existence d’une telle suite {y,} résulte aussitot de la pré-
misse qui vient d’étre établie.
Soit G, I'ensemble composé de tous les polyndmes de la

7
forme a;yrou #=1,2, .. et de leurs limites. G, est é&videm-
i=1

meni un ensemble linéaire et fermé. :
Ceci dit, considérons une suite bornée quelconque x = {¢;}
et posons

(8) N :Z & pouwr n=1,2 ..

=1

Nous alions montrer que

1, , 3
9 — |l x|l < borne sup |1.] <~ || x.
6 1<n< 2

En effet, étant donné un indice 7, il existe en vertu de (6)
un m; naturel tel que

{10y fn;'ni! =1 pour i=1,2,..,
d'ott par définition de N,

(11) - Nioy < my < N;
et par conséquent }imi\/i=®©; il existe ddnc uit k£ naturel tel
que l'on a pour l'indice # en question

(12) Nip—r <0< Ny,
ou Ny =1,
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Pour tout i >k on a par conséquent selon (11) N < Ni—,
d'on, selon (12), 7 <N, 4. On en conclut en vertu de (6) que
7i = 0 pour tout [ > k, donc d’aprés (8) que

k
(13) My = & e
i=1
Pour tout i <% on a en méme temps selon (11) N; < Ne—y,
d’ot selon (12) N; < n, done d’aprés (7) |7} | < —;7 Comme |7:]| <1

et || <|lx! pour tout i, il en résulte en vertu de (13) que lon

a dune part la relation |7, | < ,]xl‘z -+ lx Hx,] d’ott
, 3
(14) borne sup | 1.| < - {[x ]l
. 1 n=Coo 2

et d’autre part, pour tout & satisfaisant i (12), la relation
k—1 1 1
15 N AR AR F1D Y LA M A
(15) [m) > kt];i I H;gl/ll\m 2” I

Or, il existe un % tel que [& | > —2— || x|, donc conformément

a (10), que !nk | = 1. Par conséquent, la relation (15) étant dé-

duite pour l’mdlce n donné arbitrairement, on en tire pour n=m

] > 2 s l!—gnxﬂ—%ﬂxh, d'otr borne sup | 7.]>

Lnlee
En rapprochant cette inégalité de I'inégalité (14), nous voyons que
la formule (9) se trouve ainsi établie.

Faisons a présent correspondre a tout x = {&;} la suite y = {Nn},
définie par l'égalité (8). En vertu de (9) la suite y est bornée
et on a, en posant y = U (x),

1 3
(16) SlEl<IU@] <l

de sorte que lopération U (x) est linéaire.
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D’autre part, pour x; = {§}, ol

¢ ={ 1 pour i=n

" 0 pour i==n,

on a par définition y;= U(x;) pour i=1,2,.. Par conséquent

pour x ={&}( (c,) on a x =2 & x; d’'oli, par suite de la con-
i=l1 .

tinuité de I'opération U(x), il vient y=U(x) =23 & U (x) =2 &y
=1 i=1
done, cette derniére série étant convergente, on obtient y ( G.

Réciproquement, soit y (C G,. Par définition de G, on a donc
n Tn
y=1lim s, ou s, = ZI a? y; pour tn :'Z; a? x; on a par conséquent
i= : =1 -

n—oo

tn (C(c) et U()=s, Or, la relation (16) donne %lz‘p——tq}\<

<L|U(tp—ty) | =|8,—s4]; I'égalité lim|s, —s,| =0 entraine donc
Proc, g-reo
lim £, — ¢, = 0. Ainsi la suite {f{,} est convergente. En posant
pres,
gres
" x=1im{,, on a donc x( (c,) et U(x)=y, de sorte que I'opéra-
f1-yo0

tion U (x) est biunivoque et transforme (c;) en G, tout entier.
Les espaces (¢,) et G, sont donc isomorphes et comme
G, C G, on en conclut que dim,(c,) < dim, G, ce qui entraine
par suite des isomorphies entre G et E et entre (c,) et (¢) que
dim, (¢) << dim, E, contrairement & 1'hypothése (3). Le nombre de
dimensions de E est par conséquent fini, c¢. q. f. d.
Pour ({?) oit p > 1 la démonstration est analogue.

"~ § 3. Dimension linéaire des espaces (LW) et (1) oi p > 17).
Théoréme 2. Toute suite de fonctions {xi{t)} appartenant
a (L), faiblement convergente vers 0, contient une suite partielle
{x:,()} telle que I'on a
n
x,-k
k=1

a7

1

=i O(nr) pour 1<p <2
L

O(n?)y pour p>=12.

1) Les théorémes de ce § ont été trouvés en collaboration avee M. S.
Mazur.



198 Chapitre XII. Dimension linéaire.

Démonstration. Nous allons nous appuyer sur l'inégalité sui-

vante pour p ~ 1 .
14

(18) la+bp<|aP+plafp=tb-signa+AlbP+B d'al7]b]/ )
=

ou a et b sont des nombres réels quelconques, A et B des con-
stantes qui ne dépendent que de p et E (p) désigne l'entier de p.
Par conséquent le dernier sommande disparait, lorsque p < 2.

Définissons la suite {x;} par induction, en posant i, =1 et
en désignant par i, ot #>1 un nombre naturel arbitraire satis-
faisant a l'inégalité
P! i
19) p! f | Sn—1(®) 1P~ - sign s,—1(8) - x; (£) dt‘ <1

‘ 5

F
n—1
ot s,1(f) = > x,(¢). Un tel i, existe, puisque par I'hypothése la
k=1
suite {x(f)} converge faiblement vers 0 et |s, 1(¢)}—' (C (L@) ou
1,1 ‘
LI S
P q

L’inégalité (18) donne pour a = s, 1(f) et b= x; (¢) par inté-

gration:
1

1 1
(20) f sulp dt < f (Sus P dE +p j | Sas Lo sign Sy x;, db -+
0 0-

4]
1 Er) A
-{-Af{x,-,, ;ﬂdt+Bzﬁsﬂ_lip"flen\fdt-
0 /=

4]

La convergence faible de la suite {x.(f)} implique en vertu
du th. 1 (Chap. IX, § 1), p. 133, que la suite des nombres {|| x,|)}
est bornée et on peut admetire sans restreindre la généralité du
raisonnement que

@n x|l <1 pour n=1,2, ...

1) Pour la démonstration de cette inégalité voir S. Banach et S. Saks,
Sar la convergence forte dans les champs L?, Studia Mathematica II (1930), p. 52.
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Or, dans le cas ot p > 2 on a selon (21) en vertu de l'iné-
galité de Riesz (cf. Introduction, § 2, p. 2) pour 2 <j < p

1 1 . 1

~ > ’
[150a17 1 5, fdt<U\snvmdt}ﬂ \<1+U1sn1ﬂdt
o 0 0 -

0

p—2
14

d'ott, selon (19) et (20), || su [P < Su_t [ + 1+ A + Bp (1 + || sua[|72),
ce qui conduit par itération a la forme

n—1

22) - lsille < ConD Y sl
k=1

ot C=1+A-+Bp et D= Bp. ,
Soit M= C+ D + 2, Nous allons mmontrer par induction que

‘ 1
(23) Is.]] < M-n%t pour n=1,2, ..

En effet, par définition de s, et d’aprés (1) on a ||s; | <1

et, en admettant que l'inégalité (23) est vraie pour les indices infé-
n—1 gf_2
rieurs & un # donné, on a selon (22) ||s, W <D M2 k2> + C-n <

k=1
£ L 1— P
L<D-M—2pn2+CanlMn2{D-M?>*+n 2:2C M?P), ce qui en-
traine linégalité (23), puisque, comme on vérifie facilement, la

somme en parenthéses est <1 pour p > 2.
1
En vertu de (23), 'égalité ||s,) = O (n*) pour p > 2 est ainsi

établie.

Passons au cas ou 1 <p < 2. Par définition de s, on tire
de (20) et (21) fl[ s, |7 dt </{[S,,71 wdt +1+ A+ B, dot ||s,. | <
<l spa P+ C 31‘1 C=1+ /i) + B et par conséquent || s, |7 < ||s, IV +
+C(n—1) << C'n donc, en posant M = C nous obtenons

1 .

Is.]| < M-nr, de sorte que dans le cas en question I'égalité
1

|s.]l = O(nr) se trouve aussi établie, ¢. q. £. d.
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Remarque, Le théoréme précédent cesse d’étre vrai, quel
que soit p>1, si on remplace dans les relations (17) le signe
O par o,

En effet, pour - p > 2 soit x{¢) =sin2n/f. Comme on a

1
lim /,oc (¢) sin 2zit dt = 0 pour toute fonction intégrable o-(7),. la
iyo0 :

0

suite {x(Z)} est dans (L) faiblement convergente dans l'intervalle

[0,1]. En posants,(f)= Zx,-k(t) ou {x,(t)} désigne une suite partielle
k=1 .
p

G T A
arbitraire, on a donc ||s.(f)] = ]/ /‘] sa(2) P dt }u]//[s‘il(t) dt =
0 0

1
= /l -n?, ce qui prouve que O ne t ét lacé 0
5 ) p q peut pas &étre remplacé par o.

Pour 1 <p <2, en posaht ‘

2 pour -17 <t KL { :
xi(t) = 4 2 ,
0  pour O<t<—;7 et 27?1<t\<-1’

1
on apour toute suite partielle {x;,(¢)} I'égalité || s, | =]/ / [ sq(2) |7 dt =
’ 0

p_ .
=Vn, qui montre l'impossibilité de rempacer O par o aussi
dans ce dernier cas.

Théoreme 3. Toute suite {x;} d’éléements de (1) oir p > 1,
faiblement convergente vers 0, renferme une suite partielle {x;} telle
que

(24) j Xi, 11 =0 (n!’i) :

k=1

Démonstration. Soit x; = {&}. La convergence faible de {x;}
vers 0 entraine (cf. p. 187), que
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(25)  lim&=0 pour r=1,2,..
et que o
(26) (x| <M pour i=1,2, ..

La définition recurrentielle de la suite {x;} est la suivante:
X, =x; et x; ot n>1 est un terme arbitraire de la suite {x;}
satisfaisant a l'inégalité

N N
@7 Dl +tnip < Dl lglr+1,
; j=1 =1

n—1
ol {§} = sy—1 = > x;, et N désigne un nombre naturel tel que
k=1

(28) ‘Eﬂp <1.

I'Mg

I
=

J

Un x;, ainsi défini existe en vertu de (25). On a par défi-

N oo
nition: || sx |7 = || Su1 + x5, || =2 & — En [P+ 214 4En|?, dou en
f= =N

N
vertu de (27) et de I'inégalité de Holder |[s.{? < 21417+ 1+
j=1

= i e 13»
+[( ZIE;(”)” + (Z;vl Ein {I’)F] et par conséquent selon (26) et (28)
]:

j=N
lsellf < Sema [P+ 14+ A+ M) =5,1]|P+C ot C=1+ (14 M) .
Il en résulte que |[s.|? < C-n, d’ott par définition de s, I'égalité
(24), q. £. d.

Remarque. Le th. 3 qui précéde cesse d’étre vrai pour tout
p > 1, si on remplace O par o dans la formule (24).
En effet, il suffit de .poser

E"k—;—{ 1 pour i=r
’ 0 pour i=r,

n

oz )
> [kh = n?, quelle que soit la suite partielle {x;}.
k=1 |

|
pour avoir 1‘

Nous allons déduire des th. 2 et 3, qui viennent d'étre éta-
blis, plusieurs relations d'une part entre les dimensions linéaires
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=

des espaces (L®) et (LD), d’autre part entre celles des espaces
({9) et (I9) et enfin entre les dimensions linéaires des espaces
(LP) et celles des espaces ({(9), en posant partout p >1<gq.

Lemme. S§7 dim,(L¥) < dim, (L) on p>1<g, alors on a
soit g < p L2, s0it 2 p<aqy.

Démonstration. 1l existe par hypothése une opération liné-
aire y = U (x), ot x ( (LW), qui transforme (L®) en sous-espace
fermé G de (L(@) d’une facon biunivoque et continue. Etant donnée
une suite {x,} ot x, (C (L®), faiblement convergente vers 0, il en
est donec de méme de la suite {y.} ot y, = U (x,). En vertu du
th. 2, p. 197, il existe par conséquent une suite partielle {y; } telle

que
v I -}1 pour 1 <<qg <2
29) + My | = 0 nf@) oi 9 (q) =
iy il 1
£} pour q > 2.
L'opération inverse x = U~!(y) étant continue, il existe un
i |
M>0 tel que | x|| << M|yl pour tout y ( G, d’ou ! Dx <
k=1 i

n
2 Xiy,

{x:} etant une suite arbitraire falblement convergente vers 0, on

<M ’ Zyik ‘ et par conséquent, selon (29), = O (n?®), done,

conclut de (29) que
(30) ¢ Py <9(q).

Or, comme les espaces des fonctionnelles linéaires défi-
nies dans (L") et (L@) sont (cf. Chap. XI, § 6, p. 181, 29

a i
isométriques respectivement avec (L(l’—l)) et (L(‘?—l)), nous pou-
vons admettre que l'opération conjuguée X = U (V) transforme

(L(‘i—l)) en (L(P 1)) et il résulte du th. 3 (Chap. X, § 1), p.. 148,

qu'elle a pour contredomaine 'espace (L(P 1)) tout entier. En ver-
tu du th. 10 (Chap, X, § 1), p. 150, il existe donc un m > 0 tel
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q
qu’a. chagque X (L( l)) vienne correspondre un Y (L( 1)) de
facon qu'on ait X=U(Y) et |V <m|X]|.

Ceci dit, soient {X,} une suite quelconque d’éléments de

(L( 1)), faiblement convergente vers 0 et {V,} la suite assujettie
aux conditions X, = U (Y,) et | V| < m|X,| pour tout n naturel.
La suite des normes {|Y,|} étant donc bornée, il existe (voir
Chap. VIII, § 7, p. 130), une suite partielle {Y,} faiblement
convergente. Si on en désigne la limite par Y,, il vient U(Y,)=0,
puisque la suite {X,,} converge faiblement vers 0. On a en con-
séquence X, =U (Y,,— Y,) et, en outre, la suite {¥,, — ¥,} con-
verge faiblement vers 0. En posant V; =Y, —Y, pour i=1,2, ..,
on peut donc en extraire en vertu du th. 2, p. 197, une suite
partielle {Y;,} telle que

@) Py
le=1 -

d’oti, en posant X, = U(Y,k) on obtient | X;, | < |U +| ¥y, | et

=0 (/2(‘3 (53’1))

(33) i 0 (n? )y

La suite {X;} étant par définition extraite de {X,}, on con-

clut de (32) et (33) en vertu de la remarque p. 200, que
34 P
(34) G - o G5)
d’ou selon (30) et par définition de la fonction © on tire sans

peine les inégalités qu’il fallait démontrer.

On déduit facilement de ce lemme les théorémes suivants.

Théoréme 4. Si dim, (L?) = dim, (L) oz p>1<gq, on a
P =4q.

Théoréme 5. Sil <p <2 <gq, les espaces (L") et (LD) sont
des dimensions linéaires incomparables.

Théoréme 6. Si 1<<p 2, on a dim, (L?) < dim, (L®).

Démonstration. Soit pour x (£) ( (L2):
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y@® = %"l‘;(ai cos 2it + b; sin 2it)

pkid 2

oil a,——l—fx (t) cos it dt et b, = ——fx(t) sin it dt, quel que soit

i=0,1,2,..

&

Comme Z(tﬂ + 8 = f x2(t) dt, il existe !) une constante M>0

(ne dépendant que de p) telle que

Uly(t)i”l < [Z(a2+b2>]

~En posant y = U (x), on a done y (C (L) et I'inégalité pré-
cédente peut étre écrite dans la forme
Iyl <M x|,

de sorte que l'opération U (x) est linéaire.

Il existe ) d’autre  part une constante K telle que
oo 1 29z
[ Z(ag+b;)]?< K [|y(®)|dt, Qou en vertu de linégalité de
=0 3

Riesz (v. Introduction, § 2, p. 2):
2
> 1 T i
| Y@+ <xvE|fiyoral,
=0
. 0

, .
donc || x|l < C|ly| oit C= Ky/2r, de sorte que U (x) admet Popé-
ration inverse continue,

On a par conséquent la relation
dim, (L?) < dim, (L®)

) en vertu d'un théoréme de M. A. Zygmund (v. Sur les séries tri-
gonométriques lacunaires, Procéed. London. Math. Soc. 5 (1930), p. 138—145).

%) voir 8. Banach, Lakuniire trigonometrische Reihen, Studia Mathema-
tica II (1930), p. 212.
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ol le signe d’égalité est exclu (puisquon aurait alors en vertu
du th. 4, p. 208, l'égalité p =2, contrairement a Ihypothése),
¢ q. f. d.

Il est & noter que le probléme suivant reste ouvert: est-il
vrai que pour q<p <2, ainsi que pour 2<p <gq on a toujours
dim, (L®¥) < dim, (L) ?

Pour les espaces (I®) et (/9) on a le
Théoréme 7. Les espaces (1) et (I9) on 1 <p = q>1 sont
des dimensions linéaires incomparables.

Démonstration. En posant dim, (")) < dim, () et en pro-
cédant comme dans la démonstration du lemme, p. 202, on obtient
en effet les inégalités (qui correspondent aux formules (30) et (34)):

L1, pmtaot,

p q p 9
d’ott p = ¢, contrairement a hypothése.

Passons aux relations de dimensions linéaires entre (L®)

et (ID), ;
Théoréme 8. Si dim, (L®) < dim, ({@) ou p>1<gq, on a
p=q=2 '

Démonstration. Par le méme procédé on .obtient (au lieu de
(30) et (34)):

1 )4 g—1
<= et : < s
e <y ¢ ?&_ﬁ)\ 7

oli
pour n < 2
(35) o (n) =

IR

pour n > 2,

Il en résulte aussitot que p=¢=2, c. q. £. d.

Le th. 8 qui précéde entraine en vertu du th. 1 (Chap. XI,
§ 2), p. 165, le ‘
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Corollaire. Pour que dim, (L®)) = dim, ({9), il faut et il suf-
Jit que p=gq =2.

Thécréme 9. Si 1<p =2, on a dim, (L®) > dim, (I,

Démonstration, En effet, si on avait par contre dim, (L®) <
< dim, (/”), on aurait en vertu du th. 8, p. 205, en y posant
p =g, I'égalité p = 2, contrairement a ’hypothése.

Il reste donc a montrer que les espaces en question sont
de dimensions linéaires comparables. Posons i ce but

Yt =

1 ) .
d’on /’1 yit)|7 dt =1, done y(t) C (L¥) pour i = 1,2, ...; soit pour
[¢]
tout x = {&;} C (i)

y(@) = 2 &yt

1 oo
d’otl /[y (Hlrdt = 3|&|7. En posant par conséquent y = U (x),
8 i=1

on obtient |[y|[=| x|, ce qui prouve que l'opération U (x) est
linéaire et admet 'opération inverse continue. Or, elle transforme
par isomorphie (/7)) en sous-espace de (L)),

Théoréme 10. Pour1<q <p<2, de méme que pour 2<p<g,

les espaces (L®)) et (I9)) sont des dimensions linéaires incomparables.

Démonstration. En supposant que dim, (L@) > dim, ({9), on

aboutit par le raisonnement employé dans la démonstration du
lemme, p. 202, aux inégalités (analogues i (30) et (34)):

%<<P(P) et 9%<<?(;€—T)’

o la fonction ¢ est définie par la formule (35), p. 205. On en
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déduit aussitét qu’on a soit p < g < 2, soit 2 < g < p, contraire-
ment a 'hypothése.

La question suivante reste cependant non résolue: est-il
vrai que p<q<2, de méme que 2<q<p, entraine linégalité
dim, (L®) > dim, (I©) ?



ANNEXE.

Convergence faible dans les espaces du type (B).

Nous distinguons dans les espaces du type (B) deux notions
de convergence faible, 4 savoir: la convergence faible des fon-
ctionnelles linéaires et celle des éléments?). Les deux notions
sont évidemment différentes. Nous allons ajouter ici quelques
théorémes relatifs a I'étude de ces notions.

§ 1. Les dérivés faibles des ensembles de fonctionnelles liné-
aires.

Etant donné un espace du type (B) séparable, soit I” un en-
semble quelconque de fonctionnelles linéaires définies dans E.

Appelons une fonctionnelle linéaire X point d’accumulation
faible de 'ensemble I, lorsqu’il existe une suite de fonctionnelles
{Xx}, o0 Xp== X et X C I pour tout k=1, 2,.., qui converge
faiblement vers la fonctionnelle X.

L’ensemble de tous les points d’accumulation faible de I’en-
semble /" sera dit le dérivé faible d’ordre 1 de I', et le dérivé
faible du dérivé faible d’ordre n — 1 de I s’appellera dérivé faible
d’ordre 7 de /. Les dérivés faibles successifs de /" seront dési-
gnés par [y, 1(2) o s L(n)y oo

Si " est un ensemble linéaire, on a évidemment

FrCloCleoC.ClwyClunC..

1y ef. Chap. VIII, § 4, et Chap. IX, § 1.
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Il est facile de donner un exemple d’ensemble linéaire I~
qui soit fermé, sans étre faiblement fermeé.

Considérons, en effet, comme /" Pensemble des fonctionnelles linéaires
définies dans I'espace (c;) ') de la forme

@ X(x)= D C¥,
i=1

ot x={E}C(cy) et C;=3 C,
i=2

On constate aisément que Tensemble 7/ ainsi défini est lingaire,
fermé et qu’il ne contient pas la fonctionnelle de la forme (1) o0 C, =1 et
C;=0 pour {==2,3,.. Or, cette derniére fonctionnelle étant (voir Remarques
au Chap. VIII, § 6, p. 239) la limite faible de la suite {Xk} des fonctionnelles

de la forme (1) ou
o {1 pour i=1 ou i==rh
=

0 pour i£l et ifk,

I'ensemble /” n’est pas faiblement fermsé.

Théoréme 1. [l existe pour tout n naturel un ensemble liné-
aire de fonctionnelles linéaires définies dans l'espace (c,) et dont le
dérivé faible d’ordre n n'est pas faiblement fermé 3).

Démonstration. Toute fonctionnelle linéaire X définie dans

(c,) étant de la forme (1) ot x = {&} C (¢,) et Z; | C;|=1|X], soient
4, Vensemble de celles ou 'on a Cy = 0 et 4, I'ensemble de cel-
les ot Cyi1 =0 pour i=1,2, ...

Faisons correspondre d'une facon biunivo‘que a tout couple
r,s de nombres naturels un nombre pair N (7,s) et désignons par
Z,s la fonctionnelle linéaire définie dans (¢,) de la forme

Zrs(X) = ;1' Ci & ot x = {&) (C (c,) et telle que

') ¢. & d. dans V’espace des suites de nombres réels convergentes vers
0 (cf. Chap. X1, § 6, p. 180).

) cf. Chap. 1V, § 4, p. 66.

%) Le premier exemple d'un ensemble linéaire de fonctionnelles iinéai-
res dont e dérivé faible n’est pas faiblement fermé a été donné par M. S.
Mazurkiewicz (Sur la dérivée faible d’'un ensemble de fonctionnelles linéaires,
Studia Mathematica II (1930), p. 68 — 71).

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 14
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1 pour i=N(,s)

@ c={ .
0 pour is=N(r,s).

Considérons un ensemble linéaire quelconque G de fonction-
nelles linéaires définies dans (c). Soit / I'ensemble de toutes
les fonctionnelles de la forme (1) ot Cy; = 0 pour i =1, 2, ... et telles

oo

que la fonctionnelle » Cu_; & appartienne & G. L’ensemble /7 ainsi
i=1

déftini est évidemment linéaire et on a H (C 4. Comme sous-
espace de (/), I'ensemble 4, est séparable. F centient donc une
suite de fonctionnelles {Y;} dense dans l’ensemble des fonction-
nelles & normes <{ 1, appartenant a f/, et telle que

3) |V, | <1 pour r=1,2,..
Posons pour r et s naturels:
(4) Xr,s - Yr + rZr,s

et désignons par /' l'ensemble linéaire des fonctionnelles X de

la forme
5) X = § Grs Xrs = 5 Y, § ar s+ E rars Zss,
r==1 r=1 s=1 r=1
s=1 s=1

ol il n’y ait tout au plus qu’un nombre fini de &, non nuls.
En raison de (4) et (6) on a donc par définition des ensem-
bles 4, et 4,

®

-

E Qr s Xr,s
r=1

s=1

1 ¥y s Zr,ﬁs'
lr=1
1

g = | rars|.
¥ | r=
s §=1

i 1

Soit a présent {Xi} ot X, (C I pour k=1, 2, ... une suite fai-
blement convergente vers X. En vertu de (5) on peut poser

oo

) Xe= Na® X, = X¢ + X
r=1
s=1

~

ou

(8) Xy = Z YrZ‘affs) et X'= 2 ag{es) Zrs.
i s=1 o=l

=
§=1
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On a évidemment X' (C 4, et X' (C 4,, quel que soit %, de
sorte que les suites {X:} et {X{'} convergent faiblement vers
certaines fonctionnelles X' (C 4,.et X" ( 4, par conséquent
X=X+ X"

H' désignant, comme d’habitude, 'ensemble dérivé de /1 au
“sens ordinaire, nous allons montrer d’abord que

()] X CH

En effet, il existe par suite de la convergence faible de la
suite {X:} vers X, un nombre M >0 tel qu'on a pour £=1,2,..

| Xe| < M, d'ou selon (6)— (S)Zi ra®) |- M; en posant done

S»—l
b® = > a®, on peut écrire
s=1 7’
(10) Z |ro® | <M pour k=1,2,..

r=1

Il existe par conséquent une suite partielle {&;} telle que la

limite b, = lim %) existe pour tout # =1, 2, ...
jes

On a donc en vertu de (10)

(11) Sribl < a.

Pour tout m naturel on a en consequenceZ]b( D — b, | <

m—1

<2 [b<’”—b,[+2;b(k)1+2\b |, ce qui donne selon (11) et par
1

r==

M
définition de &, I'inégalité lim Z|b(k ) —b | <27, doi, m étant
Joee r=1

arbitraire, lim Z |6%) — b, | =0.

J—roo r=1

Remarquons que la série 2 b, Y, est d’aprés (3) et (11) con-

r=1

vergente et ’égalité qui précéde implique d’aprés (8) que X' en
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est la somme. Comme Y, (C // pour tout r naturel et A est un
ensemble linéaire, on a donc X' (C H'.

Il est ainsi démontré que pour X=X'+X"C Ty, ou X' C 4,
et X" (4, on a X' (C H'. La formule (9) se trouve donc éta-
blie.

D’autre part, on constate facilement que la suite {Z,} tend
faiblement vers © avec s—oco; par conséquent en vertu de ), 1a
suite {X;s} tend faiblement vers Y,, lorsque s—co. On a done

(12) Y, C Ty pour r=1,2, ..

Soit maintenant {X;} ou X, ([, pour £=1,2,... une suite
faiblement convergente vers X ( 4, I (é) . On a évidemment
Xe=Xi+ X", ou X! C H' et X" (C 4,. On apercoit aisément que
la suite {X:'} converge faiblement vers X, d’ot X (C Hy. Réei-
progquement, il existe pour tout X (C Hgyune suite {X;} de fonction-
nelles appartenant a /7 et faiblement convergente vers X. Nous pou-
vons admettre sans restreindre la généralité que | Xz| <1 quel que
soit £ = 1, 2, ... Par définition de la suite {Y,} il existe pour tout %

1
un indice 7 tel que | Xz — Y,,| < %’ de sorte que la suite {V;,}

est aussi faiblement convergente vers X. Il en résulte selon (12)
que X (I, dou X 4y 7 (puisque Hyy C 4: par définition
de 4,). Done '

(13) 4, ey = Hyy .

En procédant ainsi de suite, on montrera par induction que
Pon a d’une facon générale

(14) 4y Nnyy = Hyy pour tout n=1,2, ..

Ceci établi, revenons & l'ensemble donné G. Si 'on admet
que le dérivé G' de G n’est pas faiblement fermé, il en sera évi-
demment de méme du dérivé /' de H, et, en vertu de (9) et (13),
il en sera encore de méme du dérivé faible /3y de I. D'une

) Le symbole AB désigne d'une facon générale la partie commune des
ensembles A et B.
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facon analogue, en admettant que le dérive faible G—;) d’ordre
n—1 de G ne soit pas faiblement fermé, il en sera évidemment
de méme du dérivé faible H, d’ordre n de H, donc, en vertu de
(14), aussi du dérivé faible /{441y d’ordre n+1 de I, c q f d

Remarque. On peut définir les dérivés faibles I'yy d'ordre
transfini ¢ de I’ pour les nombres transfinis ¢ de deuxiéme classe,
en posant gy = 3Ty ou [ = (Ig—1))), suivant que ¢ est un

78 '

nombre-limite ou non.

On peut établir alors par induction le théoréme suivant, ana-
-logue au th. 1:

Il existe pour tout nombre transfini & de deuxiéme classe un
ensemble linéaire de fonctionnelles linéaires définies dans Pespace
(c,) et dont le dérivé faible d’ordre & n'est pas faiblement fermé %),

On peut cependant montrer que, £ étant un espace du ty-
pe (B) séparable et I” un ensemble arbitraire de fonctionnelles
linéaires définies dans E, il existe toujours un tel nombre &
fini ou transfini de deuxiéme classe que I'ensemble /| (&) est faible-
ment fermé. (’est une conséquence facile du th. 4 (Chap. VIII,
§ 5), p. 124.

Théoréme 2. Soient E un espace du type (B) séparable et
I C E?) un ensemble linéaire. Pour que gy = E, il faut et il suffit
quwil existe un nombre M >0 tel que I' contienne pour tout x(_E
une fonctionnelle X satisfaisant aux conditions

(15) X[ <M et [X(x)|=|x].

Démonstration. Nécessité. Soit pour tout » natutel 4,
I’ensemble des fonctionnelles linéaires X définies dans E qui sont
des limites faibles des suites {X:} de fonctionnelles appartenant

1) Voir 8. Banach, Sur le dérivé faible des ensembles de fonctionnelles
linéaires, Studia Mathematica IV (4 paraitre).

2) E désigne, comme auparavant, 'espace conjugué avec E, c. & d. Ves-
pace des fonctionnelles linéaires définies dans E.
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a I et vérifiant l'inégalité | X,| <7 pour £=1,2,.. On a donc

en vertu du th. 2 (Chap. VI, § 5), p 123, /1y =2 4., d’ou par
n=1
Phypothése
(16) E = Z An .

Remarquons que tout 4, est un ensemble fermé. Soit,
en effet, {X;} une suite de fonctionnelles appartenant & 4, ou
lim | X; — X| = 0. Par définition de 4, il existe donc pour tout

Jeo

j une suite {X]} faiblement convergente vers Xj, ou X, (C T oet
| X,| <n pour k=1,2,... Etant donnée une suite {x,}, dense dans F,
les égalités lim X;e(x,) = Xj(x,) et lim Xj(x,) = X (x,), qui se pré-
. k-yoo Joo

sentent quels que soient j et r, entrainent 'existence d’une suite
{X] } telle que 11m X (x,) = X (x,) pour tout r=1,2,.. Comme

tXf 1< n, il en resulte en vertu du th. 2 (Chap. VIII, § 4), p. 128,
que la suite {XJ} converge faiblement vers X, d’ou X (C 4,.

Ainsi, tout A étant fermé et espace F étant également du
type (B), I'égalité (16) entraine Vexistence d’un indice 7, tel que
4y, contient une sphére K( E. Désignons par X' le cenire et
par p le rayon de K.

Etant donné un élément x (C E, il existe en vertu du th. 3
(Chap. IV, § 2), p. 55, une fonctionnelle X, (_ E telle que

(17) X(x)=1x| et |X,|=1.
Posons
(18) h=—Ff et X=X, (1 —3) X
T o+ (

On en tire facilement | X" — X'| p, dout X" (C K dy,. 11
existe par conséquent deux suites {X:'} et {X;''} de fonctionnelles
appartenant & 7" et faiblement convergentes vers X' et X" respe-
ctivement; on a donc en méme temps

(19) | X | <n, et | X' <n, pour k=1,2, ..
1—

La suite {% X' — )\Xk’} appartient a /" et d’aprés (18)
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tend faiblement vers X,. D’aprés (17) il existe par conséquent
un indice k&, tel que

Q0) T X -1t X = lx| o Leucs,

En posant donc X = L (: X~ 1= )  x ) on obtient X(C T,

X(x)=1x], et, en vertu de (18) — (20), | X < 2n‘}(2~}—2[X'l—!—p)
de sorte que M est indépendant de x. Ainsila condmon (15) se
trouve en effet réalisée,

Suffisance. 4 désignant ensemble des fonctionnelles
linéaires X appartenant & I et telles que | X| <1, il existe dans
4 suivant le th. 4 (Chap. VII, § 5), p. 124 1), une suite de fon-
ctionnelles linéaires {X,} faiblement dense dans .

Posons pour tout x C E

2D y=1{n}t on w=XA(x) pour r=12,..
On a donc
(22) LRGP AREIESEIR

d’ou y (C (m). En admettant pour y la norme adoptée dans (m),
on obtient de (21) et (22)
(23) vl <lx]
D’autre part, X (C I” désignant une fonctionnelle qui remplit

par l’hypofhése la condition (15), posons X’ :/iVIXD Par consé-

quent | X'| < 1, @ott X' (C 4. Il existe donc une suite partielle {X;}
faiblement convergente vers X', d’ol hm | X ()| = | X'(x)|, ce

qui donne en vertu de (15) et (21), hm m 1> X&) > —Ml x| et

par conséquent

(24) 1y1>}71x[.

1) en y remplacant /" par A et A par {X,}.
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En posant donc y = U (x), on voit facilement de (21) et (22)
que l'opération U (x) est linéaire; en vertu de (24) il en est de
méme de l'opération inverse x = U-!}(y). L’espace E étant par
hypothése séparable, le contredomaine E;, de U (x) l'est égale-
ment par suite de la continuité de cette opération.

Ceci dit, soient X une fonctionnelle linéaire quelconque dé-
finie dans £ et '

(25) Y (y) =X [U-(y)],

de sorte que ('opération U~'(y) étant linéaire) Y est une fon-
ctionnelle linéaire définie dans E,. En vertu du théoréme de
M. S. Mazur (Chap. IV, § 4), p. 72 1), il existe donc une suite
double de nombres {u,} telle que

(26) Y(y)=lim 2 ae e pour y(C E;
n—rco —

et o, = 0 pour >k, ol {k,} est une suite de nombres naturels.
On en déduit suivant (21):

27 Z % Nr —Z Onr Tir —Z oy Xo(X) = Xﬂ(x)a

r=1 ra==]
de sorte que X, (I pour n=1,2,.., puisque /" est un ensem-
ble linéaire et X, C 4 1.
Or, on a selon (26) et (27) YV [U(x)] :lim Xu(x), d’ol selon
(25) X (x) = 11m X.(x) pour tout xCE la sulte {X,} converge

donc faxblement vers X. Par conséquent X (C [y, ce qui prouve
que la condition est en effet suffxsante c. q. £ d.

Il est facile de voir que lensemble E de toutes les fonctions
réelles bornées et continues x (q), définies dans n'importe quel ensemble
métrique Q, constitue un espace du type (B), lorsquon y définit
Paddition et la multiplication par nombles de la facon habituelle
et prend comme norme ’

1} en y remplacant E_j par v,
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(28) | x!'=Dborne sup lx(q) .
9CQ

Si, en outre, I’ensemble @ est compact, I'espace E en question
est séparable,

On a dans ces hypothéses le

Théoréme 3. {q,} désignant une suite de points dense dans
Q. il existe pour toute fonctionnelle linéaire X définie dans E un
tableau de nombres réels {u;,} et une suite de nombres naturels |k}

telles que
kll

lim oy X (q,) =X (x) pour x(_E.
iy
r=1

La démonstration résulte du th. 2 qui précéde, étant donné
que dans ces conditions 'ensemble /™ des fonctionnelles linéaires

nt
de la forme ) a; x (qi), ol a; sont des nombres réels et m est un
o

nombre naturel quelconques, satisfait a I'hypothése du th. 2.
1
En effet, il existe pour tout « CE un ¢, CQ tel que x (g, )2 max|x(g) =
acw

=%H x|} et comme X,(x) =x(q,) est une fonctionnelle linéaire a4 la norme 1

on n’a qu'a metfre M =2,

Le th. 3 peut étre aussi déduit facilement par 'application
directe du th. de M. S. Mazur, p. 72.

§ 2. Convergence faible des éléments.

Soit a présent ¢ un ensemble abstrait quelconque, pas né-
cessairement métrique, et £ Pespace du type (B) de toutes les fon-
ctions réelles bornées x (q) définies dans Q, avec la norme (28).

Une fonctionnelle X définie dans E s’appellera non négative,
lorsque, quelle que soit la fonction x (C £, la condition x(q) >0
pour tout ¢ (C Q entraine X (x) > 0.

Théoréme 4. Toute fonctionnelle linéaire X définie dans E
est une différence de deux fonctionnelles linéaires non négatives
définies dans L.
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Démonstration. Posons pour tout sous-ensemble S de Q

(29) w (S) = borne sup X (¢,)
7Cs
ou ¢, désigne d’une facon générale la fonction caractéristique
de Pensemble 7. On a done

(30) 0<p () <X

et n (S, + Sy =p(5)+p(S,) pour S§; et S, disjoints. En raison
de (29) on a de plus

(31) X (9s) < 1. (5)-

Pour toute fonction x (C E telle que |[x| =1 soit

(82) xn(q)=% pour \<\x(q)<l—~ on —n<LiLn.

On a évidemment |x.(¢) — x ()] < —3;— pour tout ¢ C Q, d’ou

Nlxe—x]] < % et par conséquent

(33) % = lim %, .

H—yoo
Sin désignant 'ensemble de tous les éléments de @ qui sa-
. i .
tisfont a P'équation x,{(g) = ot —n < i< n, posons

(34) X =tim S Lo (S
n-ses il N
On montre facilement que, en vertu de (33), la limite (34)
existe et qu'on a selon (30) | X' (x)| < || XV|.
Or, la fonctionnelle X'(x) est non négative, car, en admet-
tant que

(35) x{q) >0 pour tout g Q,
on obtient de (30) et (34) I'inégalité
(36) X'(x) > 0.

n l ‘
Remarquons d’autre part que (32) donne x.(q)=2 — %5, (9),
i=0 ’
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"o

d’ott selon (81) X (x,) < E—;— p(Sin) et par comséquent d'aprés
=0
(33) et (34)
615 X(x) < X'(x),

de sorte que la fonctionnelle ‘
(38) X'"(x) = X'(x) — X (x)

est également non négative, car on a en verfu de (37) l'inéga-
lité X"(x)> 0 toutes les fois que la condition (35) se présente.
Enfin, X (x) = X'(x) — X"(x) par suite de (38).

Théoréme 5. Pour quune suite de fonctions {x,} a normes bor-
nées dans leur ensemble et appartenant & E converge faiblement vers 8,
il faut et il suffit qu’on ait
(39) lim lim | x.(g:)] = 0

11—co I—Soo

pour toute suite de points {q;} appartenant ¢ Q.

Démonstration. Nécessité. Supposons, parcontre, que pour
une suite {g;} de points de Q on ait lim lim [ x,(g)1 >2>0. II

oo oo

existe donc une suite croissante {n;} de nombres naturels telle
que lim |X,,(g:)| > 2 >0 pour tout £ et on peut en conséquence

oo
extraire de {g;} par la méthode de la diagonale une suite partielle
{q;} telle que

40) im xn (i) [ > 2> 0 pour k=1,2,..
o
Considérons la fonctionnelle linéaire X définie par la formule
X(x) = Lim x (g;) pour tout x (E,
Joeo

le signe Lim ayant ici le sens défini au Chap. II, § 3, 4, p. 34.
On a alors selon (40) | X (x,,)| > pour k=1,2, ..., d’ou
41 lim | X (xz)|>a>0,
H—yoo

de sorte que la suite {x,} ne tendrait pas faiblement vers ©.



2920 Annexe. Convergence faible dans les espaces du type (B).

Suffisance. Afin de prouver quune suite de fonctions
{xz} ot |x,| <M pour n=1,2,.. converge faiblement vers 0,
il suffit donc, inversement, de montrer qu’il n'existe aucune fon-
ctionnelle linéaire et non négative X qui remplisse I'inégalité (41).

Or, supposons par contre, qu'une telle fonctionnelle X
existe; nous pouvons évidemment admetire que

(42) | X|=1 et lim X(x,) >a>0.
n—yoo
Posons pour tout ¢ (C Q

[ xnlg) pour xiq) >0

si(9) = l o pour xu(q) <0

et
t:(q) = xulq) — $n(q) .

Une des limites lim X (s,) et 11m X (¢,) dépasse évidemment

Ao
2. Soit donc
2
(43) lim X (s5) > = >0.
n—>oo 2

Posons ensuite pour tout ¢ (C Q

sa(q) pour su(q) >
yn(‘]):

c:ln o:lq

0 pour  S,(q) <
Alors || s, — yn || < —oé—s d’ol selon (42) et (48)

(44) lim Xy > “>0.

nree

Désignons par S, le sous-ensemble de Q formé de tous les ¢ (C Q

tels que |x.(q)| > % et soit g.(¢) la fonction caractéristique de

Pensemble S,. Comme || v, || <|8: || < | x: || <M, on a 9.(q) /Myn(q)

pour tout ¢(C Q et n=1,2, ..., donc, la fonctionnelle X étant non
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négative, X (M- ¢,) > X (y), d’ott selon (44), en posant B_SM

- (45) lim X (9,) >8>0.

n—oo

Considérons la fonction d’ensemble F définie pour les sous-
ensembles S de Q par I'égalité

(46) F(8) = X (¢s)

ou 9s est la fonction caractéristique de S. L’inégalité (45) péut
donc étre écrite dans la forme lim F(S,) > >0. Soit n; le plus

l—yoo
petit nombre naturel tel que

47 1im F (Sn, Sz) > 01).

n—yo<
Un tel n, existe.

En effet, supposous par contre que lim F(5,S,) =0 et par conséquent
n—yoc

& :
gue lim F(Z S; S,t> =0 pour £=1,2,.. Il existerait donc deux suites crois-

n—yeo i—1

santes { } et { } telles que pour j=1,2,...

ky<n <k, F(S, )>g-3 et f(ZS )<%
Ej
En posant 7; = S ZSZ Sn , on aurait en conséquence
i=1
(48) le et Tj2 disjoints pour tout j, = J,
et
(49) F(Tj)>% pour j=1,2,..

Par suite, y; désignant la fonetion caractéristique de 'ensemble T}, les
formules (46) et (49) donneraient

n ) '
(50) X(Zr(j)>n% pour n=1,2, ...
=1

On a cependant d’aprés (48)

27,

j=1

<1, d’oﬁX(ZYJ) <1 pourn=1,2,.

contrairement a (50).

1) cf. 1a note?), p. 212,
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4

En procédant comme pour (47), on aboutit par induction
z l'existence d’une suite croissante {n;} satisfaisant aux inégalités
lim F Sy Suy o Su; Sp) > 0, de sorte qu’'aucun des ensembles {Sn;}

l—oo
n’est vide.

Soit a4 présent g; pour /=1, 2,... un point arbitraire de 'en-
semble Sy Su, ... Sy Evidemment, pour tout /2> on a done

" s g s e sus < . . s L a
gi (_ Sn; d'ou, par définition de Sy, P'inégalité xﬂj(qi)[&gpour

tout j=1,2,.. Il en résulte que lm }xn].(qi){ 2 et par consé-
i—co

o
g
e, P & . < .
quent que lim lim |x,{g;}| > —+ conirairement & Phypothése (39).
oo ol 6
Théoréme 6. Eflant donné un espace E du type (B), pour
qu'une suite {x,; o xn (_Epour n=1,2, .. ¢ normes bornées dans
leur ensemble converge faiblement wers ©, il faut et il suffit qu'on
ait
(61} lim lim

f1—poo

Xilxn)| =0

oo
pour chaque suite de fonctionnelles {X;} appartenant ¢ un ensemble
" de fonctionnelles linéaires définies dans E qui jouisse des pro-
]
priétés suivantes:
1° lensemble des normes des fonctionnelles X (I est borné,
2° Il existe un nombre N> 0 tel gue pour tout élément x (_ E

P

Pensemble I" contient une fonctionnelle X remplissant Pinégalité
(52) X(xy > N-|x|.

Démonstration. Pour montrer que la condition est suffisan-
te, considérons I'espace E, de toutes les fonctions réelles bornées,
définies dans /. Faisons correspondre & tout élément x (C F la
fonction f(C E, donnée par la relation

(53) fXy=Xx) powr XTI,

M désignant la borne supérieure des normes des fonction-
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nelles X/, posons f=U(x). On a d'aprés (53) et (52)
N-|x| <||f| < M-|x|; par conséquent, Popération U étant addi-
tive, elle est linéaire, de méme que son opération inverse.

Ceci établi, si la suite {x,} satisfait & la condition (51),
on en conclut d’aprés (53), en posant fuX)= X (x.), que
lim lim [ /(X;))| =0. Il en résulte en vertu du th.5, p. 219, que

A=309 j yeo

la suite {f.} tend faiblement vers 8. Comme opération x = U~(f)
est linéaire et x, = U~!(f,), il s’en suit en vertu du th. 3, (Chap.
IX, § 5), p. 148, que la suite {x,} converge faiblement vers ©.

On montre par un raisonnement semblable que la condition
est nécessaire. ‘

Théoréme 7. Etant donné un espace E du itype (B), pour
guwune suite {x,; de ses éléments ¢ normes bornées dans leur ensem-
. ble converge faiblement wvers 8, il faut et il suffit qu'on ait

(64} Hm X{(x,) =0 powr tout X (T,
oo
ou I' est un ensemble de fonctionnelles jouissant des propriétés 1°
et 2° et en outre faiblement compact.

Démonstration. La condition est nécessaire par définition
de la convergence faible des éléments. Pour prouver qu’elle est
suffisante, il suffit (en raison du th. 6) de montrer que (54) en-
traine (51).

Supposons par contre qwil existe une suite partielle {%,,} et
une suite {X;} de fonctionnelles de I telles que

(55) Hm | Xd{xq,) | > >0 pour k=1,2, ..
i—oo

Or, 'ensemble [ étant par hypothése faiblement compact, i
existerait une suite partielle {X;} faiblement convergente vers
une fonctionnelle X, (C 7, d’ou selon (55) | Xy(%4,)| > « > 0 pour
k=1,2, .., contrairement a (54).

On déduit facilement des théorémes qui viennent d’étre éta-
blis les théorémes suivants.
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Théoréme 8. Etant donnée une suite {x,} de fonctions réelles
continues, définies dans un ensemble Q métrique compact et bor-
nées dans leur ensemble, la condition nécessaire et suffisante pour
la faible convergence de {x,} vers © est qu’on ait

lim x,(q) = 0 pour tout ¢ Q.

H—roo

La démonstration s’obtient du th. 7, en désignant par E l'es-
pace des fonctions réelles continues définies dans Q et par I”
Pensemble de toutes les fonctionnelles linéaires X définies dans
E de la forme X(x) =x(q) ou x(_ E et ¢ Q. On a alors évi-
demment | X|=1 pour tout X (I et il est aisé de voir que I”
remplit aussi les autres hypothéses du th. 7.

Remarque. En particulier, on obtient aussitét du th. 8 les
conditions pour la convergence faible des suites de fonctions con-
tinues définies dans l'intervalle rectiligne, resp. dans le carré,

Théoréme 9. Pour qu'une suite de fonctions {x.} appartenant
a lespace (M) converge faiblement wvers O, il faut et il suffit que
pour toute suite de fonctions {at)} telles que

1
J[mi(t)jdtzl o i=1,2, ..
1]

on ait

1
lim lim " f ai(t) xu(t) dt( —0.
n-vee o |
0 .
La démonstration résulte du th. 6, p. 222, en désignant par I”
I'ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires X définies dans
(M) de la forme

1 1

X (x) = fx(t)a.(t)dt oi fga(t)mt:l.

W

o

On a alors | X| =1 pour tout X ( I et, pour tout x (C (M),
il existe une fonction o (f) vérifiant les conditions
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1

f\a.(t)[dtzl et fa(t)x(t)dt}%”x”;

0
Il sutfit donc de poser dans le th. précité N:%-

Théoréme 10. Pour qu'une suite {x,}, ot x, = {&1}, d’éléments
de lespace (m) converge faiblement wers 0, il faut et il suffit
d'avoir pour toute suite d'indices {k;}

lim lim [ | = 0.
n—yes T ¢

La démonstration résulte du th. 6, p. 222, en désignant par
I" la suite {X;} des fonctionnelles de la forme

Xix)=¢& o x={) " (m) et j=1,2, ..
On a alors |X;|=1 pour j=1,2,.. et il existe en outre
pour tout x (T (m) un j tel que ]X,-(x)!}—;« | x|l. On posera donc

N=1.

2

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 15
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§ 3. Nous écrivonsngm as x,(t) = x (f), lorsque la suite de fonctions {xn(f)}

converge asymptotiquement vers la fonction x (f).

§ 5. Le dernier th. implique que si les fonctions continues x, () sont

bornées dans leur ensemble et la suite {xn(t)} est convergente partout,
b

lim | x,(t) do (f) existe pour toute fonction « (f) A variation bornée (c¢f. F.Riesz,
n—yoo.
a

Sur le théoréeme de M. Egoroff et sur les opérations fonctionnelles linéaires,
Acta Szeged 1 (1922), p. 18—26).

§ 6. La démonstration du th. de M. Lebesgue se trouve aussi dans
Pouvrage de M. H. Hahn, Uber Folgen linearer Operationen, Monatshefte f.
Math. u. Phys. 32 (1922), p. 1—88.

§ 7. La distance des éléments x et y dans (S) peut étre définie égale-
ment par la formule (x,) = borne inf {w+4-m E( | x () —y ()| > )] Y. La métri-
t

ST
que ainsi obtenue est équivalente & celle du texte (voir 1, p. 9).
Pareillement, dans (s) la métrique (x, y) = borne inf [l—l—max | E,— ]

<nloo nooi<kln .
équivaut & celle donnée dans 2., p. 10 (cf. M. Fréchet, Les espaces abstraits,

Paris 1928, p. 82 et 92).

Dans les exemples 1,'8, 5, 7, 8 et 10 on pourrait d’ailleurs admettre que
les fonetions en question sont définies dans un ensemble d’une nature plus
générale. Ainsi p. ex. dans 5, p. 11, les fonctions peuvent étre supposées dé-
finies dans un espace (D) compact arbitraire, ou méme seulement complet, en
gse bornant dans ce dernier cas aux fonctions bornées continues, resp. unifor-
mément continues.

1) Pour la signification des symboles v. p. 3, renvoi?).
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Beaucoup d’exemples des espaces (D), intéressants au point de vue de
la théorie des opérations, se trouvent dans ]es; ouvrages précités de M. H. Hahn
et de M. M. Fréchet; a I'égard des applicétions une attention spéciale mé-
ritent les espaces considérés dans les travaux de M. J. Schauder, Zur The-
orie stetiger Abbildungen in Funktionalriumen et Bemerkungen zu meiner Arbeit..,
Math. Zeitschr. 26 (1927), p, 47—65 et 417—431.

Parmi les auntres exemples sont & noter les suivants.
11. L’espace (Q) de toutes les fonctions quasi-périodiques avec la métrique
(xy)y=max | x () —y(®)].
—ool{< oo

12, L'espace (HW)) oi p > 1, formé de toutes les fonctions définies dans le
cercle s* -+ <1 et respectivement équivalentes (c. 4 d. égales presque partout)
a4 des fonctions harmoniques. La métrique qui y est entendue est donnée

: 1
par la formule (x,y) = (/f [ x(s,5)—y(s,t)|Pp dsdt);.
ST

18. L'espace (R) des fonctions définies dans [0,1] et équivalentes respective-
ment & des fonctions intégrables au sens de Riemann avec la métrique (x,y) =
= vrai Iél;iX |x(#)—y(#)]. Pour une fonction z (£), ot 0 <Ct<{1, mesurable et

0TI

supérieurement bornée presque partout, vrai max z (f) désigne la borne infé-
041
rieure des nombres o tels que z (f) < w presque partout.

Les exemples 11 et 12 se trouvent dans Pouvrage de G. Ascolj,
Sugli spazi lineari metrici e le loro varietd lineari, Annali di Matematica X
(1932); p. 83 — 81, et I'exemple 13 dans celui de M. W. Orlicz, Beitrige zur
Theorie der Orthogonalentwickiungen, Studia Mathematica I (1929), p. 1—39 et
241 — 255. _

M. Orlicz a de plus attiré I'attention sur une classe d’espaces qui con-
tient les espaces (L(») ol p=>1 et dont les autres ont avec eux beaucoup de
propriétés communes.

Soit notamment M (z) tne fonction convexe définie pour toutes les

1
valeurs réelles de u et telle que 1° M(—u)=M (1), 2° lim i M@y =0,
10
1 — 1
B Hm— M@ =+ et 4° lim 5 M2 =3
u—>i§o M@ =-+o e R 41}3 M@ M@ <+

Soit N (u) la fonction définie pour toutes les valeurs réelles de v par les

relations: N(v) = max [uv — M ()], lorsque v >0 et N(v) = N (—v) pour v<0.
0<u<loo

Ceci posé, l'ensemble (O) de toutes les fonctions x (f) définies dans [0,1] pour

lesquelles il existe lintégrale / M [x ()] dt, métrisé par la formule
0
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1 1
(x,3) = borne sup / [x () —y@®O]w(t)dt oi j Nle(®]dt <1,
0 *

0

constitue un espace métrique complet.

1, 142
En particulier, pour M (W) = ;77 (1—;) -lulp ont 'p>1, on a
- ; L
N@= vip—1 et (x,y):(/ x () —y (@) P)p, de sorte que l'espace (0) est
0
dans ce cas identique & (L(P)).

En remplacant dans la définition de M(u) la condition 4° par

M (Qu) <4 sans y changer la définition de N (v), l'espace (o) des

suites de nombres réels {E_n} telles que la se’riez ME) est convergente, métrisé par
n=1

= 1
lim M ()

u—0

la formule

(x,v) = borne sup Z (,—n)o, o x=/{E}, y={_1,) et 2 N, <1,
n=1 n=1
constitue aussi un espace métrique complet, dont les espaces (r)) aveec p >1 sont
des cas particuliers (cf. W. Orlicz, Uber eine gewisse Klasse von Rdumen vom
Typus (B), Bull. de 'Acad. Polonaise des Sc. et des Lettres, Février 1932).
Il est enfin a remarquer qu’aucun des espaces 1—13, (0) et (0). n’est
compact; plus encore: dans chacun d’eux les ensembles compacts sont non

denses.

§ 8. Les espaces 1, 2, 5-—10 et 12, de méme que les espaces (0) et (0)
de M. W. Orlicz, sont séparables. Par contre les espaces 3, 4, 11 et 13 ne
sont pas séparables, tout en étant, comme les précédents, de puissance du
continue. Dans chacun de ces derniers espaces les ensembles de puissance

inférieure a celle du continu sont non denses.

§ 9. Comme I'a remarqué M. K. Kuratowski, si une opération mesu-
rable (B) transforme d’une fagon biunivoque un espace métrique séparable E
en espace métrique F,, I'opération inverse remplit la c¢ondition de Baire.
La démonsiration s’appuie sur le th. 7, p. 17, et sur le théoréeme suivant: pour
qu'une opération U(x) définie dans un espace métrique E et ,do'nt le contre-
domaine est situé dans un espace métrique F, remplisse la. condition de Bai-
re, il faut et il suffit que pour tout ensemble fermé G, CE, 'ensemble G
d’eléments x C E tels que U(x) C G, remplisse la condition de Baire (v. C.Ku-
ratowski, La propriété de Baire dans les espaces métrigues, Fundamenta Ma-
thematicae XVI (1930), p. 390—394).
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CHAPITRE 1.

§ 1. Etant donné que les espaces du type (F), étudiés dans les chapi-
tres suivants, constituent des cas particuliers des espaces du type (G), notam-
ment lorsqu’'on les considére comme des group(;,s par rapport & 'addition qu’on
y définit, il a été préférable de fixer d’emblée le nom d’addition a 'opération
fondamentale du groupe et d’y-conformer les énoneés et la notation.

Tous les espaces métriques 1—13, (O) et (0) constituent, comme on voit
aussitot, autant d’espaces du type (G); comme opération fondamentale du
groupe on y admettra 'addition ordinaire des fonctions, resp. des suites. Tous
ces espaces sont abeliens, ¢. & d. que 'addition définie dans eux est com-
mutative (en formule: x4y =y -+ x).

Parmi d’autres exemples des espaces du type (G) on peut citer les sui-
vants: \

14. L’espace des transmormations homéomorphes d'un espaée métrique
compact @ en lui-méme, lorsqu’on définit la disiance de deux homéomorphies
x et v par la formule (x,y) = bornCeQ sup (x(g), y(q))—}—bor;@@sup (c—1(q), y—UQ)Y

q C

et entend par l'addition la composition ordinaire des transformations.

15. L’espace des transformations isométriques d'une spheére (situce dans -
un espace métrique) en elle-méme, lorsqu on y définit la métrique et Paddi-
tion comme dans 'exemple précédent.

16. L’espace de toutes les fonctions définies dans un espace métrique Q
et admettant comme valeurs les nombres complexes & module 1 (on peut les
supposer en outre continues ou uniformément continues), lorsqu’'on définit la
distance de deux fonctions x et ¥ par la formule (x,y) == borne sup x(q) —J¥ @)

9(Q
et entend par I'addition la multiplication ordinaire des fonctions.
17. L’espace des transformations biunivoques de I’ensemble des nombres

naturels en lui-méme avec la métrique

1 xm)—y ]|+ x N —yim ]
D= D o TF @y )+ wn) — =]

n==1
(o x(n), ete. désigne l'image de # obtenue par la transformation x, etc.) et
avec 'addition entendue comme composition des transformations.

Etant donné un espace arbitraire £ du type (0), si une suite {x,} d’élé-

ments de E est convergente, on a évidemment

D lim (x, —x,,0)=20
pses, goes? T ’
mais. on ne sait pas si, réciproquement, la condition (I) entraine toujours la

convergence de cette suite.
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Si dans un espace métrique £ P'addition des éléments est définie de
maniére que E constitue par rapport a elle un groupe, et méme les axiomes
I, et IIQ étant remplis, il ne suffit pas que la condition (I) entraine toujours
la convergence de la suite {xn‘} vers un élément de £, pour que lespace F
soit complet. On ignore toutefois s’il n’existe alors dans E une autre mé-
trique, équivalente & la métrique donnée, et qui en formerait un espace du
type (G). M. D. van Dantzig a montré qu’il en est ainsi dans I'iypothése
supplémentaire que £ est un espace abelien; dans ce cas on peut trouver méme
une métrique équivalente ,glissante®, ¢. a d. telle qu’on ait (x, ) = (x4 2,y 2)
pour tout zCE (cf. D. van Dantzig, Einige Satze liber topologische Gruppen
Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 41, 1932).

La définition des espaces du type (G). de méme que tous les théorémes
du texte se trouvent dans la note: S. Banach, Uber metrische Gruppen, Stu-
dia Mathematica III (1931), p. 101 —113; ecf. aussi F. Leja, Sur la notion. de
groupe absirait topologique, Fundamenta Mathematicae IX (1927), p. 837—44.

§ 2. Les espaces 1 — 10 (Introduction, § 7, p. 9—12), de méme que les
espaces 11—13, (0) et (o) définis ici (v. p. 227—228), sont connexes.

§ 3. Outre le th, 5, p. 24, on a le théoréme: l'espace E étant connexe, si
{U”(x)} est une suite de fonctionnelles linéaires, l'ensemble des points ou cette sui-
te est bornée est soit de l-e catégorie, soit identique d E.

§ 4. 11 résulte de la remarque précédente que, Pespace E étant connexe, si

{ U, ()} est une suite double de fonctionnelles linéaires telles qu'on a pour une

suite {x,\ d'éléments de E la formule 1im | U, ,(x,) | = oo quel que soit p, l'en-
goee

semble de tous les. x CE tels que ﬁ} U, 4() | =-}Fco pour p=1,2,... est de Il-¢
g->oo ’
catégorie et son complément est de I-e catégorie.

On peut montrer que les th. 3—7 du Chapitre III (p. 88—42) subsistent
déja pour les espaces E et E; du type (Q), lorsque I'espace E est supposé sépa-
rable (cf. S. Banach. 1 c., Stud. Math. III, p. 101—113). Le th. 5, p. 41, est
aussi une conséquence immédiate du th. 4, p. 23, et de la remarque, p. 228,
L’hypothése que E soit séparable est essentielle; il serait intéressant de savoir
si les th. 3—7 en question subsistent aussi pour des espaces du type (G) non
géparables, mais connexes.

Il est & remarquer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes
pour chaque espace E du type (G):

(x) étant donnée une opération linéaire y = U (x) qui transforme E d'une
facon biunivoque en un espace £, du type (G), l'opération inverse x = U—1(y)
est linéaire
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(f) étant donnée dans E une autre métrique (x,y)* par rapport a la

quelle F est également un espace du type (Q), si lim x,, = x, implique toujours
n—roo

lim (x,, x,)* =0, alors on a aussi 'implication inverse.

n—yoo

Or, on ignore si ces propriétés se présentent p. ex. pour l'espace fon-
ctionnel £ coineidant avee celui de 'exemple 16, p. 229, lorsqu’on y désigne

par  'ensemble des nombres complexes a module 1.

CHAPITRE IL

§ 1. On peut également traiter les espaces vectoriels avec une multi-
plication des éléments non seulement par les nombres réels, mais aussi par
les nombres complexes et sans que les axiomes 1)—7) soient modifiés. Ces
espaces constituent le point de départ de la théorie des opérations linéaires
complexes et d'une classe, encore plus vaste, des opérations analytiques, qui
présentent une généralisation des fonctions analytiques ordinaires (cf. p. ex.
L. Fantappié: I funzionali analitici, Citta di Castello 1930). Nous nous propo-

sons d'en exposer la théorie dans un autre volume.

Un ensemble A situé dans un espace vectoriel E s'appelle base de
Hamel dans E, lorsque tout élément xCFE est une combinaison linéaire des
éléments de H sans qu'aucun x C // soit une combinaison linéaire des autres
éléments de H. Tout espace vectoriel admet des bases de Hamel et elles sont

deux & deux toujours de puissance égale.

§ 2. La remarque précédente implique pour tout espace vectoriel E
I'existence des fonctionnelles additives, homogénes et non identiquement nui-

les, définies dans E.

§ 3. Le dernier théoréme (v. p. 34, 4) implique aussitdt qu’a tout sous-
ensemble S de 'ensemble des nombres naturels N on peut assigner une me)
gsure mS de facon que 1) mS >0, 2) m(S,-+S,)=mS, +mSy pour S; et S,
disjoints, 3) mS, =m S,, lorsque S; =S, et 4) m N=1.

Quelle que soit la mesure assujettie aux conditions 1) — 4), I'ensemble

de tous les nombres de la forme an-+b pour n=1,2,.., avec a et b fixes,

1
est de mesure o T'ensemble de tous les nombres premiers est de mesure O.

Une mesure satisfaisant aux conditions 1) — 4) ne coincide pas toujours avec
la densité (lorsque celle-ci est définie), mais on peut toujours s’'arranger de

facon que cette condition supplémentaire soit également satisfaite.
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CHAPITRE IIL

§ 1. Au sujet de la définition des espaces du type (F) voir M. Fréchet,
Les espaces abstraits topologiquement affines, Acta Math. 47 (1926), p. 25 — 52.

Evidemment, les espaces 11 — 13, (O) et (0), définis p. 227 — 228, sont
aussi du type (F). ’

M. S. Mazur a remarqué que tout espace du type (F) remplit la con-

dition
(1) s limx, =% limy,=y, lmh,=~hn et limk, =k aors
pPree H—ro0 n—yoo n—>co
lim (h,x,+4k,y,) = hx - ky.
H—¥oo

On ne sait pas si dans tout espace vectoriel, complet et satisfaisant a la
condition (1) la métrique peut &tre remplacée par une métrique équivalente
de maniére 4 en obtenir un espace du type (F).

§ 3. Les th. 3—9, p. 38—43, restent valables pour tout espace métrique
vectoriel E satisfaisant & la condition (1) et a la condition suivante:

(2) si lim (xp—xq)=0, il existe un élément x(E tel que lim x, = x,

21]1:)):: ) A—yo0

M. Mazur suppose de pouvoir remplacer cette derniére condition par 'hypo-
thése que I'espace E est complet. Une démonstration simple des th. 3—5
pour le ecas des espaces du type (B) se trouve dans la note de M. J. Schau-
der, Uber die Umkehrung linearer stetiger Funkiionaloperationen, Studia Math. II

(1930), p. 1—6.

Considérons 2 présent, dans un espace £ du type (F), un ensemble
quelconque G CE, linéaire et fermé. Il est évident qu’on obtiendra une dé-
composition de £ en parties disjointes, si on convient de ranger deux élé-
ments x et y de E dans une méme partie, lorsqu’on a x — y (G, et seulement
alors. On a le théoréme suivant: ensemble F* des parties de £ ainsi obte-
nues constitue un espace du type (F), lorsqu’on y définit la distance et les
opérations fondamentales par les conditions (ou1 X, Y et Z désignent des élé-
ments de £*):

1% (X, Y) == borne inf (x,¥) ot xCX et yCY,

20 X+ Y est celui des ZCE* qui contient les éléments de la forme
x+youxCXetyCy,

8% tX est celui des YCE* qui contient les éléments de la forme £ x ol
XX,

La démonstration de ce th. se trouve dans mon livre Teorja operacyj,
Tom I, Warszawa 1981, p. 47—49 (en polonais); cf. aussi F. Hausdorff, Zur
Theorie der linearen metrischen Riume, Journ. f. reine u. angew. Math, 167
(1932), p. 294-—311.
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En s’appuyant sur ce th., on peut montrer que, étant donnée une opé-
ration linéaire U définie dans un espace £ du type (F) et dont le contredomaine
est situé dans un espace £, également du type (F), si E est séparable, le contre-
domaine de U est mesurable (B). Cependant, on ne sait pas si I'hypothése
que £ soit séparable est essentielle.

§ 4. Les travaux suivants contiennent des applications d'une autre

méthode de la théorie des opérations & ce probléme et aux problémes voi-

sins:

S. Mazurkiewicz, Sur les fonctions non dérivables, Studia Math. III
(1981), p. 92—94, 1

S. Mazurkiewicz, Sur lintégrale /f(x—l—t)—l—f(x—;t)——?f(x) at, ibid.,
p. 114—118, 0 ot

S. Banach, Uber die Bairesche Kategorie gewisser Funktionenmengen,
ibid., p. 173—179,

H. Auerbach et S. Banach, Uber die Holdersche Bedingung, ibid.,
p. 180—184,

S. Kaczmarsz, Integrale vom Dinischen Typus, ibid., p. 189—199.

§ 5. Les autres applications de la théorie des opérations aux problémes
concernant les équations différentielles sont données dans les notes suivantes:

S. Banach, Sur certains ensembles de fonctions conduisant aux équations
partielles du second ordre, Math. Zeitschr. 27 (1927), p. 68—75,

W. Orlicz, Zur Theorie der Differentialgleichung gi’ = f(x,¥). Bull. de
X
I'Acad. Polon. des Sc. et des Lett., Février 1932.

§ 7. Etart donné un ensemble linéaire fermé G C(s), il existe pour tout
élément x,({s) — G une fonctionnelle lnéaire f(x) définie dans (s) et telle
qu'on a f(x) =0 pour tout xC G et f(xy) =1.

Le th. 12, p. 51, implique que si le contredomaine d'une opération liné-

aire définie dans (s) est situé dams (s), il est un ensemble fermé.

CHAPITRE 1IV.

§ 1. Les espaces vectoriels normés ont été traité indépendamment de
moi et presqu’a la méme époque par M. N. Wiener, dans son ouvrage Limit
in terms of continuous transformations, Bull. de la Soc. math. de France 150
(1922), p. 124—134.

Les espaces 11—13, (0) et (0), définis p. 227—228, sont du type (B). Par
contre, 'espace (s) de I'exemple 2, p. 10 (v. aussi p. 50 — 52) n’est pas du ty-
pe (B) et méme, comme l'a démontré M. S. Mazur, il n’est homéomorphe
4 aucun espace du type (B).
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§ 2 et 3, On peut établir pour les espaces E du type (F) I'équivalence
des deux propriétés suivantes:

(«) Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans un ensem-
ble linéaire GCE, il existe une fonctionnelle linéaire F (x) définie dans E et
telle que F (x) == f(x) pour tout x( G.

(3) Dans les mémes conditions, si G est en outre fermé, il existe pour
tout x, CE — (G une fonctionnelle linéaire F(x) définie dans E et telle que
F (x,) =0, mais F(x) ==0 quel que soit xCG.

Or, ces propriétés ne se présenfeunt pas nécessairement dans tous les
espaces du type (F). Ainsi p. ex. toutes les fonctionnelles linéaires définies

dans l'espace (S) s’annulent identiquement.

Etant donnés deux espaces E et £, du type (B) et une opération liné-
aire U (x), définie dans Vensemble linéaire G CE, dont le contredomaine est
situé dans E,, on ne sait pas si elle se laisse étendre (prolonger) de G sur E tout
entier, c. & d. ¢'il existe une opération linéaire V (x) définie dans F, ayant son
contredomaine dans £, et telle que V (x)= U(x) pour tout xCG.

Cette extension de U(x) est toujours possible, lorsque E, est &4 un nom-
bre fini de dimensions, mais méme alors la condition | Viz=|U|; peut rester
irréalisable.

§ 4. Les conditions 1°—3°% p. 72, peuvent étre remplacées par les deux
suivantes:
1) anj:o pour tout j >n ot n=1,2,...

n
2) Z\a”jﬁzlf} pour n=1,2,...
j=t

La forme générale des fonctionnelles linéaires dans les espaces (O) et (0)
de M. Orlicz (cf. p. 227—228) est établie dans son ouvrage cité. Ainsi p. ex.
toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans l'espace (0) est de la forme

1 1 .
F(x) :fx (B a(t) dt ou a(t) est une fonction telle que/N(k o)) dt existe pour
0 ’ 0

un % compris entre 0 et 1.
1
Selon M. F.Riesz la norme de la fonctionnelle linéaire f (x) = / x (t) dg(¢)
0
définie dans (C), ou g(¢f) est une fonction &4 variation bornée, est égale 4 la
variation de la fonetion g(f) définie comme suit: g(0) =g ©), gV =g(1) et

gy =1im g (£ -+ h) pour 0 <¢t<1.
h—>40

§ 6. Voir F. Riesz, Sur lapproximation des fonctions continues et des
fonctions sommables, Bull. of the Calcutta Math. Soc. XX (1928/29), p. 55—58.
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§ 8. Voir le livre de F. Riesz, Les systémes d’équations linéaires d une
infinité d’inconnues, Paris 1913.

CHAPITRE V.

§ 1. Le th.3,p.79, implique que 'ensemble Q des points de convergence
d’une suite d’opérations linéaires {Un(x)} a normes bornées dans leur ensem-
ble est toujours fermé. Dans le cas général Q est un Fg3.

Il est a noter & ce propos que, comme l'ont montré MM. S. Mazur
et L, Sternbach, si {Un(x)} est une suite de fonctionnelles linéaires et
Iensemble Q de ses points de convergence n’est pas fermé, il existe dans Q

une suite de points {xl-} et un point x, CE — Q tels que lim x; = x; et que la
i~yoo

suite double {U,(x;)} est bornée. On en déduit comme corollaire que dans
ces conditions  n’est pas un F;. Or, ces énoncés se laissent étendre au cas
ol {Un(x)} est, plus généralement, une suite d’opérations linéaires, pourvu que
" leurs contredomaines soient situés dans un espace F;, aussi du type (B)
et jouissant de la propriété:

(y) pour toute suite {yn}, ouy,CE et |y,|=1 pour n=1,2, ..., il exi-

oo

ste une suite de nombres {tn} telle que la série Z t,v, soit divergente et que
n=1
la suite des normes de ses sommes partielles soit bornée.

De la propriété (1) jouissent p. ex. 'espace (¢) et tous les espaces du ty-
pe (B) 4 un nombre fini de dimensions.

Le corollaire qui vient d’étre mentionné se laisse, selon une remarque
commune de M. S. Mazur et moi, préciser davantage en ce sens que dans
les conditions considérées Pensemble Q n’est pas un Gy, Comme application,
on en tire le th. que tout espace £ du type (B) i une infinité de dimensions
contient un ensemble linéaire qui est un F,3 sans &tre un Gy,. MM. S. Ma-
zur et L. Sternbach ont montré en outre que tout espace de ce genre
contient un ensemble .linéaire qui, sans étre un Fg, est une partie commune
d’un Fy et d’un Gj; cependant tout ensemble lindaire Gj y est fermé.

Dans certains espaces du type (B) on peut établir 'existence des en-
sembles linéaires qui sont des Fg3; sans &tre des F;3. Reste ouvert le problé-
me s’il en existe toujours dans des espaces du type (B) 4 une infinité de
dimensions. On ignore aussi s’il existe des espaces du type (F) contenant
des ensembles linéaires des classes de Borel plus élevées ou des ensembles
linéaires (4) non mesurables (B) ou encore des ensembles linéaires remplissant
la condition de Baire, mais n'étant pas (4). Tout espace du type (F) a une
infinité de dimensions contient des ensembles linéaires ne remplissant pas la

condition de Baire.
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Ces problémes se rattachent & certaines questions concernant les opé-
rations additives. E et E, étant du type (F), toute opération U(x) additive
et mesurable (B) définie dans un ensemble linéaire fermé GCE et dont le
contredomaine se trouve dans E, est en vertu du th. 4, p. 23, continue. Or,
si 'ensemble G n’est pas fermé, l'opération U(x) peut ne pas étre continue:
nous connaissons des exemples oll, G étant mesurable (B), lopération U(x)
est discontinue de 1-e classe de Baire; mais nous ne connaissons aucun
exemple ol elle soit d’une ciasse de Baire plus élevée. De méme, on igno-
re si opération U (x) pe‘ut remplir la condition de Baire sans étre en méme
temps mesurable (B).

On est amené aux opérations additives discontinues par l'inversion des
opérations linéaires. E et E, étant du type (F), si Popération linéaire y = U (x)
transforme d’ume facon biunivoque E en un ensemble fermé G, CE;, l'opéra-
tion inverse x = U—1(y) est en vertu du th. 5, p. 41, continue.. Or, si G, n'est
pas fermé, 'opération U—! peut ne pas étre continue, mais si 'espace E est
séparable, elle est toujours mesurable (B). Ainsi, p. ex., dans le cas ou
E = E, = (L?, cette opération est de 1-e classe de Baire.

§ 3. Le lemme et le th. 8 se trouvent dans la Note de M. F. Riesz, L. ¢,
p. 151. On apercoit aisément que le th. réciproque du th. § est aussi vrai. En
outre, le th. 8 se laisse généraliser comme suit: tout espace du type (F) conte-
nant une sphére qui v est compacte n’a qu'un nombre fini de dimensions; il est

facile de voir que la réciproque est encore vraie.

§ 4. Le th. sur (L(")) établi p. 83, provient pour le cas r =1 de M. H.
Lebesgue (v. Annales de Toulouse, 1909).

§ 6. Tous ces exemples sont bien connus.

§ 7. La méthode A, qui correspond au tableau (A), s’appelle normale,
lorsque a;, = 0 pour i< k et a; =£0 pour i=k. Telles sont pour £>>0 les
méthodes C, de Cesaro, de méme que les méthodes £, de Euler. Ces
derniéres sont d'aprés M. S. Mazur (L. c., Stud. Math. II, p. 40—50) des mé-
thodes parfaites.

On ne sait pas si le th. 11, p. 95, subsiste, lorsque la méthode A n’est
pas reversible.

Le th. 12, p. 95, peut &tre complété comme suit: si la méthode A est
permanente, reversible et tells que chaque suite sommable par A vers un
nombre Uest vers le méme nombre par toute méthode permanente pas plus
faible de A, alors A est une méthode parfaite.

Le th. sur la forme générale des fonctionnelles linéaires définies dans
un espace vectoriel séparable E(C(m) (voir p. 72) montre que toute fonction-
nelle linéaire f(x) y coincide avec une limite généraliséé obtenue par certaine
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méthode A, c. &. d. qu’il existe un tableau (A) tel que toute suite xCE est
sommable vers f(x) par la méthode correspondante & ce tableau Or, si E
n’est pas séparable, ce th. peut étre en défaut; plus ehcore, il peut exister
alors, comme ’a observé M. S. Mazur, une suite {fn(x)} de fonetionnelles
linéaires définies dans F, faiblement convergente vers une fonctionnelle liné-
aire f(x) et telle que f,(x) coincide pour tout n=1,2,... avec une limite géné-
ralisée obtenue par une méthode convenable, tandis que.f(x) soit dépourvue

de cette propriété.

CHAPITRE VI.

§ 1. La notion d’opération totalement continue est due & M. D. Hil-
bert et & M. F. Riesz, qui ont été aussi les premiers a en mettre en évi-
dence l'utilité.

Selon une remarque de M. S. Mazur, on a le th. suivant: {Un(x)} étant
une suite d’opérations linéaires et totalement continues, définies dans un es-
pace E du type (B) et telles que lim U, (x) = x pour tout xCE, Ia condition

H—yoo

nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble GCFE soit compact, est que la
convergence de {Un(x)} sur G soit uniforme. Un espace £ qui admet une
telle sunite d’opérations est en vertu du th. 1, p. 96, séparable. La question
si, réciproquement, tout espace £ du type (B) séparable admet une pareille
suite d’opérations, reste ouverte.

Au sujet du critére de la compacticité pour GCE ecf. aussi-A. Kolmeo-
goroff, Uber Kompaktheit der Funktionenmengen bei der Konvergenz im Mittel,
Gottinger Nachrichten 1931, p. 60—63.

§ 2. Tous ces exemples sont connus.

§ 3. La notion d’opération conjuguéé a. été introduite en toute généra-
lité pour la premiére fois dans ma Note Sur les fonctionnelles linéaires II, Stu-
dia Mathematica I (1929), p. 223 — 239, qui contient aussi le th. 3, p. 100. La
démonstration du th. 4, p. 100, se trouve également dans la Note de M. J.
Scehauder, Uber lineare vollstetige Funktionaloperationen, Studia Mathematica
11 (1980), p. 183—196. i

CHAPITRE VIIL

§ 1. M. W. Orlicz a observé que pour les espaces £ faiblement com-
plets le th. 2, p. 107, peut &tre précisé davantage, a savoir que la série (2)
est alors convergente pour tout xCE.

Un systéme biorthogonal {xi}, {f,.} s’appelle complet si les suites {xi} et
{ fi} sont des suites totales (voir les définitions p. 42 et 58). On peut montrer
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qu’il existe des systémes biorthogonaux complets dans tout espace du type (B)
séparable.

Un systeme biorthogonal {xi}, {f[} est dit normé, lorsquona | x; | =|f;| =1
pour i=1,2,.. Selon une remarque de M. H. Auerbach, il existe des sy-
stémes biorthogonaux normés et complets dans tout espace du type (B) & un
nombre fini de dimensions. Cependant on ne sait pas s’il en est ainsi dans tout
espace du type (B) séparable et méme s’il y existe toujours un systéme biortho-
gonal complet tel que |x;|=1 pour i=1,2,.. et Erﬁ | f;] << oo,

{00

§ 2. En vertu de la remarque précédente on peut supprimer dans le
th. 5, p. 108, Phypothése que les suites {xi(t)} et {yi(t)} soient completes.

§ 3. Le th., suivant lequel le systéme de Haar constitue une base dans
(L) ot p_>1, se trouve dans la Note de M. J. Schauder, Eine Elgenschaft
- des Haarschen Orthogonalsystems, Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 317—320.

On peut montrer que, étant donnée dans un espace F du type (B) une
suite d’éléments {x,} telle qu’il existe pour tout xCE exactement une suite

&
de nombres {#,} donnant lieu & la faible convergence de la suite{ Ztn xn}
a=1
" vers X, la suite {xn} constitue dans £ une base.

L’espace (C(») (v. exemple 7, p. 11) admet une base pour p=1,2,...;
on ignore cependant s’il en existe une dans Pexemple 10, p. 12. On ne sait
non plus ¢’il y a une base p. ex. dans 'espace de toutes les fonctions réelles
x(s,t) définies dans le carré 0<Cs<(1, 0<{(<{1 et admettant les dérivées
partielles d’ordre 1 continues, les opérations élémentaires ‘dans cet espace
étant définies comme d’ordinaire et la norme étant donnée par la formule

[[ x|l =max{x(s )] -}-max|x' (s, )|+ max|x, (s £)].
NS SIS 0<Cs<C1
0<t<t oIt 0<t<1

L’existence d'une base dans tout espace E du type (B) séparable équi-
vaut en vertu du th. 9, établi au Chap. XI, § 8, p. 185, a l'existence d’une
base dans tout ensemble linéaire fermé F,C(C). Or, on ne connait aucun
exemple d’espace du type (é) géparable, ayant une infinité de dimensions,
non isomorphe avec (L?) et tel que chacun de ses sous-ensembles linéaires
fermé contienne une base. Remarquons toutefois que tout espace du type (B)
a une infinité de dimensions renferme un ensemble linéaire fermé a une in--
finité de dimensions qui admet une base.

La notion de base peut étre évidemment introduite d’une fagon plus
générale déja pour les espaces du type (F). Dans 'espace (s) la base est don-
1 pour [=n

née p. ex. par la suite d’éléments {x;} ot x; = {E;l} et & ={ o £
pour { = 5.



Remarques au chapitre IX. 239

L’espace (S) ne contient aucune base; c’est une conséquence du fait qu’il n’y

existe aucune fonctionnelle linéaire ne s’annulant pas identiquement.

CHAPITRE VIIL

§ 4 et B, Suivant une remarque de M.S. Mazur, les th. 2—4, p. 123—124,
subsistent aussi dans les espaces E du type (F), en remplacant la condition
(20) dans les th. 2 et 3 par la condition que la suite des fonctionnelles
{f”(x)}, soit bornée dans une spheére.

§ 6. Les conditions pour la convergence faible des fonctionnelles ont
été données pour les espaces (¢) par M. H.  Hahn et pour les espaces (/(»)
olt p>1 par M. F. Riesz.

Les conditions (45) et (46), données pour la faible convergence des
fonctionnelles linéaires définies dans l'espace (¢) voir p. 130 et corriger selon

oo

p. VIII) prennent pour le cas de l'espace (c¢) la forme: 1° la suite {Z[am[}-
i=1
bornée et 2° lima,, = a, pour i =1,2, ...
n—yoo

CHAPITRE IX.

§ 1. La notion de convergence faible des éléments a été étudié pour
la premiére fois dans l’espace (L?) par M. D. Hilbert et dans les espaces (L(»))
ott p>1 par M. F. Riesuz.

Un ensemble G situé dans un espace £ du type (B) est dit faiblement
compact, lorsque toute suite d’éléments de G contient une suite faiblement
convergente, Dans les espaces (L(7) et (I(”M) o0t p >1 tout ensemble borné
est faiblement compact (ef. p. 130 — 131). 1l en est de méme dans (¢) et (c),
tandis que les espaces (C), (L), (!) et (;n) sont dépourvus de cette propriété.

§ 2. Les conditions pour la convergence faible des éléments ont é6té
données pour l'espace (¢) par M. H. Hahn et pour les espaces (C) et ({(») ou
p>1par M. F. Riesz. Le th, p. 137, sur Péquivalence dans (/) de la con-
vergence faible avec la convergence suivant la norme se trouve dans la Note
de M. J. Schur, Uber lineare Transformationen in der Theorie der unendlichen
Reihen, Journ. f. reine u. angew. Math. 151 (1921), p. 79—111. :

Il est a remarquer que la convergence faible d’une suite des fonction-
nelles linéaires définies dans un espace £ du type (B) n’est pas une condi-
tion suffisante pour la convergence faible de la méme suite, lorsqu’on regarde
cette derniére comme une suite d'éléments dans espace E, c. a d. dans l’es-
pace de toutes les fonétionnelles linéaires définies dans E (et qui est égale-



240 Remarques.

ment du type (B)). Ainsi p. ex. dans () la notion de la convergence faible
varie suivant qu’on en considére les éléments comme des représentants des
fonctionnelles linéaires ou non.

§ 4. Un espace £ du type (B) s’appelle faiblement complet, lorsque toute

suite fx d’éléments de £, faiblement convergente (c. & d. telle que lim f(x,)
III g oo n

existe pour toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans F), est faiblement
convergente wvers un élément de E. L'espace (¢,), donc aussi les espaces (¢) et
(m), ne sont pas faiblement complets. La propriété d’6tre faiblement complet
a été établie pour espace (L) par M. H. Steinhaus (v. Additive und stetige
Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p. 186—221) et pour les espaces
(L)) et (1) ot p>1 par M. F. Riesz (v. Untersuchungen iiber Systeme inte-
grierbarer Funktionen, Math. Ann. 69 (1910), p. 449—497). Suivant une remar-
que de M. W. Orlicz (l. ¢. Bull. de PAcad. Polon. des Sc. et-des Let., Fevrier

1932), I'espace (O) est faiblement complet, si th( ) N (2u) < -0 il en est
H-yo0

de méme pour 'espace (0).

Une série d’éléments d'un espace du type (B) s’appelle commutativement
convergente (yunbedingt konvergent®), lorsqu’elle reste convergente indépen-
damment de Vordre de succession de ses termes. La propriété 7° (Chap. III,
§ 3), p. 37, établie pour les espaces du type (F) implique aussitdot que la con-
vergence .absolue d’une série en entraine toujours la convergence commuta-
tive, mais on ne sait pas sila récip‘roque est vraie en dehors des espaces
4 un nombre fini de dimensions. M. W. Orlicz a démontré les théorémes
suivants.

(1) La somme d'une série commutativement convergente rne dépend pas de
Pordre de ses termes,

(2) Afin qu'une série soit commutativement convergente, il faut et il suffit
que toute série partielle soit convergente, ‘

(B) A la méme fin, il faut et il suffit que toute suite partielle soit faible-
ment convergente vers un élément.

11 en résulte dans l'hypothése gue Pespace F est faiblement complet

que, pour la convergence commutative d’'une série Zxﬂ d’éléments de E, il
. n=1
faut et il suffit que la série Z[f(xn)| soit convergente pour toute fonction-
n=1

nelle linéaire f(x) définie dans £. Ce dernier résultat permet d’établir pour
les espaces faiblement complets plusieurs propriétés importantes des séries
commutativement convergentes d’éléments, tout a fait analogues a celles des
séries commutativement convergentes de nombres. Ainsi p. ex. une série
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oo

2 X, est commutativement convergente, lorsqu'il existe un nombre M >0 tel
n=1

que l'ont ait !xﬂ1+xﬂ~>+"‘+xﬂk <M, quel que soit le systéme d’'indices diffé-

rents 7y, n,,.., 7n,,0u encore, lorsque la série Z t,x, est convergente, quelle que
n=1

soit la suite de nombres {#,} tendant vers 0. Ces théorémes jouent un role

dans la théorie des séries orthogonales (cf. M. W. Orlicz, L. ¢, Stud. Math, I

(1929), p. 241—255).

CHAPITRE X.

§ 1. Au sujet de la théorie des équations linéaires, développée dans
ce chapitre, voir ¥F. Hausdorff, Zur Theorie der linearen Raume, Journ. f.
reine u. angew. Math. 167 (1932), p. 294—311.

Les théorémes de ce § ont 6té démontrés dans le cas ot F = E’ = (L%
par MM. E, Hellinger et O. Toeplitz (v. Integralgleichungen und Glei-
chungen mit unendlichvielen Unbekannten, Encyklopedie der Math. Wiss., Leipzig
1923—1927). Dans les cas plus général ot E==F = (L(M) avec p>1 les th. 1
et 3 ont été établis par M. F. Riesz, L c., Math. Ann. 69 (1910), p. 449497
et pour £=F' = (iM) o p>>1 par le méme auteur dans son livre Les systé-
mes d'équations linéaires d une infinité d’inconnues, Paris 1913. Les th. 2 et 4
pour = E'=(L®)) resp. (I{r) oi p>1 ont été démontrés par M. 8. Saks,
Remarques sur les fonctionnelles linéaires dans les champs Lp, Studia Mathema-
tica I (1929), p. 217—222,

§ 2. 8i on fait tomber dans le th. 15, p. 154, I'hypothése gue 'opération
'U(x) est totalement continue, les équations en question peuvent ne pas avoir
le nombre égal de solutions linéairement indépendantes. On peut cependant
montrer que pour U =1 on a linégalité n<v et qu'elle redevient égalité,
lorsque, en outre, l'espace E est faiblement complet et tel que tous les en-
sembles bornés y sont faiblement compacts (v. 8. Mazur, Uber die Nullstellen
linearer Operationen, Stud. Math. II (1930), p. 11—20), "

CHAPITRE XI.

§ 2. Le plus ancien exemple connu d’une transformation isométrique
des espaces du type (B) I'nn dans l'autre est celui de la transformation isomé-

trique de (L?) en (/?) qui s'obtient des th. de Riesz-Fischer ot Parseval-
Fatou.

§ 3. On ignore si le th. 2, p. 166, subsiste pour les espaces du type (F);

suivant une remarque de MM. S. Mazur et S. Ulam, il devient toutefois faux
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 16
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pour les espaces du type (G). Les mémes auteurs m’ont de plus signalé le
corollaire suivant du th. 2 en question: il n’est pas possible de définir dans
un espace métrique F les opérations (d’addition des éléments et de multipli-
cation par nombres) de deux manieres différentes, de facon que dans les deux
cas [ devienne un espace vectoriel normé et que 1'élément O de F reste le

méme.

§ 4. On ne connait auecun exemple de deux espaces du type (8) sépa-
rables, a une infinité de dimensions ef qui ne soient homéomorphes; d’autre
part, on ne sait pas démontrer que p. ex. (C) est homéomorphe & (¢). Pareil-
lement, on ne réussit pas d’établir 'homéomorphie entre (C) et (/). Or, les
espaces (L) et (I(9)) sont homéomorphes pour p 2> 1< ¢ arbitraires (v. S. Ma-
zur, Une remarque sur I'homéomorphie des champs fonctionnels, Stud. Math. I
(1929), p. 83—85).

D'un intérét particulier semble étre la question si (C) est homéomorphe
avec l'espace des fonctions continues définies dans le carré. On ne connait
aucun exemple de deux espaces méfriques compacts & un nombre fini, mais
inégal, de dimensions (au sens de Menger-Urysohn) et tels que les espa-
ces des fonctions continues définies dans eux soient homéomorphes.

§ 5. Lanotion derotation est applicable d’'une facon générale aux espaces
du type (G). Il peut arriver que la seule rotation possible autour de O y soit donnée
par la transformation U(x) =.x; dans les espaces du type (/) la transforma-
tion V(x) = — x est aussi une rotation autour de 0. Il existe des espaces dm
type (B) a une infinité de dimensions ol il n'y a que ces deux rotations au-
tour de ©. La forme générale (15) des rotations danms (L2), établie p. 174,
{d’ailleurs connue dépuis longtemps), montre que pour tout couple d’éléments x et
y alanorme 1ilyexiste une rotation autour de @ qui transforme x en y. M. S.
Mazur a posé la question s8i tout espace du type (B) séparable, ayant une

infinité de dimensions et jouissant de cette propriété est isométrique avec (L?).

§ 6. La notion d’isomorphie s’applique aussi aux espaces du type (G).
Deux espaces du type (G) sont équivalents, lorsqu’il existe une transformation
isométrique et additive de 'un en l'autre.

Soit pour deux espaces isomorphes £ et £, du type (5)
(F, E;) = borpe inf {log (1 U} | U1 })]

ol U parcourt toutes les transformations biunivoques linéaires de £ en [,. Si
(E,E)) =0, les espaces E et £, seront dits presque isométriques. Les espaces
isométriques sont en méme temps presque isométriques. La réciproque est vraie
en tout cas pour les espaces 4 un nombre fini de dimensions, mais on ne
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sait pas réfuter 'hypothése que p. ex. les espaces (¢) et (), qui ne sont pas
isométriques, soient presque isométriques.

Considérons I'ensemble /. de tous les espaces qui s’obtiennent d'un
espace donné E du type (B), lorsqu'on en remplace la norme par une norme
équivalente quelconque. Il est évident que tout espace qui appartient a Jg
est isomorphe avec £ et que tout espace isomorphe avec E est isométrique
avec un espace de l'ensemble J.. Divisons J; en sous-ensembles, en rangeant
deux espaces dans le méme sous-ensemble ¢, lorsqu’ils sont presque isométriques.
Pour deux sous-ensembles t, et 1, de Jz posons (4, =(E;, £;) ol £; et £,
sont des espaces arbitraires appartenant respectivement a ¢ et . On peut
montrer gque cette définition est univoque et que l'ensemble /; de tous les
t, ainsi métrisé, constitue un espace métrique complet. J'ai introduit ces no-
tions en collaboration avec M. S. Mazur.

§ 7. On peut étudier aussi des produits infinis. Désignons par (E; X £, X "')co
ot E, E,, ... sont des espaces du type (B) l'espace £ du type (B) défini comme
suit: les éléments de £ sont toutes les suites {x,} out x,CE, pour n=12,...

et telles que lim|| x, || = 0; Vaddition et la multiplication par nombres terme
n-»o0

a terme; la norme || {*n} || =max||x,||. On définit d’'une facon analogue p.
1< n<lon

ex. les espaces (E; X E; X o.),y (B X Ey X )y, 6 (B, X Ey X ...)lp ol p>1.

§ 8. P.Urysohn a été premier & démontrer l'existence d'un espace
métrique séparable contenant des sous-espaces isométriques a tout espace
métrique séparable donné d'avance (v. P. Urysohn, Sur un espace métrique
universel, Bull. Sci. Math. 151 (1927), p. 1—38).

§ 9. On ne sait pas si I'équivalence des espaces E, et E, entraine tou-
jours lisomorphie des espaces E; et £, (cf. th. 11, p. 188). La réciproque
du th. 12, p. 189, est évidemment fausse, mais on ignore s’il en est de méme
de la réciproque du th. 13, p. 189, a savoir, si T'éguivalence entre l'espace E du
type (B) séparable et I'espace E entraine, oui ou non, lexistence dans toute suite
bornée d’éléments de £ d'une suite partielle faiblement convergente vers un
élément de E. La question suivante reste aussi ouverte: étant donné un es-
pace E du type (B) tel que-Tespace conjugué E n’est pas. séparable, existe-t-il
dans E une suite bornée d’éléments ne contenant aucune suite partielle fai-
blement convergente?

CHAPITRE XII

Nous allons énumérer ici une série de propriétes isométriques. resp. iso-
morphes, resp. dimensionnelles, ¢.- 2 d. qui se reproduisent, lorsqu’on passe d'un
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espace du type (B) qui en jouit & un espace quelconque isométrique, resp.

isomorphe, resp. de dimension linéaire égale.

Propriétés isométriques:

(1) La convergence faible d'une suite d’éléments {x,} vers I'élément .,
jointe & Végalité lim | x,|=x,|, entraine lim|x, —x,|=10.

A=y oo

(2) |x|=1 entraine l'existence d'une et d'une seule fonctionnelle li-
néaire f(x) telle que f(xg)=1 et |f|=1.

(3) lsométrie de l'espace avec T'espace conjugué.

(4) Isométrie de lespace avec chaque sous-ensemble linéaire et fermé
4 une infinité de dimensions.

(5) lIsométirie entre tout couple de sous-ensembles linéaires &4 un nom-

bre fini donné n>> 2 de dimensions.

Proprietés isomorphes:

(6) Existence d'une base.

(7) Existence pour tout sous-emsemble linéaire fermeé S d’un sous-en-
semble linéaire fermé T tel que tout élément x se laisse représenter d'une
seule maniére dans la forme x =8¢ o sCS et t (7.

(8) Existence pour tout sous-ensemble linéaire fermé S d’une transfor-
mation linéaire de I'espace entier en S entier.

(9) Existence pour tout espace séparable £ d'une transformation liné-
aire de l'espace donné en E tout entier.

(10) Isomorphie de l'espace avec l'espace conjugué.

(11) Isomorphie de l'espace avee son carré..

Propriétes dimensionnelles:

(12) La propriété d’étre faiblement complet.

(18) Compacticité faible des sous-ensembles bornés.

(14) Existence de la base dans tout sous-ensemble linéaire fermé.

(15) Isomorphie de tous les sous-emsembles linéaires fermés & une in-
finité de dimensions. ’

(16) FEgalité de la dimension linéaire de tous les sous-ensembles liné-
aires fermés a une infinité de dimensions..

(17) Equivalence entre la convergence faible des éléments et leur con-

vergence suivant la norme.
(18) Egalité entre la dimension linéaire de I'espace et celle de son carré.

Sur le tableau qui suit la présence et I'absence connues de ces proprié-
té dans divers espaces est désignée respectivement par - et —; les mailies
libres correspondent aux problémes ouverts, d’ailleurs pas faciles.
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Espace ,I(M) (m) | (CY[(C@)p=1] () | (co) | (L) [ (L?) \(LEM—p2| () ({1 p2
T === — | — [+ + [+ +
FlOl———| — | —l=|—1® &+ =t
SOl - |- = |Z o= T
SRE-HRTY] o I e I e e A et
NG e e I e e e e I =
-~ ‘(Q _ - + + + e -+ + _ti_ ,Tl_,_,,j,i
w2 @ - — |t 1=

2O ERESE BES
TIEILO - ||t = = gt =
oA — == — === = = —
S ICEY) = o e I I I P = I = =
clg D — | ~-T—1 — [—|—1~+[+} = & =+
sl === — |+l + =\ =

8149 — | — I N I = S A
el - — | — | — =+ - |

EO — | — | —| — I+ = =

EUD| — | — = | — == - |*F_ =

slal+ [ & [ F [+ 1+ 1+ 1+ 1+ =+

Comme 1'a remarqué M. S. Mazur, il existe des espaces séparables
2 une infinité de dimensions qui, sans &tre isomorphes avec (L), jouissent
de la propriété (8), done aussi ‘de la propriété (10), tandis qu’il n’en existe
aucun, du moins parmi les espaces connus, qui jouisse de la propriété (4),
(5) ou (14)., M. Mazur a démontré d’autre part, que tout espace séparable,
a une infinité de dimensions et qui posséde la propriété (5) pour n = 2 est,
réciproquement, isométrique avec (L2). La propriété (6) est en défaut dans tous
les espaces non séparables, mais on ignore si tous les espaces séparables la
possédent. On ne sait non plus ¢’il existe un espace séparable & une infinité
de dimensions qui, sans 8tre isomorphe a (L%), (L) ou (1), poséde la propriété
(8). - Les propriétés (11) et (18) se présentent pour tous les espaces connus
4 une infinité de dimensions; on ignore cependant s'il en est ainsi en géne-
ral pour tous les espaces pareils. On ne gait ni démontrer, ni réfuter gue
tout espace séparable jouit de la propriété (14). Enfin, on ne connait aucun
exemple d’espace a une infinité de dimensions qui, sans étre isomorphe avec

(L?), posséde la propriété (15).

On remarquera qu'aucnne des propriéiés isométrigues envisagées ici n'est
une propriété isomorphe. Or, nous ne savons pas si toutes les propriétés
isomorphes qui ont été énumérées ne sont en méme temps deg propriétés
dimensionnelles. Parmi les autres problémes restés ouverts signalons les

suivants:
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1% Soient X (x) et X,(x) deux fonctionnelles linéaires quelconques dé-
finies dans un espace £ du type (B) 4 une infinité de dimensions et ne s’an-
nulant pas identiquement. G, et (4, désignant respectivement les ensembles
des éléments de E ol ces fonectionnelles s'annulent, on peut montrer que
dim; (G,) = dim, (G,); or, est-il vrai que dim, (G,) = dim, (E)?

2° Les dimensions linéaires de deux espaces du type (B) étant suppo-

sées incomparables, est-il vrai qu’il en est de-méme de celles de leurs carrés?

Notons pour terminer quelques résultats de M. S. Mazur concernant
la géométrie des espaces vectoriels normés.

E désignant un tel espace, appelons {ransiation toute transformation
isométrique de I'espace £ en lui-méme de la forme U (x)= x -+ x,, ol x,CL;
les ensembles s’obtenant par translation des ensembles lindaires s’appelleront
variétés linéaires. Une variété linéaire H/= F portera le nom &’ hvperplan, lors-
qu’il n’existe aucune variété linéaire fermée G telle que HC GCE et H+ G=FE.
Nous dirons qu'un ensemble A est situé d'un coté de 'hyperplan H, lorsque
tout segment unissant deux point de 4 — H est disjoint de /. Un ensemble C
sera dit corps convexe, lorsqu’il est fermé, convexe ct contient des peints inté-
rieurs. Un hyperplan /7 s’appellera plan d’appni (,Stiitzebene®) du corps con-
vexe C, lorsque C est situé d'un coté et a la distance Q de H; en particulier
peut donc passer par des points frontiéres de (.

Ceci posé, on a le théoréme: par tout point frontiére x, d'un corps con-
vexe C passe un plan d'appui H de C (cf. G. Ascoli, Sugli spazi lineari...,
Annali di Mathematica X (1932), p. 33—81). 1l en résulte que tout ensemble
convexe fermé est faiblement fermé. En d’autres termes: étant donnée une
suite {x,_z} de points de £, faiblement convergente vers x,(FE, il existe des

nombres non-négatifs C(iﬂ) a indices naturels, tels que cg_ﬂ):O pour tout =

4 partir d'un certain / et que la suite de points {yn}, ou y, :ch(ﬂ)x[ pour

i—
tout i a partir d'un certain n, converge vers le point x, Cette derniére con-
vergence a €té obtenue par M. S. Mazur et moi d’abord par une autre voie.

En particulier, pour l'espace (C) elle a été établie aussi par MM. D. C.
Gillespie et W. A. Hurwitz (v. On sequences of continuous functions ha- .
ving continuous [limits, Transact. Americ. Math. Soc. 82 (1930), p. 527—543) et,
indépendamment, par M. Z. Zalewasser (v. Sur une propriété du champ des
fonctions continues, Studia Mathematica 1I (1930), p. 63—67).

On peut montrer de plus que la condition nécessaire et suffisante pour
la convergence faible d’'une suite (bornée) de points {xn} vers un point x,,
est que tout corps convexe (borné) contenant une infinité de points x, con-

tienne le point x,.
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Abelien (espace) 229,

Accumulation (point d’) 12, 208,
Addition 26, 229,

Additive fonctionnelle, opération 23,
Analytique ensemble 17,

Appui (plan d’) 246,

Associde équation 157, opération 100,
Asymptotique convergence 3, limite 226.

Base 110, de Hamel 231,
Biorthogonale suite 106.

Carré des espaces 182,

Catégorie 1-e, ll-e, de Baire 13,

Centre d'une sphére 13, d’'un couple
de points 167,

Classe totale (d’opérations linéaires) 42,

Combinaison linéaire 27,

Commutative convergence 240,

Compact espace 9,

Compacticité faible 130, 239,
Complet espace, ensemble 9, faiblement
240, systéme biorthogonal 237,
Compléte suite d’éléments de (C) 72,
de (L) 73,

Condensation des singularités (théoreme
sur) 24, (principe de) 81,

Condition de Baire pour ensembles 15,

pour opérations 17, de Cauchy 9,

Conjugué exposant 2,
Conjuguée opération 100,

Connexe (ensemble, espace) 21,

Continue (opération) 16, faiblement (fon-
ctionnelle) 131, totalement (opération)
96

Contredomaine 16,

b

Convergence asymptotique 3, commuta-
tive 240, en mesure 3, en moyenne 4,
faible (des éléments) 133, (des fon-
ctionnelles) 122,

Convergente série 37, suite 9, (d’opéra-
tions) 16, »

Convexe corps 216, ensemble, espace,
27, fonction 227,

Corps convexe 246.

Dense ensemble 13,

Dérivé (ensemble) 13, faible 208, trans-
fini. 213, )

Développement d’'un élément 106, d’une
fonction 82,

Diamétre d’'un ensemble 166,
Dimension linéaire 193,
Dimensionnelle (propriété) 243,
Distance 9,

Domaine 186,

Elémqnt-zéro d'un espace 20,

Elément propre (d’'une équation) 157,

Ensemble analytique ou (A) 17,235, con-
nexe2l,convexe27, compact9, (faible-
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ment 130, 239), de I-e, de Il-e catégorie
13, dense 13 (faiblement) 123, dérivé
13, (faible 208, transfini 213), faible-
ment complet 240, fermé 13 (fai-
blement 124, réguliérement 116),
fondamental (d’éléments) &8, liné-
aire 26, mesurable (B) 15, (J), (L)
32, non-dense 13, ouvert 13, parfait
13. total (d’éléments) 58, (de fon-
ctionnelles) 42, vectoriel 26,
Ensembles homéomorphes 170,
Entourage 13,

Equations associées 157, symétriques’

164,

Equivalencea (des espaces) 180, 242,

Espace abelien 229, (C) 11, (C(») 11,
(©) 11, (co) 181, compact 9 (faiblement
239), complet 9, conjugué 188, con-
nexe 21, () 8, du type (B) 53, (F)
35, (G) 21, (H(M) 227, linéaire 26,
(L(r)y 12, () 12, (M) 10, (m) 11,
métrique 8, normé 53, (0) 227, (o)
228, (Q) 227, (R) 227, (S) 9, (s) 10,
separable 13, universel 187,

Espaces équivalents 180, 242, isométri-
ques 165 (presque) 242, isomorphes
180, ‘

Exposants conjugués 2,

Extension') d’'une fonctionnelle 27.

Faivle convergence (des ¢léments) 133,
(des fonctionnelles) 122, dérivé ‘208,
limite 122, méthode de sommation 90,

Faiblement compact (espace) 239, com-
plet (espace) 240, continue (fon-
ctionnelle) 131, convergente (suite
de fonctionnelles) 122, dense (en-

semble de fonctionnelles linéaires)

1) Terme coincidant avec le terme
classique ,prolongement* pour les fon-
ctions.

123, fermé (ensemble de fonction-
nelles linéaires) 124,

Fermé (ensemble) 13,

Fermée (suite d’éléments de (C), (L))
72,

Fermeture d'un ensemble 13, )

Fonctionnelle 16, additive 23, 27, con-
tinue 16 (faiblement) 131, linéaire 23,
non-négative 217, orthogonale (a un
€lément ou un ensemble d’éléments)
59, propre (d'une équation) 157,

Fondamental (ensemble d’é1éments) 58.

Glissante métrique 230,
Groupe 20.

Homéomorphie 170,
Homogéne (opération) 27,
Hyperplan 246.

1ncomparables (dimensions) 193,

Inversion (d’'une opération linéaire) 37,

[some’trié, isométrique espace, transfor-
mation 165, presque isométrique
(espace) 242, propriété 243,

Isomorphie 180, isomorphes espaces 180,
propriétés 243,

Lim, limite généralisée 33, 34, 236,

Limite 9, asymptotique 226, des opéra-
tions 16, faible 122, 133, (point-) 9,
transfinie 118, 119,

Linéaire combinaiscn 27, dimension 193
ensemble, espace 26, opération 23,
transformation 165, variété 246, -

Mesurable (B) ensemble 15, opéra-
tion 16,

Mesure (convergence en) 3,

Méthode de sommation normale 95, 236,
parfaite 90, permanente 90, plus faible
. que 90, reversible 90,
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Métrique (espace) 8,
Métrique ,glissante“ ‘230,
Moments (probléme des) 74.

Non-dense (ensemble) 13,

Non-négative (fonctionnelle) 217,

Normale (méthode de sommation)
236, suite voir narmée,

Norme d’un élément 53, d'une opération
54,

Normé (espace) 53

Normée 1) suaite 112, systéme 238.

Opération 16, additive 23, associée ou
conjuguée 100, continue 16, homo-
géne 27, linéaire 23, mesurable (B)
16, symétrique 163, totalement con-
tinue 96. '

Parfait (ensemble) 13,

Parfaite (méthode de sommation) 90,

Permanente (méthode de sommation) 90,

Plan d’appui 246,

Point d’'accumulation des éléments 12,
des fonctionnelles 208,

Point-limite 9,

Presque isométriques espaces 242,

Principe de condensation des singula-
rités 81,

Probléme des moments 74,

Produit des espaces 182,

Prolongement (d’une fonctionnelle) voir
extension,

Propre ¢lément, fonctionnelle, valeur
(d’une équation) 157.

Propriété isométrique 243, isomorphe
243, dimensionnelle 243.

Réguliére (valeur d’une équation) 157,

Réguliérement fermé (ensemble de fon-
ctionnelles) 116,

1y Terme coincidant pour les suifes
orthogonales de fonctions avec le terme
yrnormale®. i

Reversible (méthode de sommation) 90,
Rotation 173,

Segment 27,

Séparable (espace) 13,

Série convergente 37, commutativement
convergente 240,

Singularité (condensation des) 24, 81,

Sommation (méthodes de) 90,

Sous-groupe 21,

Spectre (d’une équation) 157,

Sphére 13, ouverte 13,

Suite biorthogonale 112, compléte 72,
convergente (d'éléments) 9, (d'opé-
rations) 16, asymptotiquement 3, en
moyenne 4, faiblement (d'éléments)
133, (de fonctionnelles) 122, fer-
mée 72, biorthogonale complete 240,
normée voir normée,

Symétriques (équations) 164,

Systéme biorthogonal voir suite.

Total, ensemble d’éléments 58, de fon-
ctionnelles 42,

Totalement continue (opération) 96,

Transfini (dérivé) 213,

Transfinie (limite) 118,

Transfiniment fermé (ensemble de fon-
ctionnelles) 119,

Transformation isométrique 165, linéaire
165,

Translation 246.

Universel (espace) 187, 243.

Valeur d’une opération 16, propre d’une
équation 157, réguliére d’une équation
157,

Variété linéaire 246,

Vectoriel (ensemble, espace) 26,

Voisinage (d’'un point) 13.
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