VEKTORER I PLANEN

Tidligere har vi beskaeftiget os med afstande i form af linjer. Nu flytter vi
linjen ud i et koordinatsystem og kan dreje den rundt. Hermed far vi en
lengde og en retning. Disse “linjer” i planen kaldes vektorer.

Opgaver til haeftet kan hentes her.

Facit til opgaverner kan hentes her.
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Introduktion
Vi har tidligere set pa tal bade som afstande og som egentlige tal. Disse tal som kunne findes pa den
reelle akse kaldes for skalarer. (video)

y
Men tegner vi en begrenset ’linje” i et or
koordinatsystem og giver den en retning (som vist 8 /
pa tegningen), sa kaldes det en vektor. En vektor er 6
nemlig i geometrien et objekt, der er karakteriseret 4l
ved at have en starrelse/lengde og en retning. ol
Vektorer bruges til at beskrive - f.eks. en hastighed. 108 6 4 51T 2 46 810"
Nar man snakker om en hastighed har den bade en 2r
starrelse (kaldet farten) og en retning. Udover af
hastighed anvendes geometriske vektorer inden for 6L
fysikken ogsa til at beskrive eksempelvis krafter, Al
acceleration og meget andet. A

Vi kan se pa et eksempel pa tegningen til hgjre.

De tre vektorer er ens. Det eneste som en vektor, som udgangspunkt ikke viser, er dens placering.

Nar vi skal angive en vektor, sa gar vi det via en matrixform. Her opfatter man vektoren som en
retvinklet trekant, og angiver hvor langt den nar hen ad x-aksen og hvor langt den nar hen ad y-
aksen.

i= (;) eller blot som @ = (Z;)

Hvis vi kigger tilbage pa tegningen oppe til hgjre, kan vi aflese vektorerne til @ = (2)

Lav opgaver i heeftet

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



http://youtu.be/yTiVr4dnJzo
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0 > a L )
Helt grundlaeggende var en vektor pa formen a = (a;)' | Nspire indtastes en vektor i eks. som a :=

[a4, a,], hvor a blot er navnet pa vektoren og a, og a, er vektorens koordinater. Her efter kan flere
regneoperationer udfgres. Billedet herunder viser en genvej ind til mulighederne. Vi vil senere i
noterne komme narmere ind pa flere af beregningsmulighederne. (video)
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Typer af vektorer
Vi giver vektorerne forskellige navne efter deres placering og leengde. (video)

Nulvektor er indenfor matematikken, herunder specielt linegr algebra, en vektor hvis elementer
udelukkende bestar af nuller. Som notation for nulvektoren anvendes et nul med vektorstreg.

0= (8) . Den kloge laeser, vil hurtigt teenke ”jamen det er jo bare et punkt”, og ja det er det.

Nulvektoren udger saledes det neutrale element overfor
addition indenfor vektorregning. Det betyder kort sagt at 10

nulvektoren er den eneste vektor som opfylder fglgende ol
ligning:d+0=0+d=a ol
Nulvektor | °[ Egentlig vektor
° 4
2_
Egentlig vektor er en vektor, der er forskellig fra e
. . . 6-5-4-3-2- 1[\123456780910 X
nulvektoren. Dvs. en egentlig vektor skal have mindst én
i i 2r Stedvektor
koordinat forskellig fra nul. -
4+

Stedvektoren er en egentligvektor fra Origo til et punkt. Der er saledes en en-til-en sammenhang
mellem stedvektoren og punktet i koordinatsystemet. | de seedvanligvis anvendte koordinatsystemer
bliver stedvektorens koordinater de samme som punktets koordinater.

En stedvektor angives oftest som @ = 04 alts& vektoren fra origo til A. En vektor mellem to
punkter kan bestemmes ved differensen af de to stedvektorer.

Enhedsvektor er en vektor med leengden/normen 1. Fra y

enhedscirklen ved vi at kateterne til en retvinklet trekant med 3

hypotenusen 1 er henholdsvis cos(v) og sin(v). Derfor ma vores

enhedsvektor vere givet ved

- (cos(v)
- (sin(v) ’ :

farsteaksen. 7 4 T2 s

Sa hvis vi kender leengden pa vores vektor og dens vinkel, sa er R

|d| - cos(v)

|d| - sin(v)

), hvor v er den vinkel som vektoren danner med SR

vektoren givet ved d = ( ) . Dette kaldes for

polarform.

Vi kan dermed benytte vores viden fra geometrien til at bestemme retningsvinklen ved

v = arctan (%) | Nspire kan vi bestemme enhedsvektoren ved unitV ([a,, a;]).

1

Lav opgaver i heeftet
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Regning med vektorer
De fleste af de regneregler, som vi kender fra regning med tal, kan overfares til vektorer. (video)

Definition: Sum og differens af vektorer.

Ved en sum og differens af to vektorer @ = (Z;) ogb = (bl)

I - e + b - 7 - b
forstdr man vektorerne d + b = <a1 1) ogd—b = (al 1)

a, + b, a, — b,
Grafisk kan vi illustrere ovenstaende ved fglgende graf. (2,7) , 78 Ty
L _(3\7_/(3 ._ (5 e
| grafen er vektorerne a = (4) b= (_1) ogc = (_3) )
indtegnet I~

u
o

Summen af to vektorer kan findes ved at ligge de to i forleengelse

af hinanden og bestemme vektoren fra start til slut. lllustreret ved { !
f=d+b

(0,0) 1
Differensen kan findes ved at tegne den vektor som bliver trukket ¢
fra, starten af den farste vektor og sa bestemme vektoren fra \
endepunkt pa den vektor som blev trukket fra til endepunkt af den (5,-3)

farste vektor. d = d@ — ¢. Eller helt simpelt at tegne § = @ +
(—2), og gare som ved sum.

Opdigt pa skift to vektorer. Bestem og tegn é = @ + b

Lav opgaver i heftet

Definition: Gange en vektor med et tal

- - a [} -
Hvisterettal oga = ( a;), forstar man ved ta vektoren

> t- a1
= (t . az)
Hvis specielt t = —1 sa far man den modsatte vektor til a.

Leengden af en vektor ta er den numeriske veerdi af t ganget med leengden af a

|td| = ¢ - |d]
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Eksempelvis:
i= () a5 = (})ove = (})

Da kan vi bestemme ¢ + 4d — 2(d + B) saledes:
crta-2a+5)= () +4-()-2(()+() -

D+ -20) =)+ () - ()= (15 18) =

%)

Grafisk Igsning af opgaven

Lav opgaver i heeftet

Seatning: Parallelogramreglen

To egentlige vektorer d og b udspeender et parallelogram med a + b ogd— b som diagonaler

Bevis: (video)

Hvis vi tegner to vektorer d og b, kan vi se at den ene diagonal
er a + b fremkommer som summen af vektorerne.

Dette viser figur 1.

| et parallelogram er siderne parvis lige lange.

Da |E| =| - E| ma vi kunne konstruerer den sidste diagonal som
d@+ (—b) = d — b. Vi husker p& at —b er den modsatte vektor il

b. Det eneste der er til forskel er retningen, men det er
parallelogrammet ligeglad med.

Dette viser figur 2.

Hermed bevist.

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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Eksempelvis:
Optegn det parallelogram som vektorerne @ = (g) 0g b= (;L) udspznder, og bestem

diagonalernes lengde.

Jeg indtegner mine vektorer og parallelforskyder dem sa parallelogrammet fremkommer. Pa grafen
er det de sorte og rgde vektorer.

Herefter bestemmer jeg en vektor for diagonalerne (de gregnne) ved

i+5=(3)+(1)=()

Leengden af denne kan findes ved at mle i grafen eller taste norm([6,4]) = V52 = 7.21
Den korte diagonal kan findes ved

i-5=(5)-(1)=)

Leengden af denne er norm([—2,2]) = V8 = 2.83

Lav opgaver i heeftet

Seaetning: Regneregler

For regning med vektorer og tal geelder fglgende regneregler:

1. d+b=b+ad Kommutative lov
2. i+ ((b+¢&)=(@+b)+¢ Associative lov
3. t(@a+b)=td+th Distributive lov 1
4, (s+t)da=sa+ta Distributive lov 2
5. t(s(@)) = (ts)d

Bevis: (video)

Alle fem formler i setningen falger af, at vektorer beskrives ved en 1. koordinat og en 2. koordinat,
som hver for sig adlyder de tilsvarende regneregler for tal.

Lo —>_ a1 bl _ a1+b1)_(b1+a1>_(b1)
1'a+b_(az)+(b2)_(a2+b2 =\, +a,) = \b,) T

Hermed bevist

2 G o (T b, €1\ _ (4 b, +c; . a, +b; +c .
o (b ¥ C) - (az) * <<b2) * (Cz)) B (az) * (bz + Cz) B (az + b, + Cz) B
() + (@ =(@)+ () =@+

Hermed bevist

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/4qw0Ikto7h0

ey a; bi\\ _.(a;+ b1> _ (t(a1 + bl)) _ (tal + tbl) _(tay (tb1> _
t(d+b)=t <(a2) + <b2)> = t(az +b,) " \t(ay+ b))~ \tay +th,) ~ (taz) + th,) =

a, by\ ..., .» )
t (az) +t (bz) = ta + tb . Hermed bevist

4 (s+t)d=(s+t) (Z;) - ((S + t)a1> _ (sa1 + tal) _ (sa1) 4 (tal) _ (a1) by (Cll) _

(s+t)a, sa, + ta, sa, ta,
sd+ta

Hermed bevist

s: @) = (5 (31)) = ¢ (ar) = (502) = @) (51) = @3a

Hermed bevist

I vinduerne her under kan du “’tegne beviserne” for 1-4

Lav opgaver i heeftet
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Vektorer og punkter
Tidligere blev der naevnt at en vektor mellem to

y
punkter kan bestemmes ved differensen mellemdeto
stedvektorer til punkterne. (video)
9r A(al,a2)
Sa hvis to punkter er givet ved A(x;,y,) 0g a2 gprerrenes 3
B(x3,y,) eller med vores notation nu A(a4, a,) 09 7-
B(b4, by). 61
Da vil de to stedvektorer veere St 1
4tk 1 B(b1,b2)
520—14:(‘11)095:@:(%) b2 gle s eavess Leederdont,
a, bz ' 1
2 -
l -
Vektoren mellem punkterne bliver 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
al b1l
5 =05 = (B) (%) = (5=
e~ =082 - (3)~ () - (1%
Eksempelvis:
Vektoren AB mellem punkterne A(4,5) og B(8,1) kan bestemmes som
—  (B8—4\ (4
8=(;25)=(5)
Lav opgaver i heeftet
Seaetning: Afstandsformlen
Afstanden mellem to punkter A(x,,y;) 0g B(x,,y,) er givet ved:
|AB| = \/(xz —x1)%+ (¥, — y1)?
y
Bevis: (video) I
Hvis vi kigger pa de to punkter i et koordinatsystem, er det y2 e &

abenlyst, at vi kan skabe en retvinklet trekant med |AB| som
hypotenusen.

Ifalge Pythagoras kan vi nu bestemme afstanden| ved
a’ + b? = c?.

a=yY—Mn

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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b=x2—x1

¢ = |AB|

Laeg merke til, at afhaengig af placering af A og B, kan a og b veere bade positive og negative, men
da vi senere satter disse i anden, er det uden betydning.

Dette kan nu sattes ind i Pythagoras laerersatning

V2 —y1)* + (x; —x1)* = |AB|* <=> i\/(yz —¥1)? + (x2 — x1)? = |AB|

Da en leengde ikke kan veere negativ har vi / (v, — y1)% + (x, — x1)% = |AB|

Hermed bevist

Eksempelvis

Bestem afstanden mellem punkterne
A(3,2) og B(6,6). (video)

|AB| =/ (xz — %)%+ (2 — y1)? =
J(6—2)2+(6—-3)2=V42+32=5

Afstanden mellem punkterne er altsa 5.

I Nispire kan vi ogsa male afstanden
mellem to punkter ved fglgende:

Indtast de to punkter.
Velg geometri -> Malinger -> Langde

Og herefter udpeges de to punkter, hvor
til afstanden skal bestemmes.

Dokumentveerktsjslinje

El: #» = =
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% 3:Grafindtastning/Redigér
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@ 1:Punkter og linjer »
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O 2:Figurer D

. = ® 5:Transformation
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|
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Lav opgaver i heeftet
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Satning: Laengden af en vektor

Hvis & a;
VIS a = (az

@l = a2 + a,?

endvidere gelder der at |d|? = a,2 + a,?

) er en vektor, da er lengden af vektoren givet ved

Bevis: (video)
Forlgber stort set som i seetningen for afstandsformlen. I

Vektorens koordinater ses pa tegningen, og ud fra disse
kan vi benytte Pythagoras laerersatning

|d|? = a,? + a,?, hvilket er sidste del af sa&tningen a2 1

Dette giver nu |d| = ++/a;? + a,2%, men da en afstand I
ikke kan vaere negativ. Bliver I

ld| = a2 + az?. L

Hermed bevist

Eksempelvis:

Bestem lengden/normen af vektoren b= (_53)

Hertil beregner jeg blot |b| = \/(=3)% + 52 = /34 ~5.83
I Nspire kan dette gares ved at taste norm([—3,5]).

I Nspire kan leengden af en tegnet vektor bestemmes som i illustrationen med afstand mellem
punkter. Her skal vektoren blot udpeges.

Lav opgaver i heeftet
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Seetning: Indskudsreglen

Der er givet to punkter A og B.

Indfgrer man et tredje punkt C, vil der uanset placering i forhold til A og B geelde at

AB = AC + CB

Bevis: (video) 21ty

Intuitivt er det logisk at uanset hvilket punkt man indskyder, vil AB =
AC + CB. Se grafen til hgjre.

Lidt mere generelt skrevet op: A

—-_— - _ Cl_al bl—C1>_<Cl—a1+b1—C1)_
AC+CB_(C2_a2)+<b2_C2 o Cz_a2+b2_C2 o

by, —ay _ 7
<b2_a2>_AB

Hermed bevist

Dette kan bruges hvis vi vil bestemme midtpunktet pa en
vektor. Vi gor det, at vi legger %AB til stedvektoren OA.

Grafisk set tegner vi halvdelen af vektoren AB ud fra punktet
A.

Vi bruger indskudsreglen og skyder A ind mellem O og M.
OM = 04 + M = 04 + 2 =

(=) +%Gog) = (@) +»(f)-

() + (%)=

Dermed bliver midtpunktet for AB M(4,4)

Eksempelvis

Bestem punktet C som ligger midt mellem A(3,3) og (6,8)
Stedvektoren til punktet C kan nu bestemmes ved

0c =04+ =(320)+%(5235) = () +%(5) = ()
Altsa vil punktet C har koordinatet C(4.5,5.5)

Lav opgaver i heeftet
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http://youtu.be/Fq50Q-CmLWo
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Skalarprodukt

Hvis vi tager sum eller differens af to vektorer, da vil resultatet blive en vektor, men sadan
forholder det sig ikke nar vi ganger to vektorer ssmmen. | planen defineres et produkt af vektorer
som en skalar, dvs. et tal. Vi skal dog senere se af et sadan produkt i tre dimensioner bliver en

vektor. (video)

Skalarproduktet kaldes ogsa for prikproduktet, da regnefortegnet er en prik.

Definition: skalarprodukt

Ved skalarproduktet (prikproduktet) af to vektorer

> a’l ¢ _ bl
a= (az) ogb = (bz)
forstas tallet a, b; + a,b, og det skriver

. P (1 by _
a: b = (az) * (bz) = a1b1 + azbz

For skalarproduktet af en vektor @ med sig selv skriver man

d-d=a*

Eksempelvis:
d= (g) og b = (—34)

&-Bz(g)-(_i)=2-3+3-(—4)=6—12=—6

I Nspire kan vi bestemme

fd a:Differantial- og intepratragning »

r{‘ 5. Sandsynlighadsregning

prikproduktet ved at folge 2= Hancinger ’
billedet il hgjre og sd indtaste | 2>
sine vektorer. I\ eramate -
& SiIncstllinger for matematikrelt L |1l
|f1', &:Baregninger L | [ ] 1:Definere variable
Eller blot ved at skrive Kt
a = [al,a2] og b == [b1, b2] S
[ -?:Mamceruquemm
dOtp (a, b) $ & &:Finans

1:0pret
2:Transponer
3:Determinant

4 Raekde-ecnelontorm

" | 5. Reduceret rakke-achslantom
¥ | E:Lg's matrixligning

+ | T:Marmer

E:Dimensionar

o Rakdeoperznoner

.
A Elamentoparationer

* | B:Awancerst

:
Emessvaco

1 " Dokumentl ¥ Dokument2 X T Dokumenti X

| T:Dmskriv til sfaniska

2:Krydsprodukt
4:0mskriv til polsie
S:Omskiv til rebtangulzre

&:0makriv Til cylindriske

Lav opgaver i heftet

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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http://youtu.be/MhheAQZcdA0
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Satning: Regneregler for skalarprodukt

Der geelder falgende regneregler for skalarproduktet: (her er
d, b og ¢ vektorer og t er et tal (en skalar)

1. d-b=b-d
2. (td)-b=d-(th) =t(d-b)
3.d - (b+¢&)=d-b+d-¢

4.

Q
Q
Il
Qu
Il

Bevis: (video)

L - /a b b a b-d
1. a.b=(a;).(b;)=a1b1+a2b2=b1a1+b2a2=(b;).(a;)=b-a

Hermed bevist.

P ta b tb a S
20, (t3) -5 = ;) (b;) — tayb, + taghy, = thyay + thya, = (tb:) (o) = by -

Hermed bevist.

IS t b a b L o
2b (ta) ) b = (tz;) ) (b;) = ta1b1 + tazbz = t(albl + azbz) =t <(a;) - (b;)) = t(a ) b)

Hermed bevist.

o (7, a b, +c
3.a- (b + C) = (a;) . (b; + C;) = al(bl + Cl) + az(bz + Cz) = a1b1 + a;cq + azbz + a,C, =

aq b a; C1\ _ - 2 - o
(ayby + azby) + (a;c1 + aycy) = (az) - (b;) + (az) : (Cz) =d-b+d-¢
Hermed bevist.
5 5 a, a, > >
4.a-a = (az)'(az) =a,"a;+a, a, =a12+a22 =d? = |a|2

Hermed bevist

Lav opgaver i heeftet

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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http://youtu.be/TmbD7rMzeAg
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Vinkel mellem vektorer
Som vi tidligere sa, sa havde vektorer en leengde og en retning i vores plan. Da de L

har en retning, altsé en “’vinkel i forhold til x-aksen”, sa mé de ogsé indbyrdes
have en vinkel. (video)

Det vi skal kigge pa nu, er hvordan vi kan bestemme en vinkel mellem to vektorer.

Seatning: Vinkel mellem vektorer

Om vinklen v mellem to vektorer @ og b galder:

. . ab
eller i praksis blot v = arccos (W)

Bevis: (video)

Hvis vi tegner de to vektorer a og b (og hvis vi

husker pa parallelsatningen) og tegner ¢ = @ — b, da

far vi en trekant. A

Her kan vi se vi kender tre laengder og ingen vinkler.

Vi skal altsa benytte cosinusrelationerne til at -

bestemme vinklen. b

c?=a*+b*>*—2-a-b-cos(C) 4
c=a

mskrevet giver
Omskrevet giver dette 0s C v
—,2 -
€1 = |d|? + |b| — 2ldl|b]| cos(C) a

@l + |B| - 21al|B| cos(C) = |22
—2]@l|b| cos(C) = |&|* - |d|* — |b|
€17 — @Iz — B2 |al? + B> — 1él> _|al? + B> —|a—b|
—2]d||b| 21d|b| 21d|p|
_ a,’ +a’ + b12 + bz2 — ((a; = b)) + (az — by)?)
21d||b|

cos(C) =

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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http://youtu.be/zpmVajwJPXo
http://youtu.be/faQuJtIaNw0

a12 + azz + b12 + b22 - (alz + b12 - 2a1b1 + azz + b22 - zazbz)

2lal|b|
_ a12 + azz + b12 + b22 - alz - b12 + Zalbl - a22 - b22 + 2a2b2
2]al|b|
_ Zalbl + Zazbz _ 2(a1b1 + azbz) _ albl + azbz _ C_l) " B
2/al|b| 2al|B| l@llp]  alb]
- 55 ] - - ] - C_ib
Nu har vi at cos(C) = —= nar vi isolerer C far vi C = arccos (7) =v
|a||b| |al|b|
Hermed bevist
. - (3 > (7 v
Eksempelvis a = (6) ogb = (_1) g
<a1b1 + a2b2>
VU = arccos -
|l |b]

= arccos (

3:74+6-(-1) >
V32462 -,/72 + (—1)2
= 71,56°

I Nspire kunne det gares ved

Opretter vektor a og b 91y
a=[3 6|+ (3 6.]
b=[7 -1]>[7. -1.]
Vinklen findes ved

dotP(a,b) . _
solve COS['I;_ X ]|0<x<180
norm(a): norm(b) |
» v=71.57
Kan hives ud ved
dotPla,b \
v:=right|solve cos(x ]=A.i)lﬂfr~:'180
norm(a)- norm(b) /
» 71.57

Grafisk via geometrivarktojet 1 en graf med de to

o
vektorer som stedvektorer | : 71.6

Lav opgaver i heeftet

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Ortogonale vektorer
Hvis det forholder sig sadan at vinklen mellem to egentlige vektorer er ret (90°), sa kaldes de to
vektorer for ortogonale. (video)

Sa&tning: Ortogonale vektorer

To egentlige vektorer d og b kaldes ortogonale hvis det forholder sig sadan at

a-b=0

Bevis: (video)

(S )

Ql

Vinklen mellem vektorer kunne bestemmes ved cos(v) =

S

I1b]
Dette kan kun lade sig ggre nar telleren

|a

-

a-b
Ip|’

Hvis vinklen er ret ma der gelde at cos(90) = 0 =

|ad

giver nul. Dette giver os at vinklen er ret nar a - b=0

Eller hvisd-b = 0 s& giver brgken 0, og dermed ma vinkel v vaere 90°

Hermed bevist

Eksempelvis:
. : L _ (6 7 _ (-1
Vis at vinklen mellem a = (2) ogb = ( 3 ) er ret

Vi skal blot viseat @ - b = 0

a-b=(3)(3)=6-(-D+2:3=-6+6=0

Hermed er vektorerne ortogonale.

Lav opgaver i heeftet

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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https://youtu.be/UeNEcdA7dGM
https://youtu.be/kjOCfBZJZVw
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Projektion af vektor pa vektor

Projektion er i bund og grund den skygge, som en kraftig vinkelret
lyskilde efterlader pa en overflade. Det kan vere en vektor pa en
vektor, punkt pa en linje mm.

Grafisk: Projektionen af vektor d@ p& vektor b vil blive en vektor @,
der har samme startpunkt som a og b og som lgber langs b. Man kan

forestille sig, at det er skyggen af vektor @ ned pa vektor b.
(video)

Satning: Projektionsformlen

Projektionen a, af en vekor d pa en vektore b kan beregnes ved:

Qu
[}

a, =
|b|?

S|

Bevis: (video)

Om projektionsvektoren a; ved vi, at den er parallel med b. Der
findes derfor et tal t saledes at @, = tb. 1)

Vi skal vise, at tallet t er givet ved

S

-
a-

t =

S|

|2

Vi tager udgangspunkt i formlen a, = th og starter med at danne prikproduktet med vektoren b pa
begge sider af lighedstegnet.

Isolerer t

Vi har nu fundet et udtryk for t. Desveerre indeholder udtrykket vektoren a; , som vi jo ikke kender.
Pa figuren er der indtegnet en vektor ¢ og det er tydeligt, at der geelder @ + ¢ = a,,

Dermed fas

Da &-b = 0, fordi de to vektorer er ortogonale, far vi

17
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https://youtu.be/FPzrrR6JZes
https://youtu.be/wNcVf-ELqVA

o~

Il
w¢| S

| oy

Ql
(S

S

Og dette indsat i (1) givernua, = t-b =

= 8
N

Hermed bevist.

Eksempelvis.

3

4) ned b

(&)

Bestem projektionen af @ = (

Eller i Nspire

Opretter de to vektorer a og b
a:=[3 4] ’ 5 -L.J

b:=[6 -2]>[6. -2.]
Projektionen bliver

_ dOtP(a,b) b [15 ’0.5J

dab:

(1101‘111(b]] :

Eller grafisk ved geometrivarktojet se til hojre

HUKS zoom kvadratisk

)

(

-0.5

Lav opgaver i heeftet

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Tveervektor
Tveervektoren 4 til vektor @ er den vektor, der fremkommer
ved at dreje @ 90° i positiv omlgbsretning. (video)

Pa grafen til hgjre ses tanken bag konstruktionen af
tvaervektoren a til vektor a

Definition: Tvervektor

o a . R —a
Ved tvervektoren til a = ( a;) forstar man vektoren @ = ( alz)'

To vigtige egenskab ved tvaervektoren 4 er at:

1. dog a erortogonale, ogdermederd-a =0
2. lal = {(=az)? + a;2 = (a)? + a,?% = |d]

Eksempel

Tild = (‘2‘) harer & = (‘42)

Kontrol: d- @ =4-(-2)+2-4=-8+8=0, ligeledes har vi at |@]| = /(—2)? + 42 = |d|

Lav opgaver i heeftet

Determinant
Vi kan med prikproduktet bestemme vinklen mellem to vektorer. Vi har ligeledes set at to vektorer
udspeender et parallelogram.

Med determinanten kan vi afggre om to vektorer er parallelle, og bestemme arealet af det
parallelogram som de udspander. (video)

Definition: Determinant

Ved determinanten det(a, 13) for et vektorpar forstas tallet

| praksis kan vi benytte at:

det(C_i, E) = d ) 1_5 = (_aZ) . (bl) = _a2b1 + albz = a1b2 - a2b1

19
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http://youtu.be/C8WfZXN04No
https://dl.dropboxusercontent.com/u/39967093/Noter/Ekstra%20opgaver%20til%20noterne/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf
http://youtu.be/0r0rZlIccXw

Dette giver dog anledning til mange skrivefejl. En anden made er at gange ”pa kryds”.

an b1

det(d, b) = P 18
2

= aib, —azb,

Denne notation er praktisk, fordi vi blot skriver vektorernes koordinater omgivet af to lodrette linjer,
og der efter ganger over kryds”.

Eksempelvis:

Bestem determinanten til d = (g) 0g b= (_24)

det(d, ) = |§ _24| —2.2-5-(—4)=24

I Nspire kan man taste: det ([é _24]) (inde i parentesen er der en 2x2 matrix)

Lav opgaver i heeftet

Det giver maske sig selv, at hvis @ er parallel med b, da vil & vare vinkelret b. Det vil resultere i
falgende sztning.

Seatning: Parallelle vektorer

To egentlige vektorer d og b er parallelle hvis og kun hvis

det(&, E) =0

Bevis: (video)

Tag vektor d@ og dan tveervektoren a. Hvis denne er vinkelret pa begge vektorer, da er de parallelle,
sa det vil vi vise.

Hvis @+ b = 0, da er @ vinkelret p& b. Da @ pr. definition er vinkelret pa @, da ma @ og b vaere
parallelle.

Omvendt geelder at hvis @ og b er parallelle, da vil @ vare vinkelret pa bide @ og b. Dermed mé der
gelde at a - b = 0. Hermed bevist

20
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https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/7DmeGA3pDPE

Eksempel

d= (g) ogb = (:g) er parallelle da det(d, b) = |§ :§| =2:(-3)-3-(-2)=0

Maske lidt abenlyst, da den eneste forskel pa de to vektorer er retningen.

Lav opgaver i heeftet

Seetning: Determinant og areal

Et parallelogram, der er udspaendt af to egentlige vektorer da og b, har arealet
A = |det(d,b)| = |dl - |b] - sin(v)

hvor v er vinklen mellem a og b

Bevis: (video)

Fra trigonometrien ved vi, at arealet af den trekant, som udspeandes af vektorerne d og b, er givet

ved T = w Da parallelogrammet bestar af to kongruente trekanter, har parallelogrammet
det dobbelte areal, s&

A =d|-|b|sin(v)
Vi mangler dermed at vise, at A = |det(d, b)|.

Avrealet af et parallelogram er givet som grundlinje gange

hgjde. Dvs. A = |3| . |H| (se figur). Det ses, at vektoren h 8
er projektionen af b pa tveervektoren a: T+
5.3 R 6
R=tmd PSR
lal \-.,a i
Langden af denne vektor er den numeriske verdi af 3
skalaren glbz gange med lengden af @. (Husk |a| = |dl) f‘{ 2
L la-b| .. |a-b| |a-b| |det(db)| 5
|h|: ~12 |a|: PN = =3 = - L S
|al |al |al |al
[} -2 i
Sa: 3l
|det(d, b)|

A=ld|-|n] =lal = |det(d, b)|

[

Dermed er beviset fart.

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/mrXdsfb_wsg

Eksempel:

Vektorerne @ = (_4) ogb = (

4
er arealet af denne?

3

3) udspander en trekant. Hvad

L _lae@n)l |3

2 2
|(—4)-3 —4-3| _|—24| _24_12
2 22
Altsé er arealet af trekanten 12.
Vektorerne a=| 4| og b=| 3| udspzender en 3.26
+ 3
trekant. Hvad er arealet
det|| 4 3 )
4 3| a 12 w2
areal:=
2
eller grafisk til hgjre ved geometrivaerktgjet
X
-5.54 4.46
-1.29

Lav opgaver i heftet

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Rette linjer

Vi skal nu se, hvordan at vektorregning pa en elegant made kan bruges til at udvikle en mere
omfattende teori for rette linjer og deres egenskaber, end hvad vi tidligere har kendt til.
Eksempelvis har vi ikke kunnet beskrive en lodret linje ved y = ax + b, men det kan vi komme til

nu. (video)

Parameterfremstilling for en ret linje

T
Vi kan beskrive en linje ud fra et punkt og en retningsvektor 7 = (r;) En retningsvektor er en

vektor, som har samme retning som linjen.

Hvis vi lader Py(x,, y,) veere et kendt punkt pa linjen og P(x, y)
veere et ukendt/Igbende punkt pa linjen, vil vektoren P,P kun
adskille sig fra# med en skalar, altsa P,P = t7.

Stedvektoren til P kan ud fra indskudsseetningen, skrives som

Hvis vi skriver dette ud i koordinater far vi:

()= Go)+e ()

(vektorligning)

~
1

.r"'ll} B

Dette udtryk kaldes for en parameterfremstilling af linjen, og t kaldes en parameter. Hvis vi lader t

gennemlgbe alle reelle tal, vil punktet P gennemlgbe hele linjen.

Der er i parameterfremstillingen tale om to ligninger, én for hvert koordinat. Vi skriver derfor ofte

fremstillingen som to koordinatligninger:
X =xy+tn
Y =yotitr,
Eksempelvis:
En linje har retningsvektoren 7 = (g) og gar gennem punktet (3,4). En

parameterfremstilling for linjen kunne derfor veere (;C,) = (i) +t (é)

Hvis vi derefter tager t = 5 (som et eksempel).

() =()+3G) =)+ ()=o)

Altsa far vi punktet P(13,19) til at ligge pa linjen.

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium

[iN

PN W s N DO O
— T T T T T T T T 1

.
=,
T

12 3 45 6 7 8 910

23

X


http://youtu.be/a762f9sGkhM

I Nspire kan du tegne en
parameterfremstilling ved i et
grafvindue af indseette
koordinatligningerne som vist.

Leeg meerke til at der er
en “begrensning” pd t som kan
tilpasses. (video)

Grafer og Geometri 2

:Q 1:Handlinger »

‘\‘J‘, 2:Vis »

A 3 Grafindtastning/Redigér » | \}# 1:Funktion
TT. 4:Vindue/Zoom » Q:b 2:Ligning

\J 5:spor » 3 Parameterfremstiliing

\sl s:undersgg grafer + 4:Polar ligning

-

7-Tabel » | k< s:Punktptot
@\ 8:Geometri » | |E &:Liste fra formel
+Tl 9:Indstillinger » | 7:Differentialligninger

T

,\'}(IJ=|
O {y1()=
0<¢<6.28 tstep=0.13

-10

Lav opgaver i heeftet

Linjens ligning

Vi teenker os en vilkarlig ret linje 1, der gar gennem et kendt punkt P, (x,, y,) 0g en vektor

n o - o o - - -
n= (nl) der star vinkelret pa I. En sadan vektor kaldes en normalvektor til linjen.

Seetning: En ret linjes ligning

Hvis der er givet et punkt Py(xo, y,) pa linjen samt en normalvektor

n= (n;) til denne, da kan linjens ligning skrives som

ni(x —xp) +ny(y —y0) =0

Bevis: (video)

Lad Py (x,,yo) Vveere et kendt og P(x, y) vere et y
o ye a5 7 _ (X~ Xo 7
ukendt punkt pa linjen, da vil P,P = (y _ y0>'
.E -
Da 7 er konstrueret til at vare vinkelret p& P, P el
ma der geelde at 7 - PyP = 0 P(x,y)
g 0 . U
. s _ n1 . x_xo _
Vi har dermed n - PyP = (nz) (y _ yo) = 3
n(x —xp) +n2(y —y0) =0 2
Po (X,
Vi har med satningen vist at alle punkter der A 0(¥oo)
ligger pa linjen opfylder ligningen . L]
1 1 2 3 4 &5 6 71 *

ny(x —x) + na(y —¥0) =0

Hermed bevist

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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http://youtu.be/x2iBoPnhpuk
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/_2Gq_I-CnRw

Eksempelvis: y

"l S.Indstilinger ... L]

161
Linjen g&r gennem (5,7) og har normalvektor 71 = (é) |
12t
ny(x —x0) + na(y —y0) = 1(x = 5) + 5(y = 7) 1or
=x—5+5y—-35=x+5y—-40=0 I RAEEE I e
o A -
Nu kan vi isolere y og fa linjens ligning skrevet ud A ’
x+5y—40=0 T
. —— e A
(5y = —x + 40 Huvilket giver os fglgende y = —x+ 8)
I Nspire kunne det se saledes ud
Linjen gennem P(5,7) og normalvektoren n=| 1
5
Opretter p som en stedvektor og normalvektoren
0p:=[5 ?] v [5. 7.]
n=1 5] [1. 5]
Opretter et "ukendt punkt q", som stedvektor eneste krav er at det ligger pa linjen
oq:=[.1' _v] » [.1 _v]
Dermed kan ligningen findes ved dotP(n,oq—op)=0 » x+5.: y—40.=0.
Maske kan ligningen forkortes. (blot divider udtrykket med et tal)
I Nspire kan du indtegne en linje ud fra dens | setsosseonc " e
ligning ved at veelge Grafindtastninger- » S
>Ligning->Linje->ax + by =_C. |C‘Eg:cmfindtxsmmgaﬂeuige'r ‘I%‘.I:Funkﬁjn
mi.vinaue.fznnm 4 \1:J’=m'.t‘+b
(Vldeo) N 5:spor v | A apemmetertremsniing | AL 2 pamner —|—2_x—c
)@t §:Undarsgg grafer L3 ‘#A:Pnlar ligning O3-C|v<5| l
Grafer og Geometri EF| Z-Tanet ' #S'F“"Hpb: @ 4Elipse
R 1Handiinger e'l N‘E @ B Geometii v | |B e:Liste tra forme . ).<5_H3.:E,tel.
%;ws 111 9 nastunger v | JE 7ooterentianigninger | S 6 kcaglesnit »

5 3 GrannarastingRedigér
W 4:Vindue/Zoom

:\-) 5-Spor

3@‘:’ & Undersgg grafer

x+5 ¥=40

(57)

L . T R

4 7.Tabel

Q B-Geomein

Lav opgaver i heeftet
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http://youtu.be/jy2t6W6jLBA
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Vi har i noterne for sammenhange set at linjens ligning er pa formen f(x) = ax + b. Her var a
heldningen og b skeering med andenaksen. Som navnt har denne ligning dog den svaghed at den
ikke kan beskrive en lodret linje. Det kan n, (x — x,) + n,(y — yo) = 0 derimod. Vi skal blot finde
en normalvektor, der er parallel med farste-aksen.

Hvis vi udregner linjens ligning for den linje, som lgber gennem (3,4) og har falgende normalvektor

n= ((1)) far vi folgende: 1(x —3) + 0(y —4) = 0, som giver x = 3

Seetning: Linjens ligning pa formeny = ax+ b

Hvis der er givet et punkt Py (xg, ¥o), som linjen | lgber igennem samt en normalvektor

nyy . - _— :
n= (nl) til denne, da kan linjens ligning skrives som

ny nyXo + N2Yo
x4 2220

Bevis: (video)

Ifalge seetningen for linjens ligning har vi nu falgende
ny(x — x0) + n2(y — o) =0

nx — nle + ley - nzyo =0

ley = —nx + NyYo + nle
y _ —Tllx + nzyo + TL1X0 _ —Tllx + nzyo + nle _ —Tl1 X + nzyo + n1x0
n; n; n; n; n;

Da vi ikke kan veere sikre pa, at den sammenhzng, der her er mellem y og X, er entydig, ma vi ngjes
med at skrive y og IKKE f(x). Vi kan altsa ikke altid kalde det en funktion i den sidste ende.

Hermed bevist.

Eksempelvis:

Opstil en forskrift y = ax + b for den linje som opfylder at 71 = (%) er normalvektor til, og punktet
A(3,5) ligger pa linjen

oy nyyo +nyxp  —1 2:5+1-3 1 13
y—n2x+ ™ —2x+ > = 2x+2

Hermed er linjens forskrift fundet til y = — %x + 12—3

Lav opgaver i heeftet
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http://youtu.be/ZMIFB_VbKpg
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Ligning og parameterfremstilling
. I X _ Xo ™ .. . . ..
Kender vi parameterfremstillingen (y) = (yo) +t (Tz) for en linje, kan vi hurtig bestemme linjens

ligning ny (x — x) + n,(y — yo) = 0. Vi tager blot 7 og konstruerer en normalvektor til linjen
herudfra n = 7. (video)

Linjen er givet ved (;) _ (—32) +t (_34)

4

3). Vi kan aflese et punkt til P(—2,3)

Dama# = (_34) Dette ma giveos it = # = (

Vi kan nu skrive linjen som 4(x + 2) + 3(y — 3) = 0, som kan omskrives til 4x +3y —1 =10

Tilsvarende kan vi ga den anden vej. Kender vi ligningen for en linje, kan vi hurtigt bestemme
parameterfremstillingen for linjen. Vi tager blot 7 og konstruerer en vektor vinkelret pd 4 = #. Nu
mangler vi bare et punkt. Her kan vi indsette eks. x = 0 og udregne den dertilhgrende y-veerdi.

Eksempelvis:
Linjenergivetved 4(x —1) —(y+3) =0

4
-1

1

Daméﬁ=( 4

). Dette ma nu give os A = # = ( ) Det kendte punkt er P(1,—3)

Vi kan nu skrive linjen som (;) = (_13) Tt (41})

Lav opgaver i heeftet

Skaring mellem linjer
Vi kan nemt bestemme skaring mellem linjer ved at benytte egenskaberne ved henholdsvis
parameterfremstilling og linjensligning. (video)

1. Huvis vi kender to linjer givet ved parameterfremstilling, sa opskriver vi blot koordinatligningerne og
sette disse lig med hinanden.

Eksempelvis:

Bestem skaring mellem fglgende linjer givet ved deres parameterfremstilling
1(3) = (3)+(,)
mi(3) = () +(5)
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http://youtu.be/wSDjz3OFN6U
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/stokCSMm6Qs

Vi setter nu deres koordinatligninger lig med hinanden og lgser ved substitution
Farst x veerdierne lig med hinanden, og der isolerer vi t
0+t=5+3s
t=54+3s
Sa seettes y-veerdierne lig med hinanden og der indsettes det isolerede t
34+4t=9-12s
34+4(54+3s)=9—-2s
s=-1
Nu kan t bestemmes
t=5+3(-1)=2

Skaringspunktet kan nu findes ved at indsatte t eller s i deres parameterfremstilling

m: (;C,) = (g) + (=1 (_32) - (121)

Dermed er punktet fundet til (2,11)

Hvis vi kender en parameterfremstilling og en linjensligning, sa kan vi vaelge at lave
linjensligning om til en parameterfremstilling og lase som i punkt 1, eller gare fglgende:

1) = () +e(C)
m4(x—2)—-2(y+1)=0
Vi indskriver koordinatligninger for I direkte i m
4((-2+1)-2)-2(B3-0+1)=0
6t—24=0
t=4
Nu kan skaringspunktet bestemmes ved at indseette t i parameterfremstillingen
6)=(G)+4(C)=(2)
3. Hvis vi har to linjer givet ved linjensligning, sa kan vi gare falgende
L4x+2)+2(y-1)=0
m: 3x+4)—(y+5)=0
Vi lgser dette ved substitution som i punkt 1. Jeg isolerer y i udtrykket for m

3x+12—-y-5=0
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3x+7=y
Dette indseettes i | og x isoleres
L4(x+2)+2(Bx+7-1)=0
4x+8+6x+14—-2=0
10x = =20
x=-2

Nu har vi fundet farstekoordinaten. Nu kan vi finde farstekoordinaten ved at indsatte y vores tidligere
isolerede x.

y=3-(-2)+7=1

Skeringspunktet blev altsa fundet til (—2,1)

I Nspire kunne det lgses ved at “l'_‘f”"‘-“i“'“"‘" . = 13.74 1 v
. R . . . @ 1:Handunger L3
indtaste linjerne som tidligere vist. | s . .
Huvis der er givet en o}, 3 GratnatasmingResigér 3
parameterfremstilling (som i DB ‘
eksempel 2 ovenover), s plot to Tz ’ " (e1,61,2.61)
o . A&t s:Underserg grafer ¢ xl(:]=-2+.‘
punkter pa fremstillingen og tegn W7 raven 3l \{vu‘a:z-..- (2) x+y=(5)
en linje gennem denne. |a2 8 Geometn - 1rpunitar og irjer » [RRESR \~1
171 2:inastininger .. v | (D zFigurer " | = z:Punkt pa
For at bestemme skeringspunktet i; e o (s.67,28)
skal vi veelge Geometri->Punkter Lo e
o - .+ STransformation * | —= 5:|injestykke
og linjer->Skaeringspunkter og — G Havine
herefter udpege de to linjer 7 7:Tangantinje
-~ B\fektor 31
Her kan du ikke bruge veerktgjet [ = Wt St bomen x

undersgg graf, da konstruktionen er geometrisk. (video)

Eller lgses analytisk eks. nummer 2

Lase skaering parameterfremstilling og linjens ligning

lz(r):=[-2+t 3—1] » Udfort (parameterfremstilling)

m2(x,y):=4- (x-2)-2: (y+1)=0 » Udfort (linjens ligning)
solve(m2(-2+1,3-1)t) » 1=4. eller solve(m2(12(r)[1 1]12(s)[1 2]).¢) » r=4.
skaeringspunkt bliver 12(4) » [2. -1.]

Lav opgaver i heeftet
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http://youtu.be/CJR5DjhDHAM
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Vinkel mellem linjer
Hvis to linjer I, og [, er givet pa henholdsvis linjens ligning eller \
parameterfremstilling, sa er det maske logisk nok, at vinklen mellem to

linjer kan bestemmes ud fra henholdsvis retningsvektorerne eller \10; al
normalvektorerne. Fra tidligere ved vi at vinklen mellem to vektorer 180-ve 78,695 D¢
kan bestemmes som (video): pan
f1 -fz ﬁl -ﬁz ,,//
cos(v) = —— eller cos(v) = ——
( ) 71|72 ( ) [7iq |72

Serligt gelder der, at hvis 7, - 7, = 0 eller n; - n, = 0 da er de to linjer ortogonale, og hvis
det(#,7,) = 0 eller det(ny - n;) = 0 daer de to linjer parallelle.

Specielt: Mellem to linjer vil der altid (med mindre de er parallelle) vere to vinkler. Sa ud over
formlen vil 180 — v ogsa vere en vinkel mellem linjerne.

Nar vi i praksis skal bestemme vinklen mellem to linjer, kan vi have 3 forskellige senarier.

1. Begge linjer er givet ved parameterfremstilling.
Afles da 7, og 7, og benyt
cos(v) = 2o
71| - |72
Eksempelvis:
; ; (N _ (1 5 (X _ (2 1
Bestem den spidse vinkel mellem I: (y) = ( ) + t( ) og m: (y) = ( ) + t( )

2 7 3 —4
5\.(1
)- B () ).
= arccos =
V5247212 + (—4)2

arccos(—0.65) ~ 130.54°, altsa vil den spidse vinkelvaere 180° — 130,54° =~ 49,46°

Fl " Fz

|F1| ' |72|

vV = arccos(

2. Begge linjer er givet ved linjens ligning.
Afles da n; og nn,, og benyt

n,'n,
1 2
CoS\V) = 55—
) = E R

Eksempelvis:
Bestem den stumpe vinkel mellem |I: =7x + 5y +8=0ogm:4x+1y—7 =0

=7\. (4
. (T_l)ln_z))_ (5)(1) _
vV = arccos | = — = arccos =
|71 ] - |72, | \/(_7)2 + 52 .4/42 4+ 12

arccos(—0.65) ~ 130.54°, den stumpe vinkel blev altsa 130,54°

3. Den ene linje er givet ved parameterfremstilling og den anden ved linjens ligning
Aflaes da 7, og n,. Lav nu den ene om ved at hatte den, sa der fremkommer to
retningsvektorer eller to normalvektorer, og benyt

T_')]_'FZ

cos(v) = =

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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http://youtu.be/kVH8bUhU8eg

4. Eksempelvis:
Bestem vinklerne mellem I: (x) = (1) +t (5) ogm:4x+1y—-7=0

D

V(=7)2 +52-4% + 12

n,'n,
" = 130.426

vV = arccos( > = arccos

|ﬁ1| ' |ﬁ2|

Den stumpe vinkel er 130,43° og den spidse er 180° — 130,43° = 49,57 - °

I Nspire kan vi indtegne to linjer som tidligere I
beskrevet. Sa konstrueres skaringpunktet (hvis R tHandinger
der er parameterfremstillinger involveret). Sa ;2

3: Grafindtastning/Redigér

veelges veerktgjet Geometri->Malinger->Vinkel e .

sa vaelges farst et punkt pa den ene linje, sa 0 sispor
- 0 0 A&t &:Underserg grafer
skaeringspunktet og sa et punkt pa den anden —_ |
Iinje_ (Video) & 8 Geametri | @ 1:Punkter og linjer »
ﬁ’l SiIndstilinger . » @71’ gurer v L
HVIS den fremkommer i radianer kan Nspire | svane o [
R . . .—\'4 Konstruktion  * | | 2.Areal -
indstilles til grader eller blot omregne ved +®sraromacen | Yeg 3 g
radiar:r-lSO = grader

Lav opgaver i heeftet

Afstand mellem punkt og linje
Huvis vi skal kunne bestemme den vinkelrette afstand fra et punkt og til en linje, kan vi benytte
felgende s&tning (video)

Setning: Dist-formlen

Afstanden fra punktet P(x,, yo) 0g til linjen | med ligningen n,x + n,y 4+ ¢ = 0 er givet ved

|n1x0 + n2y0 + |

V1% + n,?

dist(P,l) =

Bevis: (video)

Da vi kigger pa den vinkelrette afstand, giver det mening at
kigge pa en normalvektor 7 = (2) til linjen. Py (xo, o) €r
kendt, og da P (x, y)er et lgbende punkt far vi at P,P =

X — Xp ) ' _ B
(y _ 3’0)' Forskellen pa tegningerne er blot placering af n'i

forhold til PyP.
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http://youtu.be/4D1FKPpMKGo
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/_-QT675uBYM
http://youtu.be/3ShRWUUwUjo

_—

Hvis vi kunne bestemme leengden af projektionen af P,P
pa 1t ville vi have lgst problemet.

Farst finder vi projektionen:

pr o B G o) )

|n| ( /nlz n nzz)

S|

(Goyo)(ny)
(VraZema?)
projektionen givet ved den numeriske veerdi af skalaren
ganget med leengden af normalvektoren.

Da blot er en skalar, da bliver leengden af

Py (%0, ¥o0)

Pop il G250 ()l
d = |d] = 17l = (y‘f°+ ) mZ
Ny n,

G =30) Gl e = x0) + ey =yl _ max = muxy + may = mayel

ny? +n,? ny? +n,? Jng? +ny?

—N1Xg — MY + (N1 x + nyy)|

ny? + n,?

Da P(x,y) ligger pa linjen, ma det opfylde ligningen n; (x — x,) + n,(y — yo) = 0 hvor A(x,, yo)
er det kendte punkt pa linjen. Dermed har vi at n,x + n,y + ¢ = 0 hvor (x,y) er koordinatet til et
vilkarligt punkt pa linjen. Dette giver 0s sa nyx + n,y = —c

|—nyx0 — noyo — ¢l |nyxo + nyy, +

YNy ? + n,? Jny? + n,?

Hermed bevist

Eksempelvis:
Bestem afstanden fra punktet P(—3,1) til linjen 3x + 4y =5

Vi omskriver ligningen 3x + 4y —5=10

_ 13-(=3)+4-1-5 |—10] 10
dist(P,1) = = =—=2
N 5 5
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H - Jg 1:Handunger 5
I Nspire kan du ggre det ved at tegne linjen | f e ’ ,
og plotte punktet P i Nspire. Her efter 2 3 Gretndtasming Reciger ,
konstrueres et linjestykke oven pa |, og der Z“p“ -
afseettes et punkt pa P. Nu vealges at Nt & Underss gater . Tayy ]
bestemme leengden mellem P og o+ ZTeke ' -
A . |a;;\§.GEDm9LrI ’[ @ 1:Punkter og linjer 6.1 1
IInJEStykl(Et (M) 1) 2indsviinger v O.‘_‘.Fi;ysr '
T
—-‘\'J'F\onsnum:n v | em® 2:Areal
o+ ¥ S:Transformation + | ¥4 3:Hamidning
_]—‘ K-_.‘d:‘-;' nkel

Lav opgaver i heftet

Projektion af punkt pa linje
Projektion er i bund og grund den skygge, som en kraftig
vinkelret lyskilde efterlader pa en overflade.

Grafisk: Projektionen af et punkt P linjen | vil blive et ..
punkt Q. Man kan forestille sig, at det er skyggen af '
punktet P ned pa linjen I.

Maden det bl.a. kan lgses pa, er ved at konstruere en vektor WJ’, som gar fra det kendte punkt pa linjen
P, og til punktet P. Denne projekteres ned pa retningsvektoren for I. Den nye vektor vil nu farer os fra P, til
punktet Q, som er det punkt, som P projekteres ned
til.

Eksempelvis

Bestem projektionen af punktet P(2,3) ned pa linjen |,
givet ved fglgende parameterfremstilling

()= (G)+0)

g

Farst konstrueres P, P
— ( 2=2\_ /0
PP=(32 )= ()

Nu bestemmes projektionen af Eﬁ ned pa /(1_1)
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http://youtu.be/DfJAn49mHA0
https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

retningsvektoren for I.

—— PP F
POPT=

) ot s -

712 VIZF 12 VZ'

Nu bestemmes punktet Q, som er projektionen af P pa | ved at legge P, P. i forleengelse af det
kendte punkt P,

- o+ 57 (2)+ 0)= (1)

Altsa er projektionen af P(2,3) ned pa | fundet til Q(4,1)

Lav opgaver i heeftet

Cirkler

Nar man skal tegne en cirkel med en passer, vaelger man en radius og et centrum, og tegner derudfra
cirklen. En cirkel er med andre ord meaengden af punkter med en bestemt afstand (radius) til et
givent punkt (centrum). (video)

Satning: Cirklens ligning

Cirklen med centrum i C(x;,y;) og radius r har ligningen:

(x—x)*+ @ —y)? =r?

Bevis: (video)

Tegningen nedenfor viser en cirkel med centrum C (x4, y;) og en radius r. Vi lader P(x, y) vere et
punkt pa cirkelbuen.

Afstanden |CP| kan via afstandsformlen bestemmes ved o B -
8 -/// '“‘\E xy)
CPl=r =& —x)?+ U —y)? <=> { A\
2= (@—x)’ + (=) eyl
, N I R s
Da P hele tiden ligger pa cirklen, ma et hvert punkt pa cirklen ? R4 87 8 10X

opfylde denne ligning.

Hermed bevist
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https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/Z27nNaZ5atA
http://youtu.be/LCZlicyVYg0

Eksempelvis:

Cirklen med centrum i C(4,2) og radius » = 3 har ligningen
(x—4)2+ (y—2)2 =32
Eller. Hvad kan vi sige om (x — 2)? + (y + 5)? = 36?

Det er en cirkel med radius 6 og centrum i C(2,—5)

Men vi kan ogsa se cirklens ligning foldet ud. Hvis vi kigger pa (x — 4)? + (y — 2)? = 3% sd kan
den foldes ved hjeelp af kvadratsatningerne til

X2+ (4?2 +2-(-4) x+y*+(-2)*+2-(-2)'y=9

Samlet ender det med x2 + y> —8x — 4y + 11 =0

Eksempelvis 2:

Vis vi kender cirklens ligning som x? — 6x + y? + 2y — 6 = 0 og skal bestemme centrum og
radius, sé “regner vi baglens”. Hvis udtrykket er fremkommet efter at have brugt kvadrat
setningerne ((a + b)? = a? + b? + 2ab) eller (a — b)? = a? + b? — 2ab)) , sa ma der gelde at

x2+ (=32 +2-(-3)'x+y*+1242-1-y—6+6=(—3)2+6+ 12
(x—3)2+@+1)2=16
(x=3)2+(@y+1)?2=42

Dermed er radius fundet til 4 og centrum til C(3,—1)

Lav opgaver i heftet

Tangent til en cirkel

Ved en tangent til en cirkel forstar man en linje, der rarer cirklen i ét punkt.
I den elementeare geometri skal vi blot vise, at linjen er ortogonal med ’,
vektoren fra centrum til rgringspunktet. Det er hurtigt gjort. Den korteste / e !
afstand mellem en linje og et punkt er derl_vjnkelrette afstand. Da afstanden - I ‘1 2 e
mellem C og P er radius, sa ma vektoren CP derfor kunne fungere, som I /
normalvektor for tangentlinjen gennem P. (video)

X,
\

L -
— T T
£

\P<6,4>

%

A

,.
b b i
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https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/2Qhl8-jGwNg

Eksempelvis:

Pa tegningen til hgjre ser vi en cirkel med centrum i C(2,1) og med radius 5. P(6,4) ligger pa cirklen.

Vi bestemmer vektoren CP = (2 ~ i) = (g)

CP er nu en normalvektor til linjen.
Linjens ligning for I.

4(x—6)+3(y—4)=0

__2 + 12
y= 3x

Parameterfremstillingen kan opskrives ved retningsvektoren # = #A = CP (_3)

() =()+<(3)

Lav opgaver i heeftet

Parameter fremstilling for en cirkel
Linjer kunne beskrives ved en ligning eller y
parameterfremstilling, og det samme kan cirkler. (video)

Vi kan som udgangspunkt faktisk tage den samme som ved

.. X _ Xo (£ . . o
linjen (y) = (J’o) +t (Tz)' Hvis vi teenker pa vores 5t
retningspunkt fra geometrien, sa er det givet ved ar

R = (cos(v),sin(v)). Det vil med andre ord sige at vektoren 3t

OB (cos(v)

- sin(v)

), ogsa kaldet enhedsvektoren é&.

Xo " 1 2 3 4 5 6 7 8

Hvis vi skal tage (;C,) = ()’o) +t (rz) igen, sa kan vi skifte t

ud med radius r i cirklen, retningsvektoren med enhedsvektoren é. og det kendte punkt med
centrum C = (x,,y,) for cirklen, sa giver dette os falgende

(;) = Gg) +r (Z?r?gg ) = (;g) + (; Z?jgg ) (Se illustration)
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https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/DLSGg57FRXo
http://youtu.be/tgAXBSOrHCM

Eksempelvis:

En cirkel med centrum i C = (5,2) og radius r = 4 vil resultere i fglgende parameterfremstilling

() =)+t

Lav opgaver i heeftet

Skeering mellem linje og cirkel
Vi teenker os en linje og en cirkel givet ved hver deres ligning eller parameterfremstilling, og at vi
skal undersgge, om de skarer hinanden. (video)

201
Der er tre muligheder: 18f

16
1. Linjen skeerer cirklen i to punkter, nar 14f

dist(C,)) <r 12[
2. Linjen skeerer cirklen i ét punkt (tangerer cirklen), 1o}
nar dist(C,l) =r
3. Linjen skaerer ikke cirklen, nar dist(C,1) > r

N O
T T T T T 17T

X
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Eksempelvis:

Bestem eventuelle skeeringspunkter mellem linjen | givet ved:

_1 +3
y—zx

og cirklen
(x—3)+(y—2)?=5

Hvis der eksisterer skeeringspunkter, sa skal afstanden fra centrum af cirklen € (3,2)til linjen veere
mindre end 5. Linjens ligning kan omskrives til 0 = %x —-y+3

_2 = =+V5 =224
=3 =E= ~ 2.

Ul

Der ma altsa eksistere to skaeringspunkter.

Da vi har faet givet to ligninger med to ubekendte, s& kan disse lgses ud fra substitution, som naevnt
I noterne om polynomier.
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https://www.dropbox.com/s/r8ghgtywksywl0l/Vektorer_i_planen_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/R6p16n89SYw

Day allerede er isoleret i den farste ligning (for linjen), kan denne blot indsattes i den anden
(cirklen):

2
(x—3)2+<<%x+3)—2> = 52

1 2
(x—3)2+(§x+1> =52

1
x2+9—6x+1x2+1+x=25

52 5 15=0
ZX—X— =

Dette giver nu en andengradsligning.

Diskriminanten bliver:

5 300
d=(_5)2_4.1.(_15)=25+T=25+75=100

Der er derfor to lgsninger (hvilket der jo ogsa skulle veere)

—(=5)++v100 15 4 60

1= S =15—=2=¢
X ,.5 10 10 10
2 T
~(-5)-vI00 -5 _—4 20
X2 = =5 = = 2
.5 10710 10
7} T

Vi kan nu finde skeringspunkterne ved at indsatte Igsningerne i linjens ligning. Hvis vi indsztter i

cirklens ligning risikerer vi at fa 4 skeeringspunkter (overvej hvorfor ©).

=N
o
1

Det farste skaeringspunkt (6,y) = (6% 6+ 3) = (6,6)

Det andet skaringspunkt (2,y) = (—2,%- (=2)+ 3) =(-2,2) /
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I Nspire kan vi bestemme rafr 0 Geomet] :

grafen for en ligning 1 (z,2) ]
i ! /

skeeringspunkterne ved at o
konstruere en cirkel og derefter 2 sumaennymasse ,
en linje. Derefter bestemmes g:"F“m
skeeringspunkter mellem linje 0g &t cuncerssg aare X
cirkel og koordinaterne hives ,

@ 8: Geometri r

L 11 /
@ 1Punkt ;;’

frem (VI deo) 111 Zinastiinger 4 O 2:Figurer ¥ | === 2Punkt pi 1
f F:Malinger L 3 Skaeringspunktier) |
.—-k:t Kanstrektion ¥ |~ 4 Linje \

. = ¥ 5:Transtormation  +

nnnnn

— TLinjestykke | T

" & Hahdinje

7%, 7 Tangentlinje

" B:\Wektor

(T 9.Cirkalbue

Lav opgaver i heeftet

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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