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ESPACES FIBRES
EN SPHÈRES ET CARRÉS

DE STEENROD

PAR M. RENÉ THOM.

AVANT-PROPOS.

Ce travail contient essentiellement la démonstration des résultats parus dans
deux Notes aux Comptes rendus [23] ( l). Je l'ai fait suivre de quelques applica-
tions, et, dans un dernier chapitre, je traite un problème sans rapport direct
avec ceux des chapitres précédents; si j'ai tenu à conserver les développements
du chapitre V sur le problème des variétés-bords, c'est que, chronologiquement,
ce sont ces problèmes qui m'ont amené aux résultats de la première partie.
Le rapport liant les classes caractéristiques de Stiefel-Whitney aux nouvelles
opérations définies par Steenrod en cohomologie n'apparut clairement que lors
de la découverte de la formule Sq'U^ç^W1, formule que je trouvai d^abord
dans le cas des variétés plongées, et dont M. H. Cartan me signala ensuite toute
la généralité. Voici, en résumé, le contenu des différentes parties de ce travail.

D'abord une Introduction sur la Théorie des faisceaux donne l'ensemble des
notions techniques nécessaires aux démonstrations des chapitres qui suivent.
L'usage de la Théorie dès faisceaux, due essentiellement à M. J. Leray, s'avérait
nécessaire pour donner aux résultats le maximum de généralité; j^ai emprunté
au Séminaire de Topologie algébrique [2] (E. N. S.) de H. Cartan, l'exposition
des principaux théorèmes de cette théorie, ainsi que de récentes généralisa-
tions : j'ai largement exploité, notamment, sa théorie de la cohomologie à
supports dans une famil le {^\ sans laquelle 11 serait difficile de s'affranchir
d'hypothèses inutilement restrictives sur la compacité des espaces.

(1) Les numéros placés entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin de POuvrage.
Ann. Éc. Norm., (3), LXIX. — FASC. 2. l4
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Le chapitre 1 contient la théorie additive de la cohomologie des espaces
fibres en sphères; l 'essentiel de ces résultats est maintenant bien connu; on
sait que la théorie de la suite spectrale de J. Leray a trouvé là une de ses plus
belles applications. J'ai préféré toutefois ne pas utiliser cette notion générale
de suite spectrale, qui n'apparaissait en ce cas que sous une forme très particu-
lière, pour donner une méthode sans doute moins générale, mais peut-être
mieux appropriée au cas d'espèce; l ' introduction, à côté de l'espace fibre en
sphères G des espaces A et A' fibres en boules fermées (resp. ouvertes), se
trouve largement just if iée par l'usage qui est fait de ces espaces dans les
chapitres suivants; de plus, elle condui t rapidement à la suite exacte (10),
dont elle donne une interprétat ion géométrique intéressante; cette suite exacte
a aussi été considérée par Chern-Spanier dans une publicat ion légèrement
postérieure a ma Note [5]. On montre également au chapitre 1 le rapport entre
la classe fondamentale définie par la suite exacte (10) et la classe caracté-
ristique fondamentale définie comme obstruction : ces deux classes ne sont pas
égales, mais opposées. L'introduction des $-cohomologies permet de donner
du second homomorphisme de la suite (10) une interprétation multiplicative
sans hypothèse de compacité sur la base. Enfin, si la base est une variété, on
établit le rapport de cette théorie avec les résultats de Gysin.

Le chapitre II est consacré au comportement des carrés de Steenrod dans les
espaces fibres en boules ouvertes A^ on y montre, que si la structure fibrée
admet le groupe orthogonal pour groupe de structure, les classes W' définies
dans la cohomologie de la base par l'action des carrés de Steenrod dans
l'espace A^ ne sont autres que les classes caractéristiques de Stiefel-Whitney.
Suivent quelques applications (théorème de dua l i t é de Whitney, etc.).

Le chapitre III applique les résultats précédents aux problèmes d'immersion;
grâce à quelques théorèmes généraux sur la limite projective des homolosies
des voisinages ouverts d'un sous-ensemble fermé, on montre qu'à toute variété
plongée V dans une variété M, on peut associer des classes normales W',
définies topologiquement à l'aide des carrés de Steenrod Sq1; dans le cas difïé-
rentiable, ces classes sont les classes de Stiefel-Whitney de la structure fibrée
des vecteurs normaux. Ainsi se trouve démontrée l'invariance des classes de
Stiefel-Whitney de la structure fibrée des vecteurs tangents à une variété difle-
rentiable. De plus, la théorie de Whitney sur l 'immersion des variétés
difïerentiables dans l'espace eucl idien se trouve ainsi dégagée de toute hypo-
thèse de différentiabilité. La théorie se généralise même à l'immersion de tout
espace séparable, localement contractile, de dimension finie, dans une variété;
dans le cas où ces espaces sont compacts, on montre l'existence d'opérateurs
(déduits des carrés de Steenrod par une relation simple) qui jouent le rôle
d'obstructions à l'égard de l ' immersion dans l'espace euclidien.

On constate ainsi que des notions, primitivement liées de façon étroite à la
structure différentiable, peuvent parfois être définies de façon intrinsèque;
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le chapitre IV poursuit quelques investigations dans ce sens, au demeurant fort
limitées (on y dégage des invariants d'homotopie).

Le chapitre V reprend, avec les techniques de la théorie des faisceaux, les
théorèmes classiques de dualité des variétés à bord. On en déduit quelques
conséquences nouvelles, semble-t-il, au sujet d'un problème soulevé par
N. E. Steenrod : Une variété compacte donnée V est-elle le bord d'une variété
à bord compacte? Un théorème de Pontrjagin, généralisé au cas non diffé-
rentiable, montre le rapport de ce problème avec la théorie des classes
caractéristiques.

Je m'en voudrais de ne pas témoigner à M. H. Cartan toute la gratitude que je
lui dois pour l'assistance qu'il m'a apportée pendant ces dernières années;
tant pour le fond que pour la forme, je lui suis redevable de nombreuses
améliorations.

Je tiens également à exprimer ma reconnaissance à M. Wu Wen-Tsùn, dont
l'amicale et confiante collaboration ne m'a jamais fait défaut, et dont les
suggestions furent souvent; pour moi, d'un intérêt décisif.

INTRODUCTION.

RAPPEL DE RÉSULTATS SUR LA THÉORIE DES FAISCEAUX.

Les notions techniques utilisées dans les chapitres qui suivent sont
empruntées à la Théorie des faisceaux; cette théorie est due essentiellement à
J. Leray, qui en a donné un expose dans [12j; nous utiliserons toutefois la
nouvelle présentation et les développements récents que lui a donnés H. Cartan,
dans les exposés du Séminaire de ïopologie algébrique (E. N. S.), années
1948-1949 et 1950-1951; cette Introduction ne contient aucune démonstration9,
on se reportera donc à ces exposés, dont nous conservons les notations.

I. — Notion de faisceau.

1. DÉFINITION. — Soit X un espace topologique ; soit K un anneau principal ;
un faisceau de K-modules sur X est un ensemble F muni d'une application p

-i
(projection) sur X telle que : pour tout point ^eX, l'image inverse V^=p(œ)
(fibre) soit munie d'une structure de K-module. De plus, F est muni d'une
topologie (éventuellement non séparée) telle que :

a. la multiplication par un élément fixe de K, définie dans chacun des F^,
définit une application continue de F dans lui-même ;
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6. la somme a + R de deux éléments a et ? d 'un même F^ est fonction
continue du couple (a, [i), le point rc variant avec le couple (a, p) ;

c. la projection p définit un homéomorphisme local : tout élément de F
possède dans F un voisinage ouvert quep applique biunivoquement et biconti-
nuement sur un ensemble ouvert de l'espace X.

2. SECTION D'UN FAISCEAU. — C'est une application continue s : X —> F, telle que,
pour tout point ^eX, ^(.r)€F.^; il existe au moins une section : la section
triviale qui associe à tout point x le zéro de ¥ ^ ; soit s une section de F; on
appelle support de s l'ensemble des points xçX tels que s(x)^o; c'est un
ensemble fermé.

L'ensemble des sections de F est évidemment muni d 'une structure de
K-module; on désignera ce K-module par r(F).

3. HOMOMORPHISMES DE FAISCEAUX. — Soient deux espaces X et Y, F un faisceau
sur X, G un faisceau sur Y, et / une application continue de X dans Y. On
appelle homomorphisme de G dans F compatible avec l'application/, une collec-
tion d'homomorphismes 9.̂  : G/-(,^ -> F^, où x parcourt X, satisfaisant à la
condition suivante : soit un couple de points XQ çX, yo eY tels qvieyo=f(xo);
six^-sÇx) est une section de F au-dessus d'un voisinage de XQ dans X, et
y "> ^(j) une section de G au-dessus d'un voisinage de y^ dans Y, la relation
y.^(^(jo))===^(^o) entraîne ç^.(?(/(.r)))==^(*r) pour x assez voisin de XQ
dans X.

En particulier, on peut définir le faisceau image réciproque d'un faisceau par
une application donnée : on se donne un faisceau G sur Y; le faisceau image
réciproque/(G) sur X est tel qu'en tout point ^eX, on ait F^= G/-^); les 9.,.,
qui sont alors des isomorphismes, définissent un homomorphisme de G dans
/(G) compatible avec/. Si X est un sous-espace de Y, et / l ' inclusion de X
dans Y, le faisceau image réciproque /(G) est appelé faisceau induit par G
sur X.

4. FAISCEAU SIMPLE. — On prend un module fixe G; on forme le produi t G x X
qu'on muni t de la topologie produit de la topologie de X et de la topologie
discrète de G; la projection? étant alors l 'application canonique G x X ->-X,
ceci définit sur X un faisceau simple^ qu^on désignera par G.

5. FAISCEAU LOCALEMENT SIMPLE. — Un faisceau F sur X est localement simple, si
le faisceau induit par F sur tout ouvert assez petit de X es ts imple . Si l'espace X
est localement connexe, et localement simplement connexe, la notion de
faisceau localement simple est équivalente à celle de système local au sens de
Steenrod [17]; rappelons qu'un tel système est défini sur un espace connexe
par la donnée d'un homomorphisme h du groupe fondamental IIi(X) dans le
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groupe (Tautomorphismes dii module G. En particulier, si l'espace X est
(globalement) simplement connexe, tout faisceau localement simple surX est
simple.

L'image réciproque d'un faisceau localement simple (par une application
continue quelconque) est encore un faisceau localement simple.

6. PRODUIT TENSORIEL DE FAISCEAUX. — Étant donnés deux faisceaux F et G sur le
même espace X, on définit leur produit tensoriel F Q G ; c'est un faisceau tel
qu'en tout point a^çX, on ait (FQ G ).,,== F^(g) G^; le p rodui t tensoriel de deux
faisceaux localement simples est localement simple.

II. — Groupes de <^-cohomologie.

1. LES FAMILLES (<&). — On appelle famille (0) une famille non vide de sous-
ensembles fermés paracompacts ( A ) de l'espace X jouissant des propriétés
suivantes :

i° La réunion de deux ensembles de <Ï> est dans î>.
2° Tout fermé contenu dans un ensemble de $ appartient à $.
3° Tout ensemble de $ admet un voisinage fermé dans $.

L'ensemble des points ^€X qui sont des ensembles de <î> constituent,
diaprés 3° et 2°, un ouvert de X, et cet ouvert est régulier.

Si l'on s^est donné sur X deux familles ($), $1 et $2» l'ensemble des fermés
de X qui appartiennent à la fois à $1 et $2 constitue une famille (<&) : la famille
3)3 == (^^ n^>2 ; l ' inc lus ion définit évidemment entre familles (^>) une relation
d'ordre.

Parmi les familles (<6 ) les plus fréquemment utilisées, notons : la famille ^
de tous les fermés, si X est paracompact; la famille JC des compacts, si X est
localement compact. Nous en rencontrerons d'autres.

2. LA <]>-COHOMOLOGIE. — Soit donné sur X un faisceau F de K-modules et une
famille ($); on peut alors leur attacher un K-module de cohomologie pour
toute dimension q [notation : H|)(X, F)]. Cette cohomologie est définie axio-
matiquement (c/. [2], exp. 16); elle peut s'obtenir comme suit : soit C le
faisceau (gradué) des cochaînes d'Alexander-Spanier sur l'espace X; on forme
le produit C Q F, puis le module des sections à supports dans ($) de ce faisceau-
produit [notation : r^(COF)]'? ce module est muni d'une structure graduée,
avec cobord déduite de celle de C, et son q'^6 module de cohomologie s'identifie
àH^(X,F) .

( 1 ) Pour la définition de « pnracompact », voir [6].
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Remarque sur la cohomologie de dimension zéro. — Le groupe Hl»(X, F),
isomorphe à H°(r^(C QF))? est également canoniquement isomorphe au
module des sections de F à supports dans <&, F^(F). Ceci permet de déterminer
le module H|,(X, F) dans certains cas importants :

Supposons le faisceau F localement simple, et Fespace X connexe; alors le
support d'une section ^er^(F), qui est à la fois ouvert et fermé dans X,
contient, s'il n'est pas vide, tout l'espace X. Donc pour que le module H1>(X, F)
soit non nul, il faut et il suffit :

i° Que la famille ($) soit la famille ̂  de tous les fermés dans X paracompact.
2° Que le faisceau F admette des sections, c'est-à-dire qu'il existe des

éléments du module fibre invariants par les automorphismes induits par le
groupe fondamental Hi (X).

En particulier, si F est un système local d'entiers et si X est connexe,
H1»(K, F) n'est non nul que si F est isomorphe au système simple Z; de façon
générale, que l'espace paracompact X soit ou non connexe, il existe un homo-
morphisme canonique (/' « augmentation »)

À : Z-^H°^(X,Z),

pbtenu en assignant à chaque entier pçZ la section correspondante; on
posera
(0 c^==À(i).

La classe co sera appelée la classe-unité de H ^ ( X , Z ) ; si X est connexe,
rhomomorphisme A est un isomorphisme du groupe des entiers Z sur H^(X, Z)
et la classe CL) engendre Hâr(X, Z).

3. HOMOMORPHISME INDUIT PAR UNE APPLICATION CONTINUE. — Soient X et Y dêUX

espaces, /une application continue de X dans Y; supposons données sur X une
famille <&, sur Y une famille ï telles que l'image inverse/(r) de tout fermé
TGTsoi t lui-même un élément de <î>; enfin, supposons donnés deux faisceaux :
F sur X, G sur Y, et un homomorphisme g : G-^ F compatible avec l'applica-
tion /; alors / induit un homomorphisme /* : H^(Y, G) --> H'4(X, F\ qu'on
peut obtenir comme suit : l 'application/induit un homomorphisme /': C-^ (7,
où (7 et C sont les faisceaux des cochaînes d'Alexander-Spanier de X et Y
respectivement, /et g définissent un homomorphisme de C Q G dans C ' Q F ,
donc der^CQG) dans r^C/OP); cet homomorphisme, compatible avec la
graduation et le cobord, indui t un homomorphisme sur les modules de coho-
mologie H^Y, G) dans H^(X, F) qui est l 'homomorphisme /* induit canoni-
quement par l'application /.
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4. LA SUITE EXACTE DE coHOMOLOGiE. — Soient Y un sons-espace fermé de X, U le
complémentaire ouvert de X dans Y; soit donné sur X un faisceau F; désignons
par FY et Fy les faisceaux induits par F sur Y et U respectivement; soient de
même une famille ^ sur X, ^y? ^u ^es familles dans Y et U constituées par les
ensembles de $ contenus respectivement dans Y et U. L'injection Y — X donne
lieu à un homomorphisme

H ^ ( X , F ) - > H ^ ( Y , F ) .

Cet homorphisme s'insère dans une suite exacte d'homomorphismes canoniques :
(2 ) ->B^(X, F)-yH^(Y, FY)-^H^(U, F^-^H^^X, F)-^H^(Y, Fy)->.

III. — Notion de carapace.

1. DÉFINITION. — On appelle carapace sur l'espace X un K-module gradué dl
avec opérateur cobord S de degré + i, tel que âo == o, qui jouit des propriétés
suivantes :

A tout élément ^eeX est attaché un fermé o-(^), de X, ((support» de a,
tel que :

i° a(a)=0 si et seulement si û=o.
2° Si a et b sont homogènes et de degrés différents, alors

o-(a4- b) ==cr(r/)ucr(^).

3° a ( a — 6 ) C ^ ( ^ ) U ^ ( ^ ) pour a et b quelconques.
4° (T(âa)CCT(û).

2. CARAPACE INDUITE. — Soit Y un sous-espace fermé de ^; la carapace 0L
sur X définit une carapace sur Y : donnons à chaque élément açffi, pour
nouveau support, l ' intersection de son ancien support avec Y; pour satisfaire
à i°, on fera le quotient de (SI par l 'ensemble des éléments dont le support ne
rencontre pas Y; on obtient ^[nsïlsL carapace ^W^'^parCXsurY (notat ion : (fly)-

3. FAISCEAU D^UNE CARAPACE. — A tout point a"eX, attachons la carapace
induite (9L.^; l'ensemble des CX^, muni d'une topologie convenable, constitue un
faisceau gradué F((fl); tout élément aç:€L définit une section de ce faisceau
(prendre en toute CL^ l'image a^ de a)\ il existe donc un homomorphisme
canonique de €L dans r(F((îl)) qui est biunivoque. On appelle faisceau de
cohomologie de la carapace OL le faisceau gradué H^P^OL)).

Endomorphisme (lune carapace. — C'est un endomorphisme h du module Cl,
compatible avec la structure graduée, tel que, pour tout élément ^ecl,

^( / l (^ ) )CŒ(</ ) .
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Un tel endomorphisme induit en chaque point x un endomorphisme du module
gradué dL^..

4. CARAPACE HOMOTOPIQUEMENT FINE. — Une carapace 0L sur un espace X est dite
homotopiquement fine, si, pour tout recouvrement localement fini de X par des
ouverts U,, il existe des endomorphismes /, (de degré zéro) et un endomor-
phisme k (de degré — i) de la carapace 0L tels que :

i° Pour tout aç0L, le support cÇl^u)) soit contenu dans l'adhérence U,.
2° En chaque point X, les endomorphismes induits par /; et À- dans Oi^. satis-

font à la relation
1-/Z-4- À-04- ÔÂ-== identité,

dans laquelle tous les termes sont nuls sauf un nombre fini.
On dit que la cayapace est ((fine », si, dans cette relation, l'opérateur k peut

être pris identiquement nul.

5. CARAPACES ^-COMPLÈTES. — Soit ÛL^ la sous-carapace constituée des éléments
de 0L dont le support appartient à une famille ($) donnée; on dit que (9L est
^-complète, si l'homomorphisme canonique Êl^>-> r^(F(âC)) est un isomor-
phisme sur.

6. CRITÈRE DE CONVERGENCE DES SOMMES LOCALEMENT FINIES. — Une somme (infinie)
Sût d'éléments de CX est dite localement finie, si tout point de X possède un
voisinage qui ne rencontre qu'un nombre fini de supports a-(a/); une telle
somme localement finie définit évidemment une section de F((?l), élément de
r(F((9L)); dire que la somme "La,converge dans (9L, c'est dire qu'il existe un
élément açëi qui induit cette section, ce qu'on écrit â=2^. On démontre
alors :

Pour qu'une carapace/m^ soit ^-complète, il faut et il suffit que toute somme
localement finie d'éléments de âL^>, dont le support total est dans <&, converge
dans (9L$.

7. EXISTENCE D'UNE CARAPACE FINE ET ^-COMPLÈTE. — Soit F un faisceau locale-
ment simple donné sur l'espace X; soit Clé faisceau des cochaînes d'Alexander-
Spanier sur X; la carapace I^CO1^) sur X est fine et ^-complète pour toute
famille (<&). Le faisceau de cohomologie de cette carapace est nul pour toute
dimension, sauf pour la dimension zéro pour laquelle H°(C Q F) === F.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème fondamental de la théorie :

THÉORÈME 0.1. — Soit 0L une carapace sur l'espace X ; si :

a. X est de dimension finie, ou les degrés de Cl sont bornés inférieurement;
b. ai est (homotopiquement) fine;
c. CX est ^'complète;
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d. le faisceau de cohomologie ^^(d)) est nul pour tout q, sauf peut-être
pour la valeur q = k;

alors le module W^ÇCL^ est canoniquement isomorphe au module de ^-coho-
mologie ̂ ÇS., H^F^))) de l'espace X.

Cetisomorphisme est défini de façon précise au théorème 5 (exp. 19, p. 8)
[2]; on remarquera qu'il fait intervenir de façon essentielle Fisomorphisme
H*(F(C 0 F)) — H*(F(F)) du théorème 1 (exp. 19) [2].

Remarque. — Soit Y un sous-espace fermé de X; si ÛL sur X satisfait aux
conditions du théorème 0.1 pour la famille (<!>), il en va de même de la cara-
pace induite âLy pour la famille <I\; la cohomologie de cette carapace 0L^ donne
ainsi la cohomologie de Y (pour le faisceau induit); en outre, la suite exacte de
modules avec cobord o — eXu-> d -> âLy — o définit pour les cohomologies de
ces modules une suite exacte qui s'identifie a la suite définie au paragraphe 8
(n°4)[2].

IV. — Théorie des familles (<î>).

Soient, sur un même espace X, trois familles ($) : <I>, , $2 et <Ï>3 =$1 H^?
trois faisceaux F,, Fs, Fa et un homomorphisme

h: F,OF2->F,.

Soit G le faisceau des cochaînes d'Alexander-Spanier sur X; h induit canoni-
quement un homomorphisme de

r^(COF,)(g)r^(CoF2)->r^(GocoFiOF.)->r^(CoF3),
homomorphisme qui, sur les modules de cohomologie des F^, donne une
application

H^(X, F,)(g)H^(X, F,)-->H^(X, F,,),

qui n'est autre que le cup-produit associé à h. Supposons données sur X trois
carapaces d, (33, (S qui satisfont aux conditions du théorème 0.1 : CÏ pour la
famille < î > , , d3 pour ^2, C pour ̂ ^^ 0^2; soient k,, k., et k^=k^-\-k^ les
degrés pour lesquels H^F^Z)), H^F^)), H^F^)) sont éventuellement
non nuls. Supposons donnée en outre une application bilinéaire :

/: a(g)d3—e
telle que :

io a/(a, À)ccr (a )no- (&) ;
2° deg/(a, 6)==degr t + deg^;
3° ô/(a, b) ==/(^, b) -t- (-i)Pf(a, ôb), p degré de a.

Dans ces conditions est valable le théorème :
THÉORÈME 0.2. — Soit g F homomorphisme induit par f sur les cohomologies des

carapaces
g : H^ ( a^ ) 0 H^ ( tô^ ) -> H/^-^ ( e^,,).

Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXIX. — FASC. 2. I D
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Par les identifications du théorème 0.1,^ devient un homomorphisme des coho-
mologies

^ : H^(X, H^(F(Cl) ) ) (g)H/ / (X, IÏ^(F(d3)))->H^/(X, H^(F(< 3 ) ) ) .

Cet homomorphisme n'est autre que le cup-produit^ multiplié par le coefficient
( — i )'/A1, qui est défini par V homomorphisme de faisceaux

• R^F^^OH^W^^H^e))

obtenue à partir de Inapplication bilinéaire

F(a)OF(^)->F(e) ,
déduite de f.

V. — Les variétés en Théorie des faisceaux.

1. GROUPES D'HOMOLOGIE SINGULIÈRE. — Étant donné sur un espace X une
famille <&, et un faisceau localement simple F, de groupes abéliens, on appelle
^-chaîne singulière une combinaison linéaire « localement finie » de simplexes
singuliers à coefficients dans F, telle que :

i° Tout point de X possède un voisinage qui ne rencontre qu'un nombre
fini de simplexes de la chaîne.

2° Le support total de la chaîne ( réunion des supports des simplexes à coef-
ficients non nuls) est dans ^>.

Les ^-chaînes singulières forment un groupe gradué avec opérateur bord de
d e g r é — i ; on appelle groupe de <î>-homologie [notation : H^(X, F)] les
groupes d'homologie qu'elles définissent.

2. HOMOMORPHISME INDUIT PAR UNE APPLICATION CONTINUE. — Étant donnés deux
espaces X etY munis respectivement de familles $1 et 0, et une application/
de X dans Y, à quelles conditions/ induit-elle une application des <ï>i-chaînes
de X dans les ^-chaînes de Y, et par suite de H^(X, F) dans H^(Y, G) ? Les
conditions suivantes sont suffisantes :

i° Le faisceau des coefficients F sur X est l'image réciproque par / du
faisceau G donné sur Y.

2° Limage/(ci) de tout fermé Ci e$i est un ensemble de (<&).
3° Y est localement compact, et la restriction de /à tout ensemble Çi€$i

est une application propre. (Rappelons qu'une application / d'un espace E dans
un espace E' ^tpropre, si l'image réciproque /(K) de tout compact de E' est
compacte dans E).

Remarquer d'ailleurs que si X est un sous-espace fermé de Y localement
compact et/ l 'injection, la condition 3° est superflue.
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On désignera, par la suite, par /^ l 'homomorphisme induit sur les groupes
d'homologie par l 'application /.

Supposons données de plus deux familles ($) : Ti sur X, T sur Y, telles que
la famille Ti contienne tous les fermés de la forme/(T); alors/ induit , comme
décrit au paragraphe II (n° 3), un homomorphisme /^ : H^'(Y) dans Hl'/X); si
de plus les coefficients permettent de définir une structure multiplicative,
f induit un homomorphisme f^ de la (<t>i r\Ti)-homologie de X dans la
((6nT)-homologie de Y qui satisfait à la formule

(3) f^f(y'))r\x=y1 n/^)

pour toute classe y ' de H^(Y). Les deux membres sont des classes de
($ H ï)-homologie.

3. LES THÉORÈMES DE DUALITÉ POUR LES VARIÉTÉS PARACOMPACTES. — Soit V Une

variété paracompacte de dimension n\ soit sur V, (3 la carapace des ^-chaînes
singulières (c'est-à-dire des chaînes singulières infinies, localement finies)
à coefficients entiers; le faisceau d'homologie de cette carapace est nul, sauf
pour le degré n : en effet, en un point x, la carapace induite C^ admet même
homologie que Hp(B mod(B — a")), B désignant une /i-boule fermée de centre x.
Il en résulte que H^(C^) est nulle pour tout r-^n, et est isomorphe à Z pour
r=n; le faisceau d'homologie de la carapace e est ainsi un système local
d'entiers qu'on désignera pa rT ; ce système local est lié à l'orientation locale
de V : T est simple (isomorphe à Z) si et seulement si V est orientable.

Prenons maintenant la carapace CX des chaînes singulières à supports dans
une famille ($), et dont les coefficients sont pris dans un faisceau localement
simple F; en un point x qui est un élément de <Ï>, le faisceau d'homologie de la
carapace est nul pour tout degré, sauf pour r== n, auquel cas c^est le faisceau
indui t par FQT; si x n'est pas un élément de <Ï>, le faisceau H((9L^.) est nul
pour tout degré; si l'on effectue sur CX le changement de graduation défini par
p'==n—py on sera dans les conditions d'application du théorème 0.1. Ceci
donnera (c/. exp. 20, p. 4) [2] :

THÉORÈME 0.3 (DUALITÉ DES VARIÉTÉS ). — Pourtoute dimension p , et toute famille^
les groupes H^(V, F) et HIr^V, F 0 0 sont canoniquement isomorphes.

4. CLASSES CORRESPONDANTES. — Soit t /eH^(V, F) une classe de cohomologie
de V ; l'isomorphisme du théorème précédent lui associe une classe de $-homo-
logie .r€:H^.(V, FQT); 1̂  classes u et z seront appelées classes corres-
pondantes. A l'égard des structures multiplicatives définies par le cap
et le cup-produit, cette correspondance jouit de la propriété suivante
{cf. exp. 20)[2]:

THÉORÈME 0.4. — Si u et z sont des classes correspondantes (en ^-cohomologie
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et ^-homologie resp.), et si y est une classe de ^-cohomologie^ les class'es y\ju et
yf\z (en (^f\^-cohomologie et (^C^^-homologie resp.) sont correspondantes.

Si l'on prend en particulier $ ==^, et u -===- co, classe-unité de H^(V), on voit
que la classe correspondant à y estyn^, v désignant la classe correspondant
à la classe-unité; v est une classe de Hf(V, ï), canoniquement définie : on
l'appellera classe fondamentale de la variété V.

5. SUITE EXACTE DES VARIÉTÉS OUVERTES. — Soient Y un sous-espace fermé de la
variété V, U le complémentaire ouvert V — Y; soient €L la carapace des chaînes
singulières de V à coefficients dans F, CXu la sous-carapace des chaînes à
support dans U ; la suite exacte

o -->- Cïu -> Cl —> (fly —> o

d.onne naissance à la suite exacte d'homologie

H^(U, F)-^H^(V, F)-.H^(VmodU, F) -> H^ (U, F)->.

D'après les isomorphismes do théorème 0.3 :

H^(U, F)-H{^(U, F Q T ) et Ht,(V, F)-H3>(V, F Q T ) ;

or ces groupes de cohomologie entrent dans la suite exacte (2) :

- > H ^ ( U , F O T ) - > H I , ( V , F O T ) - > H ^ , ( Y , F O T ) ^ H ^ ( U , F O T ) - ^

On démontre que ces deux suites exactes sont canoniquement isomorphes;
le troisième isomorphisme : H^^Y modIJ)^!:!^ .(V), est celui qui donne la
« dualité » d'Alexander-Pontrjagin [2j.

VI. ~ L'homomorphisme de Gysin.

Appliquons la formule précédente (3) dans le cas où X et Y sont deux
variétés : V de dimension? et M de dimension n. Soient Ti et T les systèmes
locaux attachés à l'orientation de V et M resp. L'application

/-: H^V^F^H^I^G)

devient, en tenant compte des isomorphismes de dualité dans V et M, un
homomorphisme

y : H^-^V^FOÏlî-^Hl-^M^OT).

De façon plus précise, si V et M désignent les classes fondamentales de V et
M resp., ̂  peut être défini par la relation

f^xr\y)=^xC\m.



ESPACES FIBRES EN SPHÈRES ET CARRÉS DE STEENROD. 12 [

Cet homomorphisme, considéré par Gysin [2] (1), joui t d 'une propriété mul t i -
plicative simple; désignant toujours par/* l'homomorphisme induit par/sur
les cohomologies/* : H;(M) -> H;(V), la relatien (3) va donner, en prenant les
classes correspondantes dans M et utilisant le théorème 0.4,
( 4 ) . . ^(/*ju^)=ju^.

Si, en par t icul ier /on a pris < ï>i=^ ,F=Z, il existe dans H|Sr(V,Z) une
classe-unité co; si l'on fait ;z?== co, (4) devient

(5) W(j))=JU^(co),

où les deux membres sont des classes de r-cohomologie.

CHAPITRE I.

I. — Généralités.

Les notions techniques exposées dans l'Introduction vont nous servir dans
l'étude de la cohomologie des espaces fibres en sphères. Précisons tout d'abord
la définition ici utilisée d'un espace fibre :

Un espace E est dit fibre en sphères S^-1 de dimension k — i , s'il existe une
application p (projection) de E sur un espace localement compact et para-
compact, la base B, telle que :

i° L'image inverse p ( a ) de tout point a de B est une sphère S^-4 (la fibre).
2° Tout point a de B admet un voisinage ouvert U, pour lequel existe un

homéomorphisme h de l'image inverse p (U) sur le produit U x X, tel que
(poh)(a, y)=a.

C'est là l'hypothèse de trivialité locale.
On ne fera par contre aucune hypothèse sur l'existence d'un groupe de

structure : d'ailleurs, tous les résultats de ce chapitre demeurent valables,
même si la fibre n'est pas une sphère, pourvu seulement qu'elle en ait le type
d'homologie.

A l'espace E on associera deux autres espaces fibres de même base B par la
construction suivante : formons le produit E x I (I désigne le segment o-i)
et, dans ce produit, ident if ions en un seul point tous les points de la

(1) L^homomorphisme ^ : Rp-r(V) -^H"-'-(M) est le dual de Phomomorphisme ^ :
H,î_r(M) ->- H^_r(V) que Hopf a introduit pour les groupes d'homologie sous le nom de Umkehrungs-
homomorphismus [10].
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forme ( p ( û ) x { i } ) . On obtient ainsi un espace fibre A sur là base B,
la projection p^ étant définie par p^Çx, t)=pÇx\ o^^^i; la fibre est une
Zr-boule fermée; on désignera par K' le complémentaire ouvert de E x { o {
dans A, qui est fibre sur B par des /r-bdules ouvertes; les espaces fibres A et A'
admettent au moins une section, la section « centrale » B° image de Ex { i } ;
on observera que l'espace A n'est autre que le-« mapping cylinder » de l'appli-
cation p [19].

Pour définir les cohomologies dans E, A, A\ B, il est nécessaire de préciser :
a. les familles (<E>) utilisées; b. les coefficients.

a. Les familles ($). — On se donne a priori une famille ($) dans B qu'on
dénotera par ($1); on lui associera des familles ($) dans A, A ' ' , E comme suit :

Dans A, on prendra la famille (<3>) de tous les fermés dont la projection sur B
est dans ̂ r

Dans E, on prendra la famille (^a)» composée des ensembles de 0 qui sont
dans E; appart ient à ̂  ̂ ut fermé de E dont la projection appartient à <t>i.

Dans A', on prendra la famille (<Ï>^) des fermés de 3> qui sont contenus dans A\
On observera que pour qu 'un fermé y / cA / appartienne à <ï>^ il faut et il suffît
que :

i° Sa projection p((p^) appartienne à (<&i).
— i

2° Son intersection avec tout fermé de A^ de la forme p(K)(K compact de B),
soit elle-même compacte.

Si l'on a pris pour $1 la famille ê? de tous les fermés de B, il lui correspond
dans A, E la fami l le de tous les fermés; par contre, la famille (^/) est
— en général — plus petite que la famille ^, à cause de la condition 2°. Si <&i
est la famille JC des compacts, il lui correspond dans E, A et A^ la famille JC
des compacts.

b. Les coefficients. — On se donne sur la base B un faisceau de coefficients F;
on-lui associe sur E, A, A' les faisceaux images réciproques par la projection?;
dans ce qui suit, on se bornera au cas où le faisceau donné F est un faisceau
localement simple de groupes abèliens; comme le faisceau image réciproque
d'un faisceau localement simple est encore un faisceau localement simple, les
faisceaux images réciproques de F parp sur E, A, h! seront encore des faisceaux
localement simples de groupes abèliens; on les désignera par la même lettre F
que le faisceau initial.

Si F est un système local au sens de Steenrod, défini par l'homomorphisme h
de IIi(B) dans le groupe d'automorphismes du groupe-fibre, les systèmes
induits F sur A et A' seront définis par le même homomorphisme h : en effet, la
projection^ induit un isomorphisme de Iïi(A) [ou IIi(A')] sur IIi(B).

SYSTÈMES LOCAUX ASSOCIÉS. — II existe sur B, canoniquement attaché à l'espace
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fibre A^ (ou E) un système local d'entiers T ainsi défini : on prend au-dessus de
chaque point açîi la cohomologie entière (à supports compacts) de la fibre :
cohomologie nulle pour toute dimension, sauf pour la dimension k, pour
laquelle elle est isomorphe au groupe Z des entiers : à cause de l'hypothèse de
trivialité locale on définit ainsi un faisceau localement simple T; au point de
vue de la théorie de Steenrod, un élément ^eIIi(B) opère non trivialement
dans Z, (^( i )==—i) , si et seulement si le lacet correspondant renverse
l'orientation de la fibre : pour que l'espace fibre E soit orientable (au sens de
Whitney-Steenrod), il faut et il suffit que le système T soit simple.

De façon plus rigoureuse, le faisceau ï peut être défini comme suit : soit e
la carapace des cochaînes de Cech-Alexander, à valeurs entières, dont les
supports sont pris dans la famille ̂  des fermés de A contenus dans A'; comme
nous le verrons au paragraphe II, (? peut être considérée comme carapace sur B,
par projection des supports sur B; ï est alors le faisceau de cohomologie de
cette carapace.

Le produit tensoriel TQT es^ isomorphe au faisceau simple Z, et cet
isomorphisme est canoniquement défini : c'est risomorphisme qui, en tout point
de B, est compatible avec l 'homomorphisme de Z(g)Z->Z défini par la
multiplication des entiers. Soit F un faisceau localement simple de groupes
abéliens sur B; le faisceau FQÏ sera appelé système local associé de F;
comme (F Q T) 0 T = F 0 Z = F» k relat ion entre F et F Q T est involutive :
F et F 0 T seront dits systèmes locaux associés.

II. — Les théorèmes d'isomorphisme.

1. Soit 0L une carapace sur A qui satisfait aux conditions du théorème 0.1:
elle est fine, ^-complète, et H' /(F(<9L)) est nul, sauf pour y=o, auquel
cas H°(F(âL)) définit un système local de groupes abéliens F (F étant donné à
l'avance, une telle carapace existe toujours); considérons <9L comme carapace
sur B, en affectant à chaque élément aç0L pour nouveau support dans B le
fermé a^Ça)==pÇ(jÇa)') projection de son support dans A; les conditions de
définition des carapaces 1, 2, 3, 4, Introduction III, n° 1 sont encore vérifiées
avec ces nouveaux supports : soit <9Li cette nouvelle carapace sur B (isomorphe
à (SI en tant que groupe gradué); nous allons montrer que (Sli satisfait aux
conditions du théorème 0.1 sur d3.

i° (9Li est fine. — Soit, en effet, un recouvrement de B, localement fini, par des
ouverts U,; les ouverts p (U<) de B constituent un recouvrement ouvert loca-
lement fini de A; les endomorphismes li qu'il définit dans (9L opèrent également
dans 0L^ et y satisfont bien aux conditions requises pour les supports.

2° OL^ est ^i-complète. — D'après la définition des familles $ et $1, (Sl$
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et (di)^ sont des sous-carapaces qui se correspondent dans l'isomorphisme
de CX sur 0L^ ; soit Sa, une somme localement finie sur B d'éléments a.edfi
et (Si) son support total; considérée dans (SI, la somme Sa, est a fortiori
localement finie; soit (2) son support total; il est clair que si Sa, est nulle
dans (9Li en un point y de B, elle est nulle en tout point de la fibre p ( y )
dans (9L; par suite p(S)c2i; donc si 2^ est dans ($1), 2 est dans (0); par
suite Sa,- converge dans (9L$ : Sa, converge également dans 0L^

3° La carapace induite par Èli en un point y de B, soit 0L^y est isomorphe à la
carapace induite par (SI sur la fibre p(y); la cohomologie de cette carapace
n^est autre que la cohomologie de la boule fermée : par suite, H^F^t^)) est
nul pour q -=f=. o, et H°(F(cli)) s'identifie au système local F.

Le théorème 0.1 permet par suite d'affirmer :

THÉORÈME 1.1. — // existe un isomorphisme canonique j de tPYB, F) sur
tP(A, F), qui provient de F isomorphisme des carapaces 0L -> €i^ .

On démontre de plus, en théorie des faisceaux, que, dans le cas particulier
précédente cet isomorphisme y coïncide avec Phom.omorphismejo* induit sur les
cohomologies par la projection p : A->B. Ceci montre que, si ton a défini sur
les cohomologies de A et B une structure mult ipl icat ive, l 'isomorphisme /
s'étend aux structures multiplicatives [2] (exp. 21, prop. V).

On retrouvera aisément ces résultats en remarquant que la section centrale B°
est un rétracte par déformation de l'espace A.

Soit maintenant (îV, la sous-carapace des éléments de d dont le support est
dans ̂  : OJ est fine et ^'-complète sur A'; en tout point y eA^ H^'F^7)) est
nul sauf pour q=o, H^F^)) définit le système local F; soit 0L[ la carapace
sur B obtenue à partir de dV par projection des supports sur B; comme tout à
l'heure, (9L, est fine sur B; soient, comme tout à l'heure, I/ et Si les supports
totaux dans A' et B resp. de la même somme localement finie Sa7, d'éléments
de <9L'; on ap(iy)c2i; de plus, soit K un compact de B; puisque 2a^. est
localement finie sur B, le nombre des éléments a\ non nuls sur K est fini; par

-i
suite, l'intersection p(K)nI7 ne comprend q u ' u n nombre fini de compacts, et
est donc compacte; il en résulte quep(I7) est un fermé contenu dans Si, donc
appartient à <i>i ; donc S7 appartient à $', et Sa;, converge dans 0L1', donc dans CZi.
(Sl̂  est ^b^-complète.

La carapace induite par 0L', en un point jeB n'est autre que la carapace
induite par dV sur la fibre ô^^y), éboule ouverte; la cohomologie
H^F^^)) est donc — localement — isomorphe à la cohomologie à supports
compacts de è71; donc H^(F(c^)) est nul pour tout y, sauf pour q=k, et le
système local HA(F(e^/,)) n'est autre que le système local FQT associé au
système F. Nous avons donc le théorème :
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THÉORÈME 1.2. — II existe un isomorphisme (^canonique) ç* de H^(B, FOï)
^H^A'.F).

2. UNE PROPRIÉTÉ DE L'ISOMORPHISME y\ — Soit Y un sous-ensemble fermé de B ;
désignons par D' l'image inverse de Y par la projection p , sous-espace fermé
de A'; écrivons les isomorphismes y* pour les espaces fibres A', D 'e t A'—D\
ainsi que les suites exactes (2) relatives aux inclusions D^-> A^ et Y -> B; nous
obtenons le diagramme où l'on a pris les cohomologies par rapport à la même
famille ($).

( H^^A^—D^-^H^^A^-^H^^D^-^H^^+^A7- D^)-^
(6) ?B\t ^-t °;t €.^

f H7' (B -Y) -^^ ( B ) - ^ H 7 (Y)-^7^ ( B - Y ) - ^ .

En remontant à la définition de l'isomorphisme ç^ tel qu'il est donné par le
théorème fondamental de la théorie des faisceaux, on démontre que dans le
diagramme (6), il y a commutation [2] (exp. 19, p. 8, th. 7).

3. INTERPRÉTATION ÉLÉMENTAIRE DE L'ISOMORPHISME Ç\— Dans le CâS OÙ là bâSC B CSt

un complexe, on peut donner de l'isomorphisme ç* une interprétation simple.
Soient K^ le (f6^ squelette de K, Z une y-cellule fermée de K; l'image

inverse jp(Z^) de V dans A, constitue une (q +^)-cellule fermée; toutefois,
l'ensemble des cellules p(Z'7) ne constitue pas une subdivision cellulaire de A;

-i • -i
en effet, le bord de jp(Z7) n'est pas contenu tout entierdans p(K9r- l)=D7~ l+Â;
pour pouvoir utiliser la théorie classique des complexes, il est nécessaire de
considérer uniquement des chaînes de A m o d E : en effet, le bord de p(Z'7) est
tout entier contenu dans la réunion EuD9"1^, de sorte qu'on pourra calculer
la cohomologie H^^A modE) à l'aide de cette subdivision.

Considérons tout d'abord le cas particulier où la base B se réduit à une cellule
-i -i

fermée Z7 de bord S'7-1; soient A=p(Z7) , D=p(S9- l); nous avons alors un
isomorphisme

cp*: Hy(Zy mod S'7-1) sur Hy+^A mod ( D + E ) ) ,

isomorphisme bien défini dès qu'on a orienté la fibre, c'est-à-dire choisi l'un
des deux isomorphismes de T sur Z. <p* fait ainsi correspondre à toute
orientation de la cellule V une orientation bien définie de la (y+^-cellule
Z^j^Z^), modE; en remontant à la définition de ç*, et notamment à une
convention faite dans la démonstration du théorème 0.1, on peut voir que
l'orientation induite par ç* sur Z', n^est autre que le produit de Forientation de
la fibre par l'orientation de la base dans cet ordre.

Soit u une cochaîne de (^(B); on peut définir un homomorphisme
g " : C^B^C^A modE, T)

Ann. Éc. Norm., (3) , LXIX. — FASC. 2. l6
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par la formule
^it{^l)=±uW,

où le signe — correspond à une opération non triviale du système T, et où
l'orientation choisie pour T est celle du produit : fibre x base donnée par y*.
g* est un isomorphisme de C^B) sur (^(A, mod E, T), qui commute avec le
cobord; g^ induit par suite un isomorphisme

^ : H^B) sur H^A mod E, T).

THÉORÈME 1.3. — Visomorphisme g^ coïncide avec y\

Nous avons les deux diagrammes commutatifs
H^D7^— D^-1 ) -> H^D7^) -> Hr+k^r+k-i ) ̂  ^

r f ç. ̂
Hr (K^ -K7-1) ->îî^ (KQ -^H^ (K7-1) ==o

H^^D^^ mod D7^-1) -^ H^^D7^) -^ o,
é-* t 7* ̂

H7' (K^ modK7-1) -^ H7* (K^) ->o.

Or, sur la base K' mod K^-1, composée de ^-cellules disjointes, les isomor-
phismes ç* et g " coïncident (c'est la définition de ^); puisque les premières
flèches verticales des deiix diagrammes sont les mêmes, il en va de même des
secondes, c^ Q, p^ ^

4. PROPRIÉTÉ MULTIPLICATIVE DE L'ISOMORPHISME ç*. — Soient $1, ^i deux familles
sur B et Ti == $1 n ̂ i la famille intersection ; désignons par $ la famille associée
sur A à $1, par ^/ la famille associée à ̂  sur A' ; on posera ^ = <ï> n ̂  associée
sur A' à Ti. Donnons-nous sur A trois carapaces (SI, d3, e fines; on suppose de
plus : dl, ^-complète; ûï, ^'-complète; C, r'-complète; les faisceaux de
cohomologie H^(F(aL)), H^t^tô)), IT(F(e)) sont nuls, sauf peut-être
pour z=o, valeur pour laquelle ils définissent des systèmes locaux de groupes
abéliens.

Supposons alors donnée une application bilinéaire
/: a(g)<B-^e,

qui satisfait aux conditions du théorème 0.2.
On prendra par exemple : (9L, la carapace des cochaînes de Cech-Alexander à

valeurs dans un faisceau de groupes abéliens F; tô, la carapace des cochaînes
entières de A', pour C la sous-carapace de 0L, à supports dans A'; la multipli-
cation bien connue des cochaînes de Cech-Alexander va donner une application
bilinéaire

/: cKg^-x?,

qui satisfait aux conditions du théorème 0.2.
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Soient maintenant (Xi, d3i, Ci, les carapaces d, tô, (3 considérées comme
carapaces sur B par projection des supports. La même application bilinéaire

/: ai®^-^,

satisfait encore aux conditions du théorème 0.2, car
7?(o-(a)U(T(&))c/?((7(a))n^(o-(6)).

Par suite, l'homomorphisme déduit de / :
h: H^(a^)(g)Hy(^)->H^(^)

va s'identifier, tenant compte des isomorphismes des théorèmes 1.1. et 1.2 au
cup-produit

H^(B, H«(F(^)))(g)H^(B, H^(F(<BO))^H^(B,H^(F(eO))

défini par la multiplication des coefficients
h ' : Ho(F(^) )OH^(F(^) )^H^(F(e i ) )

déduite de / : c'est l'homomorphisme h' :V Qï -> ÇV Q î).
Transcrite à Paide des isomorphismes y et y\ cette propriété s^exprime par

la formule
(7) ^(^uj^./^uy^j, ^H^B), jeHy(B) ,

où l'on a affecté d'un ' le y* du deuxième membre pour montrer qu'il est relatif
à la famille 4'i» alors que celui du premier membre vaut pour la famille T.

Cas particulier important. — On suppose :
i° La famille 4'i est la famille^de tous les fermésde B, alors ̂ ^=^^^J=^\
2° tPCF^)) définit un système local de groupes abéliens tous isomorphes

à G;
3° H°(F(d3)) est le système simple des entiers Z; H^F^i)) est alors le

système tordu T.
Il existe alors une classe-unité oi)eH°(B, Z); on posera U == ç*((o), U classe

de H^A^, T). L'homomorphisme h' des faisceaux étant alors défini par l'accou-
plement canonique G(g)Z->G, ïF(F((5i)) sera alors le système local FC^
associé à F. La formule (7), où l'on a faity==co, devient
(8) o*(^)==/^uU.

La classe UeH^A', T) joue ainsi un rôle universel, puisqu'elle peut servir à
définir y* pour n'importe quelle famille ($1), et n^importe quel faisceau de
coefficients F.

THÉORÈME 1.4. — Limage par ç>* d^une classe de cohomologie x de la base nest
autre que le cup-produit de la classe j {x ' ) par la classe « universelle » U.
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III. — La suite exacte des espaces fibres en sphères.

Écrivons la suite exacte de cohomologie (2) relative à l'injection du sous-
espace fermé E dans A :

(9) —IP-^E, ¥)^Rr(A.r, F^H^A, F)-^H^E, F)->.

En tenant compte des isomorphismes

y : I-P(B, F^H^A, F), 9*: H^(B, F Q T) ~ H^(A'0 F),

définis par les théorèmes 1 . 1 et 1.2, la suite (9) s'écrit

(10) -^IP-^E, F^H7-^, FOT^H^B, F^H^E.F)-..

INTERPRÉTATION DES HOMOMORPHISMES DE LA SUITE (10). — i0 I^homomorphisme
p" : ir(B, F) --^ H7 (E, F) n'est autre que l'homomorphisme induit sur les coho-
mologies par l'application fibrée p : E->B; en effet, p*=^oj provient de
l'injection de E dans le « mapping cylinder » A de p .

2° L'homomorphisme ^ : H'-^E, F) -> IP-^B, FQ T) n'a pas d'inter-
prétation simple; défini également dans la théorie de Leray (c/. [13]), il est,
dans le cas d'un espace fibre différentiable, induit par l'intégration sur les
fibres des formes différentielles de l'espace fibre.

3° L'homomorphisme y. s'interprète comme un cup-produit; par définition :— i _i
^== ypy^leshomomorphismesy et conservent le cup-produit; appliquons (8) :
il vient

^(^)= /^(^^/^(y^uU^^u^PU^^uW^ où W^/pU.

Remarque. — Cette interprétation de l'homomorphisme pi reste valable,
même si, dans la <&i-cohomologie considérée, H^(B) est nul; la classe U est
alors, comme la classe W^, extérieure à la <&i -cohomologie considérée;
exemple : on a pris dans B non compact la cohomologie à supports compacts.

Nous avons le corollaire :

COROLLAIRE 1 .5 . — Le noyau de Vhomomorphisme p* induit par V application
p : E -> B coïncide dans Vanneau de cohomologie (à supports dans êP) de B avec
V idéal engendré par la classe W^.

Ceci est une conséquence immédiate de l'exactitude de la suite (10).
On sait que cette propriété appartient également à la classe caractéristique

fondamentale [20], usuellement définie comme la classe c71 d'un cocycle de
première obstruction.

En fait, cette classe-obstruction c ' ' peut être également définie pour k^>ï
d'une façon intrinsèque, indépendante de toute construction de section. Cette
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définition, qui se rattache à la notion récente de « transgression dans les
espaces fibres », procède comme suit [16] (Chap. I, § 3 et 5).

Soit x un point de la base B, Y son image inverse dans A, S = Y n E son
image inverse dans E. Les inclusions S -^E, Y -> A, ¥'==(¥— S)-^A /=(A—E)
donnent naissance à trois suites exactes qu'on écrira horizontalement; les
inclusions E-> A, S -> Y, ( E — S ) - ^ ( A — Y ) définissent trois suites exactes
qu'on écrira verticalement; dans le diagramme obtenu, prolongé indéfiniment

H(S) ^H(E--S) ->H(E) ->
^o ^ ® ^ a ̂

tnY^-^A^-Y^-^A-E)-^
^ 4 P^
H(Y) -^H(A-Y) ->H(A) ->
4- 4- T 4'

tout est commutatif, à l'exception du carré marqué ®, qui est anticommutatif.
Écrivons alors un fragment du diagramme précédent contenant H^^S);

tous les groupes de cohomologie seront supposés pris par rapport au système
local d'entiers T, défini dans A7 par l'isomorphisme §o î H^^S) -> H^Y') ou
les systèmes qu'il induit sur les sous-espaces considérés.

o . H^V)
^ j^

o --^H^A-Y) -^H^A)-^
^ v/ ̂  T ̂

(n) HÀ-1(E)-^H4-1(S)-^HÂ(E-S) -^H^E)
•̂  ^i ^L ' -i ^

o-^H^A') -^H^r) -^H^^A'-Y7)^ ^
H^A) o

On a supposé B connexe, k ^> i, de sorte que IP(A — Y) ~ H / l(A). Désignons
par s la classe fondamentale de IF"1 (S) à coefficients dans ï = IP~1 ( S7'""1 ) ; la
classe ̂  qui prend sur le cycle fondamental de Y' la valeur + ï , n'est autre que
l'image AU de la classe U définie à l'aide de Pisomorphisme 9*; de sorte que,
X étant biunivoque, W^ est définie par

W^P'À^S).

Revenons maintenant à la classe ck\ le résultat auquel nous faisions allusion
plus haut s'énonce : (Steenrod, th. 37.15 [20]) la classe ck est définie par la
formule (où y' est biunivoque) :

(^P*^^).

Pour comparer entre elles, les classes W^ et c^, on complétera le diagramme
précédent par l'adjonction de l'espace A — S. Noua obtenons ainsi le diagramme,
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où tout est commutatif

H^, (5)
5^ ^

H^Y-S)^^ 4 .^"^E-S)
.A -ç-^ H^A-sr^ tr

( 1 2 ) ^ ^^ H (n % ^ 1
H^A-E) 4 ^^—Hk (A-Y)
^ ^^ Hk (A) -^-p^ A

0 0

et où les flèches alignées appartiennent à des suites exactes. Partons de la
classe U e H ^ A — E ) ; comme

^U== (U== y-o^s, ^(XoU — ^ s ) == o.

Il existe par suite une classe Xe H7 (A — Y), telle que
(13) ^oU-^=^X.

Appliquons pii; il restera
—^S==YX

et, comme y' est biunivoque pour la dimension considérée,

^X=-ck.

Appliquons v à l'égalité (i3); reste

U = — c^ d'où W^^— c^

THÉORÈME 1.6. — Les classes W^ et c71, définies à partir de la même orientation
de la fibre S71"1, sont opposées.

Remarque. — Le résultat sur la classe ck auquel nous avons référé suppose
explicitement que la dimension k de la fibre est >i; le cas où Z:=i, qui est
celui du revêtement à deux feuillets, nécessite une définition particulière de la
classe caractéristique fondamentale. Signalons cependant que la suite
exacte (10) demeure valable en ce cas; les suites exactes obtenues en
faisant F =Z, ou T, sont à rapprocher des suites exactes de la théorie des
transformations périodiques de Smith, le revêtement étant alors un espace où
opère sans point fixe un groupe d'ordre 2.

UNE FORMULE IMPORTANTE. — Si dans (8), on fait x = W\ il vient
(14) ^W^yW^uU^UuU.

Dans cette formule, W^ est une classe tordue (coefficients dans T), de
même que U ; (p*W^ et U u U sont des classes non tordues.
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Remarque. — La formule ( i4)? démontrée par Gysin, semble avoir été trouvée
indépendamment (toujours dans le cas des variétés) par Whitney [25] (p. 119,
th.13).

COROLLAIRE 1.7. — Si k est impair, U U U = — U U U ; donc 2 W71 ==0,2 W71 = o.
La classe fondamentale d^un espace fibre par des sphères de dimension paire est
d) ordre 2. Résultat classique [8].

Observons que ce résultat vaut, en général, en cohomologie tordue; donnons-
en une application : dans une variété de dimension impaire n, paracompacte,
le groupe IP(V, T) est isomorphe à Ho(V, Z) (théorème de dualité 0.3); c'est
donc un groupe sans torsion; il en résulte que la classe W71 qui est dans le cas
différentiable la classe caractéristique de l'espace fibre des vecteurs tangents,
est identiquement nulle. (Si V est compacte, on retrouve la propriété bien
connue de la caractéristique d'Euler-Poincaré).

Terminons par une remarque générale sur la suite exacte (10); elle permet,
si les coefficients sont pris dans un corps et si E est orientable, la détermination
de la structure additive de la cohomologie de E à partir de celle de B : il suffit
de connaître, dans l 'anneau de cohomologie de B, l'idéal engendré parW\ et
l'idéal des annulateurs de W^. Par contre, les résultats précédents ne suffisent
pas en général pour déterminer la structure multiplicative.

IV. — Cas où la base B est une variété.

Dans le cas où la base B est une variété de dimension n, il résulte de l'hypo-
thèse de trivialité locale que A' est une variété de dimension n+ k; A est une
variété à bord de bord E {cf. chap. V).

On va donner, dans ce cas, une interprétation particulièrement simple de
l'isomorphisme <p*.

Soit/l'application de B dans A', sur la section centrale Bo; les familles ($)
et les coefficients étant définis comme au paragraphe 1, û, / induit un homo-
morphisme /^ de H^(B) dans H^A7); de même les conditions i°, 2°, 3°
(§ V, a, Introduction) étant vérifiées, la projection p induit un homomor-
phisme de H^A7) dans H^B); comme p°f= identité, et que fop est
évidemment homotope à l'identité, / induit un isomorphisme de H^B, S)
sur H^CA7 , S); désignons par T^ et ï' les systèmes locaux dentiers tordus
relatifs à l'orientation des variétés B et A' respectivement.

Soit z\ une n-boule dans B, et ^^=p(^) son image inverse dans A';
l'orientation de z^ est le produit de l'orientation de Zn par l'orientation de la
boule fibre bk9, il en résulte que les systèmes locaux d'entiers T et T^ Q T sont

isomorphes, T désignant, comme précédemment, le système local d'entiers
tordus associé à Fespace fibre A' sur B. Toutefois, cet isomorphisme peut être
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réalisé de deux manières distinctes, et nous allons préciser laquelle doit être
choisie.

L'application /induit un isomorphisme/^ de H^B, F) sur Hj' (A', F); par
dualité dans les variétés B et A^, on en déduira un isomorphisme : H^(B, FQT)
sur H^/^A', F 0 T^- Posons n —p =r, et F == T; nous obtenons un isomor-
phisme ̂  de

H^(B, Z) surH^A', T.QT).

Par ailleurs, on a défini l'isomorphisme, si $1 = ^y
cp': H^B^surHî^AST).

Choisir un isomorphisme T /=== T^QT entre les deux possibles, c'est également
définir un isomorphisme de T sur TiQT'? ^"c aussi de H^A', T^ QT /)
sur^H^A', T); soi t / i cet isomorphisme. Supposons d'abord B connexe; alors,
les groupes H^A', Ti Q ï /)? H^(A', T) sont tous deux isomorphes à H|r(B, Z)
donc à Z. Soit (0=^(1), la classe uni té de H^B, Z); on aura dès lors,
puisque ç*co et ^1/co sont tous deux générateurs de groupes cycliques libres
(15 ) j\y^=±V.

On supposera Visomorphisme Ti Q T ̂  T' choisi de telle façon que, dans la
formule (i5), on ait le signe plus.

Si la variété B n'est pas connexe, on écrira la formule (i5) pour chacune des
composantes connexes, et l'on déterminera Fisomorphisme TiQT-^T pour
chacune des composantes, donc l'isomorphisme sera défini pour les faisceaux
en entier; avec cette convention, nous aurons la formule

Cp*ÛL> == ^*CO =Z V,

même si B n'est pas connexe.
Or on a vu que, pour une r-cohomologie quelconque, Phomomorphisme

jouissait de la propriété multiplicative
Wj)=JU^co . • ,

qu'on peut également écrire, en remarquant que dans le cas actuel/* admet un
isomorphisme inversey :
(16) ^(y)==7yu^=7yuu.

Dans la formule (16), la classe j(y) est une classe de H^A^; soit y :
tP(B)^tP(A) l'isomorphisme du théorème 1.1; u désignant une classe
quelconque de H^, (A'), on a

j ' ( y )uu= j ( / ) \ j u ,
par suite

r(y)=y(y)uu.
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Comparant avec la formule (7) qui donne ç*, on en déduira

?'=^-

ÏHÉORÈME 1 .8 . — Si la base B est une variété pai^acomp acte ̂  F homomorphisme
d^espace fibre <p* coïncide avec F homomorphisme de Gysin ^/, moyennant
une identification convenable des faisceaux à) orientation ïi Q T —>- T.

CHAPITRE II.

I. — Généralités sur les carrés de Steenrod.

Soit K un complexe simplicial sur lequel est donné un système local F d'entiers
tordus; la multiplication des entiers définit canoniquement (cf. chap. I) un
homomorphisme de F Q F dans le faisceau simple Z. A cet homomorphisme on
peut associer, comme le fait Steenrod dans [18], un système de cup-î-produits,
c'est-à-dire un ensemble duplications bilinéaires des groupes de cochaînes :

C^K, F)(g)C^(K, I^—C^-^K, Z)

qui satisfait, vis-à-vis du cobordy à une formule bien déterminée [formule (5. i)
de [18]]. Ces opérations permettent alors de définir les carrés de Steenrod, qui
sont des homomorphismes :

Sq, : tP^K, ¥)->B2m-i(K, Z) pour (m— i) impair,
Sq< : H^ ( K, F ; -̂  H2771-' ( K, Z,, ) pour ( m — i) pair,

dont on montre ensuite l'invariance topologique.
En fait, cette construction formelle peut s'effectuer, non seulement sur des

cochaînes simpliciables, mais aussi sur des cochaînes d'Alexander-Spanier
dont les supports sont pris dans une famille (0) d'un espace E, et les valeurs
dans un faisceau localement simple d'entiers F; on pourra définir ainsi les
carrés de Steenrod dans la $-cohomologie de l'espace E, prise par rapport au
faisceau de coefficients F. Rappelons ici les principales propriétés de ces
opérations.

Nous adopterons, ici et pour toute la suite, la notation « supérieure » :
Sq1^ == Sq^_i^ sur une classe de dimension m; avec cette notation, ^désignant
toujours une classe de degré H^E, F) :

1° Sq'u^o pour i^>m;
2° Sq^==o pour i pair est une classe de ̂ nw (E, Za); pour ; impair, c'est

une classe de IP^1 (E, Z) d'ordre 2.

Remarque. — On considérera fréquemment l'opération Sq1 déduite de la
précédente par réduction mod 2 des coefficients; alors Sq1 applique H^ (E, Za)
dans H^1 (E, Z.^) sans considération sur la parité de i,

Ann. Éc. Norm., (3), LXIX. — FASC. 2. 17
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3° S([Ï))U=U U U.

Les Sq'jouissent également des propriétés suivantes de nature topologique :
4° Soient E un espace muni d'une famille ($), et E' muni de la famille ($7);

supposons donnée une application continue/: E — E ^ telle que/ induise un
homomorphisme/^H^E')-^ H^»(E) (c'est le cas si 3> c7(^)), alors on a

W=f^'
5° Soit Y un sous-espace fermé de l'espace X : écrivons la suite exacte de

cohomologie (Introduction, § II, n° 4) par rapport à un faisceau G de coeffi-
cients entiers pour le moment non précisé :

—H^X, G)-^?!7^, G^H^X—Y, G^H^X, G)-->

alors chacun des homomorphismes de cette suite commute avec Sq1, à condition,
bien entendu, d'effectuer le changement convenable de coefficients si G^7^_;
par exemple :

pour ? pair :
az^Sq^ Sq^G, ^Sq^ Sq^c, ïz.Sq^ Sq^c;

pour ^ impai r :
az S^= Sq^ ôz Sq^ Sq^ %, YZ Sq^ Sq^c.

6° Soit B un espace paracompact, muni d'une famille ($1); formons le
produit B x 1 et soit p la projection canonique de B x 1 sur B; munissons
B x 1 de la famille <I> =p ($1 ) composée des fermés contenus dans les fermés
de la forme p(çi), où Ci parcourt <î>i. Soit Y le sous-ensemble fermé
Y = = B x { o } u B x { i } ; soit A' le complémentaire ouvert B x 1 — Y, homéo-
morphe à B x R ; munissons A' de la famille (<&') de tous les fermés de ($)
contenus dans A'; nous avons dès lors l'isomorphisme du chapitre 1 :

^: H^B^H^A').

Par ailleurs, considérons la suite exacte de l'injection de E x { o } :

—H^(Bx ; o } )^B^l(\f)-^î{^i(K{uBx{o})->.

Or les groupes H^A'u B x { o } ) sont tous nuls; en effet appliquons à
l'espace fibre A' u B x { o } sur la base B le raisonnement du chapitre I; la
fibre est le demi-segment [o— i], et sa cohomologie à supports compacts est
identiquement nulle; par suite H$ (A' U B x { o } ) = o.

Par ailleurs S* jouit d'une propriété multiplicative évidente : si x est une
classe de H^B x I) et/l'injection B x { o } c B x I , o n a
(17) ^(/^UJ) == (- i)^U ô*j,

en conséquence directe de la formule du cobord d'un cup-produit.
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Dans B paracompact^ supposé de plus connexe, soit co la classe-unité, géné-
rateur de Hj?(B, Z) ; le groupe Hl^A^, qui lui est isomorphe, admet pour
générateur â*(co) et 9^); de là résulte
(18) 9*(co)=±^(o)).

En comparant la formule (n) avec la formule multiplicative (7) de 9*, on voit
qu'ainsi S^ = ± 9*, sans qu'on puisse d'ailleurs préciser le signe.

Puisque Sq' commute avec S*, Sq1 commute également avec 9*, soit

(19) ^Sq-=Sq^

où l'on a marqué d^un / le 9* du premier membre pour montrer qu'il peut être
éventuellement nécessaire de changer de coefficients, donc Visomorphisme 9*.
Il n'est pas nécessaire de donner à la formule (19) un signe ±, comme dans (18),
car si un carré de Steenrod n'est pas nécessairement défini mod 2, il est, diaprés
2°, égal à son opposé. Si B n'est pas connexe, la formule (19), valable dans
chacune des composantes connexes de B, est valable pour B en entier.

Ce résultat valable pour un espace fibre de la forme B x R, s'étend par
itération (grâce à une relation presque évidente de transitivité des 9*) à un
espace de la forme A.' == B x R7'. Ici encore, la (^/) -cohomologie à prendre
dans A' est la famille (^/) des fermés de A' qui se projettent sur B suivant un
fermé de ($1), et qui rencontrent toute fibre 1P suivant un compact. Pour un
tel espace fibre trivial, nous aurons
(i^) ' Q/*S^==SqY.

n° Soient deux espaces paracompacts X et ^), munis respectivement des
familles 3> et <L; 3^ x ̂  l'espace-produit qu'on supposera également paracom-
pact et muni d'une famille T. Soient p , (X x ̂ ) -> 3C, p^X x ^)) — ̂  les
projections canoniques de X x ^) sur les facteurs. Supposons que tout fermé
ïC5£ X ^), dont les projections pi (^)»?2(^) appartiennent à <Ï>, ^resp., appar-
tienne à la famille T. Dans ces conditions, on peut définir un homomorphisme

(20) p.: H^W^H^^-^Hr^x^) (c / . [2] ,exp . l9 ,§6 ,p .8) .

Si, en particulier, <t>, ^, T se réduisent à la famille JC des compacts, et si les
coefficients sont dans un corps, [j- est un isomorphisme du produit tensoriel

H§cW (g) HSc(^) sur H^(X x y).

Supposons que les coefficients des cohomologies de X, ̂  et X x ̂  soient
les entiers mod 2; le carré de Steenrod dans la cohomologie H^^âCx^))
satisfait alors à la formule

(21) Sq^[^(^®J)]=^(2ySq^-^0Sq7J)

(formule généralisant la formule de H. Cartan en [3]).
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Si X = ̂  et si rf* désigne rhomomorphisme induit par l'injection diagonale
d : X -> X x 5C, le cap-produit de deux classes .2? et y est défini par

^Uj==^*^.[^(^)j].

Comme d* commute avec Sq', on a

Sq^(^UJ)=S^^^(^(g)J)=^S^X^(g)J)

= ̂  ,a ( ̂  Sq^^ (g) Sq/y) o = 2, Sq r̂ U Sq/j,

d'où la formule
(22) Sq^u^^^Sq^-^uSq/j,

où le cup-produit est à valeurs dans la (<î> n 4') — cohomologie de X.

Remarque. — La formule précédente (19) (p^Sq^Sq1^ peut être consi-
dérée — en cohomologie mod 2 — comme un cas particulier de (22); il suffît
de supposer que l'espace Y est une ^-boule ouverte b'^ dont on prend la
cohomologie à supports compacts.

II. — Les classes généralisées W^.

Ces généralités étant terminées, revenons maintenant à l'espace fibre E en
sphères S4-1 sur la base B tel qu'il a été défini au chapitre I.

L'isomorphisme du théorème 1.2:

9*: Hîi^F^H^A^FOT)

permet de définir dans la ̂  -cohomologie de la base B des opérateurs 9^ trans-
formés des Sq1 : il suffit de poser

(28) (p'*6^=SqY.

Ainsi ©l applique H^(B, F) dans H^(B, Z,) pour îpair , dans H^B, T) pour
; impair. Ces opérateurs Q1 sont déterminés par la structure fibrée; en parti-
culier, si la structure est triviale (A7 produit B x R71), la formule (19) montre
que 6^ = Sq1.

Écrivons maintenant les suites exactes (9) ou (10) du chapitre 1 ; d'après (16),
la propriété (énoncée en 5°) de commutation des Sq^avec les homomorphismes
de la suite exacte se transpose pour les 6' en

(24) 4^=6^ ^'r^Sq^;

formules qui sont utiles pour déterminer les carrés de Steenrod dans l'espace E
connaissant les carrés de Steenrod de la base.

Supposons qu'on ait pris dans B paracompact la famille ̂  de tous les fermés ;
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.soit, comme toujours, (0 la classe-unité de H°(B, Z); posons comme chapitre 1 :
(25) U=^(co) ,

où U est une classe de H$ (A\ ï).
On appellera classes caractéristiques généralisées, les classes W1 définies

dans la ^-cohomologie de B par les formules
(26) W^ô^co) ou ^W^Sq'U,

W' pour i pair est une classe mod 2; pour i impair, c'est une classe tordue.
Nous avons alors le théorème :

THÉORÈME 11.2. — Les homorphismes 6^ sont entièrement déterminés Çen coeffi-
cients mod 2) par les classes généralisées W1 et les carrés de Steenrod dans la
^^-cohomologie de la base.

Soit x, en effet, une classe de ^^-cohomologie de B; on aura, par définition :
^^x-^ Sq^cp*^.

Or, diaprés la formule (8) du chapitre I :

(p*^==y.a?uU.

Par application delà formule (22) qui donne le Sq' d'un cup-produit :
9^.r==Sq^uU)=^(1) Sq^-V^uSq^U.

Commey commute avec Sq1 :

9*0^ =z iJSq^-^u ̂ WS

et, par application inverse de (4') '.

(27) 6^ -=. I, Sq^-^uW^

II est clair que dans cette formule les W^ de degré impair sont, non pas des
classes tordues, mais leurs images (mod 2).

L'appellation de classes généralisées est justifiée par le théorème suivant,
qui constitue le résultat fondamental de ce travail :

THÉORÈME II. 2. — Si F espace fibre E admet comme groupe de structure le groupe
orthogonal, les classes caractéristiques généralisées W' sont les classes de Stiefel-
Whitney de la structure fibrée.

Avant de donner la démonstration de ce théorème, rappelons d'abord la défi-
nition et les principales propriétés des classes de Stiefel-Whitney.

(1) La lettre S placée en tête (Tune formule indique une sommation par rapport à l'indice dont
cette lettre est affectée.
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III. — Les classes de Stiefel-Whitney.
<

A l'espace E, fibre par des sphères S71"', dont le groupe de structure est le
groupe orthogonal, on associe une série d'espaces fibres de même base B, dont
la fibre est la variété de Stiefel V^ : V^ est la variété constituée par tous les
systèmes de r vecteurs orthogonaux unitaires dans R71. On sait [22] que le
premier groupe d'homotopie (donc d'homologie) non nul de V^ est II/,_^ (V^);
c^est un groupe cyclique libre pourZ:—r pair ou r= i, groupe cyclique d'ordre
2 pour k—r pair avec r^> i ; considéré dans chaque fibre au-dessus de B, ce
groupe II/,_r (V^) est le groupe-fibre d'un faisceau localement simple G (ceci à
cause de l'hypothèse de trivialité locale). G est isomorphe au faisceau simple
Za pour k—r impair et r^> i ; pour k—/l pair ou r= i, G n'est autre que le
faisceau d'entiers tordus T.

Soit, dans la cohomologie H7^ (V^, II/._,.(V^)), Z la classe fondamentale;
puisque la cohomologie de V^ est nulle pour les dimensions inférieures à k — r,
l'opération de transgression fait correspondre à Z une classe c71-7'4-1 g H7'"7'4'1 (B)
[i6], univoquement déterminée; c'est cette classe qu^on appelle par définition
la Çk—r-{- i)101116 classe caractéristique de Stiefel-Whitney : on voit que c'est
une classe mod 2 pour les dimensions paires et une classe tordue pour les

' dimensions impaires (ceci tout au moins si l'on exclut la classe de dimension
maximum k, qui est toujours une classe tordue, mais dont on considérera
seulement l'image mod 2 pour les dimensions paires).

Ceci est la définition récente des classes de Stiefel-Whitney; nous utiliserons
toutefois la définition plus ancienne des classes de Stiefel-Whitney comme
classes-obstruction; cette définition suppose essentiellement la base triangulée\
mais comme nous le verrons plus loin, cela ne diminue en rien la généralité du
résultat.

(( ANCIENNE )) DÉFINITION DES CLASSES DE SÏIEFEL-WHITNEY. — DâUS B Supposé

triangulé, soit K7 le /'-squelette; sur K7, il est toujours possible de construire
un champ de (k—r) vecteurs unitaires et orthogonaux; si l'on veut prolonger
ce champ à K7"^, on est amené à définir un cocycle-obstruction c74^, comme
suit : sur le bord Sor d'une (/'+ i)-cellule cr de K74-1, le champ donné des
(k—/^-vecteurs définit une application g de la r-sphère oo- dans la variété de
Stiefel V^_,.; l 'élément de II,.(V^_,.) défini par g est par définition la valeur du
cocycle c74'1 sur la cellule CT. On montre alors que la classe de cohomologie du
cocycle c ' ' ^ 1 ne dépend pas du champ donné sur K7 : c'est par définition la
classe de Stiefel-Whitney c^ de dimension r+ i pour la structure sphériqueE.

On a vu que pour i pair, c' est une classe (mod 2); pour ; impair, c' est une
classe entière tordue; lorsque l'espace fibre E est orientable, Whitney a montré
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que c214'1 provenait de c21 par

(28) 0^= -^C^

c'est-à-dire par l'homomorphisme de Bockstein pourp == 2 (c/. [25]). Revenons
maintenant à la démonstration du théorème 11.2, dans les hypothèses précé-
dentes : B est un complexe, qu'on supposera seulement paracompact et loca-
lement fini; la cohomologie de B est alors isomorphe, comme il est bien connu,
à la cohomologie. du complexe B formée à partir des cochaînes infinies. Soit,
dans l'espace A', D7'^' l'image réciproque du squelette K7 : la subdivision cellu-
laire de B donne ainsi naissance à une subdivision de A^ cette subdivision ne
peut être, comme on l'a vu au chapitre I, considérée comme une triangulation;
elle en aura toutefois toutes propriétés si l'on prend dans A', D7^71, . . . , la
($^)-cohomologie des fermés de A contenus dans A'; en particulier, la
(^-cohomologie de A^ s'identifie à la cohomologie du complexe formé par la
subdivision des D^, cette cohomologie étant formée à partir des cochaînes
infinies.

Cela étant, l'injection de K7 dans B induit un homomorphisme^: H^B)-^!!^7)
qui est biunivoque pour toute dimension i^r\ de même, l'injection h : D^'-^A'
définit une application h* : H^A7)-^ HÎ^D7'4'71') biunivoque pour tout /^r+ k,
et, dans le diagramme :

tr+^A^-^H^D^)
(29) < r^ .. t^

W (B) ^>W (1^)

il y a commutativité (propriété 2° du paragraphe III, chap. I). De plus, la
structure fibrée de D74^ est induite de celle de K' par l'injection /,.; donc la
classe de Stiefel-Whitney c^ de D^ est l'image pary,. de la classe c1' de A'.

Soit sur le squelette K7 de B, F un champ de (k—/') vecteurs unitaires et
orthogonaux; soit dans la fibre B/1 de A^, b ' ' la /'-boule ouverte orthogonale à F;
^ définit un espace fibre D^, sous-espace fibre de D^; on vérifie les propriétés
suivantes :

i° la classe de Stiefel-Whitney c;: == c7 (D7-^1) n'est autre que la classe c'7 (D'7);
si, en effet, on s'est donné sur K7"1 un champ de À- — r + i vecteurs de la forme
F + V, le cocycle obstruction défini pour D'7 par le champ de vecteurs V prend
sur toute r-cellule de K^ la même valeur que le cocycle-obstruction défini pour
D74^ par le champ F+V, sous la seule condition de réduire mod 2 cette
valeur pour r pair; donc,

( c ' ' ' = = c ' , ' . pour r impair,
( ( / ' (mod 2) == c'y. pour r pair.

2° Désignons par y/, et y, les isomorphismes ̂  relatifs aux espaces fibres D'^,
D^; par ailleurs D7^1 est fibre sur la base D"; on désignera par y^ l'iso-
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morphisme ç* relatif à cet espace fibre relatif D^/D'7. On voit sans difficulté,
en écrivant ces isomorphismes <p^ sous forme multiplicative, qu'on a la relation
de transitivité

c^==9^o(p^.

3° L'espace fibre relatif D^/D" est trivial; en effet D7'-^'== D'7 'x ^"S
b'^ désignant l'élément linéaire R^1-7 ) de la fibre R71 de A' engendré par le champ F.
Il en résulte qu'on aura (19) :

(3i) ^Sq-=Sq^.

Posons U,.= y, •(co); on aura, d'après le théorème 1.6 et la formule (i4) :

• -c^-^^W^U^uU^

où c " ' désigne la classe de Stiefel-Whitney de dimension maximum de l'espace
D^; or, pour /l impair c " ' est égale à son opposée; pour rpair, on devra, d'après
(3o), réduire c^ mod 2 ; donc, appliquant (y^) à

il vient dans D^7 :

ou en posant U^ = y<(co) :

(p^^Sq^U,

9K-;:= Sq^TT,^ Sq^^co)

(p^^Sq7^.

En utilisant la commutativité du diagramme (29) et la biunivocité dey,*, on
obtient, dans A' :
(3a) ^^= Sq^U,

ce qui entraîne bien :
(33) c^W^.

Le théorème 11.2 est ainsi démontré dans le cas où la base B est triangulée;
s'il n'en est pas ainsi, on se ramènera au cas précédent comme suit : La struc-
ture fibrée sphérique E admet par hypothèse le groupe orthogonal pour groupe
de structure; par suite, c'est la structure induite par une classe d'applications
convenable de la base B dans la grassmannienne réelle, base de la structure
universelle. Or cette grassmannienne est un complexe fini, et la formule (82)
vaut par suite pour la structure universelle; à cause de la propriété 4° des Sq',
la même formule vaudra dans la structure induite, sans hypothèse de trian-
gulation pour la base.

Remarque. — La formule (82) rend bien compte de l'analogie formelle entre
classes de Stiefel-Whitney et carrés de Steenrod; pour rpair, c1' et Sq' ne sont
définies que mod 2; pour r impair c ' ' et Sq7 sont des classes entières d'ordre 2.
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IV. — Applications du théorème fondamental 11.2.

1. La formule (28) de Whitney esta rattacher au théorème 12.2 de Steenrod
dans [18], qui exprime que Sq27^1 provient de Sq27 par l'homomorphisme de
Bockstnein pour p= 2. H. Cartan a établi dans [1] la formule

Sq^q^i+^Sq^7'.

Appliquons-la à la classe U; il vient

Sq^W^^+r^W1-^,

soit, en introduisant les 0' :

(34) (p^W^ (i + r^W1-^.

Développant par la formule (27)5 reste

(35) Sq^^W^^+^+^W14-7'.

Si l'espace E est orientable, ^N^^o, et l'on retouve la formule (28) en remar-
quant, comme dans [l], que Sq1 est l'homomorphisme deBockstein pourp= 2,
réduit mod 2.

Wu Wen-Tsùn, dans [28], a établi pour les classes de Stiefel-Whilney des
formules analogues à (35), donnant Sq'c7'; mais ces formules sont établies à
partir de la cohomologie de la grassmannienne, et supposent par suite que le
groupe orthogonal est groupe de structure; on peut cependant penser qu'elles
sont valables également pour les classes généralisées : elles semblent provenir
en effet de relations entre Sq itérés de la forme

Sq t?^Sq^=i{^- '+• / '~ îjsq^^Sq-/ (^>2.>o),

relations dont on a pu établir l'existence dans quelques cas (1).
Dans un cas particulier toutefois, on peut donner une formule analogue pour

la classe fondamentale :

La relation Sq'U = ̂ \\1 =j^^Ti\JV, donne, par application de l'homo-
morphisme ? de la suite exacte (9) :

(36) Sq^W^W^W^,

W" désignant la classe fondamentale de la structure fibrée.

(1) D'après une communication de M. WLI W'en-Tsûn, ces formules sont applicables à toute classe
de cohomologie admettant une réalisation de la forme de U == ®*(cji)), où cp* est l'isomorphisme associé
à un espace fibre sphérique dont le groupe de structure est le groupe orthogonal. Des formules
analogues ont été démontrées (en toute généralité), par J. Adem (résultat non publié).

Ann. Éc. Norm., (3), LXIX. — FASC. 2. l8
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COROLLAIRE 11 .3 . — Pour quune classe W7 'puisse être la classe caractéristique
fondamentale dune structure fibrée sphérique de dimension k— i (sans groupe
de structure précisé^)^ il faut que les carrés de Steenrod Sq7' W7' de cette classe
appartienne à T idéal engendré par W^ dans t anneau de cohomologie de B.
Les classes W' vérifient alors (36).

COROLLAIRE. — Si aucune classe de dimension strictement inférieure à k n est
annulée dans le produit par W71 [ce qui veut dire que p* applique H7 (B) sur H7 (E)
pour r<^ k], alors les classes de Stiefel- Whitney sont entièrement déterminées par
la classe fondamentale W71.

2. LES CARRÉS DE STEENROD DANS L'ESPACE FIBRE E. — II est fréquent que des
espaces fibres en sphères, non isomorphes, ont cependant des anneaux de
cohomologie isomorphes; on peut alors, parfois, montrer que cet isomorphisme
ne s'étend pas aux carrés de Steenrod, et qu'ainsi ces espaces ne sont pas
homéomorphes. Exemples :

Sur la sphère S2 comme base, les espaces de fibre S71 (/c^> 2) don t le groupe
de structure est le groupe orthogonal S0(k + i) sont définis à un isomorphisme
près par un élément du groupe III (SO(À'+ i)); on sait qu'un tel groupe est
isomorphe à Za ; à l'élément nul de î^ correspond le produi t topologique S^x S71;
à l'élément non nul correspond un espace non trivial E; comme E admet une
section, et que la fibre est (pour tout corps de coefficients) totalement non
homologue à zéro, l 'anneau de cohomologie de E est addi t ivement isomorphe
à celui du produit S2 x S71 et cet isomorphisme s'étend à la s tructure multipli-
cative définie par le cup-produit; désignons par s2 et s ' ' les générateurs de cet
anneau sur le corps Z2(a.y/<'= U); comme dans E la classe W2 n'est pas nulle,
et que Sq'2^^^ Sq2 U= <p*W2 7^0, on voit, d'après la propriété 5°, § I,
que Sq2.^^^ 0^, classe fondamentale de E; or dans le produit S2 x S71 on
a évidemment Sq2^^^) ==o. Or tout isomorphisme de l'anneau H*(E)
sur H*(S2 x S^) conserve pour des raisons de degré les classes s2 x OD et co x ^';
donc E et S2 x S71 ne peuvent être homéomorphes.

De la même façon, on peut affirmer que les espaces de base S4, de fibre S71

(Z:^>4)? "e sont homéomorphes que si la classe W4 prend la même valeur (mod 2)
pour ces espaces; ceci donne une réponse partielle à une question posée par
Hsien-Chung Wang [24].

3. DEMONSTRATION D'UN THÉORÈME DE WHITNEY. — Soient deux espaces fibres A.\,
A^, de bases paracompactes Bi, Ba de fibres B/S B^ resp. On supposera de plus
que le produit Bi x Ba est paracompact. Munissons A\, A^ des familles <t>i , <î>2
qui correspondent à la famille ^ des fermés pour les bases B, , B^. Si y^, ©^
désignent les isomorphismes pou rA^ A^ et o^, (03 les classes-unités de H°(Bi),
H°(B2) resp., on posera

L\=9:(co0, U2=cp;(c^).
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Formons le produit A\ x A^ : i l e s t fibre sur B ^ x B a ; munissons l'espace
paracornpact Bi x B^ de la famille ^ de tous les fermés; il existe alors, d'après
le n° 7, un homomorphisme (en cohomologie mod 2) :

^ H^(B,)(g)H^(B,)^H^(BixB,)

et la classe-unité co€H°(Bi x Ba) est donnée par

û()==^i[(Oi(g)ûÛ2J.

Soit <i> la famille de A\ x A^ qui correspond à la famille 97 de la base Bi x Ba
et soit ^ : H^Bi x Bs)-^ H^'^^A^ x A ^ ) Hsomorphisme associé. Il existe
alors un homomorphisme [défini comme en (20)] :

^ : H^CA',) ® W^^A^-^W^^ÇA', x A,) ,

qui satisfait à la relation de commutativité :

(37) ^[?î(^)®?:(J)J=y+ [^(^®J)J.

Pour établir (3^), il suffît de montrer que, si U désigne la classe ç^(^), on a

(38) U=^(Ui(g)U,) .

En effet, en écrivant les isomorphismes (p* sous la forme multiplicative (7)
on déduira (38) de (37).

Or la classe ^(Ui (g) L^) prend sur le cocycle-fibre B^i^ la valeur i, comme
U. Puisque Y homomorphisme X : H^^A^ x A,) -> H^^R^a) est biunivoque
[cf. diagramme (n)], c'est que U = ̂ [Ui ^Ua],

Soient maintenant W^, W^ et W7 les classes généralisées de A7,, A^ et
A\ x A^ resp. Les classes W sont définies par

9 '̂:= Sq^'U == Sq^(Ui(g)U2)

ou d'après (21) :

9^= ̂  Sq^'Ui® Sq/U,) = ̂ (^ 9^^'® ?:W4)

ou d'après (87) :

(39) w^^^wr^wo.
Si l^on suppose que Bi=B2, l'image inverse dans A^ X Ag de la diagonale

B dans B x B constitue un espace fibre de fibre R^S V espace-joint des deux
espaces fibres A^, A^ donnés sur B. Les classes W' de cet espace-joint sont
alors données par la formule (c/. 22) :

. (4o) W^^W^uW^.
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CHAPITRE III.

I. — Généralités sur les voisinages d'un sous-ensemble fermé.

1. Soit Y un sous-espace fermé d 'un espace E; l'ensemble des voisinages de
Y dans E, muni de la relation d'ordre définie par l ' inclusion, constitue un
ensemble fi l trant décroissant qu'on désignera par Vy. L'espace E étant supposé
normale voisinage de Y, les voisinages ouverts U constituent dans l 'ensemble
^un système fondamental; il en va de même pour les voisinages fermés. Dans
ce qui suit, on considérera seulement les voisinages ouverts.

A tout voisinage ouvert Ue^y attachons son groupe d'homologie singulière
finie Hy,(U); si ITcU, il existe un homomorphisme canonique (f^'\ :
H/U')-^ H^(U); ces homomorphismes satisfont aux conditions classiques de
transitivité et permettent par suite de définir le groupe H/^y) limite projec-
tive des H^(U) suivant l 'ensemble ^y. L'injection y : Y --> V définit un homo-
morphisme (juY)x : H^(Y)— H/,(U). donc aussi un homorphisme canonique :
j\ : H/Y) -> H/^). Si /^ désigne l'homomorphisme canonique îîp(V^) -> H/U),
on a h^ o j^==Çj^^ On se propose de donner des conditions suffisantes pour
que l'homomorphisme j\ soit un isomorphisme de H^(Y) sur H/Vy).

2. THÉORÈME III. 1. — Si les conditions suivantes sont satisfaites :

i° Y, sous-espace fermé de E, est rétracte de Van de ses voisinages Uo dans E :
il existe une application r : Uo -> Y, telle que r{x) = x pour tout point xç. Y.

2° Pour chaque voisinage ouvert U de Y, contenu dans Uo, il existe un voisinage
ouvert M' de Y contenu dans U tel que la restriction à U7 de la rétraction r soit,
dans U, homotope à l'identité mod Y : autrement dit : il existe une application
F : U' X 1 — U, telle que F : U' X { o } = r, et F : \]' x { i } = application iden-
tique, avec V(x, t)==x pour tout xç^^i, ettouttç.\.

Alors V homomorphisme j ̂  est un isomorphisme de H^(Y) sur H./^).

Démonstration. — Puisque le produit r\o(j^\ est l ' identité, (J^\ est
biunivoque, donc aussi l 'homomorphisme j\ : Hy,(Y) -> H^(^). Par ai l leurs ,
soit x un élément de H^(^)), x,,= h^x) la classe correspondante dans H/U);
la condit ion 2° entraîne que l'image de l'homomorphisme (f^\ est contenue
dans l'image de (j^ dans H^(U); comme x,=(f^,\(x^) il existe donc une
classe z €H/Y) telle que x,,={j^\ (^); cette classe z ne dépend pas de
l'ouvert U considéré; si pour un autre ouvert U i ( U ) on avait trouvé une
classe z , €H;,(Y) telle que x^={j^\{z^\ on aurait

(/UUi )^ (7'UiY ), ( ̂ 1 ) = C/UY \ ( ̂ 1 ) == Xu = (y'[jY \ ( -S ),
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et, puisque Çjvv\ ^st biunivoque, z =^. Donc .reH,,(^) est l'image par (/UY\
de la classe z : /\ est un isomorphisme de H^(Y) sur H^(^).

3. UNE DÉFIMTION. — On considérera par la suite les espaces E jouissant de la
propriété suivante : il existe un voisinage V de la diagonale A clans E x E et
une application f(x^ y\ t), continue dans V x I, à valeurs dans E, telle que

f(x, y\ o)-=^x, f(x, j; i )==J, /O, x\ t}=x pour tout tçl.

Dans sa thèse, J. P. Serre a considéré ces espaces auxquels il a donné la déno-
mina t ion d'espaces U. L. G. (1). On peut en donner la définition suivante :

Est U. L. G. tout espace E dont la diagonale admet dans E x E un voisinage
dont elle est un rétracte par déformation dans E x E. De nombreux espaces
sont U. L. C., en particulier :

LEMME III . 2. — Tout rétracte absolu de voisinage (A. N. R . ) séparable, de
dimension finie est un M. L. G.

Soit E un A. N. R. séparable de dimension finie; s ^ i l n'est pas déjà compact,
rendons-le compact par l'adjonction d' « un point à l ' infini » a; en vertu des
théorèmes classiques d'immersion, le compact obtenu E\j^ peut être plongé
dans un espace euclidien R7" de dimension m assez grande, donc aussi dans la
sphère S'11 dont ce sera un sous-ensemble fermé; par suite, E sera un sous-
ensemble fermé de S'"—a, donc de R^, en tant que A. N. R., E admettra
dans R^ un voisinage U dont il sera rétracte, dans la rétraction /• : U — ^ E .
Soient^, y deux points de E assez voisins pour que le segment rectiligne xy soit
tout entier dans U, on posera

/(^,j; t)==r(xi),

x^ désignant le point qui partage le segment xy dans le rapport t.

Remarque. — Rien d'autres espaces que les A. N. R. sont U. L. G. Par
exemple : si E est un U. L. G., l'espace L des applications continues d 'un com-
pact K dans E, muni de la topologie de la convergence uniforme, est encore
u n U . L . C .

Avec cette notion, les hypothèses du théorème III. 1 peuvent être remplacées
par celles que voici, plus facilement utilisables :

THÉORÈME III. 3. — Si V est un rétracte absolu de voisinage et si E est un U.L.C.
alors V homomoryhisme j^ est un isomorphisme H^(Y) sur la limite projec-
t^eîi,(V^\

En effet, Y, étant un A. N. R., admet dans E un voisinage ouvert Uo dont il

(1) [16]. Ces espaces ont été également considérés, dans des conditions légèrement différentes,
par R. Fox dans [7J.
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est rétracte par la rétraction r : la condition i° du théorème III. 1 est donc
vérifiée; il en va de même pour la condition 2°; pour tout voisinage U c U o ,
soit U' rensemble des points x^\] tels que :

f(œ, r(x)\ ^ )cU pour tout tç.\.

Cet ensemble U/ n'est pas vide, car il contient Y; de plus c'est un ouvert, car
s'il contient un point .reU, il contient aussi tout point de U assez voisin
(à cause de la compacité du segmenti). L'application/: 17x1 -> Udé f în i t b i en
une homotopie mod Y reliant r à l'identité; la condition 2° est ainsi vérifiée.

4. GÉNÉRALISATION A I/HOMOLOGIE DES CHAINES INFINIES. — Plaçons-nous dans les
hypothèses du théorème III. 1, et supposons de plus : Y paracompact et E
localement compact. Soit r une rétraction sur Y d'un voisinage Uo de Y dans E;
on va montrer que Y possède dans E un voisinage fermé paracompact A C U o ,
tel que la restriction de r à A soit propre (1). A tout point xç. Y associons un
voisinage compact V(.r) de x dans Y. Dans E localement compact, U(.r)
possède un voisinage compact qu'on peut supposer contenu dans Uo; soit W (x)
l'intersection de ce voisinage avec /'(U^)); W (*r) est compact, et c'est un
voisinage pour tout point intérieur à V (x\ Puisque Y est supposé paracompact,
il existe un recouvrement localement fini de Y avec les intérieurs d'ensembles
V(^). Soit A la réunion des W(^) correspondants. A est un voisinage de Y,
car tout point de Y est intérieur à un V(^), donc à un W(a^) correspondant;
A est paracompact, caries intérieurs desW(.r,) constituent pour A un recouvre-
ment localement fini.

Soit K un compact de F; K ne rencontre qu'un nombre f ini de V(.r,);
d o n c r ( K ) n A ne rencontre qu'un nombre fini de W(^); contenu dans leur
réunion, qui est compacte, c'est donc un compact.

Désignons par ($u) la famille constituée par lesfermésdeEcontenus dansU;
formons pour chaque voisinage U son groupe de 3>u-homologie Hf^U); si
L^cU, on a encore des homomorphismes {fw\: 11 (̂17) -> H^"(U), satis-
faisant aux conditions classiques de transitivité qui permettent de définir la
limite projective H^(^). Si l'on suppose U assez petit pour être contenu dans
A, la rétraction r satisfait aux conditions i°, 2°, 3° du n° 2 (§ V) de l'Intro-
duction ; elle induit par suite un homomorphisme (/\u)^ '• H^CU) -^ H^Y^),
tel que (r^\o(j^\ = identité; donc, ici comme au théorème III.1, (juv)^ et
par suite j\ : H^(Y) ->- H^^) est biunivoque. Supposons de plus que E soit
U. L. C.; alors/dans U, on pourra trouver L^CU tel que la rétraction rsoit
homotope (mod Y) à l 'identité dans U; ceci veut dire qu'il existe une applica-
tion G de produit L^x 1 dans U, tel le que G (U^x { o j ) = ^ et G (L^x { i } ) = iden-
tité; l'espace U ^ x l étant muni de la famille (<Ï>i) dé tous les fermés dont la

[1] Foir, pour la définition d'une application propre, Introduction (§ V, n° 3).
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projection canonique p i L ^ x I sur U7 appartient à (<t>), la <t>i-homologie
de 17 x 1 est isomorphe à ]a <Ï>-homologie de L'; l'application G satisfait égale-
lement (pour la famille $1) aax conditions i°, 2% 3° do n° 2, de l'Introduc-
tion ; en effet :

i° si <p est un fermé de E contenu dans U', l'image G (y x I) est un fermé de
E contenu dans U;

2° on peut supposer que U a été pris assez petit pour que G (l^ n W (*r,)xl)
soit tout entier contenu dans UW(rpy), où les W(^) sont les ensembles, en
nombre fini, du recouvrement (W) qui rencontrent W(.r,); par suite, si K est
un compact de U, l'image ^(G'^K)) est tout entière contenue dans la
réunion :

i° Des W(.ry) (en nombre fini) qui rencontrent K;
2° des W(;r/,), toujours en nombre fini, qui rencontrent les W(.r,). Elle est

par suite compacte, et la condition n° 3 de l 'Introduction (§ V, n° 2) est
vérifiée. Comme au théorème III. 1 on en conclura que l'image de (/uu')^ ^t
contenue dans l'image de (./uv)^ e^ 1e même raisonnement conduira à :

THÉORÈME III. 4. — Si Y est un espace paracompact rétracte absolu de voisinage
plongé comme sous-ensemble fermé dans un espace E, localement compact, et
U. L. C., alors l ) homomorphisme d'injection j est un isomorphisme de Vhomologie
Hf(Y) sur la limite projectile H^(^),(3>) désignant la famille de tous les fermés
(paracompacts) de El

II. — Cas des variétés plongées.

Dans tout ce qui suit on ne considérera que des variétés séparables (donc
paracompactes), c'est-à-dire ne comportant qu'une infinité au plus dénombrable
dfe composantes connexes; une telle variété est un espace métrisable localement
contractile, c'est donc, en vertu d'un théorème de Liao [14], un rétracte absolu
de voisinage, et d'après le lemme III.2, un U. L. C.

I. DÉFINITION. — On dira qu'une variété V de dimension p est plongée dans
une variété M de dimension nÇn^>p), si l'on s'est donné une application
hiunivoque f de V dans M telle que Fimage Y(V) soit un sous-ensemble fermé
deM.

Sous les hypothèses faites plus haut sur V et M, les hypothèses des
théorèmes III. 3 et III. 4 sont satisfaites. Il existera donc des isomorphismes

./,: Hf!CV^H^(^), ^: H^(V)->H?(^)

entre l'homologie de la variété plongée et la limite projective des homologies
des voisinages.
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2. LES COEFFICIENTS DANS LA LIMITE PROJECTIVE. — Soit F un faisceau localement
simple sur le sous-ensemble fermé paracompact Y de E; un tel faisceau peut
être prolongé sur un voisinage assez petit de Y dans E. Par suite, on peut
définir les groupes Hy,(C, F) pour tout voisinage U assez petit , et par suite le
groupe H^(^, F) peut être défini : il y a donc isomorphisme entre faisceaux
de coefficients sur Y, et ceux qu'on peut définir pour la l imi te projective.

Considérons pour tout voisinage ouvert U de V dans M, le groupe de cohomo-
logie à supports compacts HSc(U, F); un tel groupe est isomorphe, puisque U
est une variété de dimension n au groupe d^homologie finie H^.(U, FQT)?
où Ï désigne le faisceau dentiers tordus liés à l 'orientation locale de U; les
homomorphismes (/mp) définis tant pour l'homologie que pour la cohomologie,
commutent avec cet isomorphisme (Introduction, § V, n° 5); cet isomorphisme
s'étend par suite aux limites projectives^ et Pon peut affirmer :

THÉORÈME III. 5. — La limite projective HSc(^» F) des cohomologics à supports
compacts des voisinages ouverts U de V dans M est canonique/Tient isomorphe à la
limite projectile H,^,(^, FQT)» donc d'après III. 3, à Iït_,(V, FQTv) oà Ty
désigne le faisceau d'entiers tordus induit par T sur la sous-variété V.

Désignons par T, le faisceau dentiers tordu attaché à l 'or ienta t ion locale
de V; risomorphisme de dualité II^V, F) ~ HSc7 (V, F Q T, ), permet de définir
un homomorphisme réciproque ^y : Hgc^V, F) -> -HSc^^, FO^O1^) q"^
d'après III. 3, est un isomorphisme de H§r(V, F) sur HSc7^, FOTOTi) .

De même le théorème III. 4 permet d'identifier l'homologie Hf(V, F) à la
limite projective H^"^^, FOT) ^ désigne 3>u la famille des fermés de E
contenus dans le voisinage ouvert U; on définira de même un isomorphisme
réciproque ̂  de H^V, F) sur H^T7'^, F Q Ï 0 T!)- si v est compacte, il est
clair que les isomorphismes ^ et ̂  coïncident .

Définition des classes normales généralisées W'. — Soit (o la classe-unité de
H^V, Z); posons
(4i) u=:^W, uçay^.TO^i)'

On a vu que les carrés de Steenrod Sq'commutent avec les homomorphismes
f^, associés à l'ensemble filtrant V^; par suite, on peut définir les opérations
Sq1 dans la l imite projective (éventuellement inductive) des cohomologies des
ouverts U. Définissons des classes W^ par la relation

(4a ) ^W^Sq^,
\

W' est une classe de H^V, TQ t\) pour ^ impa i r , de H^V, Z.^) pour /pa i r ; en
effet, pour i impair S^u eH7^4-^^1, Z), et pour /pa i r Sq^eH""^^1, Z^).

Remarque. — Si tVT est une sous-variété ouverte de M contenant V, les classes
W' relatives au plongement V -> W sont évidemment les mêmes que celles
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relatives au plongeaient V -^M; les classes W' apparaissent ainsi comme des
invariants d^immersion locale de la variété V. Il est à noter que ces classes
peuvent être définies pour toute immersion topologique de V dans M, donc
pour les immersions qui (telles que la sphère « cornue » d'Alexander, les
« wild knots », etc.^ sont habi tuel lement considérées comme tératologiques;
nous verrons tout à l'heure que les classes W1 (en cohomologie mod 2) sont en
fait des invariants du type d'homologie mod 2 de l'application /:V-^M.
L'appellation « classes normales généralisées » est justifiée par le théorème qui
suit dans le cas d'un plongement différentiable.

3. CAS DES VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLEMENT PLONGÉES. — SuppOSOUS là Variété

ambiante M munie d'une structure différentiable de classe 0 ';' on dira que la
variété plongée V est y-fois différentiablement plongée (y<^*), si au voisinage
de tout point ^€/(V), il existe une carte de la structure y-fois différentiable
de M (induite par la structure donnée de classe C7 '), telle que l'image d'un voi-
sinage de x dans/(V) soit un sous-espace vectoriel de d imension p.

Supposons que V, paracompacte, soit trois fois diflerentiablement plongée
dans M, munissons M d'une métrique r iemannienne de classe C2, et formons
dans le voisinage de V dans M les géodésiques normales à V; ces géodésiques
normales définissent une fibration d'un voisinage U de V dans M, par des
( ^ — D ) - b o u l e s géodésiques normales; c'est dire que dans tout voisinage U de
V dans M, il est possible de trouver un voisinage IV fibre en R7^ par ces
cellules Normales, et dont le groupe de structure, en vertu des hypothèses de
différentiabili té, est le groupe orthogonal : ceci exige seulement qu'on ait
défini le « rayon » p du voisinage fibre en un point x de V comme fonction
2-fois différentiable de x : une telle fonction pourra être définie en util isant le
recouvrement localement f in iW(^) défini au théorème III.4 : sur chaque
W (xi\ on prend p = £„ assez petit, et l'on raccorde ensuite ces p à l'aide d'une
part i t ion de l'unité.

C'est dire que, dans le filtre V^ des voisinages ouverts, il en existe un
système fondamental dont chacun présente cette structure fibrée.

Or, les classes de Stiefel-Whitney c1 d'un tel voisinage fibre (définies au
chapitre II, § III) ne sont autres que les classes de Stiefel-Whitney de l'espace
fibre des vecteurs normaux à V. Ceci va nous permettre de démontrer le

THÉORÈME III. 6. — Si la vai^iété paracompacte^f est trois fois différentiablement
plongée dans une variété M, les classes de Stiefel-Whitney de la structure fibrée
des vecteurs normaux à V (^structure, comme il est bien connu, indépendante de la
métrique) sont les classes normales généralisées.

Soit U en effet, un voisinage fibre par les géodésiques normales; dans un tel
voisinage, on a, en ^-cohomologie :

Sq'u = a/c1

Ann. Éc. Norm., (3), LXIX. — FASC. 2. 19
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et, comme ç»*== y (théorème 1.8) :

Sq^'M = ̂ c1.

Cette relation, étant vérifiée dans tous les ouverts fibres, donc dans un système
fondamental de V^, est vérifiée dans la limite projective :

Sq^ u ==^^g;c1.

La comparaison avec (4^) montre que

' c^W1.

COROLLAIRE III. 7. — iSY une variété V est plongée Çtjms fois différentiablemenf)
dans M suivant deux structures différentiables distinctes S et S', les classes de
Stiejel- Whitney de l'espace fibre des vecteurs normaux pour ces deux structures
sont les mêmes.

En effet, la définition des W\ purement topologique, ne fait intervenir
aucune structure différentiable,

III. — Classes tangentes.

1. UNE DÉFINITION DES CLASSES CARACTÉRISTIQUES DE LA STRUCTURE TANGENT'E. — Soit

V une variété différentiable, supposée dotée d'une métrique r iemannienne;
soit V x V le produit de V par elle-même, supposé doté de la métrique somme.
La diagonale A est, dans V x V une variété plongée r- fois différentiablement,
si la structure différentiable de V est de classe C/; on peut dès lors, en un point
{x, x) de A, considérer l'espace des vecteurs normaux à A, sous-espace linéaire
de l'espace tangent à V x V . Tout vecteur de cet espace est de la forme (T, —ï),
où T désigne un vecteur arbitraire tangent à V au point x. L'application
T -> (T, — ï) définit par suite un isomorphisme canonique de l'espace des vec-
teurs tangents à V au point x sur l'espace des vecteurs normaux à (A) au
point {x, x\ Comme cet isomorphisme, qui est d'ailleurs indépendant delà
métrique, est défini globalement, on voit que la structure de l'espace des vec-
teurs normaux à la diagonale est isomorphe à la structure fibrée tangente de V.
Ceci justifie la définition :

2. DÉFINITION. — On appellera classes caractéristiques tangentes d'une variété
connexe V les classes normales généralisées de la diagonale dans V x V
(Notation W^). Ces classes sont des classes mod 2 pour ;pair; pour ^'impair, ce
sont des classes définies en cohomologle tordue H^V, T) : ce sont donc des
classes entières si V est orientable. En effet, le voisinage de A dans V xV est
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orientable, puisque son faisceau d'orientation locale est ÏQ 1 ==Z; par suite
risomorphisme ̂  qui définit W^ par

^Wï==Sq^

applique IP(V, F) dans H71-^^ FQT OZ^H^^, FQT). Cette
définition s'applique aux variétés non supposées différentiables, et, dans le cas
différentiable, redonne les classes de Stiefel-Whitney de la structure fibrée
tangente, au moins si la structure est de classe C7 pour r^>3. En fait, cette
condition n'est nullement restrictive : un théorème de Whitney [26] affirme en
effet : si une variété est une fois différentiable, elle peut être munie d'une
structure de classe C^r^ i), telle que les structures fibrées tangentes soient
isomorphes. Le corollaire III. 7 donne ainsi :

THÉORÈME III. 8. — Les classes de Stiefel- Whitney de la structure fibrée tangente
à une variété différentiable sont indépendantes de la structure différentiable,

Dans le cas où V est compacte^ les classes W^ (donc les c') peuvent être déter-
minées aisément : soit ^* Phomomorphisme réciproque attaché à l'injection
diagonale y de V dans V x V, A == ^(cjo) la classe de cohomologie qui, par la
« dualité » dans V x V correspond à l'image du cycle fondamental de la diago-
nale. Parmi les voisinages de la diagonale, prenons V x V lui-même; la formule
(4a)donnera
(43) Sq^A^^W^'.

Celte formule détermine univoquement les classes W'; soitp, en effet, la pro-
jection du produit V x V sur le premier facteur; puisque V est compacte,
p indui t un homomorphisme p^ de l'homologie H, ( V x V ) dans H,.(V); comme
p o f= identité, on a aussi p^ o /^= identité, ce qui montre que l'homomor-
phisme /^ induit par / est biunivoque; donc aussi l'homomorphisme réci-
proque y.

Remarque. — C'est un fait bien connu que la classe de Stiefel-Whitney de
dimension maximum pour une variété compacte est donnée par la caractéristique
d'Euler-Poincaré de la variété, c'est-à-dire par la self-intersection du cycle
diagonale dans V x V ; la formule (43) généralise ce résultat aux classes de
dimension inférieure par l'introduction des carrés de Steenrod.

3. FORMULES DE Wu. — La détermination explicite des classes W encoeff .
mod 2 à partir des invariants de cohomologie de la variété V compacte a été
faite par Wu Wen-Tsùn dans [27]; reproduisons ici l'essentiel de son calcul :

Soient, en cohomologie mod 2, X^ et X^ deux bases duales de H^V) et
Ip-^Y); la classe A s'exprime alors par

A — v \P (^ \'i-p-A—^p .y . -^a^^a
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En substituant dans (43) et développant par la formule (21) du produit, on
obtient,par identif ication sur le coefficient de OJ0X", l'expression des W1en
fonction des X7; pour éliminer ceux-ci, Wu Wen-Tsûn introduit les classes IP
(qu'il appelle classes canoniques) définies par

(44) U^Uj^Sq^j pour tout jeH^-^V).

On obtient alors

(45) W^I/ Sq^'LV.

Ces formules permettent de retrouver par un calcul direct les résultats partiels
antérieurement démontrés par Whitney et de leur donner toute leur
généralité (c/. [25]).

IV. — Extension de la théorie de Whitney.

Soit K un sous-ensemble fermé d'une variété M qui satisfait aux conditions
du théorème III. 4 : K sera par exemple localement contractile; attachons dès
lors à tout voisinage ouvert U de K son groupe H^(U), où la famille <E> est,
comme toujours la famille des fermés de M contenus dans U; HI>(U) est iso-
morphe à H,f_^(U) (pris par rapport au système associé); par suite, la limite
projective des H^U) soit H^C^) est isomorphe à Hf-^(^), c'est-à-dire d'après
III.4, à Hf_/K); soit ̂  cet isomorphisme de H,(K, F) sur H^(% FQT).

1. DÉFINITION DES HOMOMORPHISMES ^(K). — Par l'isomorphisme inverser les
opérateurs Sq\ qui augmentent le degré de i unités dans H7^^), sont trans-
formés en des opérateurs &/, qui, dans l 'homologie Hf(K) diminuent la dimen-
sion de i uni tés . Par déf ini t ion, on aura

(W Sq'f^:^.^,

où ^i applique H/.(K, F) dans H,(K, Z^) pour /pair , dans H,(K, FQT) pour /
impair, T désignant le faisceau induit sur K par le faisceau d'orientation
locale de M.

Il est clair que ces homomorphismes S"; dépendent de l ' immersion de K dans
M; nous allons, dans ce paragraphe, donner quelques propriétés de ces Sr/, et
même dans certains cas, les déterminer.

2. THÉORÈME DE LA DOUBLE IMMERSION. — Soit, comme tout à l'heure K un A. N. R.
paracompact plongé dans la variété M, et soient .aM les homomorphismes associés;
supposons la variété M elle-même plongée dans une variété E ; on posera di m M == q,
dimE = n; soit f l'injection de K dans M; le plongement de K dans E permet
également de définir des homomorphismes .aE; soient W les classes normales
généralisées relatùes à T immersion M -> E.
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On peut préciser les relations entre Sf et r^ grâce au théorème suivant :

THÉORÈME III. 9. — Les homomorphismes S-^ sont donnés, lorsque les coefficients
sont les entiers mod 2 par la formule

(47) . ^)=^- ^)nT(W^).

Notons toujours H^(^), H^(^) les l imi tes projectives des <ï>-cohomologies
des voisinages ouverts de K dans M et E resp., par H^(^) celle relative
à l ' immersion M — ^ E . Ces différences limites entrent dans le diagramme
commutatif :

Hy-^(^)-^Hy-/-(M),
^\ ^4
H^C^D-.H^^),

où À"' et [^ sont les homomorphismes de Gysin canoniquement définis, et où
les homomorphismes horizontaux sont induits par l ' injection.

Nous allons définir un cup-produit :

( 48 ) H/- (^ ) 0 IP/ (^ ) -> H/^/ (V^)

qui joui t de la propriété définie par la formule

(4g) (^u^j)=^(^uj),

où le cup-produit du second membre est celui déduit du cup-produi t naturel
de la cohomologie de M par la <i>-cohomologie d'un voisinage ouvert IJ de K
dans M, à valeurs dans cette <I>-cohomologie.

Rappelons dans ce but quelques propriétés de la <Ï>-cohomologie d'un sous-
ensemble fermé :

Soit Y un sous-ensemble fermé d'un espace X, et soient W les voisinages
fermés de Y dans X; les groupes H|>(W) définissent une l imite inductive H^('W)
c'est une propriété très connue de la cohomologie que cette l imite induc-
tive H^(W) s'identifie à la ^-cohomologie Hi»(Y) de Y. De plus, soient W^
les voisinages ouverts de Y dans X; on peut munir W d'une ^-cohomologie
(<& famille des intersections des fermés de la famille $ de W par W'), telle
que, si l'on a W, CW^cWa, on a une suite d'homomorphismes :

^H^W^Ïl^WQ-^H^WO-^.

Il en résulte que la ^-cohomologie de Y, H;^(Y), s ' identifie, soit à la l imi t e
inductive des^-cohomologies des voisinages fermés H^W), soit à la l imi te
inductive des <î>-cohomologies des voisinages ouverts. Cet isomorphismey* est
d'ailleurs i n d u i t par l'injection Y -> W.

Désignons par Ua un voisinage ouvert de K dans M, par V^ un voisinage
ouvert de M dans E; soit Vp son adhérence; on supposera Vg assez petit pour
qu'il existe une rétraction r de Vp sur M, rétraction choisie une fois pour toutes,
indépendante de (3.
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Considérons alors les sous-espaces :

W^=r(Ua)nVp, Wa^^UoOnVp.

Munissons les W^ (qui ne sont ni ouverts, ni fermés dans E) de la (I>-cohomo-
logie, $ désignant la famille des fermés de E contenus dans W; les W^p sont
des ouverts dans E et W^s; on les munira de la <t>ap-cohomologie, <&a{3 désignant
la famille $ intersection de la famille $ de W^p par l'ouvert W^p; alors la limite
inductive (suivant l'indice (3) des groupes H^(Wap) et H^(Waa), va s ' identifier
à la (D-cohomplogie H^((Ja) ; donc la limite projective suivant a des l imi tes
inductives (suivant p) des groupes H$(Wap) va s'identifier à H^(^).

Or on a un cup-produit, défini comme usuellement, entre la ^-cohorno-
logie H^ (Wap) et la $p-cohomologie H^p(Vp), à valeurs dans la <î»-cohomologie
H^^Waft); car <î>=$pn<i>. Comme les homomorphismes qui interviennent
dans les définitions des limites projectives (suivant a et p), et inductive
[suivant [3 pour H^(Wap)] sont compatibles avec ce cup-produit, on pourra,
par passage à la limite, définir un cup-produit :

H^ « ) (g) H-/ (.^S ) -> H/^ ( Vl )

qui sera le cup-produit annoncé plus haut en (48)<
La formule (49) résulte alors immédiatement de la formule (4) de FIntro-

duction démontrée par l'homomorphisme de Gysin ^ : H^'^M) -> H^^Vp).
Appliquons ̂  au cup-produit de la classe y*(^), ^eH^(Wap), par la classe y
de H*(W); on obtiendra

^p(7*(^)Uj)=^U^â(j).

Passons à la limite (inductive) suivant ?; j* est alors un isomorphisme
de H^(WU^) sur H^CUa) de sorte que, pour toute classe ^leHI^Ua), on aura

y^^y^/W^^y
puisque \^ est l^homomorphisme limite des ^, et où ^a applique H^^ÏJa)
dans H^C^u,)- Passons à la limite (projective) suivant a : il viendra

À*(^uj)=/(^i)ui<7
ce qui est bien (49)-

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la formule (47)
du théorème III. 9. Introduisons les isomorphismes :

H,(K)^H^(TÎO,
^ À^H,(K)^H—(riO

On a
z'-^.
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Par définition :
7:^1= W. ^=W.

avec la formule des classes correspondantes (3)
X*(/*(^)n^)==^uf(^) , où ^ell^M), z ç t ^ ( K )

/désignant l'injection de K dans M.
Soit z une classe d'homologie quelconque Hf(K) ; on aura, en donnant à À*

sa forme multiplicative [oo classe-unité de H^(M)] :

/(^-W^^z^)^^)-

Comme il s'agit ici d'un cup-produit usuel, ou de cup-produits qui s'en
déduisent, la formule (22) des carrés de Steenrod est encore vérifiée. Prenons
donc les Sq71 des deux membres ;

^y,(z)=^ ^(^unv^-o.
Le premier membre est [^Oc^OO); le deuxième, par application de (4o),

devient
^(I^^uW^)

et comme a* est biunivoque :
^(^)=2, ^(^uW^-.

Appliquons (2) au deuxième membre :

%*^)-f (^^OnAW^-)).

La biunivocité de y^ donne finalement :

2^)==^ ^)nr(W^)

ce qui est bien la formule (47) à démontrer.

3. APPLICATION AUX VARIÉTÉS PLONGÉES. — Supposons que le sous-espace K
du théorème précédent soit une variété V de dimension?; il résulte immédia-
tement de la définition des Srf que les classes normales X1 de l'immersion de V
dans M sont les classes correspondantes aux classes Sr^V, V classe fondamentale
d'homologie de V. Nous avons alors le théorème :

THÉORÈME III. 10. — Soit V variété de dimension p , plongée dans M de
dimension q, elle-même plongée dans E de dimension n\ soit f F homomorphisme
induit sur les cohomologies par F injection f : V — M , X'' les classes normales de V
dans M, Z7 celles de U dans E; W71 désignant toujours les classes normales de M
dans E, on aura la formule
(5o) Z^^X-ufW^.
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Appliquons la formule (47) du théorème III.9 à la classe fondamentale r de V :

^)=l^y(F)nf(W^).

Prenons les classes correspondantes; en utilisant (3), il reste bien (5o).

COROLLAIRE III. il. — Soit V de dimension n, plongée dans M de dimension q ;
soit f l'application V-^M, /* F homomorphisme induit sur les cohomologies :
désignons par W^- les classes normales de l'immersion de V dans M, par W^ et W71

les classes tangentes de V et M respectivement, alors on a, en cohomologie mod 2 :

(oi) ./'W^^^WïUW^'.

Démonstration. — L'immersion V->M définit canoniquement un immersion
de V xV dans M x M : soit VA la diagonale dans VxV. Appliquons la formule (5o)
à l ' immersion double :

VA-->V x V->M xV.

Les classes normales de VA dans VxV sont, par définit ion, les classes
tangentes WT; les classes normales de VxV dans MxM ont pour images
dans IT(VA) les classes normales W^ de V dans M; enfin, les classes normales
de V dans MxV sont les images par/* dans ÏP'(VA) des classes normales
de l ' immersion de M dans MxM, c'est-à-dire les classes tangentes W71 de M.
On obt ient ainsi la formule (5i) du corollaire III. 11.

Cette formule permet le calcul des classes normales W^ connaissant
seulement /*, c'est-à-dire le type d'homologie mod 2 de l 'application /.
En effet, les classes W;; étant supposées connues jusqu'à la dimension k—i—i,
(5i) permet de calculer W^~' dont le coefficient est la classe unité co. Nous
retrouvons ainsi un théorème connu de Whitney [25].

COROLLATRE III. 12. — Les classes normales W^(mod 2) d'une immersion f :
V—^M sont des invariants du type d'homologie mod 2 de l'application f.

COROLLAIRE III. 13. — Les classes normales de l'immersion d'une variété^ dans
l'espace euclidien ̂ m ne dépendent ni de cette immersion, ni de rentier m.

En effet, d'après la formule (5i), ces classes normales, que Whitney désigne
par la notation WS se calculent à partir des classes tangentes WT par les
formules

(02) W° =W, liWW^^O.

Ceci prouve le corollaire; on peut ainsi étendre certains théorèmes de Whitney
au cas d'immersions purement topologiques, sans aucune hypothèse de diffe-
rentiabilité. Rappelons dans ce but un théorème de Whitney [251.
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LEMME III. 14. — Soit U un ouvert de t espace euclidien R77'; alors, pour toute
classe u de cohomologie à supports compacts de HSc(U), on a
(53) u\ju=:o.

Démonstration. — L'assertion est évidente si r=n. Supposons d o n c r < ^ .
Soit U l'adhérence de U, prise dans S'\ sphère obtenue par l 'adjonction à R7'
d'un point à l ' infini; soit g^ l 'homomorphisme canonique de HS<;(U) dans Hsr(ÏÏ).
On a évidemment

UU il == U \J ̂  U.

Or rhomomorphisme §^ se décompose en un produit de deux homomor-
phismes :

II /•(LI)4H-(S r t)-^H^(u).

Pour toute dimension r^ n, g^ est nul, car pour o<^r<^n, H / (S^)==o,
et pour /• == o, H°(U) est nul. Le lemme est ainsi démontré.

COROLLAIRE. — Pour quune variété ouverte U de dimension n puisse être plongée
comme sous-espace ouvert de R", il faut que le cup-carré de toute classe de cohomo-
logie à supports compacts soit nul.

COROLLAIRE III. 15. — Si une variété compacte V de dimension p peut être
plongée dans R7' sa classe normale W^7' de dimension Çn — p ) est nulle.

Soient U en effet un voisinage ouvert de la variété plongée V, et u la classe
de H^^U) définie par ^=^((0); d'après

u u u == Sy-p ( u ) == ̂ (w^ ) =: o.

Comme ^ peut être supposé b iun ivoque (il l'est dans la limite projective
H"-^^")), on en déduit bien : W"-^ = o.

Le résultat précédent vaut également, non seulement pour la cohomologie
à supports compacts, mais aussi pour la <î>-cohomologie où <ï> désigne la famille
des fermés de R" contenus dans U"; on a par suite le théorème, valable sans
hypothèse de compacité :

THÉORÈME III. 16. — Pour qu^une variété V de dimension p puisse être plongée
dans T espace euclidien R7^, il faut que ses classes W^ vérifient

(54) W^'^-o pour ^Â-.

Remarque. — Ce théorème vaut pour une immersion purement topologique,
sans hypothèse de différentiabilité; en ce sens, il est plus général que celui
de Whitney ([25], th. 23. i, p. 35); il l'est moins, si l'on remarque que
l'immersion a été supposée b iunivoque; or le théorème de Whitney s'applique
également à des immersions différentiables de rang maximum, non nécessai-
rement biunivoques (immers).

Ann. Ec. Norm^ (3), LXIX. — FASC. 2. 20



108 RENE THOM.

V. — Généralisation de la théorie.

1. Nous considérons ici des espaces K qui sont des espaces séparables,
de dimension finie, localement contractiles; ces espaces sont des A. N. R. et,
plongés dans des variétés séparables comme sous-espaces fermés, ils satisfont
aux conditions des théorèmes III. 3 et III. 4.

Soient 3f les homomorphismes 3, attachés à une immersion de K dans
la variété M; nous avons alors le lemme :

LEMME III. 17. — Soit K° un sous-espace fermé (séparable^ de dimensions finie,
localement contractile) de K, f T injection K°—^K; désignons par &f1 les homo-
morphismes associés à F immersion K° -> M. On a alors la relation de commutation :

(55) ^A-/^.

Démonstration. — Soient U un voisinage ouvert de K dans M, U° un voisinage
de K° qui est ouvert dans U ; soit g " l 'homomorphisme canonique de H^U0)
dans II7 (U) ; comme Sq' permute avec g^, le passage à la l imite projective
suivant l'ensemble filtrant décroissant des U et U°, va donner

Sq^=^SqS

où g " est rhomomorphisme canonique de WÇV^) dans ïl''ÇV^); si ^ et y^°
désignent les isomorphismes de H,(K), H,(K°) resp. sur IP-^^), IP-^^o)
resp., alors, on a la relation g^y*°==j^f^ d'après la suite exacte des variétés
ouvertes (Introduction, § V, n° 5); il en résulte bien (55).

Considérons maintenant un cas particulier important : celui où l'espace K
est plongé dans l'espace euclidien R^; nous allons démontrer le théorème :

THÉORÈME III. 18. — Les homomorphismes S'; attachés à T immersion de l^ espace
(séparable, localement contractile y de dimension finie) K dans un espace euclidien
sont indépendants de cette immersion^ ainsi que de la dimension de cet espace
euclidien.

Démontrons tout d'abord la seconde assertion; nous avons le

LEMME III. 19. — Soit K Çséparable, localement contractile, de dimension finie)
plongé dans R'" et soient S\- les homomorphismes correspondants; 1^ étant plongé
comme sous-espace vectoriel de R^14-", soient 2^ les homomorphismes associés à
l'immersion : K—R^ ; alors S-/ == &;..

Soit U un système fondamental de voisinages ouverts de K dans R7"; alors K
admet dans R7^" un système fondamental de voisinages homéomorphes à Ux6",
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b'1 /i-boule ouverte à rayon éventuellement variable; il existe par suite entre
les limites projectives des $-cohomologies un isomorphisme :

9* : H7 ( VT ) -^ H7^71 ( V11^ ),

avec lequel Sq' commute (Cf. chap. II, § I.6°).
Soient

^: H,(.K)->I1——(^), /: ÎI,(K)-^IP^--(^r')

les isomorphismes canoniques qui définissent les 5,; comme/ '== <p*y ; on en
déduit bien Sr/= Sr^.

Remarque. — En cohomologie mod 2, ce lemme résulte immédiatement
de la formule (47) du théorème III.9; il suffît d'observer que les classes
normales W' de Fimmersion de R^ dans ]{"l+n sont nulles, à l'exception de Wo.

LEMME III. 20. — Soient données deux applications biunivoques de K : fo dans
F espace R7', f^ dans R7; il existe alors une application biunivoque F du produit
Kxl dans t espace euclidien R7'4^4"1, telle que ̂  si h0, h1 désignent les injections
des espaces R7', R7 resp. comme facteurs dans la somme directe R^74^ = R^xl^X 1^,
on ait

/i°/o(^) == F(^x { o ; ), /i1/! {x) -==. F(^x j i } ).

Pour tout point (x, t) de Kxl, (^€l) , il suffit de poser
F(.r, t)-==((î-t)f,(^), tf,{x), t).

Ces lemmes étant établis, démontrons maintenant le théorème III. 18;
soient Sf les homomorphismes &; relatifs au plongement de Kxl dans R^^1;
soient ^p, g^ les applications de K dans Kxl définies par

^ o ( ^ ) = ^ x j o } , ^ i ( ^ ) = ^ x { l { ;

go^ g^ induisent sur les homologies des homomorphismes (^o)^, (gi\ '•
(go\9 {g\\son^ des isomomorphismes de H,(K), H,(K) resp. sur H,(KxI),
etrona(^=(^.

Désignons par Fo, F, les applications biunivoques de K dans R^^ définies
par Fo===Fo^o, Fi==P'o^. D'après le lemme III. 19, l'homomorphisme S?
(défini dans l'homologie de K) est le même pour les immersions fo etFo= ̂ °/o :

on le note &? ; il en va de même pour/i et Fi (notation 3^). Le lemme III. 17
donna alors :

^(^^(^o).^ ^(^\-= (§W
et, comme {go\ et (gi\ sont des isomorphismes sûrs et que Çg\\= (^ \ :

C-O __ ^1
^ i — ^ ;•.

Les opérateurs &/, dont on a ainsi montré Finvar iance , apparaissent comme
des invariants attachés à l'espace K; on montrera qu'ils sont susceptibles
d'une définition indépendante de l'espace K, au moins si K est compact.
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2. LES .9', EN COHOMOLOGIE mod 2. — Soit/une application de l'espace K dans
une variété M; nous allons déterminer les homomorphismes Sf attachés à cette
immersion, tout au moins en coefficients mod 2.

Plongeons la variété M dans l'espace euclidien, de façon par ailleurs arbi-
traire; on sait que les classes normales de M sont alors les classes WS définies
en III . 13, qui sont des invariants topologiques de M. De plus, les opérateurs &,
attachés à l ' immers ion de K dans R^ sont également des invariants;
la formule (4?) du théorème III.9 :

^^^.^n/^W^-O,

détermine alors les £f sous la seule condition que les classes/"(W^) soient
connues. Nous obtenons ainsi le

THÉORÈME III. 21. — Les homomorphismes Sf attachés à V immersion f d'un
espace K dans la variété M sont des invariants du type d'homologie (il|pd 2)
de T application f.

Nous allons établir, toujours en cohomologie mod 2, une formule multipli-
cative des homomorphismes 3-, à l'égard du cap-produit; rappelons que si y *
désigne l'isomorphisme

^: H^K^HrT^)

on a vis-à-vis du cap-produit la formule :

(56) Z^r\z)=ju\}')C^^ ^€ l^ (K) , ^ e H ^ ( K ) ,

oùy désigne l'isomorphisme canonique de H^K) sur la l imite inductiveH^^V^)
des ^-cohomologies des voisinages ouverts de K. Or on a un cup-produifc,
défini comme usuellement, entre H^(^) et Hgc(^), àvaleurs dans HSc'C^) :
c^est celui qui figure au second membre de (56).

Appliquons aux deux membres de (56) l'opérateur Sq'. Il vient

Sq^f^n^^Sq^U;^)),

soit, en développant par (22) :

7 ,̂( u n z ) ̂  ̂  Sq^C/a) u Sq-^ (z}

ou, d'après la formule (56) :

7;^(^n^)=i^(Sq^(^)n^-.(^))

car Sq' commute avecy.
Puisque ̂  est biunivoque, reste f ina lement :

(5'7) ^.(^n:;):=i/Sq^)n2r,_^).

formule valable pour une immersion quelconque de K dans M.
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3. Démontrons finalement, dans le cas où les 2", senties homomorphismes
associés à l ' immersion de K dans Fespace euclidien, une propriété importante :

LEMME III. 2'2. — Si z désigne une classe d'homologie de dimension r">o de
l'espace séparable localement contractile de dimension finie K, et si les £-, désignent
les homomorphismes attachés à rimmersion de K dans l'espace euclidien, on a
la relation
(58) ^)==o.

Démonstration. — On peut toujours supposer K connexe; car si (58) est
démontrée pour un espace connexe, elle sera valable (par décomposition
de la classe z suivant les composantes connexes de K) pour un espace K
non connexe. Soit donc K connexe, plongé dans R71; on a le diagramme

II,(K)4H,(R-)
^r \ \- ^r

HoW^IMR71)

où les y, désignent les homomorphismes associés à l 'immersion de \\'1
dans R/14"^ homomorphismes nuls puisque H,.(R'1) = o.

D'après le lemme III. 17 il y a commutation •

^/^/°^,
Sur toute classe ^ € l ï / ( K ) , on a

/0^,(^)=^,^(^==0;

or /^ : Hf^K)—!^!^) est biunivoque, donc :
(58) ^(z)==o.

3. CAS DES ESPACES COMPACTS EN COHOMOLOGIE mod 2. — NOUS SUppOSOnS

qu'en sus des hypothèses précédentes (K séparable, localement contractile,
de dimension finie), K est supposé compact. Sur le coj-ps Za, la cohomo-
logie H^K) est alors en dualité avec Phomologie H^(K); on peut par suite
définir , dualement aux 3/, des homomorphismes Q1 dans la cohomologie,
qui élèvent la dimension de ; unités, par la formule :
(59) <^^)>=<Q^), ,s>^eH^K), ^H^(K).

Nous allons déterminer explicitement les homomorphismes Q'; rappelons
dans ce but que le produit scalaire entre homologie et cohomologie de même
dimension peut être défini par le cap-produit, de sorte qu'on peut écrire
la relation (89) comme

^n^-(^)== Q^.^ns.

Formons alors les opérateurs T7 :
T^^Q^Sq' ( r > o ) .
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Nous allons considérer le cap-produit :
T^)^, où ^eH//(K), ,seH/^(K).

Ceci s'écrit
^ Q7-1 Sq^^) n 3 == I, Sq^) n^-,^

par définition des &,._,. Appliquons ̂  :

^(T^) n z) = y; ̂  Sq^) n ̂ -^ ) = ̂ y Sq^) u Sq7-^^),
d'où :

%(T-(^)n^)=Sq7 'C/^u7;(^))=Sq^(^(^n^)) [<y. (07) ]

d'où la relation
(T^.^n^) ==^(.rnz) ==o

d'après le lemrne III.22. Comme cette relation doit être satisfaite pour toute
classe x (et z de dimension appropriée), on en déduit que l 'opérateur T
est identiquement nul.

THÉORÈME III. 23. — Les opérateurs Q' sont déterminés à partir des ^ ' p a r l e s
relations
(60) T^^Q^'Sq^o, r>o .

COROLLAIRE III. 24. — Dans toute application/d'un espacer dans un espacer,
les carrés de Steenrod commutent avec F homomorphisme induit /*; par suite
de la relation (60), la même propriété vaut pour les Q' ' ; par dualité les homomor-
phismes 2', commutent avec T homomorphisme f^ :

OT^OS /A=^/..

4. VALEURS DE Q' POUR LES PETITES VALEURS DE ?'. — En explicitant (60) et usant
de la relation (35) sur Sq' Sq71, on obtient pour les petites valeurs de i :

Q^SqS Q^Sq9-, Q^Sq-SqS Q4^ Sq^+ Sq2 Sq9;
Q-^Sq^+Sq-^Sq1,

Si l'on t ient compte de la relation conjecturale Sq^^^Sq3 Sq1 l'expression
de Q5 se simplifie en Q^Sq^^ Les opérateurs Q7' (et leurs duaux &,)
ont été introduits par Wu Wen-Tsùn par une voie entièrement différente dans
un exposé [29] au Colloque de ïopologie de Strasbourg (Wu y dénote
les Q'S'). Ces opérateurs semblent avoir une certaine importante pour une
théorie générale de l'immersion des espaces dans l'espace euclidien comme
en témoigne le théorème suivant :

THÉORÈME III. 25. — Pour qu'un espace compact séparable, localement
contractile, de dimension finie, puisse être plongé dans l'espace euclidien R^,
il faut que sur toute classe xç. H7 (K), on ait

Q^^^o pour / ' + 2 î ^ / / / .
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Si en effet K est plongé dans R/^, dans un voisinage ouvert U de K, on aura
Sq'u = o (th. III. 15) sur toute classe u^ïl\V), donc, sur toute classe
3 €H,,,_,(K), on aura S-,^_,= o, donc Ql.r=o pour toute ̂ eH^^K).

Exemples. — Le plan projectif complexe P^.; si d désigne le générateur
de W(^c\ o" a Sq2âf=Q2û?= ûP^o; donc Pc ne peut être plongé dans R6.

L'espace projectif réel P4 de dimension 4; désignons par t le générateur
de tT(P4); on a ^ = Sq2 Sq1 t=Q3t^ o, donc P4 ne peut être plongé
dansR 7 .

Remarque. — La théorie précédente pourrait être reprise en remplaçant
les Sq1 par d'autres opérateurs; il suffît que ces opérateurs commutent avec
les homomorphismes de la suite exacte, et admettent une formule de produit
analogue à (22); c'est le cas des « puissances réduites » que Steenrôd
a récemment définies [21 ].

CHAPITRE IV.

Ce chapitre est consacré à quelques théorèmes d'invariance concernant la
structure fibrée tangente d'une variété différentiable, théorèmes qui présentent
sous un autre aspect l'invariance topologique des classes de Stiefel-Whitney.

I. — Un théorème d'invariance sur les variétés plongées.

Soit Vune variété de dimension p , paracompacte, trois fois différentiablement
plongée dans une variété M de dimension n. Rappelons ici ce que cela signifie :

i° V est un sous-espace fermé de M.
2° Au voisinage de tout point x de V, il existe une carte locale de la structure

trois fois différentiable de M, dans laquelle un voisinage de x dans V a pour
image un sous-espace vectoriel de dimension?.

Munissons M d'une métrique riemannienne de classe C2, les théorèmes
classiques sur l'existence et Funicité des géodésiques permettent alors
d'affirmer que par tout point y de M assez voisin de V il passe une et une seule
géodésique (G) normale à V. Il existe donc un voisinage ouvert U de V qui
admet une fîbration définie par ces géodésiques; la fibre se compose des points
dont les géodésiques (G) aboutissent en un point donné x de V : cette fibre
définit au voisinage de x le {n —p)-plan normal en x à V.

Ainsi, à tout point x de V, on peut associer un voisinage dans M qui présente
cette structure fibrée; définissons, comme au chapitre III, un recouvrement
localement fini de V par des voisinages ouverts V(.r/) relativement compacts
dans V. Chaque V(^/) admet un voisinage fibre W(^), composé des points
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dont la distance géodésique normale à V est inférieure à un nombre donné £,.
Il est clair qu'on pourra définir sur V une fonction £(^), continue, deux fois
différentiable, telle que : si x appartient à V(^.), alors £(^)<^c,. Si V est
compacte, les s, sont en nombre fini, et £ peut être pris cons tan t ; s i n o n , on
devra déf inir la fonct ion à l'aide ^Tune partition différentiable de l 'uni té .
L'ensemble des points (2) dont la distance géodésique à V est égale à £
constitue une variété de dimension {n — i) qu'on appellera la variété tube,

On a alors le théorème :

THÉORÈME IV. i . —Supposons qu^il existe deux structures différentiables ( S ) ,
(S^) de M suivant lesquelles la variété U est plongée trois fois différentiablement
dans M; soient (2), (IV) les variétés-tubes correspondantes. Alors (£) et (I/) ont
même type d^homotopie.

Démonstration. — Soit, pour la s t ructure (S), U un voisinage fibre par les
géodésiques normales (G); (2) est plongé dans U; soit de même pour (S) U' un
voisinage fibre par les géodésiques normales (G7). On peut supposer les rayons
£, ^des tubes (2), (IY) tels que î^cV et S'cU. On définit une application/:
U -> 2 comme suit : soit P un point 17, par P passe une géodésique Gp du
système G, et une seule, et cette géodésique rencontre 2' en un point unique P^.
On pose/(P)=P /. De la même façon, l'application g : U ' — 2 est définie comme
suit :^(P) est le point unique où la géodésique Gpdu système G issue de P ren-
contre 2. Prenons les restrictions des applications précédentes à 2 et S'. Nous
obtenons deux applications /: S-^IV; g : F-^I;. Nous allons voir que les
appl icat ions composées g ofetfo g sont homotopes à l ' identité.

Montrons-le par exemple pour g-of : soit P/ le point qui partage le segment
PP^ de la géodésique Gp dans le rapport t. Qn définira Phomotopie par

F(P, ^ )=^(P , ) .
On a bien, en effet :

F(P, o) == identi té,
F(P, i)=^o.(p/)^oy(p).

De même fog est homotope à l ' identité, et le théorème est démontré.
Soit maintenant V une variété différentiable de classe C3, paracompacte; la

diagonale A dans le produit V x V est trois fois différentiablement plongée;
appliquons-lui le théorème IV. 1. On obtient :

COROLLAIRE IV. 2. — Le type d'homotopie de F espace fibre des vecteurs unitaires
tangents à une variété différentiable de classe C3 paracompacte^ ne dépend pas de
la structure différentiable considérée,

Toutefois, dans ce cas part iculier , ce résultat peut revêtir une forme p lus
précise. Ceci nécessite une nouvel le définit ion.

DÉFINITION. TYPE D'HOMOTOPIE FIBRE. — Deux espaces fibres E, E' de même
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base, de même fibre F, seront dits de même type d'homotopie fibre, s'il existe
des applications/: E -> E et g : E' --> E telles que :

i° L'image de la fibre F.̂  est dans F^; de même ^(F^) est dans F^.
2° Les applications composées gof et f^g sont homotopes à l ' identité

dans des déformations qui conservent les fibres (compatibles avec la relation
d'équivalence définie par la fibration). Si, en particulier E et E' sont fibres en
sphères, les applications /et g sont sur chaque fibre de degré i et par suite,
sont des applications Sphère sur Sphère (mais, bien en tendu, non nécessaire-
ment biunivoques).

On a alors le théorème :

THÉORÈME IV. 3. — Le type d'homotopie fibre de l'espace des vecteurs tangents à
une variété différentiableparacompacte de classe C3 est indépendant de la structure
différentiable.

Soient (S) et (S') deux structures différentiables de classe C3 sur V; à (S)
on associe une métrique riemannienne de classe C2, qui défini t un système
local de géodésique G. Soit de même le système local de géodésique G' associé
à (S7). Définissons comme au théorème IV. 1 des fonctions c(^) et ^(.r), telles
que si la distance MP est inférieure à £(P), il existe une géodésique du système
G (ou G7) et une seule reliant M à P dans un voisinage de P.

Soient dès lors 0 un point de V, X un vecteur d'origine 0 relatif à (S), et soit
G^ la géodésique du système G tangente en 0 à X. Prenons sur G.̂ , un point M
tel que OM=£(O) ; par M on fait passer la géodésique G;! unique qui joint
M à 0. Soit X' le vecteur (relatif à S') tangent en 0 à G'. On posera alors
^^/(X). On définit parallèlement l 'application ^(X^^X en joignant à 0
par une géodésique (G) le point M'tel que OlVT= £' sur G; on montre, comme
au théorème IV. 1 que/est une homotopie-équivalence : soit M^ le point qui
partage le segment ALVE de la géodésique G7 dans le rapport t; on posera

F ( X , ^ ) = : ^ ( M , ) ;
on a alors

F(X, o) === identité, F(X, i ) = ̂ af.

II. — Invariants (Thomologie du type d'homotopie fibre.

Soient deux espaces fibres Eo et Ei, ayant pour fibres des sphères de même
dimension k — i, de bases Bo, B, resp. ; soit / une application de Eo dans E, ,
qui applique chaque fibre de Eo dans une fibre de E,. Alors / se prolonge en
une application qu'on notera encore / des espaces fibres associés A o — A i ,
donc de A^ dans A.\. Le faisceau de la carapace des cochaînes d'Alexander-
Spanier de A', soit Ti,est appliqué par /dans celui de A,, d'où un homomor-
phisme du faisceau ïi (sur Bi) dans le fa isceau ïo (sur Bo) obtenus par projec-
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tion des carapaces précédentes. Cet homomorphisme (et l'application / de Bi
dans Bo) définissent un homomorphisme / des groupes de cohomologie à
supports dans ^ : ïî^Bi, T i ) — ï P ( B o , To). Plus généralement, si l'on a un
faisceau de coefficients Fo sur Bo, un faisceau Fi sur Bi, et un homomorphisme
Fi -> Fo compatible avec /, on obtient un homomorphisme

(61) H^B,, FiOTi)->H^(Bo, FoQïo).

Considérons sur A() et A^ les faisceaux Fo' et F i ; l'homomorphisme F i — ^ F o
donne naissance alors à un homomorphisme

(62) H^(A^ F,)->H^(A,, Fo).

En remontant à la définition de Tisomorphisme ç*, tel qu'il provient de la
projection des carapaces, on constate que ̂  transforme l 'homomorphisme (61)
dans rhomomorphisme (62). Supposons maintenant que Bo e tBi sont le même
espace B et que l'application Y de Eo sur Ei soit une homotopie-équivalence au
sens précédent, alors l'homomorphisme ï i -^Tp des faisceaux de cohomologie
est un isomorphisme de Ti sur ïo. Si l'on a poséFo===Fi = F, rhomomor-
phisme (i ) devient un isomorphisme de

H^B, FQTi) surH^B, FQTo) .

Donc /* est un isomorphisme de

H^(A^ F) sur H^(Ao, F)

et l'on a la formule de commutation

(63) • ^=/*9:,

où Qp^, ç^ désignent les isomorphismes y* relatifs à A^ et A\. La relation (63) a
pour conséquence le

THÉORÈME IV. 4. — Les classes caractéristiques de Stiefel- Whùney sont des inva-
riants du type d'homotopie fibre.

En effet appliquons (63) à la classe-unité (oeH|r(B, Z); puis l'opération Sq'
donnera

cp;W4==Sq^;(o))=Sq^7^;(^)==/ÂSq^ç:(o))=/^;(W^J

d'où, en comparant les égalités extrêmes,

W i —— W /
1 —— ^ 0 •

Remarque. — Soit A un opérateur sur la cohomologie qui jouisse de la
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propriété suivante : si f^ est l 'homomorphisme indui t par une application /,
alors r\-^\r.
(Au chapitre V, ces opérateurs seront appelés des dépendances homologiques^)
Supposons que l'opérateur A augmente de degré de ; unités; alors, dans tou t
espace fibre en sphères, on peut définir une classe « caractéristique » X'
associée à l'opérateur A par la formule

Açp*(ûù) == ^X1.

Il est clair que la classe X' ainsi définie est un invar i an t du type d'homotopie
fibre. On a vu que cette construction donne, pour A=Sq', les classes de
Stiefel-Whitney lorsque l'espace fibre admet le groupe orthogonal pour groupe
de structure ; on pourrait se demander, s'il n'est pas possible d 'obtenir par un
mécanisme analogue d'autres invariants du type d'homotopie fibre : les puis-
sances de Steenrod [27] permett&nt à cet égard d^en déf inir d'autres, dont
Wu Wen-Tsùn a montré le rapport avec les classes caractéristiques de
Pontrjagin [29], par exemple : les classes de Pontrjagin (qui sont des classes
entières), réduites mod3, sont des invariants du type d'homotopie fibre qui
correspondent aux puissances de Steenrod SÇ pour p=3. Mais on doit
remarquer que cette méthode a ses limites : ainsi les classes de Pontrjagin
réelles ou rationnelles ne correspondent à aucun opérateur A du type précédent ;
en effet, d'après un résultat que m'a communiqué J. P. Serre [16] i l n'existe
en cohomologie rationnelle, d'autre opérateur commutant avec/* que le cup-
produit et ses combinaisons linéaires. Or (pour des raisons évidentes de degré),
l'opérateur A qui donnerait les classes de Pontrjagin ne peut s 'exprimer par des
puissances. Il semble donc que l'invariance des classes de Pontrjagin entières,
bien que très vraisemblable, relève d^un mécanisme p lus profond.

La notion de type d'homotopie fibre soulève d'ailleurs un grand nombre de
problèmes, citons :

i° Si deux espaces fibres en sphères ont même type d'homotopie fibre, on
ne peut évidemment en conclure qu'ils sont isomorphes, même si l'on prend
pour groupe de structure tous les automorphismes de la sphère; le même
problème se pose a fortiori si le groupe de structure est le groupe orthogonal;
cependant, même en ce cas, aucun contre-exemple ne nous est connu .

2° A un espace dont le groupe de structure est le groupe orthogonal, on peut
associer quantité d'autres espaces fibres dont la fibre est définie par la structure
linéaire : tenseurs, p-formes, variétés de Stiefel, grassmanniennes, etc. ; si deux
tels espaces ont même type d'homotopie fibre, en va-t-il de même pour les
espaces associés ?

3° Que peut-on dire de la classification des types d^homotopie d'espaces
fibres en sphères sur une base donnée ? Existe-t-il un espace classifiant
permettant cette classification ?
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CHAPITRE V.

I. — Les variétés à bord.

1. DÉFINITION. — On appelle variété à bord de dimension n-{-i un espace
localement compact M, dans lequel on s'est donné un sous-espace fermé non
vide V, le bord de M, tel que :

a. V est une variété de dimension n ;
6. le complémentaire ouvert M — V est une variété de dimension n + i ;
c. pour tout point x du bord V, il existe un homéomorphisme d'un voisinage

U de x dans M sur un demi-espace euclidien fermé, homéomorphisme qui
applique U n V sur Fhyperplan de dimension n qui limite le demi-espace.

2. LES COEFFICIENTS LOCAUX SUR M. — Soient S^ la carapace des chaînes singu-
lières à coefficients entiers dans M, Sy la sous-carapace des chaînes à support
dans V, et S^/Sy la carapace quotient. La suite exacte : o -> Sy-> S^—^ S^Sy—^o
engendre pour les faisceaux de ces carapaces la suite exacte de faisceaux :

(64) O-^(SV)-^F(SM)->F(SM/SV)-^O.

Explicitons ces différents faisceaux et leurs faisceaux d'homologie :

a. F(Sy), faisceau des chaînes singulières de la variété V, admet, comme on
sait (c/. th. 0.3), un faisceau d'homologie nul pour tout degré, sauf pour le
degré r= n', H^(F(Sy)) est alors le faisceau des entiers tordus ïy lié à l'orien-
tation locale de V.

b. F(S^i), faisceau des chaînes singulières de M, admet , pour faisceau
d'homologie le faisceau ainsi défini : en tout point x de M — Y , H,.(F(S^i)) est
nul , sauf pour r=n-Jr1 et H,,+i(F(S^)) est le faisceau des entiers tordus lié à
l 'orientation locale de M —V. En un pointy du bord V, le faisceau d'homologie
de F(Syi)^ s'identifie à l 'homologie : H, . (Bmod(B—y)) , où B désigne une
(n+i)-boule fermée dont y est un point de la sphère-bord. Or une telle homo-
logie est nulle; en effet : on a la suite exacte

H,.(B —j)-^ II/ (B) -> H,.(B modB — j) -> ÏL-i(B - J)-

Comme (B—y) est contractile, et que les groupes ici considérés sont des
groupes d'homologie finie, on en dédu i t H/(B —j) = o pour i^> o, donc

IL(B modB — r ) ~ H,(B) == o pour />o .

Pour i = o, on a
I i o ( B — y ) -4 H o ( B ) -> Ho( B modB — y ) -> o
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et, comme/ applique H o ( B — j ) sur Ho(B), Ho(B mod(B—y)) ==o. En conclu-
sion, le faisceau d'homologie H,^I(F(SM)) indui t sur ( M — V ) le faisceau T^-v
des entiers tordus lié à l 'orientation locale de la variété ouverte ( M — V ) et
indui t zéro sur V.

c. F(S^/Sy), faisceau des chaînes singulières de M modulo les chaînes de V
ne diffère pas, pour son homologie, de V(S^) en tout point de M — V ; soit
toujours y un point de V ; la suite exacte des carapaces induites en y :

0 -> (Sv)y-^ (S^)y-> (S^/Sv)y-> 0

induit, pour les homologies, la suite exacte

-^ïî/.(Sv)^^ir,(SM),-^H,.(SM/Sv),-^H/_i(Sv)y->,

dont la seule partie non nulle se réduit à

(65) o^H^(SM/Sv)^H,(Sv)r^o.

Il en résulte qu'au point y de V, le faisceau d'homologie H/.(SM/SV) est nul,
sauf pour r= n-{- i ; ainsi, en tout point de M, H^.i(SM/Sv) définit un système
local d'entiers tordus qu'on désignera par T^ et ce système local indui t T^-v sur
( M — V ) . La suite exacte des faisceaux d'homologie déduite de la suite
exacte (64) se réduit ainsi à

O->H^(F(SM))-^H^(F(SM/SV))-^H,(F(SV))-^O
soit
(66) O-^TM-V—TM-^TV—O.

Nous en déduirons le

LEMME V.l. — Le faisceau d'entiers tordus ïy induit sur V par le faisceau
rentiers tordus ï^ lié à V orientation locale de M est lui-même lié à T orientation
locale de V. Donc, si M est orientable (T^ simple), V est elle-même orientable, et
toute orientation de M induit canoniquement une orientation de V.

3. LES THÉORÈMES D^ISOMORPHISME DES VARIÉTÉS À BORD. — Supposons, plus géné-
ralement, que les coefficients de la carapace de chaînes singulières S^ soient
pris dans un faisceau localement simple de groupes abéliens F, et que les
supports en soient pris dans une famille (<!>) de l'espace M; soit S^_y la sous-
carapace formée des chaînes de S^ dont le support est contenu dans M — V [ou
encore, dans la famille (^vi-v) d68 fermés de <ï> contenus dans M — V ] . Soit
Y == S^/SM_V ^a carapace-quotient; Y, considérée comme carapace sur M, est
fine et ^-complète; son faisceau d'homologie en un point x de M — V est évi-
demment nul; en un point y de V, la carapace induite n'est autre que (S^),;
son faisceau d'homologie a été calculé au n° 2 6, et on l'a trouvé identiquement
nul ; il en résulte que le faisceau d'homologie de Y est identiquement nul et,
par suite, d'après le théorème 0.1, les groupes d'homologie de la carapace Y
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qu'on représente par H/.(M mod(M-V)) sont tous nuls; or ces groupes appa-
raissent dans la suite exacte d'homologie déduite de o -^ S^-v-^ SM-> Y -^ o
soit H; I Ï (M—V)-H; j ) (M)-^H; ] ) (Mmod(M—V)) . On en déduira

THÉORÈME V.2. — L'injection ( M — V ) - ^ M induit un isomorphisme de
H , ( M — V , V)surïl,(M, F).

Reprenons maintenant la sous-carapace Sy des chaînes à support dans V et la
carapace-quotient Y == SM/SV; on a déjà (en 2, c), déterminé son faisceau
d'homologie; si l 'on fai t par suite sur cette carapace le changement de gradua-
tion défini par r'==- n -+-1 — /', on sera dans les condi t ions d'application du
théorème 0.1, et l'on obtiendra :

THÉORÈME V.3. — L'homologie relative H ^ ( M m o d V , F ) est canoniquement
isomorphe à la cohomologie H^^'^M, FQ T^).

Remarque. — La cohomologie H7 (M) opère -- en cap-produit — s u r l'homo-
logie relative H / ( M m o d V ) ; Fisomorphisme du théorème précédent joui t de la
même propriété mult ipl icative que Fisomorphisme de dualité des variétés
[Introduction, § V, n° ï, formule (3)]; si j e H ; . ( M m o d V ) correspond à la
classe de cohomologie ^etP^'^M), et si x est une classe quelconque ?de
IP(M), à la classe xÇ\z de'Fhomologie correspond la classe de cohomologie
x\ju [propriété démontrée de la même façon que pour (3)].

4. LES CLASSES FONDAMENTALES DES VARIÉTÉS A BORD. — M étant Supposée para-

compacte, soit co la classe-unité de H.^(M, Z); on appellera classe fondamentale
de M m o d V la classe de H^+ , (MmodV, T^) qui correspond à co par Fisomor-
phisme du théorème 3; on désignera par ^€H^(V, Ty) la classe fondamentale
de la variété bord V.

Soient y un point de V, B4' une demi-boule fermée de dimension n+i, de
centre y, dont le « plan » équatorial sera dénoté E et la demi-sphère bord S^.
B^ étant un voisinage fermé dej dans M, E voisin de y dans V, nous avons les
homomorphismes canoniques du diagramme commutatif :

H^i(M modV) -> H^(M mod(M — B-^) + V) ~ H^ (B4- mod S-^-4- E)
^ ^ ^ ̂  ^ .̂

H ^ ( V ) ^>Hn (VmodVn(M-B+))^ H^ (E mod^E)

où l'on a écrit les isomorphismes bien connus des homologies relatives. L'image
j\m) est alors le cycle fondamental de H„_^.l(B+modS++E); l'image 3'r./(m)
donne alors le cycle fondamental de H,,(Emod^E); par suite, l'image àm indu i t
en chaque point r du bord V le cycle fondamental du voisinage dey dans V.
C'est dire qu'on a, globalement :
(67) à m == p.
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Remarque. — On a, dans la formule (67), le signe +» parce qu'on a sup-
posé V muni de l'orientation locale induite de celle de M : l'homomorphisme &v
n'est autre que risomorphisme S^ de la suite exacte de 2, c (65).

II. — Comparaison des suites exactes (Thomologie et de cohomologie.

Rappelons d'abord quelques généralités sur le cap-produit. Soit Y un sous-
espace fermé d'un espace X; nous pouvons lui associer :

i° La suite exacte (fhomologie singulière :

-> H,,(Y) 4- B, (X) -^ II^(X modY) 4 ll^-i(Y) ->.

2° La suite exacte de cohomologie (Introduction § II, n° 4) :
-> ÏÏ^X) -> H^Y) -^ H7-^ (X - Y) -^ H^-X) ->.

Soit u un cocycle de IP(X), z un cycle de H,.(XmodY); d'après la formule
du bord d'un cap-produit :
(68) à{ur\z) ==Sur\z -\-(—iy/ur\àz,

nous voyons que uf\àz est un cycle de Y dont la classe sera donnée par la
formule
(69) (—ïVà(ur\z)==fur\àz.

Supposons que x soit une classe de H^Y); z désignant toujours un /--cycle
de H^(XmodY^), on tire de la formule (68) :

x n àz == ( — i y/-1 ^x n ̂ ,

où ïxC\z est un cycle de X.
On aura donc la formule

(70) f(^^\àz)=(-ïY/-l^.r^\z.

Remarque. — Cette formule (68) du bord d'un cap-produit diffère de la
formule classique déduite des formules simpliciales usuelles; la formule (68)
est seule compatible avec les conventions faites implicitement dans la
démonstration des théorèmes 0.1 et 0.2 de l'Introduction.

Cela étant, écrivons concurremment les deux suites exactes précédentes
pour V fermé de M. Il vient

H^(M) ^H^V)-^ H7'-11 ( M — V ^ H ^ M ) —
k.[ i ^ ^ 1 \ k \

-> II/̂ i-.(M modV) -> ÎL-.(V) •-> ÏI^.(M) -> Hn-r-i(M mod V ) ->.
o P

Les flèches verticales désignent des isomorphismes; i est Fisomorphisme de
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dualité dans V, / est le produit par Fisomorphisme du théorème V.2 de
risomorphisme de dualité dans la variété M — V ; k est Fisomorphisme du
théorème V.3. -

Soit à démontrer (— l 'y ôkÇx)-=if\x), s i^çH^M); kÇx')=xr\m9, donc :
^(^nm)==(—I) /7^n^(m),

soit, d'après (69) :
()(x^m)=:(—iYf^r\v==(—iyif\^).

2° Soit à comparer/^'et/S\
Soi tyeH^V) : ;'(y )===-• y n^ et, d'après (79) :

j\y F\ v) =•-=( — i)^-/'-i ô*j ç\ m puisque v •===. à m.
On en tire

/^(-i)/-\/ô*

3° Soit à démontrer p/ = A:p*.

L'isomorphisme / peut être obtenu comme le cap-produit d^une cochaîne de
M — V par une chaîne m de la classe fondamentale de H,,+i(MmodV); on ne
change pas ce cap-produit en remplaçant la cochaîne de M — V par son image
dans M.

Cette commutation peut également se voir en remontant aux carapaces de
chaînes singulières du n° 2; p est indu i t par le passage au quotient : S^—^ S^/Sy;
ceci induit sur les faisceaux de coefficients l'homomorphisme : T^-v-^ ÏM de la
suite exacte (66); et l'on sait que cette suite exacte de coefficients induit préci-
sément la suite exacte de cohomologie, où l'homomorphisme ï\i_v—ïv indui t
rhomomorphisme p*.

Généralisation. — Les raisonnements précédents subsistent mot pour mot, si
les coefficients de Phomologie ont été pris dans un faisceau localement simple
de groupes abéliens F; de plus, si l'on a pris partout la <I>-cohomologie(et pour
H7 ( M — V ) la <E>M_y-cohomologie), tous les raisonnements précédents subsiste-
ront; en effet, quand on fait le cap-produit par les classes v et m, qui sont des
classes de ^-cohomologie, on ne sort pas de la famille ($); nous obtenons
ainsi le théorème :

THÉORÈME V. 4. — Dans le diagramme formé par les deux suites exactes :

->H^(M, F) ^H^.(V, F) ^H^(M-V,F)^HSt-l(M, F)^
k \ ô ' ^ ' r U M v k •[

-> H^, ...(M mod V, F 0 T) -^ H^,(V, F Q T) -> H^,(M, F Q T) -^ H-t,(M modV, F Q T

nous wons les relations

^•=: (-1 ) /̂, f^i = (-- ly-v^; p /^Â-p\

Remarque. — La plupart des résultats précédents figurent dans la littérature
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(Lefschetz Topology, i93o, p. i54, th. I; Hopf-AlexandrojfAnhang, I, 5, n0 66)
mais sous des hypothèses de triangulabilité qui ne sont pas nécessaires; il en
va de même pour un théorème de Steenrod [19] qui suppose le bord « régulier»
(existence d'un voisinage de V homéomorphe à Vxl) ; en fait, tous ces
résultats restent valables si l'on fait seulement des hypothèses d^homologie
locale; ils s'étendent par suite aux variétés « homologiques », ou variétés
généralisées au sens de Van Kampen : espaces en tout point duquel l'homologie
locale est celle de l'espace euclidien IV (ou, en un point du bord, du demi-
espace euclidien R"4-1).

Désignons par K le noyau de l 'homomorphismey^ (par K^ le sous-groupe deK
constitué des éléments de degré p); par A (A7 'pour les éléments de degré p )
l 'image de l'homomorphisme/*. Le théorème admet alors le

COROLLAIRE V.5 . — Le noyau Kp et V image A7^ se correspondent dans Fiso-
morphisme de dualité i : v Ç\ A = K.

Ce résultat peut être particularisé par des hypothèses supplémentaires subies
coefficients; afin de n'avoir pas à introduire de systèmes locaux, on supposera
que V est bord de M orientable; les coefficients étant pris dans un anneau
principal, on peut définir dans la cohomologie un cup-produit et dualement,
dans l'homologie, une opération d^intersection S(a?,y); puisque A est une
algèbre pour le cup-produit, nous obtenons :

COROLLAIRE V. 6. — Si deux classes x, y appartiennent à K, il en est de même de
leur intersection SÇx, y); en particulier pour V connexe, [^intersection d'un
élément de Kppar un élément de Kn-p est nulle.

Supposons de plus que les coefficients soient pris dans un corps et que la
variété à bord M soit compacte. Il y a alors dualité entre les espaces vectoriels
IP(M) et H/(M); comme les homomorphismes f^ et y* sont transposés Pun
de l'autre, on en déduit qu'il y a dualité entre les espaces vectoriels : A^ et
Hp(V)/Kp. Nous obtenons le théorème :

THÉORÈME V.7. — Si V orientable est bord de M compacte orientable, et
si les coefficients sont dans un corpsy alors, des deux espaces vectoriels A1' et
A^'^cx^p^/î), chacun d'eux est, pour le cup-produit, Tannulateur de t autre.

Désignons par /^ le rang de A^, et par 6/,(V) le Z:10"10 nombre de Betti de V. Nous
avons alors le :

COROLLAIRE V. 8. — Entre les rangs de A^ et A7'"^ on a la relation :

(71) . ^4-r^=^-(V)==^(V).

Remarque. — Les théorèmes V.6, V.7 et V.8 demeurent exacts même
si V et M ne sont pas orientables, à condition d'opérer dans un corps de
caractéristique 2.

Ann. Éc. Norm., (3), LXIX. — FASC. 2. 22
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III. — Applications à diverses variétés à bords.

1. Supposons V compacte, orientable et connexe et de dimension paire
n = 2m; si V est bord de M orientable (même non compacte), le théorème V.6
permet d^affirmer :

Le noyau K,,, ne peut contenir tout H^(V); comme S(K^, K^)=o, on peut
affirmer que le rang de K^ ne peut excéder 6^(V)/2. On retrouve ainsi, en un
cas très particulier, un théorème déjà ancien de H. Kneser [11] : si une surface
compacte est bord d'une variété à trois dimensions M, il existe au moins un
i-cycle de la surface qui n'est pas, en coefficients rationnels, homologue à zéro
dans M.

2. Si la variété à bord M compacte a Phomologie d 'une (/z + i )-cellule, son
bord V a Phomologie d'une ^-sphère; car, d'après (71), &A(V)==O pour
n^importe quel corps de coefficients.

3. Soit V une variété compacte fibrée par des sphères S7'"1 ; alors V est bord
de la variété A définie au chapitre I, mapping cylinder de l'application fîbréep.
Le théorème V.l l donne alors : les espaces vectoriels A' et A""' images par
Phomomorphisme p^ induit par l'application p sont chacun Pannulateur de
l'autre (c/. Leray [13], th. 13. i); la relation donne, en tenant compte de l'iné-
galité évidente r/<;6/(B), B base de la fibration, l'inégalité de Gysin-Leray :

P(V) < P ( B ) ( i +^-1)

portant sur les coefficients des polynômes de Poincaré P==2i6^ de V et de la
base B.

4. VARIÉTÉS BORDÉES PAR UN PRODUIT DE DEUX SPHÈRES. — Si M compacte orien-
table admet pour bord le produit S7' x S7 de deux sphères S^ et S^Q) ̂  y), on
peut affirmer, d'après V.8, que l'un des cycles (et un seul : S^x i ou i x S7)
est homologue à zéro dans M.

Dans le casp=y, on a une conclusion analogue, en remarquant toutefois
qu^il n'existe pas, en ce cas, de base canonique pour H^(V) ; signalons enfin un
phénomène assez curieux : la variation possible du noyau K avec le domaine
des coefficients; donnons-en un exemple : soit U la variété Si x Sa ; paramé-
trons le cercle Si par Pangle 9 et soit y l'angle polaire sur un grand cercle fixe

û . i ri Jç

de Sa ; la relation y = —3— définit un cercle simple C dans U. Prenons pour

voisinage de C dans U un tore plein Q d' « âme » C, dont le bord est un
tore ï = Si x Sa ; désignons par x le méridien, y le parallèle de T Çx homo-
tope à zéro dans Q); la variété à bord considérée est N = U — Q . On vérifie
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aisément que x est c j ^odansN, mais que 3.r~o dans N; si le domaine des
coefficients ne contient pas de torsion d'ordre 3,.r^oetyc|^o; si au contraire,
on a pour coefficients Zs, alors xc\^o e ty~p : en effet, dans N, y est homo-
logue à 3(SiX i).

IV. — Le problème des variétés-bords.

Une variété V quelconque est toujours le bord d'une variété à bord : prendre
par exemple le produit de V par le segment ouvert à droite [0,1]. Par contre, une
variété compacte V n'est pas toujours le bord d'une variété à bord compacte M :
nous en verrons de nombreux exemples. Steenrod(1) a posé la question, de
donner des critères permettant de déterminer si une variété V donnée est le
bord d'une variété à bord compacte M. Les théorèmes précédents vont nous
permettre de donner des conditions nécessaires portant sur l'homologie de la
variété V; la recherche de conditions suffisantes est un problème beaucoup
plus difficile.

DÉFINITION. — Une variété compacte orientée \ est dite variété-bord, si elle est
le bord d'une variété à bord compacte orientable M, et si M peut être munie
d'une orientation telle qu'on ait àm=^,m et v désignant les classes fonda-
mentales de M et V définies par ces orientations.

Si V est compacte connexe et orientable, il n'est pas nécessaire de préciser
l'orientation : si V est variété-bord pour une orientation, elle est évidemment
un bord pour l'orientation opposée.

Si V, orientable ou non, est bord d'une variété à bord compacte M, orientable
ou non, on dira que V est une variété-bord (mod 2).

Rappelons tout d'abord un résultat bien connu dans le cas des variétés
triangulées : par suite de la relation (70), on obtient :

THÉORÈME V.9. — La caractéristique d ' Euler-Poincaré d^une'variété-bord mod 2
est paire.

Les seules variétés orientables de caractéristique ̂  impaire sont de dimen-
sion ^ = E E o m o d 4 , aussi peut-on se demander si pour les variétés de dimen-
sion n=[[k, la condition y ==o mod 2 n'est pas une condition suffisante pour
que la variété soit une variété-bord; nous allons voir qu'il n'en est rien.

Soit donc V une variété orientable de dimension ^k, et supposons les coeffi-
cients pris dans un corps. Alors le cup-produitrr \jy de deux classes rr, y e H^V)
définit sur l'espace vectoriel H^^V) une forme bilinéaire symétrique $ par la
relation

C>(^ j) ==<^, ^Uj)> (v cycle fondamental de V).

( l ) Cf. Problenis in topology (Ann. Math., 50, 1949, p. 247-260).
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Soit $(^, u) la /forme quadratique associée; appelons indice d'inertie de la
forme <î> le rang maximum des sous-espaces linéaires contenus dans le « cône »
défini par $(^, u)=o. Si V est une variété-bord, on a <î>(.r, o?)=o pour toute

classe .reA2^; or d'après le théorème V. 8, le rang de A1271 est égal à^/^V);
donc :

THÉORÈME V.10. — Pou?9 qu'une variété orientée de dimension ^k soit une
variété-bord, il faut que la forme quadratique définie par le cup-produit sur H271

admette pour indice à} inertie - ̂ (V).

Si en particulier le corps des coefficients est le corps des réels ou des ration-
nels, l'indice d'inertie est égal à Inf(p, &2/.(V) —p), p désignant le nombre des
carrés positifs de la forme quadratique. Appelons index de la forme quadra-
tique le nombre T = p — (^(V) — p ) , excès du nombre des carrés positifs sur
celui des carrés négatifs; l'index T a été introduit par Hodge dans l'étude des
variétés algébriques complexes. Comme cas particulier du théorème V.10, on
obtiendra :

COROLLAIRE V.ll. — Pour qu^une variété orientée V de dimension [\k soit une
variété-bord, il faut que l^ index delà forme quadratique définie par le cap-produit
sur la cohomologie réelle de dimension 2 k soit nul.

Remarque.—Dans les théorèmes V. 10 et V. 11, on a supposé V orientée; si V
n'est pas connexe, cette précaution est indispensable ; en effet, l'indice d'inertie
(de même que r) dépendent de cette orientation, comme le montre l'exemple
suivant : soit P4 'le plan projectif complexe, muni de son orientation naturelle
(induite par la structure complexe); ce n'est pas une variété-bord, ni même
une variété-bord (mod2)(^(P4-)= 3). La variété constituée par deux plans
projectifs complexes munis de la même orientation (P^+P^) n'est pas une
variété-bord (r == 2); par contre, la même variété, mais munie de l'orientation
définie par P++ P~, est un bord (bord de P x I).

Les théorèmes précédents ne sont en fait que des cas particuliers d'un théo-
rème général que nous énoncerons, après avoir au préalable donné deux
définitions :

DÉFINITION 1. — Soit E un espace, H^(E) sa cohomologie; on dira qu'une
classe ueïl\E) dépend hpmologiquement de classes x, y ... de degré inférieur, si
pour toute application/de E dans un espace arbitraire^, ?/vérifie la condition
suivante : si l'image A de H^E') par l'homomorphisme induit/* contient x,
y,... elle contient aussi u.

DÉFINITION 2. — Soit V une variété compacte (orientée) dont on a formé la
cohomologie tT\V) par rapport à un corps de coefficients; on appellera



ESPACES FIBRES EN SPHÈRES ET CARRÉS DE STEENROD. i^

algèbre permise dans Panneau de cohomologie de V un sous-anneau A vérifiant
les propriétés suivantes :

i° A° contient H°(V).
2° Si u dépend homologiquement de x, y, . . . éléments de A, alors u est

dans A.
3° Soit A^ l'ensemble des éléments de degré p de A : de A^ et A'^ chacun

d'eux est, pour le cup-produit l ' annula teur de l 'autre.
4° La classe fondamentale de IP(V) définie par l'orientation donnée de V

n'appartient pas à A.

Remarque. — Si V est connexe orientable, la condition 4° est une consé-
quence de 3° et ceci, pour toute orientation de V; la notion d'algèbre permise
peut donc être définie, en ce cas, sans la donnée d'une orientation.

Pour une variété non orientable, on a la notion d'algèbre permise sur le
corps Za. Si la variété V est une variété-bord, Palgèbre image de l'appli-
cation/* : H*(M)—H*(V) est une algèbre permise (ceci à cause du théorème V.7);
nous avons donc le

THÉORÈME V.12. — Pour qu^une variété V compacte ^orientable) soit une
variété-bord^ il faut que, pour tout corps de coefficients^ l'anneau de cohomo-
logie H*(V) contienne une algèbre permise.

Ce théorème rend compte de tous les critères connus pour qu'une variété soit
une variété-bord; il est malheureusement d'un emploi malaisé, car on ne sait
pas formuler explicitement toutes les dépendances homologiques dans ET(V) :
parmi les dépendances homologiques, on notera le cup-produit, les carrés de
Steenrod (sur Za) et leurs récentes généralisations (jo-puissances sur Zp).

Une formulation plus commode, bien que partielle, du critère ci-dessus va
nous être offerte par un théorème de Pontrjagin, qui montrera le rapport de la
question précédente avec la théorie des classes caractéristiques.

Rappelons tout d'abord quelques généralités sur les classes de Stiefel-
Whitney; étant donné, sur un espace B de dimension finie pris pour base,
une structure fibrée sphérique dont ie groupe de structure est le groupe ortho-
gonal, on sait que cette structure fibrée est définie par une classe d'application/
de B dans une grassmannienne G; les classes caractéristiques W / mod2 de la
structure fibrée sont alors les images par / des classes W1 de la grassman-
nienne G ; ces classes W de G engendrent dans l 'anneau de cohomologie (mod 2)
de la grassmannienne G une algèbre de polynômes [4], ceci tout au moins
jusqu'à une dimension N (dimension classifiante) qu'on suppose supérieure à
la dimension de la base B; on appellera plus généralement classe caractéris-
tique une classe quelconque de cette algèbre, qu'on pourra donc exprimer
par un polynôme par rapport aux W'. Pour chaque dimension /<-<^N, les
monômes II(W'y1 avec 2n^= k sont linéairement indépendants.
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Si, en particulier, V est une variété différentiable compacte de dimension n,
la structure fibrée tangente de V est indui te par une application/de V dans la
grassmannienne; on appelle nombres caractéristiques de la variété V les valeurs
prises par les classes caractéristiques de G sur la classe /(^) image de la
classe fondamentale v de tL(V). Il suffit de calculer ces nombres pour les
éléments II(W;y1, 2^=7i, certains de ces nombres peuvent d^ailleurs être
identiquement nuls en raison des formules de Wu.

Pontrjagin a démontré le théorème suivant [15]. Si une variété (^différen-
tiable') compacte est bord (^différentiable) dune variété différentiable compacte M,
tou s ses nombres caractéristiques sont nuls.

Si, de plus, V est bord de M orientable, le même théorème vaut, non
seulement pour les classes caractéristiques de Stiefel-Whitney, mais aussi
pour les classes caractéristiques de Pontrjagin, classes entières de dimen-
sion k==o mod4.

Donnons-en une démonstration : dire que V est bord différentiable de M,
c'est dire qu'on peut construire (au moyen de géodésiques normales, par
exemple) un voisinage normal de V homéomorphe à V x I; désignons par S la
structure fibrée des vecteurs tangents à V, par 2 celle des vecteurs tangents à M,
par Sy ̂  restriction de 2 à V; 2y peut être considérée comme le joint de S par
une structure triviale de fibre T. Il résulte alors immédiatement du théorème II
de Whitney [25] que les classes W' de 2y coïncident avec les classes W' de S;
soit dès lors g:M-^G l 'application de M dans la grassmannienne G qui
induit la structure S; le nombre caractéristique de V correspondant à un pro-
duit II(W,y1, Sn>,= /i, est donc égal à la valeur prise dans la cohomologie de
la grassmannienne par ce produit II(W;y1 sur le cycle image g(^)^ or l'appli-
cation ^ est définie sur tout M, et ^==^m;donc gÇ^r^o, et le nombre carac-
téristique ^g(^), n^W^'y1) est nul.

On pourrait facilement éliminer de cette démonstration toutes les hypothèses
de différentiabilité, par une généralisation convenable du théorème III. H en
considérant V comme sous-variété plongée dans M. Mais il est plus intéressant
de rattacher ce théorème au théorème V. 11. Nous voulons donc démontrer :

THÉORÈME V. 13. — Pour qu^une variété compacte soit une variété-bord(mod 2),
// faut que tous ses nombres caractéristiques de Stiefel-Whitney soient nuls.

La variété n'étant pas supposée différentiable, les classes W1 sont les classes
tangentes telles qu'elles ont été définies au chapitre III; elles sont données par
les formules de Wu (45) :

W^^Sq'-W,

où U71 désigne la classe « canonique » définie par

IFu^"-^ Sq^-^- [formule (44)].
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Soit u une classe quelconque de A^^avecjx^ ^ N 5 comme le cocycle fonda-\ L 2 J /
mental n'appartient pas à A", onaSq p^/=o. DoncU^U^ =o pour tout uçA1^;
c'est dire que \]p appartient à l 'annulateur de A""7', donc à A7' : toute algèbre
permise sur le corps Z^ contient nécessairement les classes U de Wu, donc
aussi d'après (45) les classes W1. Par suite, pour que V soit un bord (mod 2),
il est nécessaire que le cocycle fondamental de H"(V) n'appartienne pas à
l'idéal engendré par les W', donc que tous les nombres caractéristiques soient
nuls.

V. — Applications aux problèmes d'immersion.

Soit V une variété compacte connexe de dimension n plongée dans une
variété connexe compacte M de dimension n+î comme sous-variété homo-
logue à zéro; ceci veut dire que dans la suite exacte :

o->H^(M)-^H,^(MmodV)-^H,,(V)-^H,,(M)->

l'image f(y) du cycle fondamental ^ d e V est nulle; il en résu l tequeH^+i(MmodV)
contient deux (et seulement deux) éléments linéairement indépendants ; d'après
risomorphisme : IL+i(M mod V)~H°(M — V) (Introduction, § V, n° 5), le
complémentaire ouvert M — V admet donc deux composantes M\ et M^. On
supposera ici que l'immersion de V est assez régulière pour que M i = M i
et M2==M^ soient des variétés à bord dont V est le bord commun.

Les injections
y^x

<. >
^M./

donnent naissance aux homomorphismes du diagramme commutatif :

H^M) -^H^Mi^H^M'.)
1 P^ • \ ^

H ^ ( M 2 ) ^ H ( V ) ^H^CM^)

Soient Ai, As et A les images dans H*(V) des homomorphismes p^ p\
etp*=jp^ h* resp. Nous allons montrer que :

A est l'intersection de A^ et A^.
Il est clair que A c A ^ n A a ; soit u un élément de Ai ï ïAa , de degré r;

posons u =p\u^ =p^u^ ; puisque u est une image par jpa? on a §2^ == o; donc, à
cause de la commutativité du diagramme, S^u == o, donc u^ est de la forme h(x),
xçïl'ÇM) et par suite i/==p*(rc). c. Q. F. D.

Dans l'anneau de cohomologie de H^V), V compacte connexe sur un corps,
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formons alors toutes les algèbres permises; associons-les deux par deux de
toutes les manières possibles, et formons les nombres :

/ ^ ( V ) = = I n f r a n g ( A f n A f ) .
^/

Ces nombres kp sont ainsi déterminés intrinsèquement par l'homologie de la
variété. Nous obtenons le théorème :

THÉORÈME V.14. — Pour qu'une variété compacte connexe V de dimension n
puisse être plongée dans une variété M compacte connexe de dimension n + i
comme sous-variété homologue à zéro, il est nécessaire que les nombres de Betti
de M vérifient les inégalités bp(M.)^ k^)pour tout corps de coefficients.

Supposons par exemple que M ait Fhomologie de la sphère S"̂  ; on devra
avoir Z^(V)===o pourp^> o, ce qui donne :

THÉORÈME V. 15. — Pour qu'une variété V puisse être plongée dans une sphère
homologique de dimension n + i (a fortiori dans R7^-1), il faut que son anneau
de cohomologie (pour tout corp^ de coefficients) soit somme directe (à l'exception
de H° et IP) de deux algèbres permises disjointes.

Sur le corps Za, on a vu dans la démonstration du théorème V. 13 que toute
algèbre permise contenait l'algèbre engendrée par les classes tangentes W' :
on retrouve ainsi le résultat bien connu de Whitney : les classes caractéris-
tiques d'une V^ plongée dans R71^ sont toutes nulles (c/. th. III. 16).

La méthode précédente, bien que moins puissante que celle exposée à la
fin du chapitre III, est cependant plus générale, en ce sens qu'elle n'est pas
liée au corps Za, et aux carrés de Steenrod comme seule dépendance homolo-
gique; montrons-le par quelques exemples :

L'espace projectif réel P3 de dimension 3 admet sur Za un anneau de coho-
mologie engendré par des éléments de la forme (i, rf, rf2, rf^pour les degrés o,
i, 2, 3 resp., d étant la classe duale du cycle porté pa r l a droite projective. Il
n'existe qu'une seule algèbre permise, formée par i et d2. Donc P ne peut être
plongé dans R 4 ; le même raisonnement montrerait que Fespace projectif réel
à 2.k — i dimensions ne peut être plongé dans R271.

Autre exemple : Espaces lenticulaires. — Un espace p-lenticulaire de dimen-
sion 3 admet sur ïp un anneau de cohomologie engendré par des éléments : i,
c, A, m de degrés o, i, 2, 3, resp. On a m=c\jh, et la classe h de dimension 2

provient par réduction modp de la classe entière ^ o*c, image de la classe c
par l'homomorphisme de Bockstein; par suite h dépend homologiquement de c,
et il n'existe qu'une seule algèbre permise, engendrée par i et h. Donc un
espace lenticulaire de dimension 3 ne peut être plongé dans R4. La même
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conclusion s'étend aux espaces lenticulaires de dim 2n — i, qui ne peuvent être
plongés dans R2".

Les résultats énoncés ici peuvent d'ailleurs être obtenus plus simplement
comme conséquence du théorème de dualité d'Alexander-Pontrjagin [9]; nous
ne les signalons que pour montrer le caractère très général de la méthode :
dans les exemples cités plus haut, en effet, toutes les classes caractéristiques
sont nulles.
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