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ESPACES FIBRES

EN SPHERES ET CARRES
DE STEENROD

Par M. Reng THOM.

AVANT-PROPOS.

Ce travail contient essentiellement la démonstration des résultats parus dans
deux Notes aux Comptes rendus [23] (*). Je I'ai fait suivre de quelques applica-
tions, et, dans un dernier chapitre, je traite un probleme sans rapport direct
avec ceux des chapitres précédents; sij’ai tenu a conserver les développements
du chapitre V sur le probléeme des variétés-bords, c’est que, chronologiquement,
ce sont ces problemes qui m’ont amené aux résultats de la premiére partie.
Le rapport liant les classes caractéristiques de Stiefel-Whitney aux nouvelles
opérations définies par Steenrod en cohomologie n’apparut clairement que lors
de la découverte de la formule Sq'U = ¢* W/, formule que je trouvai d’abord
dans le cas des variétés plongées, et dont M. H. Cartan me signala ensuite toute
la généralité. Voici, en résumé, le contenu des différentes parties de ce travail.

D’abord une Introduction sur la Théorie des faisceaux donne I’ensemble des
notions techniques nécessaires aux démonstrations des chapitres qui suivent.
L’usage de la Théorie des faisceaux, due essentiellement a M. J. Leray, s’avérait
nécessaire pour donner aux résultats le maximum de généralité; j’ai emprunté
au Séminaire de Topologie algébrique [2] (E. N. S.) de H. Cartan, I’exposition
- des principaux théorémes de cette théorie, ainsi que de récentes généralisa-
tions : j’ai largement exploité, notamment, sa théorie de la cohomologie &
supports dans une famille (®), sans laquelle il serait difficile de s’affranchir
d’hypothéses inutilement restrictives sur la compacité des espaces.

(1) Les numéros placés entre crochets renvoient a la bibliographie placée a la fin de 1’Ouvrage.
Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. 14
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Le chapitre I contient la théorie additive de la cohomologie des espaces
fibrés en sphéres; I'essentiel de ces résultats est maintenant bien connu; on
sait que la théorie de la suite spectrale de J. Leray a trouvé la une de ses plus
belles applications. J'ai préféré toutefois ne pas utiliser cette notion générale
de suite spectrale, qui n’apparaissait en ce cas que sous une forme trés particu-
liere, pour donner une méthode sans doute moins générale, mais peut-étre
mieux appropriée au cas d’espéce; 'introduction, & coté de I'espace fibré en
sphéres E des espaces A et A’ fibrés en boules fermées (resp. ouvertes), se
trouve largement justifiée par I'usage qui est fait de ces espaces dans les
chapitres suivants; de plus, elle conduit rapidement a la suite exacte (10),
dont elle donne une interprétation géométrique intéressante; cette suite exacte
a aussi été considérée par Chern-Spanier dans une publication légérement
postérieure 4 ma Note [5]. On montre également au chapitre I le rapport entre
la classe fondamentale définie par la suite exacte (10) et la classe caracté-
ristique fondamentale définie comme obstruction : ces deux classes ne sont pas
égales, mais opposées. L’introduction des ®-cohomologies permet de donner
du second homomorphisme de la suite (10) une interprétation multiplicative
sans hypothése de compacité sur la base. Enfin, si la base est une variété, on
établit le rapport de cette théorie avec les résultats de Gysin.

Le chapitre II est consacré au comportement des carrés de Steenrod dans les
espaces fibrés en boules ouvertes A’; ony montre, que si la structure fibrée
admet le groupe orthogonal pour groupe de structure, les classes W' définies
dans la cohomologie de la base par I'action des carrés de Steenrod dans
’espace A’ ne sont autres que les classes caractéristiques de Stiefel-Whitney.
Suivent quelques applications (théoréme de dualité de Whitney, etc.).

Le chapitre III applique les résultats précédents aux problémes d’immersion;
grace a quelques théoremes généraux sur la limite projective des homologies
des voisinages ouverts d’un sous-ensemble fermé, on montre qu’a toute variété
plongée V dans une variété M, on peut associer des classes normales W/
définies topologiquement a I'aide des carrés de Steenrod Sq'; dans le cas diffé-
rentiable, ces classes sont les classes de Stiefel-Whitney de la structure fibrée
des vecteurs normaux. Ainsi se trouve démontrée l'invariance des classes de
Stiefel-Whitney de la structure fibrée des vecteurs tangents a une variété diffé-
rentiable. De plus, la théorie de Whitney sur I'immersion des variétés
différentiables dans I'espace euclidien se trouve ainsi dégagée de toute hypo-
thése de différentiabilité. La théorie se généralise méme a 'immersion de tout
espace séparable, localement contractile, de dimension finie, dans une variété;
dans le cas ol ces espaces sont compacts, on montre I'existence d’opérateurs
(déduits des carrés de Steenrod par une relation simple) qui jouent le role
d’obstructions i I’égard de I'immersion dans 'espace euclidien.

On constate ainsi que des notions, primitivement liées de facon étroite a la
structure différentiable, peuvent parfois étre définies de facon intrinséque;
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le chapitre IV poursuit quelques investigations dans ce sens, au demeurant fort
limitées (on y dégage des invariants d’homotopie).

Le chapitre V reprend, avec les techniques de la théorie des faisceaux, les
théoremes classiques de dualité des variétés 4 bord. On en déduit quelques
conséquences nouvelles, semble-t-il, au sujet d’un probléme soulevé par
N. E. Steenrod : Une variété compacte donnée V est-elle le bord d’une variété
a bord compacte ? Un théoréme de Pontrjagin, généralisé au cas non diffé-
rentiable, montre le rapport de ce probleme avec la théorie des classes
caractéristiques. "

Je m’en voudrais de ne pas témoigner & M. H. Cartan toute la gratitude que je
lui dois pour I'assistance qu’il m’a apportée pendant ces derniéres années;
tant pour le fond que pour la forme, je lui suis redevable de nombreuses
améliorations.

Je tiens également & exprimer ma reconnaissance 2 M. Wu Wen-Tsiin, dont
I'amicale et confiante collaboration ne m’a jamais fait défaut, et dont les
suggestions furent souvent, pour moi, d'un intérét décisif.

INTRODUCTION.

RAPPEL DE RESULTATS SUR LA THEORIE DES FAISCEAUX.

Les: notions techniques utilisées dans les chapitres qui suivent sont
empruntées a la Théorie des faisceaux; cette théorie est due essentiellement a
J. Leray, qui en a donné un exposé dans [12]; nous utiliserons toutefois la
nouvelle présentation et les développements récents que luiadonnés H. Cartan,
dans les exposés du Séminaire de Topologie algébrique (E. N. S.), années
1948-1949 et 1950-1951; cette Introduction ne contient aucune démonstration;
on se reportera donc & ces exposés, dont nous conservons les notations.

1. — Notion de faisceau.

1. DerviTion. — Soit X un espace topologique; soit K un anneau principal ;
un faisceau de K-modules sur X est un ensemble F muni d’une application p

. 5. . : =1
(projection) sur X telle que : pour tout point x€X, I'image inverse F,= p(x)
(fibre) soit munie d’une structure de K-module. De plus, F est muni d'une
topologie (éventuellement non séparée) telle que :

a. la multiplication par un élément fixe de K, définie dans chacun des F,,
définit une application continue de F dans lui-méme;
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b. la somme o+ B de deux éléments « et 3 d’'un méme F, est fonction
continue du couple (a, 3), le point & variant avec le couple («, {3) ;

c. la projection p ‘définit un homéomorphisme local : tout élément de F
posséde dans F un voisinage ouvert que p applique biunivoquement et biconti-
nuement sur un ensemble ouvert de I’espace X.

2. Secrion p’un FaIscEau. — C'est une application continue s : X — F, telle que,
pour tout point x€X, s(x)€F,; il existe au moins une section : la section
triviale qui associe a tout point x le zéro de F.; soit s une section de F; on
appelle support de s 'ensemble des points x€X tels que s(x)s£0; c’est un
ensemble fermé.

L'ensemble des sections de F est évidemment muni d’une structure de
K-module; on désignera ce K-module par I'(F).

3. HomoMoRPHISMES DE FAISCEAUX. — Soient deux espaces X et Y, F un faisceau
sur X, G un faisceau sur Y, et / une application continue de X dans Y. On
appelle Zomomorphisme de G dans F compatible avec application £, une collec-
tion d’homomorphismes ¢, : Gy, —F., ou « parcourt X, satisfaisant a la
condition suivante : soitun couple de points z, €X, y, €Y tels que y,= f(x,);
siz — s(x) est une section de F au-dessus d’un voisinage de z, dans X, et
y —>t(y) une section de G au-dessus d’un voisinage de y, dans Y, la relation
0., (t(y,))=s(x,) entraine o.(t(f(x)))=s(x) pour x assez voisin de =z,
dans X. ‘

En particulier, on peut définir le faisceau image réciproque d’un faisceau par
une applicatipn donnée : on se donne un faisceau G sur Y; le faisceau image
réciproquef(G) sur X est tel qu’en tout point x€X, on ait F,= G, ,; les ¢,
: qul sont alors des isomorphismes, définissent un homomorphisme de G dans

(G) compatible avec f. Si X est un sous-espace de Y, et f/ I'inclusion de X

dans Y, le faisceau image réciproque f(G) est appelé faisceau induit par G
sur X.

4. Farsceau siwpLe. — On prend un module fixe G; on forme le produit G < X
qu’'on munit de la topologie produit de la topologie de X et de la topologie
discréte de G; la projection p étant alors Papplication canonique G >< X -» X,
ceci définit sur X un faisceau simple, qu’on désignera par G.

5. Faiscrau LocaLEMENT sivpLE. — Un faisceau F sur X est localement simple, si
le faisceau induit par F sur tout ouvert assez petit de X est simple. Si I'espace X
est localement connexe, et localement simplement connexe, la notion de
faisceau localement simple est équivalente a celle de systéme local au sens de
Steenrod [17]; rappelons qu’un tel systéme est défini sur un espace connexe
par la donnée d’'un homomorphisme £ du groupe fondamental II,(X) dans le
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groupe d’automorphismes du module G. En particulier, si I'espace X est
(globalement) simplement connexe, tout faisceau localement 51mple sur X est
simple.

L’image réciproque d’un faisceau localement simple (par une apphcatlon
continue quelconque) est encore un faisceau localement simple.

6. Propurr TENsORIEL DE FaIscEaux. — Etant donnés deux faisceaux F et Gsurle
méme espace X, on définit leur produit tensoriel F O G; c’est un faisceau tel
qu’en tout point x €X, on ait (FO G),.=F.R G.; le produit tensoriel de deux
faisceaux localement simples est localement simple.

I1. — Groupes de ®-cohomologie.

1. Les ramiLees (®). — On appelle famille (@) une famille non vide de sous-
ensembles fermés paracompacts (*) de 'espace X Jomssant des propriétés
suivantes :

1° La réunion de deux ensembles de @ est dans ®.
2° Tout fermé contenu dans un ensemble de ® appartient a ®.
3° Tout ensemble de ® admnet un voisinage fermé dans ®.

L’ensemble des points x€X qui sont des ensembles de ® constituent,
d’aprés 3° et 2°, un ouvert de X, et cet ouvert est régulier.

Si I’on s’est donné sur X deux familles ((I)), D, et ®,, I’ ensemble des fermés
de X qui appartiennent a la fois & ®, et ®, constitue une famille (®) : la famille
®, = ®, N\D,; l'inclusion définit évidemment entre familles (®) une relation
d’ordre.

Parmi les familles (®) les plus fréquemment utilisées, notons : la famille &
de tous les fermés, si X est paracompact; la famille K des compacts, si X est
localement compact. Nous en rencontrerons d’autres.

2. La ®-couomorocie. — Soit donné sur X un faisceau F de K-modules et une
famille (®); on peut alors leur attacher un K-module de cohomologie pour
toute dimension ¢ [notation : H;(X, I)]. Cette cohomologie est définie axio-
matiquement (cf. [2], "exp. 16); elle peut s’obtenir comme suit : soit C le
faisceau (gradué) des cochaines d’Alexander-Spanier sur I'espace X; on forme
le produit COF, puis le module des sections a supports dans (@) de ce faisceau-
produit [notation : I'4(COF)]; ce module est muni d’une structure graduée,
avec cobord déduite de celle de C, et son ¢ module de cohomologie s’identifie

H5(X, F).

(') Pour la définition de « paracompact », voir [6].
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Remarque sur la cohomologie de dimension zéro. — Le groupe Hg(X, F),
isomorphe a H°(I's(COF)), est également canoniquement isomorphe au
module des sections de F a supports dans @, I'y(F). Ceci permet de déterminer
le module Hy (X, F) dans certains cas importants :

Supposons le faisceau F localement simple, et 'espace X connexe; alors le
support d’une section s€l'y(F), qui est a la fois ouvert et fermé dans X,
contient, s’il n’est pas vide, tout I'espace X. Donc pour que le module Hy (X, F)
soit non nul, il faut et il suffit :

1° Que la famille (@) soit lafamille F de tous les fermés dans X paracompact.

2° Que le faisceau F admette des sections, c’est-d-dire qu’il existe des
éléments du module fibre invariants par les automorphismes induits par le
groupe fondamental I, (X).

En particulier, si F est un systéme local d’entiers et si X est connexe,
H3 (K, F) n’est non nul que si F est isomorphe au systéme simple Z; de facon
générale, que I’espace paracompact X soit ou non connexe, il existe un homo-
morphisme canonique (I’ « augmentation ») '

1 Z>H%(X, 7),

obtenu en assignant a chaque entier p€Z la section correspondante; on
posera
(1). w = A(1).

La classe w sera appelée la classe-unité de N5(X, Z); si X est connexe,
’homomorphisme 2 est un isomorphisme du groupe des entiers Z sur H5 (X, Z)
et la classe w engendre H5 (X, Z).

3. HoMOMORPHISME INDUIT PAR UNE APPLICATION CONTINUE. — Soient X et Y deux
espaces, / une application continue de X dans Y; supposons données sur X une
famille ®, sur Y une famille T telles que I'image inverse /—’1(1) de tout fermé
t€ T soit lui-méme un élément de ®; enfin, supposons donnés deux faisceaux :
F sur X, G sur Y, et un homomorphisme g : G - F compatible avec ’applica-
tion f3 alors / induit un homomorphisme f*:HZ(Y, G)— H%(X, F), qu’on
peut obtenir comme suit : 'application finduit un homomorphisme f: C - C/,
ou C' et C sont les faisceaux des cochaines d’Alexander-Spanier de X et Y
respectivement. f et g définissent un homomorphisme de C (O G dans C'OF,
donc de I'.(CQO G) dans T4 (C'OF); cet homomorphisme, compatible avec la
graduation et le cobord, induit un homomorphisme sur les modules de coho-
mologie HZ(Y, G) dans H3(X, F) qui est 'homomorphisme /* induit canoni-
quement par I’application f.
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4. LA SUITE EXACTE DE COHOMOLOGIE. — Soient Y un sous-espace fermé de X, Ule
complémentaire ouvert de X dans Y; soit donné sur X un faisceau F; désignons
par Fy et Iy les faisceaux induits par F sur Y et U respectivement; soient de
méme une famille ® sur X, ®,, @, les familles dans Y et U constituées par les
ensembles de @ contenus respectivement dans Y et U. L’injection Y — X donne
lieu 2 un homomorphisme

HY (X, F) - H% (Y, F).

.
Cethomorphisme s’insére dans unesuite exacte d’homomorphismes canoniques :

(2)  —BHG(X, F)—>H4 (Y, Fy) - HE (U, Fo) - B (X, F) - HEH(Y, Fy") -

III. — Notion de carapace.

1. DermNttion. — On appelle carapace sur 'espace X un K-module gradué &
avec opérateur cobord ¢ de degré -1, tel que 6 = o, qui jouit des propriétés
suivantes : ‘

A tout élément a€ @ est attaché un fermé o(a), de X, « support » de a,
tel que :

1° g(a)=g¢ sl et seulement si a = o.
2° Sia et bsont homogeénes et de degrés différents, alors

o(u»—i— by=a(n)ua(b).

3% s(a—b)Ca(a)Ua(b) pour a et b quelconques.
4° o(a)ca(a).

2. CArAPACE INDUITE. — Soit Y un sous-espace fermé de X; la carapace @
sur X définit une carapace sur Y : donnons & chaque élément a€ @, pour
nouveau support, I'intersection de son ancien support avec Y; pour satisfaire
a 1°, on fera le quotient de @ par I’ensemble des éléments dont le support ne
rencontre pas Y; on obtient ainsi la carapace induite par @ sur Y (notation : Ay).

3. FaIscEAU D'UNE cARAPACE. — A tout point x€X, attachons la carapace
induite @..; 'ensemble des &, muni d’une topologie convenable, constitue un
faisceau gradué F(@); tout élément a€ @ définit une section de ce faisceau
(prendre en toute @, I'image a, de a); il existe donc un homomorphisme
canonique de @& dans I'(F(A)) qui est biunivoque. On appelle faisceau de
cohomologie de la carapace @ le faisceau gradué H'(F(Q)).

Endomorphisme d’une carapace. — C’est un endomorphisme / du module &,
compatible avec la structure graduée, tel que, pour tout élément a € ¢,

a(h())ca(u).
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Un tel endomorphisme induit en chaque point  un endomorphisme du module
gradué Q..

4. CARAPACE HOMOTOPIQUEMENT FINE. — Une carapace @ sur un espace X est dite
homotopiquement fine, si, pour tout recouvrement localement fini de X par des
ouverts U,, il existe des endomorphismes /; (de degré zéro) et un endomor-
phisme k (de degré — 1) de la carapace A tels que :

1° Pour tout a€ @, le support 6(4;(«)) soit contenu dans I’adhérence U,.
2° En chaque point X, les endomorphismes induits par /; et £ dans @, satis-
font a la relation
31, + kJ 4+ 0k =identité,
dans laquelle tous les termes sont nuls sauf un nombre fini.
On dit que la carapace est « fine », si, dans cette relation, 'opérateur £ peut
étre pris identiquement nul.

5. Carapaces ®-compLETES. — Soit Ay lasous-carapace constituée des éléments
de & dont le support appartient a une famille (®) donnée; on dit que & est
®-compléte, si '’homomorphisme canonique Ay — I'y(F(A)) est un isomor-
phisme sur.

6. CRITERE DE CONVERGENCE DES SOMMES LOCALEMENT FINIES. — Une somme (infinie)
Xa; d’éléments de @ est dite localement finie, si tout point de X posséde un
voisinage qui ne rencontre qu'un nombre fini de supports (a;); une telle
somme localement finie définit évidemment une section de F(A), élément de
I'(F(@)); dire que la somme Xa; converge dans A, c’est dire qu’il existe un
élément a€ @ qui induit cette section, ce qu’on écrit @ =2Xa;. On démontre
alors :

Pour qu'une carapace fine soit ®-compléte, il faut et il suffit que toute somme
localement finie d’éléments de @4, dont le support total est dans ®, converge
dans A 4.

7. EXISTENCE D'UNE CARAPACE FINE ET @-comprite. — Soit F un faisceau locale-
ment simple donné sar I'espace X; soit Cle faisceau des cochaines d’Alexander-
Spanier sur X; la carapace I'(C O F) sur X est fine et ®-compléte pour toute
famille (®). Le faisceau de cohomologie de cette carapace est nul pour toute
dimension, sauf pour la dimension zéro pour laquelle H*(C O F)=F.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme fondamental de la théorie :

Tutorime 0.1. — Soit A une carapace sur lespace X; si :

a. X est de dimension finie, ou les degrés de €L sont bornés inférieurement;
b. A est (homotopiquement) fine;
c. & est ®-compléte;
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d. le faisceau de cohomologie H'(F(A)) est nul pour tout q, sauf peut-étre
pour la valeur q = k;

alors le module H+"(@y) est canoniquement isomorphe au module de ®-coho-
mologie Hy (X, HA(F(A))) de lespace X.

Cet isomorphisme est défini de facon précise au théoreme 5 (exp. 19, p. 8)

[2]; on remarquera qu’il fait intervenir de facon essentielle I'isomorphisme
H*(T'(COF))—H*(I'(F)) du théoreme 1 (exp. 19)[2].

Remarque. — Soit Y un sous-espace ferm¢ de X; st & sur X satisfait aux
conditions du théoréme 0.1 pour la famille (@), il en va de méme de la cara-
pace induite A, pour la famille ®,; la cohomologie de cette carapace @, donne
ainsi la cohomologie de Y (pour le faisceau induit); en outre, la suite exacte de
modules avec cobord o - &y — & - @, — o définit pour les cohomologies de
ces modules une suite exacte qui s’identifie & la suite définie au paragraphe 8
(n° 4)[2].

[V. — Théorie des familles (D).

‘Soient, sur un méme espace X, trois familles (®): ®,, ®, et &, =, N D,,
trois faisceaux F,, F,, F, et un homomorphisme

Lh: FLQF,—F.,.

Soit C le faisceau des cochaines d’Alexander-Spanier sur X; 4 induit canoni-
quement un homomorphisme de

TFo (COFN)®Te,(COF,)>Tp (COCOF,.QOF,)~>Te,(COT;),

homomorphisme qui, sur les modules de cohomologie des I'y, donne une
application
Hi (X, Fy) @ Hy (X, Fo) — HE (X, Fs),

qui n’est autre que le cup-produit associé i h. Supposons données sur X trois
carapaces @, 3, C qui satisfont aux conditions du théoréme 0.1 : & pour la
famille ®,, @ pour ®,, € pour &,= &, ND,; soient &, k, et ky=Fk,+ £, les
degrés pour lesquels H*(F(&)), H=(F(®)), H*(F(€)) sont éventuellement
non nuls. Supposons donnée en outre une application bilinéaire :

[ aka@—¢

telle que :
1° of(a, b)ca(a)na(d);
20 degf(a, b)=degu + degb;
3 of(a, b) = f(da, b) + (— 1) f(a, db), p degré de a.

Dans ces conditions est valable le théoréme :

TakorimMe 0.2. — Soit g L homomorphisme induit par f sur les cohomologies des

carapaces
g Hrth(Ag,) Q@ Hitk(@Be,) — Hrtivk (Cg,).

Adnn. Ec.- Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. 9]
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Par les vdentifications du théoréme 0.1, g devient un homomorphisme des coho-
mologies

g1 H/(X, HA(F(@))) @ Hi(X, HE(F(®))) - Hrr (X, Ha(F(e))).

Cet homomorphisme n’est autre que le cup-produit, multiplié par le coefficient
(— 1), qui est défini par I’ homomorphisme de faisceaux

HA(F (@) O HE(F (@) — HE(e))

obtenue a partir de I’ application bilinéaire

F(a)Q F(®3)->F(e),
déduite de f.
V. — Les variétés en Théorie des faisceaux.
1. GRrOUPES D'HOMOLOGIE SINGULIERE. — Litant donné sur un espace X une

famille @, et un faisceau localement simple F, de groupes abéliens, on appelle
®-chaine singuliére une combinaison linéaire « localement finie » de simplexes
singuliers & coefficients dans F, telle que :

1° Tout point de X posséde un voisinage qui ne rencontre qu'un nombre
fini de simplexes de la chaine.

2° Le support total de la chaine (réunion des supports des simplexes a coef-
ficients non nuls) est dans ®.

Les ®-chaines singuliéres forment un groupe gradué avec opérateur bord de
degré —1; on appelle groupe de ®-homologie [notation : HY(X, F)] les
groupes d’homologie qu’elles définissent.

2. HOMOMORPHISME INDUIT PAR UNE APPLICATION CONTINUE. — Etant donnés deux
espaces X et Y munis respectivement de familles ®, et @, et une application f
de X dans Y, a quelles conditions f induit-elle une application des ®,-chaines
de X dans les ®-chaines de Y, et par suite de H*(X, F) dans H?(Y, G) ? Les
conditions suivantes sont suffisantes :

1° Le faisceau des coefficients F sur X est I'image réciproque par / du
faisceau G donné sur Y.

2° L'image f(¢,) de toutfermé ¢, €®, est un ensemble de ().

3° Y est localement compact, et la restriction de f a tout ensemble ¢, €@,
est une application propre. (Rappelons qu’une application / d’un espace E dans
un espace E’ est propre, si I'image réciproque f{K) de tout compact de E’ est
compacte dans E). ‘

Remarquer d’ailleurs que si X est un sous-espace fermé de Y localement
compact et / I'injection, la condition 3¢ est superflue. '
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On désignera, par la suite, par f, 'homomorphisme induit sur les groupes
d’homologie par 'application f.

Supposons données de plus deux familles (®) : 7, sur X, = sur Y, telles que
la famille =, contienne tous les fermés de la forme f1(7); alors finduit, comme
décrit au paragraphe II (n° 3), un homomorphisme /*: H(Y) dans HZ (X); si
de plus les coefficients permettent de définir une structure multiplicative,
/ induit un homomorphisme f, de la (®,N7,)-homologie de X dans la
(®n)-homologie de Y qui satisfait & la formule

(3) LS ONne=y nf(z)

pour toute classe y’ de HZ(Y). Les deux membres sont des classes de
(®Nn)-homologie. . ‘

3. LES THEOREMES DE DUALITE POUR LES VARIETES PARACOMPACTES. — Soit V une
variété paracompacte de dimension n; soit sur V, € la carapace des F-chaines
singuliéres (c’est-a-dire des chaines singuliéres infinies, localement finies)
a coefficients entiers; le faisceau d’homologie de cette carapace est nul, sauf
pour le degré n : en effet, en un point x, la carapace induite C, admet méme
homologie que H,(B mod(B — z)), B désignant une n-boule fermée de centre .
Il en résulte que H,(C,) est nulle pour tout r=£n, et est isomorphe a Z pour
r=n; le faisceau d’homologie de la carapace C est ainsi un systéme local
d’entiers qu’on désignera par T; ce systéme local est lié 4 'orientation locale
de V : T est simple (isomorphe a Z) si et seulement si V est orientable.

Prenons maintenant la carapace €L des chaines singulieres & supports dans
une famille (®), et dont les coefficients sont pris dans un faisceau localement
simple F; en un point 2 qui est un élément de ®, le faisceau d’homologie de la
carapace est nul pour tout degré, sauf pour r=r, auquel cas c’est le faisceau
induit par FOT; si @ n’est pas un élément de @, le faisceau H(A,) est nul
pour tout degré; si I'on effectue sur ¢ le changement de graduation défini par
p'=n—p, on sera dans les conditions d’application du théoréme 0.1. Ceci

donnera (cf. exp. 20, p. 4)[2]:

TaktorkmE 0.3 (DUALITE DES VARIETES ). — Pour toute dimension p, et toute famille ®
les groupes HY (V, F) et Hi”(V, F OT) sont canoniquement isomorphes.

4. CrassEs corrESPONDANTES. — Soit u€Hg(V, F) une classe de cohomologie
de V; I'isomorphisme du théoréme précédent lui associe une classe de ®-homo-
logie zeH?, (V, FOT); les classes u et z seront appelées classes corres-
pondantes. A Dégard des structures multiplicatives définies par le cap
et le cup-produit, cette correspondance jouit de la propriété suivante

(cf. exp.20)|2]:

TukoriME 0.4. — St u et 5 sont des classes correspondantes (en ®-cohomologie
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et ®-homologie resp. ), et st y est une classe de t-cohomologie, les classes yUu et
ynz (en (PN)-cohomologie et (B N=)-homologie resp.) sont correspondantes.

Sil’on prend en particulier ® =&, et u =w, classe-unité de Hz(V), on voit
que la classe correspondant a y est y N, ¢ désignant la classe correspondant
a la classe-unité; ¢ est une classe de H7(V, T), canoniquement définie : on
I'appellera classe fondamentale de la variété V.

5. SUITE EXACTE DES VARIETES OUVERTES. — Soient Y un sous-espace fermé de la
variété V, U le complémentaire ouvert V—Y; soient & la carapace des chaines
singuliéres de V a coefficients dans F, @, la sous-carapace des chaines a
support dans U la suite exacte

0->&Qy->E->Ay-—>0
donne naissance a la suite exacte d’homologie

H?v (U, F)-> H?Y (V, F) - H2 (VmodU, F) >0 (U, F)—.

n—p n=p n—p—1
D’aprés les isomorphismes du théoréme 0.3 :

n—p

HPu (U, F)~H$ (U, FOT) et HE, (V,F)~H(V,FOT);
or ces groupes de cohomologie entrent dans la suite exacte (2) :
> Hgy (U, FOT)—>H4(V, FOT)— g (Y, FOT)— ' (U, FOT)->.

On démontre que ces deux suites exactes sont canoniquement isomorphes;
le troisiéme isomorphisme : H (VmodU)~Hj (V), est celui qui donne la

« dualité » d’Alexander-Pontrjagin [2].

VI. — L’homomorphisme de Gysin.

Appliquons la formule précédente (3) dans le cas ou X et Y sont deux
variétés : V de dimension p et M de dimension n. Soient T, et T les systémes
locaux attachés a I’orientation de V et M resp. L’application

S*r H2(V,F)—H2 (M, G)

devient, en tenant compte des isomorphismes de dualité dans V et M, un
homomorphisme
Y BN (V,FOT)—~HE" (M, GOT).

De facon plus précise, si V et M désignent les classes fondamentales de V et
M resp., $* peut étre défini par la relation

Sleny)y=Vdznm.
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Cet homomorphisme, considéré par Gysin [2] ("), jouit d’une propriété multi-
plicative simple; désignant toujours par /* 'homomorphisme induit par fsur
les cohomologies f* : H;(M) — Hi(V), la relatien (3) va donner, en prenant les
classes correspondantes dans M et utilisant le théoreme 0.4,

(4) : Y(Syve) =yudie.

Si, en particulier, on a pris ®, =&, F=1Z, il existe dans H5(V,Z) une
classe-unité w; si l'on fait x=w, (4) devient

(5) () =y udi(w),

ou les deux membres sont des classes de t-cohomologie.

CHAPITRE 1.

I. — Généralites.

Les notions techniques exposées dans I'Introduction vont nous servir dans
I’étude de la cohomologie des espaces fibrés en spheéres. Précisons tout d’abord
la définition ici utilisée d'un espace fibré :

Un espace E est dit fibré en sphéres S*~* de dimension £ —1, s'il existe une

application p (projection) de E sur un espace localement compact et para-
compact, la base B, telle que :

-1
1° L’image inverse p (@) de tout point a de B est une sphére S (la fibre).
2° Tout point @ de B admet un voisinage ouvert U, pour lequel existe un

homéomorphisme % de I'image inverse ;(U) sur le produit U >< X, tel que

(poh)(a, y)=ua.

C’est la 'hypotheése de trivialité locale.

On ne fera par contre aucune hypothése sur I'existence d’un groupe de
structure : d’ailleurs, tous les résultats de ce chapitre demeurent valables,
méme si la fibre n’est pas une sphére, pourvu seulement qu’elle en ait le type
d’homologie. '

A I’espace E on associera deux autres espaces fibrés de méme base B par la
construction suivante : formons le produit E><1 (I désigne le segment o-1)
et, dans ce produit, identifions en un seul point tous les points de la

(1) LVhomomorphisme g* : Hr—r(V)—H"—"(M) est le dual de I’homomorphisme ¢ :
Hyp—r(M)— Hp—r(V) que Hopf aintroduit pour les groupes d’homologie sous le nom de Umkehrungs-
homomorphismus [10].
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forme G;(a) > {1 }> On obtient ainsi un espace fibré A sur la base B,
la projection p, étant définie par p,(x, t)=p(x), o_t-1; la fibre est une
k-boule fermée; on désignera par A’ le complémentaire ouvert de E><{o}
dans A, qui est fibré sur B par des £-bdules ouvertes; les espaces fibrés A et A’
admettent au moins une section, la section « centrale » B® image de E x {1}{;
on observera que I’espace A n’est autre que le-« mapping cylinder » de 'appli-
cation p [19].

Pour définir les cohomologies dans E, A, A’, B, il est nécessaire de préciser :
a. les familles (@) utilisées; b. les coefficients.

a. Les familles (). — On se donne a priori une famille (®) dans B qu'on
dénotera par (®,); on lui associera des familles (®) dans A, A’, E comme suit :

Dans A, on prendra la famille (@) de tous les fermés dont la projection sur B
est dans @,.

Dans E, on prendra la famille (®g), composée des ensembles de ® qui sont
dans E; appartient & @ tout fermé de E dont la projection appartient 4 ®,.

Dans A’, on prendra la famille (®) des fermés de ® quisont contenus dans A’.
On observera que pour qu’un fermé @' C A’ appartienne & @', il faut et il suffit
que :

1° Sa projection p(¢') appartienne & (®,).

2° Son intersection avec tout fermé de A’ de laforme ];(K)(K compactde B),
soit elle-méme compacte.

Si I'on a pris pour ®, la famille 5 de tous les fermés de B, il lui correspond
dans A, E la famille de tous les fermés; par contre, la famille (@) est
— en général — plus petite que la famille F, a cause de la condition 2°. Si @,
est la famille & des compacts, il lui correspond dans E, A et A’ la famille K
des compacts.

b. Les coefficients. — On se donne sur la base B un faisceau de coefficients F;
on {ui associe sur E, A, A’ les faisceaux images réciproques par la projection p;
dans ce qui suit, on se bornera au cas ou le faisceau donné F est un faisceau
localement simple de groupes abéliens; comme le faisceau image réciproque
d’un faisceau localement simple est encore un faisceau localement simple, les
faisceaux images réciproques de F par p sur E, A, A’ seront encore des faisceaux
localement simples de groupes abéliens; on les désignera par [a méme lettre F
que le faisceau initial.

Si F est un systéme local au sens de Steenrod, défini par 'homomorphisme A
de II,(B) dans le groupe d’automorphismes du groupe-fibre, les systemes
induits F sur A et A’ seront définis par le méme homomorphisme /4 : en effet, la
projection p induit un isomorphisme de II,(A) [ou H,(A’Z] sur I, (B).

SysTiMES LocAUX Associks. — Il existe sur B, canoniquement attaché a I’espace
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fibré A’ (ou E) un systéme local d’entiers T ainsi défini : on prend au-dessus de
chaque point a€B la cohomologie entiére (a4 supports compacts) de la fibre :
cohomologie nulle pour toute dimension, sauf pour la dimension %, pour
laquelle elle est isomorphe au groupe Z des entiers : a cause de I'hypothése de
trivialité locale on définit ainsi un faisceau localement simple T; au point de
vue de la théorie de Steenrod, un élément s€ll,(B) opére non trivialement
dans Z, (s(1)=—1), si et seulement si le lacet correspondant renverse
I’orientation de la fibre : pour que I'espace fibré E soit orientable (au sens de
Whitney-Steenrod), il faut et il suffit que le systeme T soit simple.

De facon plus rigoureuse, le faisceau T peut étre défini comme suit : soit €
la carapace des cochaines de (V]ech—Alexander, a valeurs entiéres, dont les
supports sont pris dans la famille ® des fermés de A contenus dans A’; comme
nous le verrons au paragraphe II, € peut étre considérée comme carapace sur B,
par projection des supports sur B; T est alors le faisceau de cohomologie de
cette carapace.

Le produit tensoriel T(OT est isomorphe au faisceau simple Z, et cet
isomorphisme est canoniquement défini : ¢’est 'isomorphisme qui, en tout point
de B, est compatible avec I'homomorphisme de ZQZ 7 défini par la
multiplication des entiers. Soit F un faisceau localement simple de groupes
abéliens sur B; le faisceau FQOT sera appelé systeme local associé de F;
comme (FOT)OT=FQZ=F, la relation entre F et F O T est involutive :
F et F O T seront dits systémes locaux associés.

-

II. — Les théorémes d’isomorphisme.

1. Soit @ une carapace sur A qui satisfait aux conditions du théoréme 0.1 :
elle est fine, ®-complete, et H7(F(A)) est nul, sauf pour ¢=o, auquel
cas H(F(@)) définit un systéme local de groupes abéliens F (F étant donné &
'avance, une telle carapace existe toujours); considérons & comme carapace
sur B, en affectant 4 chaque élément a€ @ pour nouveau support dans B le
fermé o,(a)=p(s(a)) projection de son support dans A; les conditions de
définition des carapaces 1, 2, 3, 4, Introduction III, n° 1 sont encore vérifiées
avec ces nouveaux supports : soit &, cette nouvelle carapace sur B (isomorphe
a @ en tant que groupe gradué); nous allons montrer que &, satisfait aux
conditions du théoréme 0.1 sur @.

1° @, est fine. — Soit, en effet, un recouvrement de B, localement fini, par des

—1
ouverts U;; les ouverts p(U;) de B constituent un recouvrement ouvert loca-
lement fini de A; les endomorphismes /; qu’il définit dans @ opérent également
dans @, et y satisfont bien aux conditions requises pour les supports.

2° A, est ®-compléte. — D’apreés la définition des familles @ et @,, Ay
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et (&, ), sont des sous-carapaces qui se correspondent dans I'isomorphisme
de @ sur @,; soit Xa; une somme localement finie sur B d’éléments a;€ @,
et (Z,) son support total; considérée dans @, la somme Xa; est a fortior:
localement finie; soit (X) son support total; il est clair que si Za; est nulle

dans &, en un point y de B, elle est nulle en tout point de la fibre p1(y)
dans @; par suite p(X)CZ,; donc si I, est dans (®,), X est dans (@); par
suite Xa; converge dans Qg : La; converge également dans A, .

3° La carapace induite par &, en un point y de B, soit A,, est isomorphe & la

carapace induite par & sur la fibre ];(y); la cohomologie de cette carapace
n’est autre que la cohomologie de la boule fermée : par suite, H7(F(A,)) est
nul pour ¢ =~ o, et H(F(A,)) s’identifie au systéme local F.

Le théoréme 0.1 permet par suite d’affirmer :

TukoriMe 1.1. — Il existe un isomorphisme canonique j de H(B, F) sur
Hi(A, F), qui provient de I’ isomorphisme des carapaces & — @,.

On démontre de plus, en théorie des faisceaux, que, dans le cas particulier
précédent, cet isomorphisme j coincide avec I'homomorphisme p* induit sur les
cohomologies par la projection p : A — B. Ceci montre que, si 'on a défini sur
les cohomologies de A et B une structure multiplicative, I'isomorphisme j
s’étend aux structures multiplicatives [2] (exp. 21, prop. V).

On retrouvera aisément ces résultats en remarquant que la section centrale B
est un rétracte par déformation de 'espace A.

Soit maintenant @', la sous-carapace des éléments de @ dont le support est
dans @' : @’ est fine et ®’-complete sur A’; en tout point y € A/, H/(F(A')) est
nul sauf pour ¢ =o, H*(F(AQ')) définit le systeme local F; soit @, la carapace
sur B obtenue 4 partir de @' par projection des supports sur B; comme tout a
I’heure, @, est fine sur B; soient, comme tout & ’heure, X' et X, les supports
totaux dans A’ et B resp. de la méme somme localement finie Xa; d’éléments
de @'; on a p(¥)cZ,;; de plus, soit K un compact de B; puisque Xa; est
localement finie sur B, le nombre des éléments @, non nuls sur K est fini; par

suite, I'intersection })1(K)n.‘_]’ ne comprend qu’'un nombre fini de compacts, et
est donc compacte; il en résulte que p(X') est un fermé contenu dans X,, donc
appartient a @, ; donc X' appartient 2 @', et Xa, converge dans @', donc dans &,,.
A, est ®,-compléte.

La carapace induite par @ en un point y €B n’est autre que la carapace

induite par @' sur la fibre b"‘:pl(y), k-boule ouverte; la cohomologie
H7(F(A,)) est donc — localement — isomorphe & la cohomologie & supports
compacts de b*; donc H?7(F(A)) est nul pour tout ¢, sauf pour g==#, et le
systeme local HY(F(@')) n’est autre que le systéme local F O T associé au
systéme F. Nous avons donc le théoréme :
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TaeoriMe 1.2. — I/ existe un isomorpiu'sme (canonique) ¢* de Hy (B, FOT)
sur Hg* (A/, F).

2. UNE PROPRIETE DE L'ISOMORPHISME ¢*. — Soit Y un sous-ensemble fermé de B;
désignons par D’ I'image inverse de Y par la projection p, sous-espace fermé
de A’; écrivons les isomorphismes ¢* pour les espaces fibrés A’, D' et A’'— D/,
ainsi que les suites exactes (2) relatives aux inclusions D’— A’ et Y — B; nous
obtenons le diagramme ou I’on a pris les cohomologies par rapport 4 la méme
famille (®).

T4 A7 — DY) = HreA(AY) > LA (D) > Hreket (A — D)

(6) e o 4 o 4 oy b
| 0 (B—Y)>H (B)sHr (Y)sH+t (B—Y )

En remontant a la définition de I'isomorphisme ¢* tel qu’il est donné par le
théoréme fondamental de la théorie des falsceaux, on démontre que dans le
diagramme (6), il y a commutation [2] (exp. 19, p. 8, th. 7).

3. INTERPRETATION ELEMENTAIRE DE L'ISOMORPHISME ¢*.— Dansle cas oulabase B est
un complexe, on peut donner de I'isomorphisme o* une interprétation simple.
Soient K7 le g®m squelette de K, Z une g-cellule fermée de K; I'image

inverse ;(Z'I) de Z7 dans A, constitue une (g -+ k)-cellule fermée; toutefois,
I'ensemble des cellules };(Z‘I) ne constitue pas une subdivision cellulaire de A;

—t : i
en effet, le bord de p (Z7) n’est pas contenu tout entier dans p (K7=*) = D7*+#;
pour pouvoir utiliser la théorie classique des complexes, il est nécessaire de

considérer uniquement des chaines de AmodE : en effet, le bord de };(Zq) est
tout entier contenu dans la réunion EUD7—+%, de sorte qu’on pourra calculer
la cohomologie H7*(A mod E) a I'aide de cette subdivision.

Considérons tout d’abord le cas particulier ot la base Bse réduita une cellule
fermée Z7 de bord S—*; soient Az};(Z’f), D =_]1)(Sq—‘); nous avons alors un
isomorphisme

o*: H9(Z7 mod S7-') sur H/+4(A mod (D + E)),

isomorphisme bien défini dés qu’on a orienté la fibre, c’est-a-dire choisi I'un
des deux isomorphismes de T sur Z. o* fait ainsi correspondre & toute
orientation de la cellule Z? une orientation bien définie de la (q+L) -cellule

p(Z‘I) mod E; en remontant a la définition de o*, et notamment & une
conventlon faite dans la démonstration du théoréme 0.1, on peut voir que
I'orientation induite par ¢* sur Z’, n’est autre que le prodult de l’onentatlon de
la fibre par l'orientation de la hase dans cet ordre.

Soit u une cochaine de C"(B); on peut définir un homomorphisme

g G (B)—=C*+*(Amod E, T)
Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. . 16
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par la formule
Su(l)y==xu(Z),

ou le signe — correspond a une opération non triviale du systeme T, et ou
'orientation choisie pour Z’ est celle du produit : fibre >< base donnée par ¢*.
8" est un isomorphisme de C"(B) sur C"**(A, mod E, T), qui commute avec le
cobord; g* induit par suite un isomorphisme

gt H7(B) sur H**(A mod E, T).
TatoriMe [.3. — L'isomorphisme g* coincide avec o*.

Nous avons les deux diagrammes commutatifs

Hr+k( Dr+k _ Dr+i—1 ) > Hr+k( Dr+k) > Hr+k(Dr+lc—t ) —o0
o4 ot
H" (Kr — Kr— ) —~ Hr (Kr) — Hr (Kr-—i ) — 0

Hr+k(Dr+k mod Dr+k—l) —)Hr"‘k(D”"‘k)—>-0,
g4 #4
H" (K" mod K—t) —Hr (Kr) —o.

Or, sur la base K" mod K", composée de r-cellules disjointes, les isomor-
phismes ¢* et g* coincident (c’est la définition de g*); puisque les premiéres
fleches verticales des deux diagrammes sont les mémes, il en va de méme des
secondes. ‘ €. Q. F. D.

4. PROPRIETE MULTIPLICATIVE DE L’ISOMORPHISME ¢*. — Soient ®,, ¢, deux familles
sur B et ©,=®, n{, la famille intersection; désignons par ® la famille associée
sur A a ®,, par ¢’ la famille associée 2 ¢, sur A’; on posera v'=®N ' associée
sur A’ 4 7,. Donnons-nous sur A trois carapaces A, @3, C fines; on suppose de
plus : @, ®-compléte; @B, {'-compléte; C, t'-compléte; les faisceaux de
cohomologie H/(F(A)), H(F(®)), H(F(€)) sont nuls, sauf peut-étre
pour Z=o, valeur pour laquelle ils définissent des systemes locaux de groupes
abéliens.

Supposons alors donnée une application bilinéaire

[ a®ae—e,

qui satisfait aux conditions du théoréme 0.2.

On prendra par exemple : @, la carapace des cochaines de Cech-Alexander a
valeurs dans un faisceau de groupes abéliens F; @, la carapace des cochaines
entiéres de A’, pour € la sous-carapace de &, a supports dans A’; la multipli-
cation bien connue des cochaines de Cech-Alexander va donner une application
bilinéaire '

[ akxa-—e,

\ qui satisfait aux conditions du théoreme 0.2.
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Soient maintenant &,, @3,, C,, les carapaces A, @, C considérées comme
carapaces sur B par projection des supports. La méme application bilinéaire
S GQ B —EC,
satisfait encore aux conditions du théoréme 0.2, car
ple(a)ua(b))cp(e(a))np(a(b)).
Par suite, ’homomorphisme déduit de f':
h: HP(A,)Q®HI(ABy,)—>HPr(Cr)
va s’'identifier, tenant compte des isomorphismes des théorémes I.1. et 1.2 au
cup-produit
HE, (B, HY(F(@4))) @ HE" (B, HA(F (@,))) - HE"=*(B, HA(F(€1)))
défini par la multiplication des coefficients
A HO(F(Ay)) O HA(F(@,)) - HA(F(€4))
déduite de /: ¢’est 'homomorphisme 2/ : FOT - (FOT).

Transcrite a I'aide des isomorphismes j et ¢*, cette propriété s’exprime par
la formule

(7) ¢ (zVy)=jzV9"y, ze€H’(B), yeH"(B),

ou I'on a affecté d’un ' le o* du deuxiéme membre pour montrer qu’il est relatif
a la famille {,, alors que celui du premier membre vaut pour la famille ~.

Cas particulier important. — On suppose :

1° La famille ¢, est la famille & de tous les fermés de B, alorst,=®,,<'=’;

2° H'(F(A@)) définit un systéme local de groupes abéliens tous isomorphes
aG;

3 H(F(®)) est le systéme simple des entiers Z; HX(F(@3,)) est alors le
systéme tordu T.

Il existe alors une classe-unité w €H°(B, Z); on posera U= ¢*(w), U classe
de H*(A’, T). L’homomorphisme 4’ des faisceaux étant alors défini par I'accou-
plement canonique G Z —~ G, H*(F(C,)) sera alors le systéme local FO T
associé a F. La formule (7), ot I’on a fait y = v, devient

(8) ¢"(z) =j2zUU.
La classe U H*(A’, T) joue ainsi un role universel, puisqu’elle peut servir &

définir ¢* pour n’importe quelle famille (®,), et n’importe quel faisceau de
coefficients F.

TatoreMe 1.4. — L'image par ¢* d’une classe de cohomologie x de la base n'est
autre que le cup-produit de la classe j(x) par la classe « universelle » U.
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III. — La suite exacte des espaces fibrés en sphéres.

Ecrivons la suite exacte de cohomologie (2) relative 4 I'injection du sous-
espace fermé E dans A :

(9) > 17-1(E, F) 3 Hr(A/, F) > Hr(A, F) 5 H/(E, F)—.
En tenant compte des isomorphismes

J: H{(B,F)~H{(A,F), o: H—-%B, FOT)~H"(A'QF),
définis par les théorémes I.1 et 1.2, la suite (g) s’écrit

(10) S Hr(E, F) S H—4(B, FOT) 5 Hr(B, F) S HA(E, F) —. -

INTERPRETATION DES HOMOMORPHISMES DE LA SUITE (10). — 1° L’homomorphisme
p*: H'(B, F) - H'(E, F) n’est autre que ’homomorphisme induit sur les coho-
mologies par l'application fibrée p : E— B; en effet, p* =y, provient de
Iinjection de E dans le « mapping cylinder » A de p.

2° L’homomorphisme ¢ : H—(E, F)-»>H*B, FOT) n’a pas d’inter-
prétation simple; défini également dans la théorie de Leray (cf. [13]), il est,
dans le cas d’un espace fibré différentiable, induit par l'intégration sur les
fibres des formes différentielles de I'espace fibré.

3° L’homomorphisme . s’interpréte comme un cup-produit; par définition :

b= }13@*; les homomorphismes 7 etconservent le cup-produit; appliquons (8):
il vient

p@) =/ Be* (@)= s BjzuU)=2U] BU=2UWL  ou Wk=;3U.

Remarque. — Cette interprétation de 'homomorphisme p reste valable,
méme si, dans la ®,-cohomologie considérée, Hg (B) est nul; la classe U est
alors, comme la classe W%, extérieure a la ®,-cohomologie considérée;
exemple : on a pris dans B non compact la cohomologie a supports compacts.

Nous avons le corollaire :

CoroLLAIRE 1.5. — Le noyau de I’homomorphisme p* induit par I’application
p : E— B coincide dans I’anneau de cohomologie (a supports dans &) de B avec
Uidéal engendré par la classe W*.

Ceci est une conséquence immédiate de 'exactitude de la suite (10).

On sait que cette propriété appartient également a la classe caractéristique
fondamentale |20], usuellement définie comme la classe ¢* d’un cocycle de
premiére obstruction.

En fait, cette classe-obstruction ¢* peut étre également définie pour £ >1
d’une facon intrinséque, indépendante de toute construction de section. Cette
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définition, qui se rattache a la notion récente de « transgression dans les
espaces fibrés », procéde comme suit [16] (Chap. I, § 3 et 5).

Soit  un point de la base B, Y son image inverse dans A, S=YNE son
image inverse dans E. Les inclusions S - E, Y > A, Y=(Y—8) > A’'=(A —E)
donnent naissance a trois suites exactes qu’on écrira horizontalement; les
inclusions E— A, S Y, (E—S)— (A —Y) définissent trois suites exactes
qu’on écrira verticalement; dans le diagramme obtenu, prolongé indéfiniment

H(S) XH(E—S) »>H(E) —
W e | . A
H(Y')—> H(A'— Y') > H(A — E) >
¥ s By

}‘LI_(Y) —>iI(A—Y) SH(A) -

" tout est commutatif, a 'exception du carré marqué ®, qui est anticommutatif.

Ecrivons alors un fragment du diagramme précédent contenant H~*(S);
tous les groupes de cohomologie seront supposés pris par rapport au systéme
local d’entiers T, défini dans A’ par 'isomorphisme. 8, : H*~'(S) - H*(Y') ou
les systémaes qu’il induit sur les sous-espaces considérés.

0 . HE(AN
By
o —~HYA—Y) SH{A)>o
Loy 1y
(11) Hi1(E) > He~1(S) 3 HA(E —S)  — HA(E)
b '
o—>HA(A'Y —H/Y') —H1(A'—=Y')
By +
HA(A) o

On a supposé B connexe, £ >1, de sorte que H*(A — Y) ~ H*(A). Désignons
par s la classe fondamentale de H*~*(S) a coefficients dans T =H**(8*); la
classe s, qui prend sur le cycle fondamental de Y’ la valeur + 1, n’est autre que
I'image AU de la classe U définie a I'aide de I'isomorphisme ¢*; de sorte que,
A étant biunivoque, W* est définie par '

Wh= (32 8(S).

Revenons maintenant a la classe c¢*; le résultat auquel nous faisions allusion
plus haut s’énonce : (Steenrod, th. 37.15 [20]) la classe c* est définie par la
formule (ou Y’ est biunivoque) :

ck= p*w—./’i&,(s).

Pour comparer entre elles, les classes W* et c*, on complétera le diagramme
précédent par I'adjonction de I'espace A — S. Nous obtenons ainsi le diagramme,
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ou tout est commutatif
5 HA-T(S) 5, |
HK (Y-S)/ 3¢ p\x H¥ (E-3)
(12) A ur M (A-S‘?”:‘\'/’ v
Hk (A-E) v Hk (A-Y)
b ~F A
0 0

et ou les fleches alignées appartiennent 4 des suites exactes. Partons de la
classe Ue H*(A — E); comme

AU = 0,5 = o0, oy U — ds)=o.

Il existe par suite une classe X H“(A — Y), telle que
(13) 7o U—ds =7, X.
Appliquons ., ; il restera
ds=yX
et, comme Y’ est biunivoque pour la dimension considérée,
| X =—ck
Appliquons v a I’égalité (13); reste
U=—ck d’ou Wh=— ¢k,

Tueorkme 1.6. — Les classes W* et ¢*, définies a partir de la méme orientation
de la fibre S*~, sont opposées.

Remarque. — Le résultat sur la classe c¢* auquel nous avons référé suppose
explicitement que la dimension £ de la fibre est >>1; le cas ou k=1, qui est
celui du revétement a deux feuillets, nécessite une définition particuliére de la
classe caractéristique fondamentale. Signalons cependant que la suite
exacte (10) demeure valable en ce cas; les suites exactes obtenues en
faisant F=1Z, ou T, sont a rapprocher des suites exactes de la théorie des
transformations périodiques de Smith, le revétement étant alors un espace ou
opére sans point fixe un groupe d’ordre 2.

UNE FORMULE IMPORTANTE. — Si dans (8), on fait z = W¥, il vient
(14) e*Wi=;WityU=UuyU.

Dans cette formule, W* est une classe tordue (coefficients dans T), de
méme que U; o*W# et UU U sont des classes non tordues.
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Remarque. — La formule (14), démontrée par Gysin, semble avoir été trouvée
indépendamment (toujours dans le cas des variétés) par Whitney [25] (p. 119,
th. 13).

CoroLLaRe I.7. — St k est impair, UUU =— U U; donc 2 W= o0, 2Wk=o.
La classe fondamentale d’un espace fibré par des sphéres de dimension paire est
d’ordre 2. Résultat classique | 8].

Observons que ce résultat vaut, en général, en cohomologie tordue; donnons-
en une application : dans une variété de dimension impaire n, paracompacte,
le groupe H*(V, T) est isomorphe & H,(V, Z) (théoréme de dualité 0.3); c’est
donc un groupe sans torsion; il en résulte que la classe W* qui est dans le cas
différentiable la classe caractéristique de I’espace fibré des vecteurs tangents,
est identiquement nulle. (Si V est compacte, on retrouve la propriété bien
eonnue de la caractéristique d’Euler-Poincaré).

Terminons par une remarque générale sur la suite exacte (10); elle permet,
si les coefficients sont pris dans un corps et si E est orientable, la détermination
de la structure additive de la cohomologie de E a partir de celle de B : il suffit
de connaitre, dans 'anneau de cohomologie de B, I'idéal engendré par W*, et
I'idéal des annulateurs de W*. Par contre, les résultats précédents ne suffisent
pas en général pour déterminer la structure multiplicative.

IV. — (Cas ou la base B est une variété.

Dans le cas ou la base B est une variété de dimension n, il résulte de I’hypo-
thése de trivialité locale que A’ est une variété de dimension n - k; A est une
variété a bord de bord E (cf. chap. V). _

On va donner, dans ce cas, une interprétation particuliérement simple de
I'isomorphisme ¢*.

Soit f I'application de B dans A/, sur la section centrale B, ; les familles (®)
et les coefficients étant définis comme au paragraphe 1, @, f induit un homo-
morphisme f, de H(B) dans H?'(A’); de méme les conditions 1°, 2°, 3°
(§ V, a, Introduction) étant vérifiées, la projection p induit un homomor-
phisme de H:(A’) dans H®(B); comme pof= identité, et que fop est
évidemment homotope a l'identité, £ induit un isomorphisme de H®«(B, S)
sur B*(A’, S); désignons par T, et T’ les systémes locaux d’entiers tordus
relatifs a I'orientation des variétés B et A’ respectivement.

Seit 3} une n-boule dans B, et z"*":};(z'j) son image inverse dans A’;
Porientation de z"** est le produit de I’orientation de z, par l'orientation de la
boule fibre 6*; il en résulte que les systémes locaux d’entiers T et T, O T sont
isomorphes, T désignant, comme précédemment, le systéme local d’entiers
tordus associé a I’espace fibré A’ sur B. Toutefois, cet isomorphisme peut étre
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réalisé de deux maniéres distinctes, et nous allons préciser laquelle doit étre
choisie.

L’application f induit un isomorphisme £, de H™(B, F) sur H,‘,I"(A’, F); par
dualité danslesvariétés Bet A’, on en déduira unisomorphisme : H3” (B, FOT)
sur H;;”*"(A’, FQOT). Posons n—p=r, et F=T; nous obtenons un isomor-
phisme * de

H3,(B, Z) sur Hg*(A/, T,QT).

Par ailleurs, on a défini 'isomorphisme, si ®, = &,

o*: HE(B, Z) sur HZ5(A/, T).

T

Choisir un isomorphisme T'=T, O T entre les deux possibles, c’est également
définir un isomorphisme de T sur T,OT’, donc aussi de H*(A’, T,OT")
sur'H*(A’, T); soit j, cet isomorphisme. Supposons d’abord B connexe; alors,
les groupes Hy, (A, T,O T"), Hg, (A’, T) sont tous deux isomorphes & H3(B, Z)
donc & Z. Soit o =2A(1), la classe unité de H5(B,Z); on aura des lors,
puisque ¢*w et U*w sont tous deux générateurs de groupes cycliques libres

(15) , jite ==+TU.

On supposera 'isomorphisme T, QT —T' choisi de telle facon que, dans la
Sformule (15), on ait le signe plus.

Si la variété B n’est pas connexe, on écrira la formule (15) pour chacune des
composantes connexes, et I’on déterminera I'isomorphisme T, O T — T’ pour
chacune des composantes, donc I'isomorphisme sera défini pour les faisceaux
en entier; avec cette convention, nous aurons la formule

9o =¢*'0o="U,

méme si B n’est pas connexe.
Or on a vu que, pour une t-cohomologie quelconque, I’homomorphisme

jouissait de la propriété multiplicative
V) =yude
qu’on peut également écrire, en remarquant que dans le cas actuel /* admet un
isomorphisme inverse j :
(16) Yo =7yvde=/yuU.

Dans la formule (16), la classe j() est une classe de H5(A’); soit J :
H"(B) - H"(A) l'isomorphisme du théoréme I.1; u désignant une classe
quelconque de Hy, (A’), on a

JOHvu=j(y" vy,
par suite
¢ =s0"HuU.
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Comparant avec la formule (7) qui donne 9*, on en déduira
CP*: q)t

TatoriMe 1.8. — St la base B est une variété paracompacte, I’ homomorphisme
d’espace fibré ¢* coincide avec I'’homomorphisme de Gysin {*, moyennant
une identification convenable des faisceaux d’orientation T,QT — 1.

CHAPITRE II.

I. — Généralités sur les carrés de Steenrod.

Soit Kun éomplexe simplicial surlequel est donné un systéme local F d’entiers
tordus; la multiplication des entiers définit canoniquement (cf. chap. I) un
homomorphisme de F O F dans le faisceau simple Z. A cet homomorphisme on
peut associer, comme le fait Steenrod dans [18], un systéme de cup-i-produits,
c’est-a-dire un ensemble d’applications bilinéaires des groupes de cochaines :

Cr(K, F) ® G (K, I) - Cr+—(K, Z)

qui satisfait, vis-a-vis du cobord, a une formule bien déterminée [formule (5.1)

de [18]]. Ces opérations permettent alors de définir les carrés de Steenrod, qui
sont des homomorphismes : :

Sq;: H™(K, F)—>Hm(K, Z) pour (m — Z) impair,
Sq;: H™(K, F)—>H»(K, Z,) pour (m — ) pair,

dont on montre ensuite I'invariance topologique.

En fait, cette construction formelle peut s’effectuer, non seulement sur des
cochaines simpliciables, mais aussi sur des cochaines d’Alexander-Spanier
dont les supports sont pris dans une famille (@) d’un espace E, et les valeurs
dans un faisceau localement simple d’entiers F; on pourra définir ainsi les
carrés de Steenrod dans la ®-cohomologie de I'espace E, prise par rapport au
faisceau de coefficients F..Rappelons ici les principales propriétés de ces
opérations.

Nous adopterons, ici et pour toute la suite, la notation « supérieure » :
Sq'u = 8q,._; u sur une classe de dimension m; avec cette notation, u désignant
toujours une classe de degré H™(E, F) :

1° Sq'u=o pour i >m;
2° Sq‘u=o pour ¢ pair est une classe de H™+ (E, Z,); pour 7 impair, c’est
une classe de H"*(E, Z) d’ordre 2.

Remarque. — On considérera fréquemment 'opération Sq' déduite de la
précédente par réduction mod 2 des coeflicients; alors Sq‘ applique H™ (E, Z,)
dans H™+ (E, Z,) sans considération sur la parité de 7.

Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. 17
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3 Sq"u=uv u.

Les Sq’ jouissent également des propriétés suivantes de nature topologique :

4° Soient E un espace muni d’une famille (®), et E' muni de la famille (®);
supposons donnée une application continue f : E — E telle que f induise un

homomorphisme /*: Hy (E') - Hy (E) (c’esi le cas si ® C ?(Q’)), alors on a
Sqif*=/"Sq'".
5° Soit Y un sous-espace fermé de I'espace X : écrivons la suite exacte de

cohomologie (Introduction, § II, n° 4) par rapport & un faisceau G de coeffi-
cients entiers pour le moment non précisé :

HAX, G) L HAY, GY R H (X — Y, G) B H (X, G)—

alors chacun des homomorphismes de cette suite commute avec Sq’, a condition,
bien entendu, d’effectuer le changement convenable de coefficients si G£Z,;
par exemple : '
pour Z pair :
oz, 5q' = Sqlae, 0z, Sq'— Sq’ o¢;, Y2.5q = Sqve;

pour Z impair :
ag Sqi= SqiaG; 0z Sq'=Sq’ dg, vz Sq* = Sqve.

6° Soit B un espace paracompact, muni d’une famille (®,); formons le
produit B><1 et soit p la projection canonique de B > I sur B; munissons

B ><1I de la famille ® =};(<I)4) composée des fermés contenus dans les fermés
de la forme p(¢,), ou @, parcourt ®;. Soit Y le sous-ensemble fermé
Y=B x{o} UBXx{1};soit A’ le complémentaire ouvert B < I1—7Y, homéo-
morphe & B ><R; munissons A’ de la famille (®') de tous les fermés de (@)
contenus dans A’; nous avons dés lors 'isomorphisme du chapitre I :

¢* 1 Hp (B)~ Hgt (A).

Par ailleurs, considérons la suite exacte de I'injection de E < {0} :
— HE,(B > (0] )3 Mt (A') > Hig" (A'UB x (0] ) >

Or les groupes H3 (A’ UB<{o}) sont tous nuls; en effet appliquons a
I'espace fibré A’ U B ><{o} sur la base B le raisonnement du chapitre I; la
fibre est le demi-segment [o — 1], et sa cohomologie & supports compacts est
tdentiquement nulle; par suite Hy (A’ U B < {o})=o.

Par ailleurs &* jouit d'une propriété multiplicative évidente : si x est une
classe de H"(B > I) et f I'injection B><{o}cB 1, ona

(17) Hfrfeuy)=(—1)zUdYy,

en conséquence directe de la formule du cobord d’un cup-produit.
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Dans B paracompact, supposé de plus connexe, soit w la classe-unité, géné-
rateur de H5 (B, Z); le groupe Hi(A’), qui lui est isomorphe, admet pour
générateur 2*(w) et ¢*(w); de la résulte

(18) 0" (w) === " (w).

En comparant la formule (11) avec la formule multiplicative (7) de 2*, on voit
qu’ainsi ¢* = == o*, sans qu’on puisse d’ailleurs préciser le signe.
Puisque Sq’ commute avec o*, Sq‘ commute également avec o*, soit

(19) 9" Sq'=Sq'9%,

ou 'on a marqué d’'un’le ¢* du premier membreé pour montrer qu’il peut étre
éventuellement nécessaire de changer de coefficients, donc I'isomorphisme o*.
I n’est pas nécessaire de donner a laformule (19) un signe &=, comme dans (18),
car si un carré de Steenrod n’est pas nécessairement défini mod 2, il est, d’aprés
2°, égal a son opposé. Si B n’est pas connexe, la formule (19), valable dans
chacune des composantes connexes de B, est valable pour B en entier.

Ce résultat valable pour un espace fibré de la forme B < R, s’étend par
itération (grace a une relation presque évidente de transitivité des ¢*)a un
espace de la forme A’ =B > R". lci encore, la (®') -cohomologie a prendre
dans A’ est la famille (@) des fermés de A’ qui se projettent sur B suivant un
fermé de (®,), et qui rencontrent toute fibre R* suivant un compact. Pour un
tel espace fibré trivial, nous aurons

(19) f 0" Sq'=Sqi¢*.

n° Soient deux espaces paracompacts & et 9, munis respectivement des
familles @ et ¢; & < 9 I'espace-produit qu’on supposera également paracom-
pact et muni d’une famille ©. Soient p, (L <X Y) > &, p, (T X Y)—>Y les
projections canoniques de & > Y sur les facteurs. Supposons que tout fermé
TC T < Y, dont les projections p, (7), p, (7) appartiennent a &, { resp., appar-
tienne a la famille <. Dans ces conditions, on peut définir un homomorphisme

(20) p: HG(Z) @ HY(Y) - HZY (X < YY) (c¢f. [2], exp. 19, § 6, p. 8).

Si, en particulier, ®, ¢, 7 se réduisent i la famille & des compacts, et si les
coefficients sont dans un corps, i est un isomorphisme du produit tensoriel

() @ B (YY) sur HE (& =< ).

Supposons que les coefficients des cohomologies de &, Y et L < Y soient
les entiers mod 2; le carré de Steenrod dans la cohomologie H" (T ><9Y)
satisfait alors a la formule

(21) Sq{(z @ y)] = r(Z;Sq~ 2 @ Sq/y)

(formule généralisant la formule de H. Cartan en [3]).
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Si &=+Y et si d* désigne 'homomorphisme induit par I'injection diagonale
d: &L —~>T <&, le cup-produit de deux classes = et y est défini par

zuy=d'p[zQ y].
Comme d* commute avec Sq’, on a
Sqi(zvy) =8S¢'d' p(2 Q@ y) = d'S¢' (2 Q ¥)
=d' p(;8q 2@ Sq/y)o=X;Sq~/2USq/y,
d’ou la formule

(22) Sqi(zvy) =Z2;Sq/~zuSq/y,
ou le cup-produit est a valeurs dans la (® Ny ) — cohomologie de .

Remarque. — La formule précédente (19) o* Sq'= Sq‘¢* peut étre consi-
dérée — en cohomologie mod 2 — comme un cas particulier de (22); il suffit
de supposer que 'espace Y est une k-boule ouverte b dont on prend la
cohomologie & supports compacts.

II. — Les classes généralisées W-.

Ces généralités étant terminées, revenons maintenant a ’espace fibré E en
sphéres S** sur la base B tel qu’il a été défini au chapitre L.
L’isomorphisme du théoréme 1. 2 :

¢*: Hp, (B, Fy—>Hg*(A, FOT)

permet de définir dans la @, -cohomologie de la base B des opérateurs 0 trans-
formés des Sq’ : il suffit de poser

(23) cp’*O';I,‘: Sqte*.

Ainsi @ applique Hy, (B, F) dans Hg* (B, Z,) pour ¢ pair, dans H*+/(B, T) pour
¢ impair. Ces opérateurs 0’ sont déterminés par la structure fibrée; en parti-
culier, si la structure est triviale (A’ produit B > R*), la formule (19) montre
que g, = Sq'.

Ecrivons maintenant les suites exactes (9) ou (10) du chapitre I; d’aprés (16),
la propriété (énoncée en 5°) de commutation des Sq’avec les homomorphismes
de la suite exacte se transpose pour les 0° en

(24) $8qi= 01y, 0= Sq’p.;

formules qui sont utiles pour déterminer les carrés de Steenrod dans 'espace E
connaissant les carrés de Steenrod de la base.
Supposons qu’on ait pris dans B paracompact la famille & de tous les fermés;
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.s0it, comme toujours, o la classe-unité de H° (B, Z); posons comme chapitre 1 :
(23) U=¢"(w),

ou U est une classe de Hg (A, T).
On appellera classes caractéristiques généralisées, les classes W définies
dans la F-cohomologie de B par les formules

(26) Wi=0L(w) ou ¢*Wi=Sq‘U,

W¢ pour ¢ pair est une classe mod 2; pour 7 impair, c’est une classe tordue.
Nous avons alors le théoreme :

Takorime I1.2. — Les homorphismes 0y, sont entiérement déterminés (en coeffi-
cients mod 2) par les classes généralisées W' et les carrés de Steenrod dans la
®,-cohomologie de la base.

Soit x, en effet, une classe de ®,-cohomologie de B; on aura, par définition :
90z = Sq'y" .
Or, d’apres la formule (8) du chapitre T :
o*'x=j2xzuU.
Par application dela formule (22) qui donne le Sq‘ d’un cup-produit : ‘
¢*0p, 2 =Sqi(jazuU) =%, (*) Sq"~jzu Sq* U.
Comme j commute avec Sq‘ :
<p*6’;pix =2,/Sq" 2 U ¢* W+
et, vpar application inverse de (4) :
(27) 09,2 = 2, Sq—zu W-.

Il est clair que dans cette formule les W* de degré impair sont, non pas des
classes tordues, mais leurs images (mod 2).

L’appellation de classes généralisées est justifiée par le théoréme suivant,
qui constitue le résultat fondamental de ce travail :

Tatoreme 11.2. — Si lespace fibré E admet comme groupe de structure le groupe
orthogonal, les classes caractéristiques généralisées W' sont les classes de Stiefel-
Whitney de la structure fibrée.

" Avant de donner la démonstration de ce théoréme, rappelons d’abord la défi-
nition et les principales propriétés des classes de Stiefel-Whitney.

(1) La lettre X placée en téte d’une formule indique une sommation par rapport & 'indice dont
cette lettre est affectée.
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III. — Les classes de Stiefel-Whitney.

[

A Despace E, fibré par des sphéres S*', dont le groupe de structure est le
groupe orthogonal, on associe une série d’espaces fibrés de méme base B, dont
la fibre est la variété de Stiefel V¥ : VX est la variété constituée par tous les
systemes de r vecteurs orthogonaux unitaires dans R*. On sait [22] que le
premier groupe d’homotopie (donc d’homologie) non nul de V! est IT,_,. (V5);
c¢’est un groupe cyclique libre pour £ — » pair ou =1, groupe cyclique d’ordre
2 pour k—r pair avec r > 1; considéré dans chaque fibre au-dessus de B, ce
groupe II,_, (V¥) est le groupe-fibre d’un faisceau localement simple G (ceci &
cause de I’hypothese de trivialité locale). G est isomorphe au faisceau simple
Z, pour k—r impair et 7 > 1; pour k—r pair ou r=1, G n’est autre que le
faisceau d’entiers tordus T.

Soit, dans la cohomologie H* (V%, 1I,_.(V*)), Z la classe fondamentale;
puisque la cohomologie de V¥ est nulle pour les dimensions inférieures a £ —r,
I'opération de transgression fait correspondre a Z une classe ¢—+* € H*"+* (B)
[16], univoquement déterminée; c’est cette classe qu’on appelle par définition
la (k—r— 1) classe caractéristique de Stiefel-Whitney : on voit que c’est
une classe mod 2 pour les dimensions paires et une classe tordue pour les
dimensions impaires (ceci tout au moins si I’on exclut la classe de dimension
maximum £, qui est toujours une classe tordue, mais dont on considérera
seulement I'image mod 2 pour les dimensions paires).

Ceci est la définition récente des classes de Stiefel-Whitney; nous utiliserons
toutefois la définition plus ancienne des classes de Stiefel-Whitney comme
classes-obstruction; cette définition suppose essentiellement la base triangulée;
mais comme nous le verrons plus loin, cela ne diminue en rien la généralité du
résultat. '

« ANCIENNE » DEFINITION DES CLASSES DE StTIEFEL-WRITNEY. — Dans B supposé
triangulé, soit K" le rsquelette; sur K”, il est toujours possible de construire
un champ de (k£ —r) vecteurs unitaires et orthogonaux; si ’'on veut prolonger
ce champ a4 K*, on est amené a définir un cocycle-obstruction ¢+, comme
suit : sur le bord ¢ d’une (r—+ 1)-cellule ¢ de K***, le champ donné des
(k—r)-vecteurs définit une application g de la r-sphére ¢o dans la variété de
Stiefel V;_,; I'élément de IL.(V;_,) défini par g est par définition la valeur du
cocycle ¢~* sur la cellule 5. On montre alors que la classe de cohomologie du
cocycle ¢! ne dépend pas du champ donné sur K" : c’est par définition la
classe de Stiefel-Whitney ¢™+* de dimension r+ 1 pourla structure sphérique E.

On a vu que pour ¢ pair, ¢’ est une classe (mod 2); pour ¢ impair, ¢’ est une
classe entiére tordue; lorsque I’espace fibré E est orientable, Whitney a montré
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que c** provenait de c* par

. N
(28) At — ;5 ow ¥,
c¢’est-a-dire par ’homomorphisme de Bockstein pour p =2 (c/f. [25]). Revenons
maintenant a la démonstration du théoréme II.2, dans les hypotheses préce-
dentes : B est un complexe, qu'on supposera seulement paracompact et loca-
lement fini; la cohomologie de B est alors isomorphe, comme il est bien connu,
a la cohomologie du complexe B formée a partir des cochaines infinies. Soit,
dans I’espace A’, D"+ I'image réciproque du squelette K" : la subdivision cellu-
laire de B donne ainsi naissance &4 une subdivision de A’; cette subdivision ne
peut étre, comme on I’a vu au chapitre I, considérée comme une triangulation;
elle en aura toutefois toutes propriétés si I'on prend dans A/, D™+ ..., Ila
(®") -cohomologie des fermés de A contenus dans A’; en particulier, la
(®)-cohomologie de A’ s’identifie 4 la cohomologie du complexe formé par la
subdivision des D", cette cohomologie étant formée a partir des cochaines
infinies. :

Cela étant, I'injection de K"dans B induit un homomorphismej;: H(B)— H{(K")
qui est biunivoque pour toute dimension ir; de méme, I'injection A : D™+ — A’
définit une application A* : Hp (A") — Hj (D) biunivoque pour tout j =~ r -+ £,
et, dans le diagramme :

Hik (ALY 25 Hirk (D)
(29) ) Lo

Hi (B) & H (K7)
il y a commutativité (propriété 2° du paragraphe III, chap. I). De plus, la
structure fibrée de D+ est induite de celle de A’ par I'injection j,.; donc la
classe de Stiefel-Whitney ¢/ de D"+* est I'image par j, de la classe c" de A’.

Soit sur le squelette K de B, F un champ de (k£ —r) vecteurs unitaires et
orthogonaux; soit dans la fibre R" de A’, b* la r-boule ouverte orthogonale a F;
b définit un espace fibré D", sous-espace fibré de D"+; on vérifie les propriétés
suivantes :

1° la classe de Stiefel-Whitney ¢, = ¢"(D"*") n’est autre que la classe ¢’ (D");
si, en effet, on s’est donné sur K'~' un champ de # — r + 1 vecteurs de la forme
F+V, le cocycle obstruction défini pour D' par le champ de vecteurs V prend
sur toute r-cellule de K" la méme valeur que le cocycle-obstruction défini pour
D+t par le champ F—+V, sous la seule condition de réduire mod 2 cette
valeur pour r pair; done,

(30) ‘ { ) c”'icjli‘ pour r imPail-’
¢"(mod2) =c pour r pair.

2° Désignons par ¢, et 9, les isomorphismes ¢* relatifs aux espaces fibrés D'+,
D'"; par ailleurs D™** est fibré sur la base D'’; on désignera par ¢, I'iso-
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morphisme ¢ relatif 4 cet espace fibré relatif D~*/D'". On voit sans difficulté,
en écrivant ces isomorphismes o* sous forme multiplicative, qu’on a la relation
de transitivité .

Q= cp,’f Q.

3° L’espace fibré relatif D™*/D'" est trivial; en effet D" =D"" > b,
b*désignantl’élémentlinéaire R¥—" delafibre R* de A’ engendré par le champF.
Il en résulte qu’on aura(19) :

(31) 95 Sqi=Sq'¢;.
Posons U, =9, (w); on aura, d’apres le théoréme 1.6 et la formule (14) :
—ord'=¢"Wr=U,uU,,

ou ¢" désigne la classe de Stiefel-Whitney de dimension maximum de I’espace
D'"; or, pour r impair ¢’ est égale a son opposée; pour r pair, on devra, d’apreés
(30), réduire ¢ mod 2; donc, appliquant (¢*) 4

0,¢'"=Sq"U,
il vient dans D"+ :
9xc = Sq7gr U, = Sq k()

ou en posant Uf = ¢ (w) :
okcl=SqrUk.

En utilisant la commutativité du diagramme (29) et la biunivocité de j;, on
obtient, dans A’ :

(32) 9*¢"=Sq"U,
ce qui entraine bien :

(33) or=Wr.

Le théoreme 1.2 est ainsi démontré dans le cas ou la base B est triangulée;
s’il n’en est pas ainsi, on se raménera au cas précédent comme suit : La struc-
ture fibrée sphérique E admet par hypothése le groupe orthogonal pour groupe
de structure; par suite, c’est la structure induite par une classe d’applications
convenable de la base B dans la grassmannienne réelle, base de la structure
universelle. Or cette grassmannienne est un complexe fini, et la formule (32)
vaut par suite pour la structure universelle; & cause de la propriété 4° des Sq’,
la méme formule vaudra dans la structure induite, sans hypothése de trian-
gulation pour la base.

Remarque. — La formule (32) rend bien compte de I’analogie formelle entre
classes de Stiefel-Whitney et carrés de Steenrod; pour r pair, ¢” et Sq" ne sont
définies que mod 2; pour r impair ¢” et Sq" sont des classes entiéres d’ordre 2.
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IV. — Applications du théoréme fondamental 1I.2.

1. Laformule (28) de Whitney est & rattacher au théoréme 12.2 de Steenrod
dans [18], qui exprime que Sq*** provient de Sq*" par ’homomorphisme de
Bockstnein pour p = 2. H. Cartan a établi dans [1] la formule

Sq'Sqr=(1+ r)Sq*+".
Appliquons-la a la classe Uj; il vient
Sq' o' Wr= (14 r)e* Wi+r,
soit, en introduisant les 07 :
(34) P OWr= (1 r)g" Wi+
Développant par la formule (27), reste
(35) SqtWr=WIW7 4 (1 r) Wi+,

Si I'espace E est orientable, W*=o0, et I'on retouve la formule (28) en remar-
quant, comme dans [ 1], que Sq* est 'homomorphisme de Bockstein pour p = 2,
réduit mod 2.

Wu Wen-Tsiin, dans [28], a établi pour les classes de Stiefel-Whitney des
formules analogues a (35), donnant Sq‘c”; mais ces formules sont établies a
partir de la cohomologie de la grassmannienne, et supposent par suite que le
groupe orthogonal est groupe de structure; on peut cependant penser qu’elles
sont valables également pour les classes généralisées : elles semblent provenir
en effet de relations entre Sq itérés de la forme

S Sqi— 3 g k— L;‘;/ —1 %qu-;—jvkisqif—/ (k> 2i> o),

relations dont on a pu établir I'existence dans quelques cas ().

Dans un cas particulier toutefois, on peut donner une formule analogue pour
la classe fondamentale : '

“

La relation Sq'U=9¢*W'=;W'UU, donne, par application de I’homo-
morphisme 3 de la suite exacte (9) :

(36) Sqi Wh= WiW¥,

W# désignant la classe fondamentale de la structure fibrée.

(') D’aprés une communication de M. Wu Wen-Tsiin, ces formules sont applicables i loute classe
de cohomologie admettant une réalisation de la forme de U = ¢*(w), ol 9* est I'isomorphisme associé
a un espace fibré sphérique dont le groupe de structure est le groupe orthogonal. Des formules
analogues ont été6 démontrées (en toute généralité), par J. Adem (résultat non publié).

Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. : 18
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CoroLLARE I1.3. — Pour qu'une classe W" puisse étre la classe caractéristique
Jfondamentale d’une structure fibrée spherique de dimension k — 1 (sans groupe
de structure précisé), il faut que les carrés de Steenrod Sq° W' de cette classe
appartienne a [l'idéal engendré par W' dans lanneau de cohomologie de B.
Les classes W' vérifient alors (36). ‘

COROLLAIRE. — St aucune classe de dimension strictement inférieure a k n’est
annulée dans le produit par W [ce qui veut dire que p* applique H" (B) sur H"(E)
pour r<_k|, alors les classes de Stiefel- Whitney sont enticrement déterminées par
la classe fondamentale W*.

2. Les CARRES DE STEENROD DANS L'ESPACE FIBRE E. — Il est fréquent que des
espaces fibrés en sphéres, non isomorphes, ont cependant des anneaux de
cohomologie isomorphes; on peut alors, parfois, montrer que cetisomorphisme
ne s’étend pas aux carrés de Steenrod, et qu’ainsi ces espaces ne sont pas
homéomorphes. Exemples : '

Sur la sphére S* comme base, les espaces de fibre S* (k> 2) dont le groupe
de structure est le groupe orthogonal SO(4 -+ 1) sont définis & un isomorphisme
prés par un élément du groupe II, (SO(k—-1)); on sait qu’un tel groupe est
isomorphe & Z,; a’élément nulde Z, correspond le produit topologique S* > S¥;
al’élément non nul correspond un espace non trivial E; comme E admet une
section, et que la fibre est (pour tout corps de coefficients) totalement non
homologue a zéro, I'anneau de cohomologie de E est additivement isomorphe
a celui du produit S* > S* et cet isomorphisme s’étend & la structure multipli-
cative définie par le cup-produit; désignons par s* et s* les générateurs de cet
anneau sur le corps Z*(as*=U); comme dans E la classe W? n’est pas nulle,
et que Sq’s*=S8q*U=0"W?s£0, on voit, d’aprés la propriéte 5°, § I,
que Sq*s*=s* Q) s*, classe fondamentale de E; or dans le produit S* < $* on
a évidemment Sq*(w@s*)=o0. Or tout isomorphisme de I'anneau H*(E)
sur H*(8* >< S¥) conserve pour des raisons de degré les classes s < w et w >< s*;
donc E et S* > S* ne peuvent étre homéomorphes.

De la méme facon, on peut affirmer que les espaces de base S*, de fibre S*
(k>>4), ne sont homéomorphes quesila classe W* prend la méme valeur (mod 2)

pour ces espaces; ceci tlonne une réponse partielle & une question posée par
Hsien-Chung Wang [ 24].

3. DéMoNsTRATION D'UN THEOREME DE WHITNEY. — Soient deux espaces fibrés A,
A, de bases paracompactes B,, B, de fibres R, R%: resp. On supposera de plus
que le produit B, > B, est paracompact. Munissons A', A}, des familles ®,, @,
qui correspondent a la famille & des fermés pour les bases B,, B,. Si ¢}, o]
désignent les isomorphismes pour A’ A/, et »,, w, les classes-unités de H"(B,),
H°(B,) resp., on posera

Ui=9] (o), Uy=g;(w,).
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Formons le produit A > A, : il est fibré sur B, < B,; munissons I'espace
paracompact B, < B, de la famille & de tous les fermés; il existe alors, d’apres
le n° 7, un homomorphisme (en cohomologie mod 2) :

ps HE(B) @ HE(By) - HE™ (By < By)
et la classe-unité w € H"(B, > B,) est donnée par
0 =|0;Q ]

Soit @ la famille de A’ >< A, qui correspond a la famille & de la base B, =< B,
et soit ¢* : H'(B, > B,) - N % (A’ >< A})) I'isomorphisme associé. Il existe
alors un homomorphisme [ défini comme en (20)]:

por HE (A @ NG (ML) — HET e (A < AY),
qui satisfait a la relation de commutativité :
(37) PLo1(2) @ 92 ()] = ¢ [ 1 (2 @ y))-
Pour établir (37), il suffit de montrer que, si U désigne la classe ¢*(w), on a
(38) U=p(U:QU,).

En effet, en écrivant les isomorphismes ¢* sous la forme multiplicative (7)
on déduira (38) de (37).

Or la classe (U, @ U,) prend sur le cocycle-fibre R la valeur 1, comme
U. Puisque 'homomorphisme 7 : HE (A < A),) - Hje™ (R%+%) est biunivoque
[¢f. diagramme (11)], c’est que U= p[U, ® U, ].

Soient maintenant W, W, et W/ les classes généralisées de A', A et
A’ >< A resp. Les classes Wi sont définies par

¢*Wi=8q'U=S8q'2(U;Q® U,)
ou d’'apres (21) :
¢*Wi=p(2;Sq~ Uy @ Sq/Us) = (2 9T W7 @ 93 Wh)
ou d’aprés (37) :
(39) Wiz (%, W7 Q Wi).

Si 'on suppose que B,=B,, I'image inverse dans A’ >< A/, de la diagonale
B dans B >< B constitue un espace fibré de fibre R+, I'espace-joint des deux
espaces fibrés A’, A, donnés sur B. Les classes W' de cet espace-joint sont
alors données par la formule (¢f. 22) :

(40) Wi=2, Wiy Wi,
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CHAPITRE 1.

I. — Généralités sur les voisinages d’un sous-ensemble fermeé.

1. Soit Y un sous-espace fermé d’un espace E; ’ensemble des voisinages de
Y dans E, muni de la relation d’ordre définie par I'inclusion, constitue un
ensemble filtrant décroissant qu’on désignera par V5. L’espace K étant supposeé
normal au voisinage de Y, les voisinages ouverts U constituent dans I’ensemble
VY un systeme fondamental; il en va de méme pour les voisinages fermés. Dans
ce qui suit, on considérera seulement les voisinages ouverts.

A tout voisinage ouvert U€& 5 attachons son groupe d’liomologie singuliére
finie H,(U); si U'cU, il existe un homomorphisme canonique (f), :
H,(U") - H,(U); ces homomorphismes satisfont aux conditions classiques de
transitivité et permettent par suite de définir le groupe H,(%%) limite projec-
tive des H,(U) suivant I'’ensemble ?§. L’injection j : Y — U définit un homo-
morphisme (jy), : H,(Y)— H,(U). donc aussi un homorphisme canonique :
JH,(Y)—H,(V§). Si h,désigne 'homomorphisme canonique H, (%) — H,(U),
onah, o j,=(ju), Onse propose de donner des conditions suffisantes pour
que 'homomorphisme j, soit un isomorphisme de H,(Y) sur H,(VY).

2. Tutorime L. 1. — Si les conditions suivantes sont satisfaites :

1° Y, sous-espace fermé de B, est rétracte de I'un de ses voisinages U, dans E :
il existe une application r : U, — Y, telle que r(x) = x pour tout point r€ Y.

2° Pour chaque voisinage ouvert Ude Y, contenu dans U, il existe un voisinage
ousvert U de Y contenu dans U tel que la restriction a U’ de la rétraction r soit,
dans U, homotope a Uidentité mod Y : autrement dit : il existe une application
F:U<1->U, telle que F : U><{o}=r, et F: U< {1} = application iden-
tique, avec ¥ (x, t) = x pour tout €Y, et tout t 1.

Alors I homomorphisme j, est un isomorphisme de H,(Y ) sur H,(V%).

Démonstration. — Puisque le produit 7, o(jyy), est lidentité, (jyy), est
biunivoque, donc aussi 'homomorphisme /, : H,(Y) - H,(¥%}). Par ailleurs,
soit 2 un élément de H,(V%)), x,= h,(x)la classe correspondante dans H,(U);
la condition 2° entraine que l'image de 'homomorphisme ( /), est contenue
dans I'image de (jyy), dans H,(U); comme x,= (fy),(x.) il existe donc une
classe z € H,(Y) telle que x,=(jv), (5); cette classe z ne dépend pas de
I'ouvert U considéré; si pour un autre ouvert U,(U) on avait trouvé une
classe z, € H,(Y) telle que =, = (jyv),(51), on aurait

(fou)Uu,x), (51) = (Juy ), (51) = 2w = (Jux), (),
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et, puisque (jyy), est biunivoque, z =z,. Doncz€H,(Vy) estI'image par ( /),
de la classe z : j,_ est un isomorphisme de H,(Y) sur H,(Y).

3. Une prinitioN. — On considérera par la suite les espaces E jouissant de la
propriété suivante : il existe un voisinage V de la diagonale A dans E >< E et
une application f(x, y; t), continue dans V ><1, & valeurs dans E, telle que

Sflx, y;0)==, fla, y; 1)=y, Sz, 25 1) = pour tout te1.

Dans sa these, J. P. Serre a considéré ces espaces auxquels il a donné la déno-
mination d’espaces U. L. C. (*). On peut en donner la définition suivante :

Est U. L. C. tout espace E dont la diagonale admet dans E ><E un voisinage
dont elle est un rétracte par déformation dans E>< E. De nombreux espaces
sont U. L. C., en particulier :

Lemme I11.2. — Tout rétracte absolu de voisinage (A. N. R.) séparable, de
dimension finie est un U. L. C.

Soit E un A. N. R. séparable de dimension finie; s’il n’est pas déja compact,
rendons-le compact par I'adjonction d’ « un point & 'infini » a; en vertu des
théorémes classiques d’immersion, le compact obtenu EUa peut étre plongé
dans un espace euclidien R” de dimension m assez grande, donc aussi dans la
sphere S dont ce sera un sous-ensemble fermé; par suite, E sera un sous-
ensemble fermé de S"—a, donc de R, en tant que A. N. R., E admettra
dans R” un voisinage U dont il sera rétracte, dans la rétraction » : U~ E.

Soientz, y deux points de E assez voisins pour que le segment rectiligne xy soit
tout entier dans U, on posera

Sz, y5 ) =r (@),
x, désignant le point qui partage le segment zy dans le rapport z.

Remarque. — Bien d’autres espaces que les A. N. R. sont U. L. C. Par
exemple : si Eest un U. L. C., I'espace L des applications continues d’'un com-
pact K dans E, muni de la topologie de la convergence uniforme, est encore
un U. L. C.

Avec cette notion, les hypothéses du théoréme I11.1 peuvent étre remplacées
par celles que voici, plus facilement utilisables :

TutoremE III. 3. — SU'V est un rétracte absolu de voisinage et si B est un U.L.C.
alors I’homomorphisme j, est un isomorphisme H,(Y) sur la limite projec-
tive H,(VY).

En effet, Y, étant un A. N. R., admet dans E un voisinage ouvert U, dont il

(1) [16]. Ces espaces ont été également considérés, dans des conditions 1égérement différentes,
par R. Fox dans [7].
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est rétracte par la rétraction r:la condition 1° du théoréme IIT.1 est donc
vérifiée; il en va de méme pour la condition 2°; pour tout voisinage Uc U,,
soit U’ ’ensemble des points x € U tels que :

S(z, r(z); t)cU . pour tout tel-.

Cet ensemble U’ n’est pas vide, car il contient Y; de plus ¢’est un ouvert, car
s’il contient un point x€ U, il contient aussi tout point de U assez voisin
(a cause de la compacité du segment I). L’application f: U ><1 — Udéfinitbien
une homotopie mod Y reliant r 4 I'identité; la condition 2° est ainsi vérifiée.

4. GENERALISATION A L'HOMOLOGIE DES CHAINES INFINIES. — Placons-nous dans les
hypothéses du théoréme III.1, et supposons de plus : Y paracompact et E
localement compact. Soit r une rétraction sur Y d’un voisinage U, de Y dans E;
on va montrer que Y posséde dans E un voisinage ferméparacbmpact AcU,,
tel que la restriction de & A soit propre (*). A tout point x € Y associons un
voisinage compact V(x) de « dans Y. Dans E localement compact, U(x)
posséde un voisinage compact qu’on peut supposer contenu dans U,; soit W ()

Iintersection de ce voisinage avec 7'1(U(w)); W (&) est compact, et ¢’est un
voisinage pour tout point intérieur a V (x). Puisque Y est supposé paracompact,
il existe un recouvrement localement fini de Y avec les intérieurs d’ensembles
V(2;). Soit A la réunion des W (&;) correspondants. A est un voisinage de Y,
car tout point de Y est intérieur & un V(a;), donc a un W (z;) correspondant;
A est paracompact, car les intérieurs des W(x;) constituent pour A un recouvre-
ment localement fini.

Soit K un compact de F; K ne rencontre qu'un nombre fini de V(a;);

donc-I}(K)nA ne rencontre qu'un nombre fini de W(x;); contenu dans leur
réunion, qui est compacte, c’est donc un compact.

Désignons par (®y) la famille constituée par les fermés de E contenus dans U;
formons pour chaque voisinage U son groupe de ®-homologie H?"(U); si
U'cU, on a encore des homomorphismes (fy), : HY"(U") - HY*(U), satis-
faisant aux conditions classiques de transitivité qui permettent de définir la
limite projective HY(%). Si 'on suppose U assez petit pour étre contenu dans
A, la rétraction r satisfait aux conditions 1°, 2°, 3° du n°2(§V) de I'Intro-
duction; elle induit par suite un homomorphisme (ry), : H'(U) > H7(Y),
tel que (ryy),°(juy),= identité; donc, ici comme au théoréme III.1, (jyy),, et
par suite 7, : HZ(Y) - H{®(?%) est biunivoque. Supposons de plus que E soit
U. L. C.; alors, dans U, on pourra trouver U CU tel que la rétraction r soit
homotope (mod Y) & I'identité dans U; ceci veut dire qu’il existe une applica-
tion G de produit U’ >< Idans U, telle que G (U'>< {o}) =ret G (U' < {1}) = iden-
tité; Pespace U'><T étant muni de la famille (®,) de tous les fermés dont la

[t] Poir, pour la définition d’une application propre, Introduction (§ V, n® 3).
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projection canonique p:U'><I sur U’ appartient & (@), la ®,-homologie
de U'>< 1 est isomorphe a la ®-homologie de U’; I'application G satisfait égale-
lement (pour la famille ®,) aux conditions 1°, 2°, 3° du n° 2, de I'Introduc-
tion; en effet :

1° si ¢ est un fermé de E contenu dans U’, I'image G (o >< 1) est un fermé de
E contenu dans U;

2° on peut supposer que U a été pris assez petit pour que G(U' N'W (z;)><I)
soit tout entier contenu dans UW (z;), ou les W(x;) sont les ensembles, en
nombre fini, du recouvrement (W) qui rencontrent W (&;); par suite, si K est
un compact de U, Iimage p(G~'(K)) est tout entiére contenue dans la
réunion :

1° Des W(z;) (en nombre fini) qui rencontrent K;

2° des W (a;), toujours en nombre fini, qui rencontrent les W (x;). Elle est
par suite compacte, et la condition n°® 3 de I'Introduction (§V, n° 2) est
vérifiée. Comme au théoréme III.1 on en conclura que I'image de (fy.), est
contenue dans I'image de (jyy), et le méme raisonnement conduira i :

TueoreMe II1.4. — SU'Y est un espace paracompact rétracte absolu de vorsinage
plongé comme sous-ensemble fermé dans un espace E, localement compact, et
U. L. C., alors ’homomorphisme d’injection j est un isomorphisme de I’ homologie
H7(Y) sur la limite projective Hq’(‘OE) (D) deszgnant la famille de tous les fermés
(paracompacts) de E.

II. — Cas des variétés plongées.

Dans tout ce qui suit on ne considérera que des variélés séparables (donc
paracompactes), c’est-a-dire ne comportant qu'une infinité au plusdénombrable
dé composantes connexes; une telle variété estun espace métrisable localement
conlractile, ¢’est donc, en vertu d’un théoréme de Liao [14], un rétracte absolu
de voisinage, et d’aprés le lemme III.2, un U. L. C.

I. Deérmvition. — On dira qu'une variété V de dimension p est plongée dans
une variété M de dimension n(n>p), si 'on s’est donné une application
biunivoque f de V dans M telle que I'image f(V) soit un sous-ensemble fermé
de M.

Sous les hypothéses faites plus haut sur V et M, les hypothéses des
théoremes II1.3 et II1.4 sont satisfaites. Il existera donc des isomorphismes

Joo HEVHE@Y), /0 HF(V)—>HE (DY)

entre ’homologie de la variété plongée et la limite projective des homologies
~des voisinages.
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2. LES COEFFICIENTS DANS LA LIMITE PROJECTIVE. — Soit I un faisceau localement
simple sur le sous-ensemble fermé paracompact Y de E; un tel faisceau peut
étre prolongé sur un voisinage assez petit de Y dans E. Par suite, on peut
définir les groupes H,(U, F) pour tout voisinage U assez petit, et par suite le
groupe H,(Y, F) peut-ctre défini : il y a donc isomorphisme entre faisceaux
de coefficients sur Y, et ceux qu’on peut définir pour la limite projective.

Considérons pour tout voisinage ouvert U de V dans M, le groupe de cohomo-
logie a supports compacts Hi (U, F); un tel groupe est isomorphe, puisque U
est une variété de dimension n au groupe d’homologie finie HX (U, FOT),
ou T désigne le faisceau d’entiers tordus liés a lorlentatlon locale de U; les
homomorphismes ( fy.) définis tant pour ’homologie que pourla cohomologie,
commutent avec cet isomorphisme (Introduction, § V, n° 5); cet isomorphisme
s’étend par suite aux limites projectives, et I'on peut affirmer :

Takorime I11.5. — La limite projective Uy (VY, F) des cohomologies a supports
compacts des voisinages ouverts U de V dans M est canonzquement isomorphe a la
limite projective HX (VYy, FOT), donc d’apreés 1.3, a H,_(V,FOTy) oa Ty
désigne le faisceau d’entiers tordus induit par T sur la sous-variété V.

Désignons par T, le faisceau d’entiers tordu attaché a l'orientation locale
de V; I’ 150m01ph15me de dualité H*(V, F)~Hi"(V,FOT,), permet de définir
un homomorphisme réciproque ¢y : Hic"(V, F) - Hi (%, FOTOT,) qui,
d’aprés III.3, est un isomorphisme de H%"(V, F) sur Hi"(RF, FOTQOT,).

De méme le théoréme III.4 permet d’identifier ’homologie H7(V, F) a la
limite projective Hg"(Vy, FOT) ou désigne ®; la famille des fermés de E
contenus dans le voisinage ouvert U; on définira de méme un isomorphisme
réciproque Y5 de H5"(V, F) sur Hy ’("02}, FOTQT,).SiVest compacte il est
clair que les isomorphismes ¢ et {5 coincident.

Définition des classes normales généralisées W'. — Soit @ la classe-unité de
15(V, Z); posons
(41) u =g (), uelp? (VL TOT,).

On a vu que les carrés de Steenrod Sq' commutent avec les homomorphismes
Jfuu associés a I'ensemble filtrant V7; par suite, on peut définir les opérations
Sq’ dans la limite projective (éventuellement inductive) des cohomologies des
ouverts U. Définissons des classes W' par la relation

(42) s Wi=Sqtu,

Wi est une classe de H'(V, TOT,) pour 7 impair, de H‘(V, Z,) pour 7 pair; en
effet, pour ¢ impair Sq'u € H" 7+ (Y, Z), et pour ¢ pair Sq'u € H"7+(V}, Z,).

Remarque. — Si M’ est une sous-variété ouverte de M contenant V, les classes
Wi relatives au plongement V — M’ sont évidemment les mémes que celles
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relatives au plongement V — M; les classes W' apparaissent ainsi comme des
invariants d’immersion locale de la variété V. Il est a noter que ces classes
peuvent étre définies pour toute immersion topologique de V dans M, donc
pour les immersions qui (telles que la sphére « cornue » d’Alexander, les
« wild knots », etc.) sont habituellement considérées comme tératologiques;
nous verrons tout a I’heure que les classes W’ (en cohomologie mod 2) sont en
fait des invariants du type d’homologie mod 2 de Papplication f:V - M.
L’appellation « classes normales généralisées » est justifiée par le théoréme qui
suit dans le cas d’un plongement différentiable.

3. CAs DES VARIETES DIFFERENTIABLEMENT PLONGEES. — Supposons la variété
ambiante M munie d'une structure différentiable de classe C’; on dira que la
varieté plongée V est g-fois différentiablement plongée (¢ < r), si au voisinage
de tout point z € f(V), il existe une carte de la structure ¢g-fois différentiable
de M (induite par la structure donnée de classe C), telle que I'image d’un voi-
sinage de x dans f(V) soit un sous-espace vectoriel de dimension p.

Supposons que V, paracompacte, soit trois fois diftérentiablement plongée
dans M, munissons M d’une métrique riemannienne de classe C2, et formons
dans le voisinage de V dans M les géodésiques normales & V; ces géodésiques
normales définissent une fibration d’un voisinage U de V dans M, par des
(n—p)-boules géodésiques normales; c’est dire que dans tout voisinage U de
V dans M, il est possible de trouver un voisinage U’ fibré en R par ces
cellules normales, et dont le groupe de structure, en vertu des hypotheéses de
différentiabilité, est le groupe orthogonal : ceci exige seulement qu’on ait
défini le « rayon » ¢ du voisinage fibré en un point # de V comme fonction
2-fois différentiable de « : une telle fonction pourra étre définie en utilisant le
recouvrement localement fini W (z;) défini au théoréme II1.4 : sur chaque
W (@;), on prend p = ¢;, assez petit, et I'on raccorde ensuite ces ¢ & I'aide d’une
partition de I'unité.

C’est dire que, dans le filtre 97 des voisinages ouverts, il en existe un
systéme fondamental dont chacun présente cette structure fibrée.

Or, les classes de Stiefel-Whitney ¢’ d’un tel voisinage fibré (définies au
chapitre 11, § III) ne sont autres que les classes de Stiefel-Whitney de 'espace
fibré des vecteurs normaux a V. Ceci va nous permettre de démontrer le ‘

Tutorime II1.6. — Si la variété paracompacte V est trois fois différentiablement
plongée dans une variété M, les classes de Stiefel-Whitney de la structure fibrée
des vecteurs normaux a V (structure, comme 1l est bien connu, indépendante de la
métrique)) sont les classes normales généralisées.

Soit U en effet, un voisinage fibré par les géodésiques normales; dans un tel
voisinage, on a, en ®-cohomologie :
Sqlu=¢*ct
Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. . . i9
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et, comme o*=U{* (théoréeme [.8) :
Sqlu =l

Cette relation, étant vérifiée dans tous les ouverts fibrés, donc dans un systéme
fondamental de ¥, est vérifiée dans la limite projective :

Sqiu :J_chi.

La comparaison avec (42) montre que

= Wi,

CorovLiatre II1.7. — S une variété V est plongée (trois fois différentiablement)
dans M suivant deux structures différentiables distinctes S et S/, les classes de
Stiefel-Whitney de Uespace fibré des vecteurs normaux pour ces deux structures
sont les mémes.

En effet, la définition des W', purement topologique, ne fait intervenir
aucune structure différentiable.

III. — Classes tangentes.

1. UNE DEFINITION DES CLASSES CARACTERISTIQUES DE LA STRUCTURE TANGENTE — Soit
V une variété différentiable, supposée dotée d’une métrique riemannienne;
soit V>< V le produit de V par elle-méme, supposé doté de la métrique somme.
La diagonale A est, dans V><V une variété plongée r-fois différentiablement,
si la structure différentiable de V est de classe C"; on peut dés lors, en un point
(@, ) de A, considérer 'espace des vecteurs normaux a A, sous-espace linéaire
de I'espace tangent &4 'V >< V. Tout vecteur de cet espace est de laforme (T, —T),
ou T désigne un vecteur arbitraire tangent & V au point @. L’application
T — (T, —T) définit par suite un isomorphisme canonique de I'espace des vec-
teurs tangents &4 V au point x sur I’espace des vecteurs normaux 4 (A) au
point (x, x). Comme cet isomorphisme, qui est d’ailleurs indépendant de la
métrique, est défini globalement, on voit que la structure de I’espace des vec-
teurs normaux 4 la diagonale est isomorphe 4 lastructure fibrée tangente de V.
Ceci justifie la définition :

2. Dermnttion. — On appellera classes caractéristiques tangentes d’une variété
connexe V les classes normales généralisées de la diagonale dans V<V
(Notation Wr). Ces classes sont des classes mod 2 pour 7 pair; pour 7impair, ce
sont des classes définies en cohomologie tordue H/(V, T) : ce sont donc des
classes entiéres si V est orientable. En effet, le voisinage de A dans V >< 'V est
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orientable, puiéque son faisceau d’orientation locale est T O T =Z; par suite
I'isomorphisme {5 qui définit W par
b5 Wh=Sq'{50

applique H?(V, F) dans H*7(Vg<, FOTQZ)~H"r(VF", FOT). Cette
définition s’applique aux variétés non supposées différentiables, et, dans le cas
différentiable, redonne les classes de Stiefel-Whitney de la structure fibrée
tangente, au moins si la structure est de classe C" pour > 3. En fait, cette
condition n’est nullement restrictive : un théoréme de Whitney [26] affirme en
effet : si une variété est une fois différentiable, elle peut étre munie d’une
structure de classe C'(r > 1), telle que les structures fibrées tangentes soient
isomorphes. Le corollaire [I1I.7 donne ainsi :

Tutorime I11.8. — Les classes de Stiefel-Whitney de la structure fibrée tangente
a une variété différentiable sont indépendantes de la structure différentiable.

Dans le cas ou V est compacte, les classes Wy (donc les ¢') peuvent étre déter-
minées aisément : soit ¢* I'homomorphisme réciproque attaché a I'injection
diagonale f de V dans V<V, A={*(w) la classe de cohomologie qui, par la
« dualité » dans V >< V correspond a I'image du cycle fondamental de la diago-
nale. Parmi les voisinages de la diagonale, prenons V >< V lui-méme; la formule

(42) donnera
(43) SqiA = J* W

Cette formule détermine univoquement les classes W'; soit p, en effet, la pro-
jection du produit V><V sur le premier facteur; puisque V est compacte,
p induit un homomorphisme p,_ de 'homologie H,(V >< V) dans H,(V); comme
p o f=identité, on a aussi p, o f, =identité, ce qui montre que I’homomor-
phisme f, induit par f est biunivoque; donc aussi ’homomorphisme réci-
proque J*.

Remarque. — C’est un fait bien connu que la classe de Stiefel-Whitney de
dimension maximum pour une variété compacte est donnée par la caractéristique
d’Euler-Poincaré de la variété, c’est-a-dire par la self-intersection du cycle
diagonale dans V><V; la formule (43) généralise ce résultat aux classes de
dimension inférieure par 'introduction des carrés de Steenrod.

3. Formures pE Wu. — La détermination explicite des classes W' en coeff.
mod 2 a partir des invariants de cohomologie de la variété V compacte a été
faite par Wu Wen-Tsin dans [27]; reproduisons ici I'essentiel de son calcul :

Soient, en cohomologie mod 2, X4 et X, deux bases duales de H’(V) et
H"=(V); la classe A s’exprime alors par '

A=3,, X4@ X4
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En substituant dans (43) et développant par la formule (21) du produit, on
obtient, par identification sur le coefficient de » @ X", I'expression des W'en
fonction des X/; pour éliminer ceux-ci, Wu Wen-Tsiin introduit les classes U*
(qu’il appelle classes canoniques) définies par

(44) Utuy = Sq*y pour tout y € H"—*(V).
On obtient alors '
(45) Wi=3, Sq—/U.

Ces formules permettent de retrouver par un calcul direct les résultats partiels
antérieurement démontrés par Whitney et de leur donner toute leur

généralité (cf. [25]).

IV. — Extension de la théorie de Whitney.

Soit K un sous-ensemble fermé d’une variété M qui satisfait aux conditions
du théoréme 111.4 : K sera par exemple localement contractile; attachons dés
lors a tout voisinage ouvert U de K son groupe Hg(U), ou la famille @ est,
comme toujours la famille des fermés de M contenus dans U; Hg(U) est iso-
morphe 4 H? ,(U) (pris par rapport au systtme associé); par suite, la limite
projective des H”(U) soit Hy (W) ) est isomorphe 4 HE_ (V}), ¢’est-d-dire d’aprés
IIT.4, a HY ,(K); soit y* cet isomorphisme de H,(K, F) sur H=(V%, FOT).

1. DeriNtrion pEs womomorpHISMES T} (K). — Par I'isomorphisme inverse ;_«(:*, les
opérateurs Sq’, qui augmentent le degré de ¢ unités dans H” (%), sont trans-
formés en des opérateurs Z;, qui, dans ’homologie H7(K) diminuent la dimen-
sion de 7 unités. Par définition, on aura

(46) Sa'%"= 1'%

ou 3; applique H,(K, F) dans H,(K, Z,) pour ¢ pair, dans H.(K, FOT) pour ¢
impair, T désignant le faisceau induit sur K par le faisceau d’orientation
locale de M. ~

Il est clair que ces homomorphismes 3; dépendent de I'immersion de K dans
M; nous allons, dans ce paragraphe, donner quelques propriétés de ces 5, et
méme dans certains cas, les déterminer.

2. THEOREME DE LA DOUBLE IMMERSION. — Sout, comme tout a I'heure K un A. N. R.
paracompact plongé dans la variété M, et sotent S les homomorphismes associés;
supposons la variété M elle-méme plongée dans une variété E; on posera dimM=gq,
dimE = n; soit f linjection de K dans M; le plongement de X dans E permet
également de définir des homomorphismes Si; sotent W' les classes normales
généralisées relatices a l'immersion M — E.
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On peut préciser les relations entre 3 et 57 grace au théoréme suivant :

Tatorime 1I1.9. — Les homomorphismes S5 sont donnés, lorsque les coefficrents
sont les entiers mod 2 par la formule
(47) ) IE(z)=23; FW(z)nf (W),

Notons toujours He (D), Hp (V%) les limites projectives des d-cohomologies
des voisinages ouverts de K dans M et E resp., par Hz(%}) celle relative
a l'immersion M —E. Ces differences limites entrent dans le diagramme
commutatif :

Ho=r (V) — Hr=—(M),

)\'¢/ p'*‘l’

H=r(DR) — H=7 (DY),
ou A* et 1" sont les homomorphismes de Gysin canoniquement définis, et ou
les homomorphismes horizontaux sont induits par I'injection.

Nous allons définir un cup-produit :

(48) He (V) @ He (V%) — Heva (VF)
qui jouit de la propriété définie par la formule
(49) (xup'y) =21 (xVy),

ol le cup-produit du second membre est celui déduit du cup-produit naturel
de la cohomologie de M par la ®-cohomologie d’un vmsmage ouvert U de K
dans M, a valeurs dans cette ®-cohomologie.

l{appelons dans ce but quelques propriétés de la ®- cohomologle d’un sous-
ensemble fermé :

Soit Y un sous-ensemble fermé d’un espace X, et soient W les voisinages
fermés de Y dans X; les groupes Hg (W) définissent une limite inductive H?()
c'est une propriété trés connue de la cohomologie que cette limite induc-
tive H3(3@) s’identifie a la ®-cohomologie H3(Y) de Y. De plus, soient W’
les voisinages ouverts de Y dans X; on peut munir W' d’une ®-cohomologie
(® famille des intersections des fermés de la famille ® de W’ par W'), telle
que, sil'ona W, c W cW,, on a une suite d’homomorphismes :

— Hy(W,) = Hg (W) —Hy (W) —.

Il en résulte que la ®-cohomologie de Y, H3(Y), s’identifie, soit 4 la limite
inductive des ®-cohomologies des voisinages fermés Hy (W), soit a la limite
inductive des ®-cohomologies des voisinages ouverts. Cet isomorphisme j* est
d’ailleurs induit par I’ 1nJect10n YW

Désignons par U, un voisinage ouvert de K dans M, par Vg un voisinage
ouvert de M dans E; soit Vg son adhérence; on supposera Vg assez petit pour
qu'il existe une rétraction r de Vg sur M, rétraction choisie une fois pour toutes,
indépendante de f3.
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Considérons alors les sous-espaces :
—1 -1 —
Wis=r(Us)n Vg, Was=r(Uy)n Vg.

Munissons les W,3 (qui ne sont ni ouverts, ni fermés dans E) de la ®-cohomo-
logie, @ désignant la famille des fermés de E contenus dans W; les W5 sont
des ouverts dans E et W,g; on les munira de la ®,g-cohomologie, ®,3 désignant
la famille @ intersection de la famille ® de W,g par 'ouvert W,4; alors la limite
inductive (suivant I'indice 3) des groupes Hy(Wog) et Hy (Weg), va s’identifier
a la ®-cohomologie Hy(U,); donc la limite projective suivant o des limites
inductives (suivant (3) des groupes Hy(Wg) va s’identifier a Hg, (3%).

Or on a un cup-produit, défini comme usuellement, entre la ®-cohomo-
logie Hj (W,g5) et la @g-cohomologie Hj,(V3), & valeurs dans la @-cohomologie
Hi7(Wig): car ®=®zN®. Comme les homomorphismes qui interviennent
dans les définitions des limites projectives (suivant « et [3), et inductive
[suivant 3 pour Hy(W,4)] sont compatibles avec ce cup-produit, on pourra,
par passage a la limite, définir un cup-produit :

Hr (V) @ Hr (V) — Hrr (V5)

qui sera le cup-produit annoncé plus haut en (48).

La formule (49) résulte alors immédiatement de la formule (4) de I'Intro-
duction démontrée par 'homomorphisme de Gysin 5 : H7"(M) - H""(V3).
Appliquons ¢ au cup-produit de la classe j*(z), z € Hy(W,3), par la classe y
de H*(?%); on obtiendra

VB (2)Vy) =2 Udh(y).

Passons a la limite (inductive) suivant (3; ;* est alors un isomorphisme
de H§ (%y,) sur H3(U,) de sorte que, pour toute classe «; € H4(U,,), on aura

Jil@uy) =/ (@)upy
puisque p* est 'homomorphisme limite des ¢, et ou &_‘,»; applique HZ’{"(UO‘)‘

dans H5" (% ). Passons 4 la limite (projective) suivant o« : il viendra

W (@Uy) =/ (2)Up'y
ce (ui est bien (49).
Nous sommes maintenant en mesure de demontrer la formule (47)
du théoreme I11.9. Introduisons les isomorphismes :

,.(K) & Ho—r (1)),
y oo

H,(K) % He—(YE)
Ona
X’*:l*x*.
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Par définition :
L3 =8ay T =8k,
avec la formule des classes correspondantes (3)
L (x)ns)=xuy(s), ou xzeH (M), e H7 (K)
J désignant I'injection de K dans M.

Soit 5 une classe d’homologie quelconque H?(K); on aura, en donnant a A*
sa forme multiplicative [ w classe-unité de H5(M)] :

2 (5) = Ny (5) = 2 (5) UM ().

Comme il s’agit ici d’un cup-produit usuel, ou de cup-produits qui s’en’
déduisent, la formule (22) des carrés de Steenrod est encore vérifiée. Prenons
donc les Sq* des deux membres :

KT =2 T () U (W,
Le premier membre est 1.*(y 7x(5)); le deuxiéme, par application de (40),
devient
Py T () U W)
et comme 11" est biunivoque :
XTi(5) =2 y3V(s) U W
Appliquons (2) au deuxiéme membre :
AT =1 (ZFH=)nf (WD),
La biunivocité de ¢* donne finalement :
(s =2 FE)nS (W)

ce qui est bien la formule (47) a démontrer.

3. APPLICATION AUX VARIETES PLONGEES. — Supposons que le sous-espace K
du théoréme précédent soit une variété V de dimension p; il résulte immédia-
tement de la définition des 3) que les classes normales X‘ de I'immersion de V
dans M sont les classes correspondantes aux classes 3}'V, V classe fondamentale
d’homologie de V. Nous avons alors le théoréme :

Tntorime 111.10. — Soit V wariété de dimension p, plongée dans M de
dimension q, elle-méme plongée dans B de dimension nj; soit f* I’ homomorphisme
induit sur les cohomologies par Uinjection [ : VM, X' les classes normales de V
dans M, 7/ celles de U dans E; W' désignant toujours les classes normales de M
dans E, on aura la formule
(50) Zk— 3, X1y f* W, .
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Appliquons la formule (47) du théoréme I11.9) a la classe fondamentale ¢ de V :
Ti(0) =ZZN () n (W,
Prenons les classes correspondantes; en utilisant (3), il reste bien (50).

CoroLtaIre II.11. — Soit V de dimension n, plongée dans M de dimension ¢
sott [ Llapplication N->M, f* lhomomorphisme induit sur les cohomologies:
désignons par WY les classes normales de I'immersion de V dans M, par Wy et W*
les classes tangentes de V et M respectivement, alors on a, en cohomologie mod 2 :

(51) S W= X, Wju Wi

Démonstration. — L’immersion V-~ M définit canoniquement un immersion
de V< Vdans M><M: soit V, la diagonale dans V><V. Appliquons la formule (50)
a 'immersion double :

Va—>VxV->MxV.

Les classes normales de V5 dans V<V sont, par définition, les classes
tangentes Wi; les classes normales de V<V dans M>M ont pour images
dans H/(V,) les classes normales Wy de V dans M; enfin, les classes normales
de V dans Mx<V sont les images par f* dans H'(V,) des classes normales
de I'immersion de M dans MM, c’est-a-dire les classes tangentes W' de M.
On obtient ainsi la formule (51) du corollaire III.11.

Cette formule permet le calcul des classes normales Wy connaissant
seulement f*, c’est-a-dire le type d’homologie mod 2 de V'application f.
En effet, les classes Wy étant supposées connues jusqu’a ladimension £A—/—1,
(51) permet de calculer Wy dont le coefficient est la classe unité w. Nous
retrouvons ainsi un théoréme connu de Whitney [25].

CoroLLare I11.12. — Les classes normales Wy(mod 2) d'une immersion f :
V—M sont des invariants du type d’homologie mod 2 de I'application f.

Corovrrare I11.13. — Les classes normales de U'immersion d’une variété V dans
Uespace euclidien R™ ne dépendent ni de cette immersion, ni de l'entier m.

En effet, d’aprés la formule (51), ces classes normales, que Whitney désigne
par la notation Wi, se calculent & partir des classes tangentes W} par les
formules
(52) Wo =, W Whi—=o.

Ceci prouve le corollaire; on peut ainsi étendre certains théorémes de Whitney
au cas d’immersions purement topologiques, sans aucune hypothése de diffé-
rentiabilité. Rappelons dans ce but un théoréeme de Whitney [25].
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Lewwe 1. 14, — Soit U un ouvert de Uespace euclidien R™; alors, pour toute
classe u de cohomologie a supports compacts de Uy (U), on a

(53) u\Ju—o.

Démonstration. — L’assertion est évidente si r=n. Supposons donc r<n.
Soit U I'adhérence de U, prise dans S*, sphére obtenue par I'adjonction & R"
d’un point i I'infini; soit g* 'homomorphisme canonique de Hi(U) dans Hi (D).
On a évidemment

uvu=uyug u.

Or 'homomorphisme g* se décompose en un produit de deux homomor-
phismes :
H(U) &% Hr(S?) - H5(U).

Pour toute dimension #*< n, g, est nul, car pour o <r<n, H'(S,)=o,
et pour r = o, H'(U) est nul. Le lemme est ainsi démontré.

CoROLLAIRE. — Pour qu’une variété ouverte U de dimension n puisse étre plongée
comme sous-espace ouvert de R", il faut que le cup-carré de toute classe de cohomo-
logie a supports compacts soit nul.

CoroLtarRe III.45. — Si une variété compacte NV de dimension p peut éire
plongée dans R" sa classe normale W' de dimension (n— p) est nulle.

Soient U en effet un voisinage ouvert de la variété plongée V, et u la classe
de H;7”(U) définie par u = {*(w); d’apreés
wvu=Sq—r(u) =y (Wrr)=o.

Comme ¢* peut é&tre supposé biunivoque (il I'est dans la limite projective
H7(V%")), on en déduit bien : W7 =o.

Le résultat précédent vaut également, non seulement pour la cohomologie
a4 supports compacts, mais aussi pour la ®-cohomologie ou ® désigne la famille
des fermés de R" contenus dans U"; on a par suite le théoréme, valable sans
hypothése de compacité :

TakoriMe 111.16. — Pour qu’une variété NV de dimension p puisse étre plongée
dans Pespace euclidien R+, il faut que ses classes W' vérifient

(54) Wi=o pour I k.

Remarque. — Ce théoreme vaut pour une immersion purement topologique,
sans hypothése de différentiabilité; en ce sens, il est plus général que celui
de Whitney ([25], th. 23.1, p. 35); il 'est moins, si I'on remarque que
I'immersion a été supposée biunivoque; or le théoréme de Whitney s’applique
également 4 des immersions différentiables de rang maximum, non nécessai-
rement biunivoques (zmmers).

Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. 20
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V. — Généralisation de la théorie.

1. Nous considérons ici des espaces K qui sont des espaces séparables,
de dimension finie, localement contractiles; ces espaces sont des A. N. R. et,
plongés dans des variétés séparables comme sous-espaces fermeés, ils satisfont
aux conditions des théoremes I11.3 et 111.4.

Soient 3" les homomorphismes Z; attachés a une immersion de K dans
la variété M; nous avons alors le lemme :

Lemye 1117, — Soit K°® un sous-espace fermé (séparable, de dimensions finze,
localement contractile) de K, [ linjection K°—K; désignons par " les homo-
morphismes associés a U'immersion K® — M. On a alors la relation de commutation :

(55) =L

Démonstration. — Soient U un voisinage ouvert de K dans M, U° un voisinage
de K° qui est ouvert dans U; soit g* 'homomorphisme canonique de H"(U°)
dans H'(U); comme Sq’ permute avec g*, le passage a la limite projective
suivant I’ensemble filtrant décroissant des U et U°, va donner

o g* est 'homomorphisme canonique de (%% ) dans H"(Vy); st y* et y*°
désignent les isomorphismes de H,(K), H,(K°) resp. sur H(V}), H" (V)
resp., alors, on a la relation g*y* = y* £, d’aprés la suite exacte des variétés
ouvertes (Introduction, § V, n° 5); il en résulte bien (55).

Considérons maintenant un cas particulier important : celui ou I'espace K
est plongé dans 'espace euclidien R™; nous allons démontrer le théoréme :

Tatorime II1.18. — Les homomorphismes S; attachés a I'immersion de 'espace
(séparable, localement contractile, de dimension finie) K dans un espace euclidien
sont indépendants de cette immersion, ainst que de la dimension de cet espace
euclidien.

Démontrons tout d’abord la seconde assertion; nous avons le

Lenye 1. 19. — Soit K (séparable, localement contractile, de dimension finie)
plongé dans R™ et soient 5; les homomorphismes correspondants; R™ étant plongé
comme sous-espace vectoriel de R™™, sotent 3, les homomorphismes associés a
limmersion : K—~R™"; alors 3,= 5.

Soit U un systeme fondamental de voisinages ouverts de K dans R"'; alors K
admet dans R+ un systéme fondamental de voisinages homéomorphes a U><4",
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b" n-boule ouverte 4 rayon éventuellement variable; il existe par suite entre
les limites projectives des ®-cohomologies un isomorphisme :

g HP (V) — Hren (),

avec lequel Sq’ commute (Cf. chap. 11, §1.6°).
Soient -
vt Hp(K)—Hm=r(p),  yfc 1 (K) = Hmtn—r (peen)

les isomorphismes canoniques qui définissent les ;; comme y'== "y ; on en
déduit bien 5,=35/.
Remarque. — En cohomologie mod 2, ce lemme résulte immédiatement

de la formule (47) du théoréme III[.9; il suffit d’observer que les classes
normales W' de 'immersion de R dans R+ sont nulles, 4 I'’exception de W,.

Lemme I1T1.20. — Soient données deux applications biunivoques de K : f, dans
l’esptfée R?, f, dans R7; il existe alors une application biunivoque ¥ du produit
K><I dans lespace euclidien Rr+1+', telle que, st h°, h' désignent les injections
des espaces R”, R resp. comme facteurs dans la somme directe Rr+1+' = R><R7 <R,
on ait

R fi(x)=F(xx{o}), hfi(2) = F(zx{1}).

Pour tout point (z, t) de Kx<I, (¢€l), il suffit de poser
F(z, £) = ((1—0) /o(@), tf1(2), O).

Ces lemmes étant établis, démontrons maintenant le théoréme III.18;
soient 37 les homomorphismes 3; relatifs au plongement de K><I dans Rr++1;
soient g,, g, les applications de K dans K:<I définies par

&(z)=zx{o},  s(x)=ox{1];

80, & induisent sur les homologies des homomorphismes (g,),, (8:), :
(80),> (&1), sont des isomomorphismes de H;(K), H;(K) resp. sur H,(K>I),
et 'on a <g0)¥=<g1)¥‘

Désignons par F,, F, les applications biunivoques de K dans R#+7+* définies
par F,=TFog,, F,=Fog,. D’aprés le lemme II1.19, '’homomorphisme %!
(défini dans 'homologie de K) estle méme pour lesimmersions f, et Fy= A" £, :
on le note 3;; il en va de méme pour /, et F, (notation Z;). Le lemme I11.17
donna alors :

T(&)=(&)75  FV(g1),= (£).7

et, comme (g, ), et (g,), sont des isomorphismes siirs et que (g,),=(g),:

50 =

1
i i

W

Les opérateurs J;, dont on a ainsi montré l'invariance, apparaissenf comme
des invariants attachés a I’espace K; on montrera qu’ils sont susceplibles
d’une définition indépendante de 'espace K, au moins si K est compact.
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2. Les 3; ex conomorociE mod 2. — Soit fune application de I'espace K dans
une variété M; nous allons déterminer les homomorphismes 3 attachés a cette
immersion, tout au moins en coefficients mod 2.

Plongeons la variété M dans I'espace euclidien, de facon par ailleurs arbi-
traire; on sait que les classes normales de M sont alors les classes Wi, définies
en II1. 13, qui sont des invariants topologiques de M. De plus, les opérateurs 3;

attachés a l'immersion de K dans R™ sont également des invariants;
la formule (47) du théoréme II1.9 :

= %50 n S (Wht),

oM

détermine alors les =) sous la seule condition que les classes /*(W*) soient

13

connues. Nous obtenons ainsi le

TutoriMe 1II.21. — Les homomorphismes 3} attachés a U'tmmersion [ d'un
espace K dans la variété M sont des invariants du type d’homologie (mod 2)
de U'application f.

Nous allons établir, toujours en cohomologie mod 2, une formule multipli-
cative des homomorphismes J; a I’égard du cap-produit; rappelons que si y*
désigne I'isomorphisme

't Ha(K)—HpE " (V)
on a vis-a-vis du cap-produit la formule :

(56) (unz)=juuy(s), uell?(K), seHiK),

ol j désigne 'isomorphisme canonique de H#(K) sur la limite inductive H; (V)
des F-cohomologies des voisinages ouverts de K. Or on a un cup-produit,
défini comme usuellement, entre H5( V%) et H%(VY), avaleurs dans Hi” (V%) :
c’est celui qui figure au second membre de (56).

Appliquons aux deux membres de (56) I'opérateur Sq". 1l vient

Sqy (enz)=8q"(juuy’(s)),
soit, en développant par (22):
2'Ir(unz) =2 Sq'(ju)uSq iy ()
ou, d’aprés la formule (56) :
2Fr(ens) =2y (S3q'(Ju)NZri(3))

car Sq‘ commute avec j.
Puisque y* est biunivoque, reste finalement :

(57) F{unz)=%Sq(u)NT—i(5).

formule valable pour une immersion quelconque de K dans M.
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3. Démontrons finalement, dans le cas ou les 3; sont les homomorphismes
associés a 'immersion de K dans ’espace euclidien, une propriété importante :

Lemme II1.22. — S0 z désigne une classe d’homologie de dimension r™>o de
lespace séparable localement contractile de dimension finie K, et si les S; désignent
les homomorphismes attachés a 'immersion de K dans espace euclidien, on a

' la relation

(58) (%)= o.

Démonsiration. — On peut toujours supposer K connexe; car si (58) est
démontrée pour un espace connexe, elle sera valable (par décomposition
de la classe s suivant les composantes connexes de K) pour un espace K
non connexe. Soit donc K connexe, plongé dans R*; on a le diagramme

0, (K) 23 11, (Re)
Sy , Vo
H,y (K) 23, (Rr)

ol les S désignent les homomorphismes associés a I'immersion de R*

dans R*+”, homomorphismes nuls puisque H,(R"*) = o.
D’apres le lemme III.17 il y a commutation -

3,*‘]‘;:_/'23,
Sur toute classe z€H,(K), on a
SJo9:(5) =3, /,(5) =03
or f,: Ho(K)—>H,(R") est biunivoque, donc :
(58) 5,(5) =o.

3. Cas DES ESPACES COMPACTS EN COHoMOLOGIE mod 2. — Nous supposons
qu'en sus des hypothéses précédentes (K séparable, localement contractile,
de dimension finie), K est supposé compact. Sur le corps Z,, la cohomo-
logie H'(K) est alors en dualité avec I’homologie H,(K); on peut par suite

définir, dualement aux 3, des homomorphismes Q' dans la cohomologie,
qui élévent la dimension de z unités, par la formule :

(59) (@ 9i(5)> =<Qi(a), syae W (K),  seH(K).

Nous allons déterminer explicitement les homomorphismes Q’; rappelons
dans ce but que le produit scalaire entre homologie et cohomologie de méme
dimension peut étre défini par le cap-produit, de sorte qu'on peut écrire
la relation (59) comme

xNT;(s)=Qi(x)Ns.

Formons alors les opérateurs T":

Tr=2%,Q—iSq’ (r>o).
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Nous allons considérer le cap-produit :
Tr(z)Nns, ou zeHr(K), zeH,.,(K).
Ceci s’écrit
2, Q' 8qi(z)n= =X Sq/ ()N Ty 5,

par définition des 3,_;. Appliquons y*:

x(Tr(@)nz) =y L 8q'(2) NFri(5) = Zij Sq(2) U Sq"~'y (2),
d’out :

7(Tr(®)nz) =8q"(jzu 1 (2)) =Sq" (1 (zn3z)) [Cf (57)]
d’ou la relation

(Tr(xz)nz)=5(xNnz)=o0

d’aprés le lemme TI1.22. Comme cette relation doit étre satisfaite pour toute
classe x (et z de dimension appropriée), on en déduit que 'opérateur T"
est identiquement nul.

Tutorime .23, — Les opérateurs Q' sont déterminés a partir des Sq' par les
relations '
(60) Tr—=2%;Q1Sq'=o, r>o.

CorovLraire II1.24. — Dans toute application [ d’un espace E dans un espace E/,

les carrés de Steenrod commutent avec homomorphisme induit f*; par suite
de la relation (60), la méme propriété vaut pour les Q'; par dualité les homomor-
phismes Z; commutent avec I homomorphisme [ :

Q' =rQ,  LE=%.

4. VaLkurs DE Q' POUR LES PETITES VALEURS bE 7. — En explicitant (6o) et usant
de la relation (35) sur Sq' Sq“, on obtient pour les petites valeurs de ¢ :

0'=Sq!,  Q*=38q*>,  Q*=S8q*Sq',  Q'=Sq*~+ Sq*Sq*;
Q= 8q" 8q' + Sq* Sq* Sq',

Sil’on tient compte de la relation conjecturale Sq*Sq* =Sq* Sq* I'expression
de Q* se simplifie en Q*=Sq*Sq'. Les opérateurs Q' (et leurs duaux %)
ont été introduits par Wu Wen-Tsiin par une voie entiecrement différente dans
un exposé [29] au Colloque de Topologie de Strashourg (Wu y dénote
les Q' S"). Ces opérateurs semblent avoir une certaine importante pour une
théorie générale de I'immersion des espaces dans I'espace euclidien comme
en témoigne le théoréme suivant :

Tutorkme III.25. — Pour qu'un espace compact séparable, localement
contractile, de dimension finie, puisse étre plongé dans lespace euclidien R,
il faut que sur toute classe x €' (K), on ait

Qi(z)=o pour 1+ 2i>.m.
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Si en effet K est plongé dans R™, dans un voisinage ouvert U de K, on aura
Sq'u=o (th. III.15) sur toute classe u€H‘(U), donc, sur toute classe
z€H,, ;(K), on aura 5;3,_;=o0, donc Q' = o pour toute x€ H"*/(K).

Exemples. — Le plan projectif complexe P.; si d désigne le générateur
de H*(P.), on a Sq*d =Q*d=d* 5% 0; donc P, ne peut étre plongé dans R°®.

L’espace projectif réel P* de dimension 4; désignons par ¢ le générateur
de H'(P*); on a t*=0S8q*Sq't=0Q%t>20, donc P* ne peut étre plongé
dans R’.

Remarque. — La théorie précédente pourrait étre reprise en remplacant
les Sq’ par d’autres opérateurs; il suffit que ces opérateurs commutent avec
les homomorphismes de la suite exacte, et admettent une formule de produit
analogue a (22); c’est le cas des « puissances réduites » que Steenrod
a récemment définies [ 21].

CHAPITRE 1V.

Ce chapitre est consacré a quelques théorémes d’invariance concernant la
structure fibrée tangente d’une variété différentiable, théorémes qui présentent
sous un autre aspect I'invariance topologique des classes de Stiefel-Whitney.

I. — Un théoréme d’invariance sur les variétés plongeées.

Soit Vune variété de dimension p, paracompacte, trois fois différentiablement
plongée dans une variété M de dimension n. Rappelons ici ce que cela signifie :
¥

1° V est un sous-espace fermé de M.

2° Au voisinage de tout point x de V, il existe une carte locale de la structure
trois fois différentiable de M, dans laquelle un voisinage de « dans V a pour
image un sous-espace vectoriel de dimension p.

Munissons M d’une métrique riemannienne de classe C?, les théoremes
classiques sur l’existence et l'unicité des géodésiques permettent alors
d’affirmer que par tout point y de M assez voisin de V il passe une et une seule
géodésique (G) normale a V. Il existe donc un voisinage ouvert U de V qui

~admet une fibration définie par ces géodésiques; la fibre se compose des points
dont les géodésiques (G) aboutissent en un point donné x de V : cette fibre
définit au voisinage de « le (»n — p)-plan normal en z 2 V.

Ainsi, a tout point 2 de V, on peut associer un voisinage dans M qui présente
cette structure fibrée; définissons, comme au chapitre III, un recouvrement
localement fini de V par des voisinages ouverts V(x;) relativement compacts
dans V. Chaque Y(x;)admet un voisinage fibré W(x;), composé des points
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dont la distance géodésique normale & V est inférieure 3 un nombre donné &,.
Il est clair qu’on pourra définir sur V une fonction (&), continue, deux fois
différentiable, telle que : si a appartient & V(z,), alors e(@)<z. Si V est
compacte, les g sont en nombre fini, et ¢ peut étre pris constant; sinon, on
devra définir la fonction a laide d’une partition différentiable de ['unité.
L’ensemble des points (X) dont la distance géodésique a V est égale & ¢
constitue une variété de dimension (n —1) qu'on appellera la variéeé tube.
On a alors le théoreme :

TakoreMe IV.1. — Supposons qu’il existe deux structures différentiables (S),
(8") de M suivant lesquelles la variété U est plongée trois fois différentiablement
dans M; sotent (X), (X) les variétés-tubes correspondantes. Alors (X) et (X') ont
méme type d’ homotopie.

Démonstration. — Soit, pour la structure (S), U un voisinage fibré par les
géodésiques normales (G); () est plongé dans U; soit de méme pour (S) U’ un
voisinage fibré par les géodésiques normales (G"). On peut supposer les rayons
e, ¢ des tubes (X), (¥) tels que EC U’ et X’ U. On définit une application /:
U — X comme suit: soit P un point U’, par P passe une géodésique G, du
systéme G, et une seule, et cette géodésique rencontre X' en un point unique P’.
On pose f(P)=P’. De la méme facon, 'application g: U’ — Zest définie comme
suit : g(P) est le point unique ou la géodésique G, du systeme G issue de Pren-
contre X. Prenons les restrictions des applications précédentes 4 X et X'. Nous
obtenons deux applications f: X —>X; g : X — X. Nous allons voir que les
applications composées go fet fo g sont homotopes a I'identité.

Montrons-le par exemple pour go f: soit P, le point qui partage le segment
PP’ de la géodésique G, dans le rapport 2. Qn définira 'homotopie par

(P, 1) = &(P0).
On a bien, en effet :
F(P, o) = identité,
F(P, 1) = g(P") = gof(P).

De méme fo g est homotope a 'identité, et le théoréme est démontré.

Soit maintenant V une variété différentiable de classe C*, paracompacte; la
diagonale A dans le produit V><V est trois fois différentiablement plongée;
appliquons-lui le théoréme IV.1. On obtient :

CoroLrAIrRe IV.2. — Le type d’homotopie de lespace [ibré des vecteurs unitaires
tangents a une variété différentiable de classe C* paracompacte, ne dépend pas de
la structure différentiable considérce.

Toutefois, dans ce cas particulier, ce résultat peut revétir une forme plus
précise. Ceci nécessite une nouvelle définition.

Derinirion. Tyee p’Homortopie risrE. — Deux espaces fibrés E, E' de méme
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base, de méme fibre I, seront dits de méme type d’homotopie fibré, s’il existe
des applications /: E— E' et g : E'— E telles que :

1° L'image de la fibre F, est dans F',; de méme g(F)) est dans F,.

2° Les applications composées gof et fog sont homotopes & lidentité
dans des déformations qui conservent les fibres (compatibles avec la relation
d’équivalence définie par la fibration). Si, en particulier E et E’ sont fibrés en
spheres, les applications fet g sont sur chaque fibre de degré 1 et par suite,
sont des applications Sphére sur Sphére (malb, bien entendu, non nécessaire-
ment biunivoques).

On a alors le théoréme :

Tukorime IV.3. — Le type d’homotopie fibré de lespace des vecteurs tangents a
une variété différentiable paracompacte de classe C* est indépendant de la structure
différentiable. ‘

Soient (S) et (8") deux structures différentiables de classe C* sur V;a (8)
on associe une métrique riemannienne de classe C?, qui définit un systéme
local de géodésique G. Soit de méme le systéme local de géodésique G’ associé
a (8'). Définissons comme au théoreme IV.1 des fonctions e () et ¢'(x), telles
que si la distance MP est inférieure a <(P), il existe une géodésique du systéme
G (ou G') et une seule reliant M a P dans un voisinage de P.

Soient dés lors O un point de V, X un vecteur d’origine O relatif & (S), et soit
G, la geodeslque du systéme G tangente en O & X. Prenons sur G, un point M
tel que OM=¢(O); par M on fait passer la géodésique Gy unique qui joint
M &4 O. Soit X’ le vecteur (relatif & S") tangent en O a G’. On posera alors
X'=f(X). On définit parallélement I'application g(X")=X en joignant & O
par une géodésique (G) le point M’ tel que OM'= ¢’ sur G; on montre, comme
au théoréme IV.1 que / est une homotopie-équivalence : soit M, le point qui
partage le segment MM’ de la géodésique (i’ dans le rapport z; on posera

F(X, t) = g(M;);
on a alors
F(X, o) =identité, F(X, 1)=gof.

I. — Invariants d’homologie du type d’homotopie fibré.

Soient deux espaces fibrés E, et E,, ayant pour fibres des sphéres de méme
dimension £ — 1, de bases B,, B, resp.; soit / une application de E, dans E,,
qui applique chaque fibre de E, dans une fibre de E,. Alors /" se prolonge en
une application qu’on notera encore / des espaces fibrés associés A, — A,
donc de A, dans A'.. Le faisceau de la carapace des cochaines d’Alexander-
Spanier de A, soit T,, est appliqué par f dans celui de A, d’ou un homomor-
phisme du faisceau T, (sur B,) dans le faisceau T, (sur B,) obtenus par projec-

Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. 21
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tion des carapaces précédentes. Cet homomorphisme (et 'application f de B,
‘dans B,) définissent un homomorphisme f des groupes de cohomologie &
supports dans & : H"(B,, T,) - H"(B,, T,). Plus généralement, si I'on a un
faisceau de coefficients F, sur B,, un faisceau F, sur B,, et un homomorphisme
F,— F, compatible avec /, on obtient un homomorphisme

(61) H7(By, F,OT,)—>H"(By, F,O Ty),

Considérons sur A, et A, les faisceaux F, et F,; I'homomorphisme F,—F,
donne naissance alors 2 un homomorphisme

(62) Hr+4(AY, Fy)— Hr+4 (A, Fy).

En remontant 4 la définition de I'isomorphisme o*, tel qu’il provient de la
projection des carapaces, on constate que ¢* transforme I’homomorphisme (61)
dans 'homomorphisme (62). Supposons maintenant que B, et B, sont le méme
espace B et que I'application / de E, sur E, soit une homotopie-équivalence au
sens précédent, alors 'homomorphisme T, - T, des faisceaux de cohomologie
est un isomorphisme de T, sur T,. Si I'on a posé Ff,=7F,=F, "homomor-
phisme (1) devient un isomorphisme de

H7(B, FOT,) sur H (B, FO T).
Donc /* est un isomorphisme de
Hr+4(A), F) sur 7+ (A), F)
et ’on a la formule de commutation
(63) Cge=Se

ou ¢,, o; désignent les isomorphismes ¢* relatifs 4 A et A’. La relation (63) a
pour conséquence le

Tutorime 1V.4. — Les classes caractéristiques de Stiefel- \Whitney sont des inva-
riants du type d’homotopie fibré.

En effet appliquons (63) & la classe-unité w €H3(B, Z); puis I'opération Sq’
donnera

93 Wi = Sqi9} (@) = Sq'/*¢] (0) = f*Sq'¢} (0) = [*0} (W})
d’oui, en comparant les égalités extrémes,
Wi=1W,.

Remarque. — Soit A un opérateur sur la cohomologie qui jouisse de la
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propriété suivante : si f* est ’homomorphisme induit par une application f,
alors

S A=AS
(Au chapitre V, ces opérateurs seront appelés des dépendances homologiques.)
Supposons que I'opérateur A augmente de degré de ¢ unités; alors; dans tout
espace fibré en sphéres, on peut définir une classe « caractéristique » X'
associée a I'opérateur A par la formule

Ag*(w) = ¢* X"

Il est clair que la classe X' ainsi définie est un invariant du type d’homotopie
fibré. On a vu que cette construction donne, pour A= Sq’, les classes de
Stiefel-Whitney lorsque I'espace fibré admet le groupe orthogonal pour groupe
de structure ; on pourrait se demander, s’il n’est pas possible d’obtenir par un
mécanisme analogue d’autres invariants du type d’homotopie fibré : les puis-
sances de Steenrod [27] permettent & cet égard d’en définir d’autres, dont
Wu Wen-Tsiin a montré le rapport avec les classes caractéristiques de
Pontrjagin [29]; par exemple : les classes de Pontrjagin (qui sont des classes
entiéres), réduites mod 3, sont des invariants du type d’homotopie fibré qui
correspondent aux puissances de Steenrod St, pour p=3. Mais on doit
remarquer que cette méthode a ses limites : ainsi les classes de Pontrjagin
réelles ou rationnelles ne correspondent d aucun opérateur A du type précédent;
en effet, d’aprés un résultat que m’a communiqué J. P. Serre [16] il n’existe
en cohomologie rationnelle, d’autre opérateur commutant avec f* que le cup-
produit et ses combinaisons linéaires. Or (pour des raisons évidentes de degré),
I'opérateur A qui donnerait les classes de Pontrjagin ne peuts’exprimer par des
puissances. Il semble donc que I'invariance des classes de Pontrjagin entiéres,
bien que tres vraisemblable, reléve d’un mécanisme plus profond.

La notion de type d’homotopie fibré souléve d’ailleurs un grand nombre de
problemes, citons :

1° Si deux espaces fibrés en sphéres ont méme type d’homotopie fibré, on
ne peat évidemment en conclure qu’ils sont isomorphes, méme si I'on prend
pour groupe de structure tous les automorphismes de la sphere; le méme
probléme se pose a fortiore si le groupe de structure est le groupe orthogonal;
cependant, méme en ce cas, aucun contre-exemple ne nous est connu.

2° A un espace dontle groupe de structure est le groupe orthogonal, on peut
associer quantité d’autres espaces fibrés dont la fibre est définie parla structure
linéaire : tenseurs, p-formes, variétés de Stiefel, grassmanniennes, etc. ; si deux
tels espaces ont méme type d’homotopie fibré, en va-t-il de méme pour les
espaces associés ?

3° Que peut-on dire de la classification des types d’homotopie d’espaces
fibrés. en sphéres sur une base donnée? Existe-t-il un espace classifiant
permettant cette classification ?
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CHAPITRE V.

I. — Les variétés a bord.

1. Dernirion. — On appelle variété @ bord de dimension n 41 un espace
localement compact M, dans lequel on s’est donné un sous-espace fermé non
vide V, le bord de M, tel que :

a. V est une variété de dimension n;

b. le complémentaire ouvert M — V est une variété de dimension n-4-1;

c. pour tout point z du bord V, il existe un homéomorphisme d’un voisinage
U de « dans M sur un demi-espace euclidien fermé, homéomorphisme qui
applique Un'V sur 'hyperplan de dimension » qui limite le demi-espace.

2. LEs COEFFICIENTS LoCAUX SUR M. — Soient Sy la carapace des chaines singu-
lieres a coefficients entiers dans M, Sy la sous-carapace des chaines & support
dans V, et S,/S, la carapace quotient. La suite exacte : 0 - S, — S, — Sy/S, >0
engendre pour les faisceaux de ces carapaces la suite exacte de faisceaux :

(6_/}) O—%(Sv\)*—}F(Sm)%F(SM/Sv)-—>O-
Explicitons ces différents faisceaux et leurs faisceaux d’homologie :

a. F(8y), faisceau des chaines singuliéres de la variété V, admet, comme on
sait (c¢f. th. 0.3), un faisceau d’homologie nul pour tout degré, sauf pour le
degré r=n; H,(F(Sy)) est alors le faisceau des entiers tordus Ty lié & I'orien-
tation locale de V.

b. F(Sy), faisceau des chaines singuliéres de M, admet, pour faisceau
d’homologie le faisceau ainsi défini : en tout point & de M —V, H,(F(S,)) est
nul, sauf pour r=n -1 et H,,,(F(Sy)) est le faisceau des entiers tordus lié a
Porientation locale de M — V. En un point y du bord V, le faisceau d’homologie
de F(Sy), s’identifie & I'homologie : H.(Bmod(B— y)), ou B désigne une
(n+1)-boule fermée dont y est un point de la sphére-bord. Or une telle homo-
logie est nulle; en effet : on a la suite exacte :

—>H,.(B—y)—>H.(B)->H.(BmodB — ) > H,_, (B — y) —.
Comme (B — y) est contractile, et que les groupes ici considérés sont des
groupes d’homologie finie, on en déduit H;(B— y)=o0 pour ¢ > o, done
H(BmodB — ) ~H,(B)=o0  pour i>o.
Pouri=o0, on a

Ho(B — )5 Hy(B) > Hy(BmodB — ) >0
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et,comme j applique Hy (B — y) sur H,(B), Hy(Bmod(B—y))=o0. En conclu-
‘sion, le faisceau d’homologie H,.,(F(Sy)) induit sur (M — V) le faisceau Ty_y
des entiers tordus lié & I'orientation locale de la variété ouverte (M — V) et
induit zéro sur V. ,

c. F(Sy/Sy), faisceau des chaines singuliéres de M modulo les chaines de V
ne différe pas, pour son homologie, de F(S,) en tout point de M —V; soit
toujours y un point de V; la suite exacte des carapaces induites en y :

0 = (Sy)y—> (SM)y— (Su/Sy), =0
induit, pour les homologies, la suite exacte
— H,.(Sy)y— . (Sy)y—> H, (Sy/Sv)y— Hoy (Sv)y —>,
-dont la seule partie non nulle se réduit a
(65) o—>1{,,+1(sM/sv)y3§ ,(Sy),— o.

Il en résulte qu’au point y de V, le faisceau d’homologie H,(Sy/S,) est nul,
sauf pour == n - 1; ainsi, en tout point de M, H,., (S,/Sy) définit un systeme
local d’entiers-tordus qu’on désignera par Ty et ce systéme local induit T,_y sur
(M—YV). La suite exacte des faisceaux d’homologie déduite de la suite
exacte (64) se réduit ainsi a '

O—>H,,_H(F(SM))—)HR_H(F(SM/Sv))-—> Hn(F(Sv))——>O
soit
(66) 0—>Ty_v—>Ty—Ty—o.

Nous en déduirons le

Lemme V.1. — Le faisceau d’entiers tordus T, induit sur V par le faisceau
~d’entiers tordus Ty lié a Uorientation locale de M est lui-méme [ié a [ orientation
locale de V. Donc, st M est orientable (Ty simple), V est elle-méme orientable, et
toute orientation de M induit canoniquement une orientation de V.

‘3. LEs THEOREMES D’ISOMORPHISME DES VARIETES A BORD. — Supposons, plus géné-
ralement, que les coefficients de la carapace de chaines singuliéres Sy soient
pris dans un faisceau localement simple de groupes abéliens F, et que les
supports en soient pris dans une famille (®) de I’espace M; soit S,_, la sous-
carapace formée des chaines de Sy dont le support est contenu dans M— V [ou
encore, dans la famille (@ ) des fermés de @ contenus dans M — V]. Soit
Y = S,/Sy_y la carapace-quotient; Y, considérée comme carapace sur M, est
fine et ®-compléte; son faisceau d’homologie en un point x de M —V est évi-
demment nul; en un point y de V, la carapace induite n’est autre que (Sy),;
son faisceau d’homologie a été calculé au n° 2 b, et on I’a trouvé identiquement
nul; il en résulte que le faisceau d’homologie de Y est identiquement nul et,
par suite, d’aprés le théoréme 0.1, les groupes d’homologie de la carapace Y
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qu’on représente par H,.(M mod(M —V)) sont tous nuls; or ces groupes appa-
raissent dans la suite exacte d’homologie déduite de o - Sy y— Sy— Y — o
soit HY (M — V) — H* (M) -> H*(Mmod(M — V)). On en déduira

Tueorime V.2, — Linjection (M—V)— M induit un isomorphisme de
H,(M—V, F)surH,(M, F).

Reprenons maintenant lasous-carapace Sy des chaines a support dans V et la
carapace-quotient Y =1S,/Sy; on a déja (en 2, ¢), déterminé son faisceau
d’homologie; si I'on fait par suite sur cette carapace le changement de gradua-
tion défini par 7= n +1—r, on sera dans les conditions d’application du
théoréme 0.1, et 'on obtiendra :

Tacorime V.3. — L'homologie relatice H*(MmodV, F) est canoniquement
tsomorphe a la cohomologie Uy ™' (M, F O Ty).

Remarque. — La cohomologie H'(M) opére — en cap-produit — sur ’homo-
logie relative H;(M modV); I'isomorphisme du théoreme précédent jouit de la
méme propriété multiplicative que I'isomorphisme de dualité des variétés
[Introduction, § V, n°2, formule (3)]; si z€H,(MmodV) correspond & la
classe de cohomologie u€H"'~"(M), et si x est une classe quelconque :de
H/(M), a la classe Nz de 'homologie correspond la classe de cohomologie
2V u[propriété démontrée de la méme facon que pour (3)].

4. LES CLASSES FONDAMENTALES DES VARIETES A BORD. — M étant supposée para-
compacte, soit w la classe-unité de H3(M, Z); on appellera classe fondamentale
de MmodV la classe de H,.,(MmodV, Ty) qui correspond a w par I'isomor-
phisme du théoréme 3; on désignera par v€H,(V, T,) la classe fondamentale
de la variété bord V. '

Soient y un point de V, B*-une demi-boule fermée de dimension n -1, de
centre y, dont le « plan » équatorial sera dénoté E et la demi-sphére bord S+.
B+ étant un voisinage fermé de y dans M, E voisin de y dans V, nous avons les
homomorphismes canoniques du diagramme commutatif :

Hpos (M mod V) = H,.y (Mmod (M — B*) + V) ~ 1T, (B+ mod S+ E)

sy Sy Sy d

CHL(V) LH, (VmodVAM—B+)~ H? (E moddE)

ou I’on a écrit les isomorphismes bien connus des homologies relatives. L’image
j(m) est alors le cycle fondamental de H,.,(B*modS*—+ E); I'image Z,/(m)
donne alors le cycle fondamental de H,(EmoddE); par suite, 'image om induit
en chaque point y du bord V le cycle fondamental du voisinage de y dans V.
C’est dire qu'on a, globalement : ‘

('67) dmn=v.
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Remarque. — On a, dans la formule (67), le signe +-, parce qu'on a sup-
posé V muni de 'orientation locale induite de celle de M: ’homomorphisme 53,
n’est autre que I'isomorphisme ., de la suite exacte de 2, ¢ (65).

II. — Comparaison des suites exactes d’homologie et de cohomologie.

Rappelons d’abord quelques généralités sur le cap-produit. Soit Y un sous-
espace fermé d’un espace X; nous pouvons lui associer :

1° La suite exacte d homologie singulicre :
L (Y) S, (X) S (X mod Y) 5 1, (Y) .

2° La suite exacte de cohomologie (Introduction § II, n° 4) :

— H7(X) = H7(Y) > H+ (X — Y)(T? H" (X)) —.

-Soit u un cocycle de H’(X), 5 un cycle de H,(XmodY); d’apres la formule
du bord d’un cap-produit :

(68) dunsz)=0duns+(—1)unds,

nous voyons que uNdz est un cycle de Y dont la classe sera donnée par la
formule

(69) (—1)d(unz)=funoz.

Supposons que x soit une classe de H’('Y); z désignant toujours un r-cycle
de H,(XmodY), on tire de la formule (68) :

xN0ds = (—1)7" 5.z;n:,

ol oz N z est un cycle de X.
On aura donc la formule

(70) J(@n0z)=(—1)r~ danz.

Remarque. — Cette formule (68) du bord d’un cap-produit différe de la
formule classique déduite des formules simpliciales usuelles; la formule (68)
est seule compatible avec les conventions faites implicitement dans la
démonstration des théorémes 0.1 et 0.2 de I'Introduction.

Cela étant, écrivons concurremment les deux suites exactes précédentes
pour V fermé de M. Il vient

H,.(M) Ly S vt (M — vy S (M)
. k ¢

0 A
—~ T, r(Mmod V) = H,_,.(V) = ,_,.(M) —P> H,— 1 (Mmod V) —.

Les fleches verticales désignent des isomorphismes; ¢ est I'isomorphisme de
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dualité dans V, j est le produit par I'isomorphisme du théoréme V.2 de
Visomorphisme de dualité dans la variété M —V; £ est l’isomorphisme du
théoréme V.3.

Soit a démontrer (—1)" ok(x) =1 f*(x), suceH’(M) L(x)—wnm donc:

dxznm)=(—1)frand(m),
soit, d’apres (69) :
dznm)=(—1)f'eny=(—1)if*(x).

2° Soit & comparer f,7 et jo*
Soit yeH" (V) : i(y)=ynv, et, d’apreés (79) :
Jne)= (—1" i ‘O)(’\m puisque ¢ ==dm.
On en tire

Sii= (=) at
3° Soit a démontrer pj = ko*.

L’isomorphisme j peut étre obtenu comme le cap-produit d’une cochaine de
M —V par une chaine m de la classe fondamentale de H,.,(MmodV); on ne
change pas ce cap-produit en remplacant la cochaine de M — V par son image
dans M.

Cette commutation peut également se voir en remontant aux carapaces de
chaines singuliéres du n° 2; ¢ est induit par le passage au quotient : Sy, — Sy/Sy;
ceci induit sur les faisceaux de coefficients '’homomorphisme : Ty_,— T, de la
suite exacte (66); etl’on sait que cette suite exacte de coefficients induit préci-
sément la suite exacte de cohomologie, ou 'homomorphisme Ty y— Ty induit
I'homomorphisme o*.

Généralisation. — Les raisonnements précédents subsistent mot pour mot, si
Jes coefficients de 'homologie ont été pris dans un faisceau localement simple
de groupes abéliens I; de plus, si 'on a pris partout la ®-cohomologie (et pour
H'(M—V) la ®, y-cohomologie), tous les raisonnements précédents subsiste-
ront; en effet, quand on fait le cap-produit par les classes ¢ et m, qui sont des
classes de F-cohomologie, on ne sort pas de la famille (®); nous obtenons
ainsi le théoréme :

TukoriME V.4. — Dans le diagramme formé par les deux suites exactes :
~ Hip (M, F) j—;}lﬁ)_(\/, Py Supt M—v, F)—>H'“(\rl, F) >
kY P kY

—-~H2, .M modV,F QO T) 5 HY (V,FOT)>H2,(M,FOT) il H® (MmodV,FQ T
nous avons les relations
Oh=(—1)if,  fii=(—=1y=1jo;  oj=khs"

Remarque. — La plupart des résultats précédents figurent dans la littérature
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(Lefschets Topology, 1930, p. 154, th. 1; Hopf-Alexandroff Anhang, 1, 5, n° 66)
mais sous des hypothéses de triangulabilité qui ne sont pas nécessaires; il en
va de méme pour un théoréme de Steenrod [19] qui suppose le bord « régulier »
(existence d’un voisinage de V homéomorphe a V><I); en fait, tous ces
résultats restent valables si I'on fait seulement des hypothéses d’homologie
locale; ils s’étendent par suite aux variétés « homologiques », ou variétés
généralisées au sens de Van Kampen : espaces en tout point duquel ’homologie
locale est celle de I'espace euclidien R* (ou, en un point du bord, du demi-
espace euclidien R*+*).

Désignons par K le noyaudel’ homomorphlemef (parK, le sous-groupe de K
- constitué des éléments de degré p); par A (A’ pour les éléments de degré p)
I'image de 'homomorphisme /*. Le théoréme admet alors le

CoroLLARE V.5. — Le noyau K, et 'image A"~ se correspondent dans ['iso-
morphisme de dualité i : v A =K.

Ce résultat peut étre particularisé par des hypotheses supplémentaires sut les
coefficients; afin de n’avoir pas & introduire de systémes locaux, on supposera
que V est bord de M orientable; les coefficients étant pris dans un anneau
principal, on peut définir dans la cohomologie un cup-produit et dualement,
dans I’homologie, une opération d’intersection S(x, y); puisque A est une
algébre pour le cup-produit, nous obtenons :

CoroLLAIRE V.6. — Si deux classes x, y appartiennent a K, il en est de méme de
leur intersection S(x,y); en particulier pour V connexe, Uintersection d'un
élément de K, par un élément de K,,_,, est nulle.

Supposons de plus que les coefficients soient pris dans un corps et que la
variété a bord M soit comvacte. Il y a alors dualité entre les espaces vectoriels
H/(M) et H;(M); comme les lomomorphismes f, et f/* sont transposés 1'un
de 'autre, on en déduit qu’il y a dualité entre les espaces vectoriels : A” et

H,(V)/K,. Nous obtenons le théoréme :

Tntortme V.7. — S¢ V orientable est bord de M compacte orientable, et
st les coefficients sont dans un corps, alors, des deux espaces vectoriels A’ et
Ar(o< pZn), chacun d'eux est, pour le cup-produit, I'annulateur de lautre.

Désignons par 7 le rang de A%, et par b,(V)le A" nombre de Bettide V. Nous
avons alors le :

CoroLLAIRE V.8. — Entre les rangs de A" et A", on a la relation :
(71) : i Pack= 0i(V) = bu_ir(V).
Remarque. — Les théorémes V.6, V.7 et V.8 demeurent exacts méme

si V et M ne sont pas orientables, a condition d’opérer dans un corps de
caractéristique 2.
Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. 22
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III. — Applications a diverses variétés a bords.

1. Supposons V compacte, orientable et connexe et de dimension paire
n=2m; siV est bord de M orientable (méme non compacte), le théoréme V.6
permet d’affirmer :

Le noyau K,, ne peut contenir tout H,,(V); comme S(K,, K,,L)__o on peut
affirmer que le rang de K,, ne peut excéder 6,,(V)[2. On retrouve ainsi, en un
cas trés particulier, un théoreme déja ancien de H. Kneser [11] : si une surface
compacte est bord d’une variété a trois dimensions M, il existe au moins un
1-cycle de la surface qui n’est pas, en coefficients rationnels, homologue 4 zéro
dans M.

2. Sila variété a bord M compacte a I’homologie d’une (n + 1)-cellule, son
bord V a I’homologie d’une n-sphére; car, d’aprés (71), b,(V)=o0 pour
n’importe quel corps de coefficients.

3. Soit V une variété compacte fibrée par des sphéres S~ alors V est bord
de la variété A définie au chapitre I, mapping cylinder de 'application fibrée p.
Le théoreme V.11 donne alors : les espaces vectoriels A" et A" images par
I'homomorphisme p, induit par ’application p sont chacun I’annulateur de
Pautre (c¢f. Leray [13], th. 13.1); la relation donne, en tenant compte de l'iné-
galité évidente ;< b;(B), B base de la fibration, I'inégalité de Gysin-Leray :

P(V) <P(B)(1 4 t+1)

portant sur les coefficients des polynomes de Poincaré P =ZX;b;¢' de V et de la
base B. '

4. VARIETES BORDEES PAR UN PRODUIT DE DEUX SPHERES. — Si M compacte orien-
table admet pour bord le produit S* >< S? de deux sphéres S¥ et S7(p =£ ¢), on
peut affirmer, d’aprés V.8, que 1'un des cycles (et un seul SP><1 ou 1< S)
est homologue a zéro dans M.

Dans le cas p=g¢, on a une conclusion analogue, en remarquant toutefois
qu’il n’existe pas, en ce cas, de base canonique pour H,(V); signalons enfin un
phénoméne assez curieux : la variation possible du noyau K avec le domaine
des coefficients; donnons-en un exemple : soit U la variété S, < S,; paramé-
trons le cercle S, par I'angle 0 et soit ¢ ’angle polaire sur un grand cercle fixe
0+2k

3
voisinage de C dans U un tore plein Q d’ « 4me » C, dont le bord est un
tore T =S, ><S,; désignons par « le méridien, y le paralléele de T (2 homo-
tope a zéro dans Q); la variété a bord considérée est N=U — Q. On vérifie

de S, ;.la relation ¢ = définit un cercle simple C dans U. Prenons pour
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aisément que x est o~ o dans N, mais que 3z~ o0 dans N; si le domaine des
coefficients ne contient pas de torsion d’ordre 3,z ~v o et y 7} 0; si au contraire,
on a pour coefficients Zj, alors x o~ o et y ~o : en effet, dans N, y est homo-
logue & 3(S,><r).

IV. — Le probléme des variétés-bords.

Une variété V quelconque est toujours le bord d’une variété a bord : prendre
par exemple le produit de V par le segment ouvert a droite [0,1]. Par contre, une
variété compacte V n’est pas toujours le bord d’une variété a bord compacte M :
nous en verrons de nombreux exemples. Steenrod (*) a posé la question, de
donner des criteres permettant de déterminer si une variété V donnée est le
bord d’une variété a4 bord compacte M. Les théorémes précédents vont nous
permettre de donner des conditions nécessaires portant sur I’homologie de la
variété V; la recherche de conditions suffisantes est un probléme beaucoup

plus difficile.

Dernirion. — Une variété compacte orientée V est dite variété-bord, si elle est
le bord d’une variété a bord compacte orientable M, et si M peut étre munie
d’une orientation telle qu’on ait dm=v¢, m et ¢ désignant les classes fonda-
mentales de M et V définies par ces orientations.

S1V est compacte connexe et orientable, il n’est pas nécessaire de préciser
'orientation : si V est variété-bord pour une orientation, elle est évidemment
un bord pour I'orientation opposée.

SiV, orientable ou non, est bord d’une variété 4 bord compacte M, orientable
ou non, on dira que V est une variété-bord (mod 2).

Rappelons tout d’abord un résultat bien connu dans le cas des variétés
triangulées : par suite de la relation (70), on obtient :

TutoriME V.9. — La caractéristique d’ Euler-Poincaré d’une variété-bord mod 2
est paire.

Les seules variétés orientables de caractéristique y impaire sont de dimen-
sion n=omod 4, aussi peut-on se demander si pour les variétés de dimen-
sion n =4 k, la condition 7 =omod 2 n’est pas une condition suffisante pour
que la variété soit une variété-bord; nous allons voir qu’il n’en est rien.

Soit donc V une variété orientable de dimension 44, et supposons les coeffi-
cients pris dans un corps. Alors le cup-produitx U y de deux classesz, y € H**(V)
définit sur I'espace vectoriel H*(V) une forme bilinéaire symétrique @ par la
relation

D(z, y) =9, zUy> (v cycle fondamental de V).

(1) Cf. Problems in topology (Ann. Math., 50, 1949, p. 247-260).
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Soit ®(u, u)la forme quadratique associée; appelons indice d’inertie de la
forme ® le rang maximum des sous-espaces linéaires contenus dans le « cone »
défini par ®(u, u)=o0. Si V est une variété-bord, on a ®(x, )= o pour toute

classe z€A*; or d’aprés le théoréeme V.8, le rang de A*" est égal &ébf‘,,{(V);

donc :

TutoriMe V.10. — Pour qu’une variété orientée de dimension 4k soit une
‘variété-bord, il faut que la forme quadratique définie par le cup-produit sur H**
admette pour indice d’inertie é by (V).

St en particulier le corps des coeflicients est le corps des réels ou des ration-
nels, 'indice d’inertie est égal & Inf(p, 6,,(V)—p), p désignantle nombre des
carrés positifs de la forme quadratique. Appelons index de la forme quadra-
tique le nombre v =p — (6,:(V) — p), excés du nombre des carrés positifs sur
celui des carrés négatifs; 'index 7 a été introduit par Hodge dans |'étude des
variétés algébriques complexes. Comme cas particulier du théoréme V.10, on
obtiendra :

CoroLLARE V.11. — Pour qu’une variété orientée NV de dimension 4k soit une
variété-bord, il faut que l'index de la forme quadratique définie par le cup-produait
sur la cohomologie réelle de dimension 2 k soit nul.

Remarque. — Dans les théorémes V.10 et V.11, on a supposé V orientée; si V
n’est pas connexe, cette précaution est indispensable; en effet, 'indice d’inertie
(de méme que 7) dépendent de cette orientation, comme le montre 'exemple
suivant : soit P~ le plan projectif complexe, muni de son orientation naturelle
(induite par la structure complexe); ce n’est pas une variété-bord, ni méme
une variété-bord (mod 2)(y(P+)=3). La variété constituée par deux plans
projectifs complexes munis de la méme orientation (P~ P*) n’est pas une
variété-bord (T = 2); par contre, la méme variété, mais munie de I’orientation
définie par P*—+ P, est un bord (bord de P ><1).

Les théorémes précédents ne sont en fait que des cas particuliers d’un théo-
reme général que nous énoncerons, aprés avoir au préalable donné deux
définitions :

Dermvition 1. — Soit E un espace, H*(E) sa cohomologie; on dira qu’une
classe u € H(E) dépend homologiquement de classes x, y ... de dégré inférieur, si
pour toute application f de E dans un espace arbitraire E', u vérifie la condition
suivante : si I'image A de H*(E") par ’homomorphisme induit /* contient z,
Y5 ... elle contient aussi u.

Dérmirion 2. — Soit V une variété compacte (orientée) dont on a formé la
cohomologie H*(V) par rapport 4 un corps de coefficients; on appellera
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algébre permise dans 'anneau de cohomologie de V un sous-anneau A vérifiant
les propriétés suivantes :

1° A° contient H°(V).

2° Si u dépend homologiquement de x, y, ... éléments de A, alors u est
dans A.

3° Soit A? I'ensemble des éléments de degré p de A : de A? et A" » chacun
d’eux est, pour le cup-produit 'annulateur de 'autre.

4° La classe fondamentale de H*(V) détinie par I'orientation donnée de V
n’appartient pas i A.

Remarque. — Si V est connexe orientable, la condition 4° est une consé-
quence de 3° et ceci, pour toute orientation de V; la notion d’algébre permise
peut donc étre définie, en ce cas, sans la donnée d'une orientation.

Pour une variété non orientable, on a la notion d’algébre permise sur le
corps Z,. Si la variété V est une variété-bord, I'algébre image de I'appli-
cation f* : H*(M)—H*(V) est une algébre permise (ceci & cause du théoréme V.7);
nous avons donc le

TutoriMe V.12. — Pour qu’une variété V compacte (orientable) soit une
variété-bord, il faut que, pour tout corps de coefficients, I’anneau de cohomo-
logie H*(V) contienne une algébre permise.

Ce théoréme rend compte de tous les critéres connus pour qu’une variété soit
une variété-bord; il est malheureusement d’'un emploi malaisé, car on ne sait
pas formuler explicitement toutes les dépendances homologiques dans H*(V) :
parmi les dépendances homologiques, on notera le cup-produit, les carrés de
Steenrod (sur Z,) et leurs récentes généralisations (p-puissances sur Z,).

Une formulation plus commode, bien que partielle, du critére ci-dessus va
nous étre offerte par un théoréme de Pontrjagin, qui montrera le rapport de la
question précédente avec la théorie des classes caractéristiques.

Rappelons tout d’abord quelques généralités sur les classes de Stiefel-
Whitney; étant donné, sur un espace B de dimension finie pris pour base,
une structure fibrée sphérique dont le groupe de structure est le groupe ortho-
gonal, on sait que cette structure fibrée est définie par une classe d’application f
de B dans une grassmannienne G; les classes caractéristiques W'mod 2 de la
structure fibrée sont alors les images par f des classes W' de la grassman-
nienne G; ces classes Wide G engendrent dans I’anneau de cohomologie (mod 2)
de la grassmannienne G une algébre de polynomes [4], ceci tout au moins
jusqu’a une dimension N (dimension classifiante) qu'on suppose supérieure i
la dimension de la base B; on appellera plus généralement classe caractéris-
tique une classe quelconque de cette algébre, qu'on pourra donc exprimer
par un polynome par rapport aux W' Pour chaque dimension <N, les
monomes II(W?)" avec X¢v;= £ sont linéairement indépendants.
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Si, en particulier, V est une variété différentiable compacte de dimension n,
la structure fibrée tangente de V est induite par une application fde V dans la
grassmannienne; on appelle nombres caractéristiques de la variété V les valeurs
prises par les classes caractéristiques de G sur la classe f(¢) image de la
classe fondamentale ¢ de H,(V). Il suffit de calculer ces nombres pour les
éléments II(W;)", Xiv;=n, certains de ces nombres peuvent d’ailleurs étre
identiquement nuls en raison des formules de Wu.

Pontrjagin a démontré le théoréme suivant [15]. S une variété (différen-
tiable) compacte est bord (différentiable) d'une variété différentiable compacte M,
tous ses nombres caractéristiques sont nuls.

Si, de plus, V est bord de M orientahle, le méme théoréme vaut, non
seulement pour les classes caractéristiques de Stiefel-Whitney, mais aussi
pour les classes caractéristiques de Pontrjagin, classes entiéres de dimen-
sion £ =omod 4.

Donnons-en une démonstration : dire que V est bord différentiable de M,
c’est dire qu’on peut construire (au moyen de géodésiques normales, par
exemple) un voisinage normal de V homéomorphe a4 V><1I; désignons par 8 la
structure fibrée des vecteurs tangents 4V, par X celle des vecteurs tangents a M,
par Xy la restriction de £ 4 V; X, peut étre considérée comme le joint de S par
une structure triviale de fibre 1. Il résulte alors immédiatement du théoréme II
de Whitney [25] que les classes Wi de X, coincident avec les classes Wide S;
soit dés lors g: M- G l'application de M dans la grassmannienne G qui
induit la structure ; le nombre caractéristique de V correspondant & un pro-
duit II(W;)", Ziv;=n, est donc égal a la valeur prise dans la cohomologie de
la grassmannienne par ce produit II(W;)" sur le cycle image g(¢); or I'appli-
cation g est définie sur tout M, et ¢ =oam; donc g(¢)~vo, et le nombre carac-
téristique { g(¢), II(W?)"> est nul.

On pourrait facilement éliminer de cette démonstration toutes les hypothéses
de différentiabilité, par une généralisation convenable du théoréme III.11 en
considérant V comme sous-variété plongée dans M. Mais il est plus intéressant
de rattacher ce théoréme au théoréme V.11. Nous voulons donc démontrer :

TatoriMe V. 13. — Pour qu’une variété compacte soit une variété-bord (mod 2),
il faut que tous ses nombres caractéristiques de Stiefel- W hitney sotent nuls.

La variété n’étant pas supposée différentiable, les classes Wi sont les classes
tangentes telles qu’elles ont été définies au chapitre ILI; elles sont données par
les formules de Wu (45) :

W= 3 Sqi—+ U,
ou U* désigne la classe « canonique » définie par

Uty gn—t—= Sqkar—* [formule (44)].
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Soit u une classe quelconque de A"~ (avecp< [g]), comme le cocycle fonda-

mental n’appartient pas 4 A", ona Sq’u=o0. Donc U’Uu = o pour toutu€ A"7;
c’est dire que U” appartient & 'annulateur de A", donc 4 A” : toute algébre
permise sur le corps Z, contient nécessairement les classes U de Wu, donc
aussi d’apres (45) les classes Wi, Par suite, pour que V soit un bord (mod 2),
il est nécessaire que le cocycle fondamental de H"(V) n’appartienne pas a
I'idéal engendré par les W', done que tous les nombres caractéristiques soient
nuls.

/

V. — Applications aux problémes d'immersion.

Soit V une variété compacte connexe de dimension n plongée dans une
variété connexe compacte M de dimension n 41 comme sous-variété homo-
logue a zéro; ceci veut dire que dans la suite exacte :

o—>H, . (M)->H,,  (Mmod V) >-H,(V)—>H,(M)—>

I'image f(¢) du cycle fondamental ¢ de V est nulle; il en résulte que H,.,(M mod V)
contient deux (et seulement deux) éléments linéairementindépendants; d’aprés
I'isomorphisme : H,., (M mod V)~H°(M— V) (Introduction, § V, n°5), le
complémentaire ouvert M —V admet donc deux composantes M, et M,. On
supposera ici que I'immersion de V est assez réguliére pour que M,= M,
et M, = M, soient des variétés 2 bord dont V est le bord commun. '

Les injections

donnent naissance aux homomorphismes du diagramme commutatif :

HA (M) 25 Hr(M,) 25 Hr+1 (M)
L
Hr(M;) 7S H(V) B Hre (M)

Soient A,, A, et A les images dans H*(V) des homomorphismes p}, p;.
et p*= p; A" resp. Nous allons montrer que :

A est I'intersection de A, et A,.

Il est clair que ACA, NA,; soit u un élément de A, NA,, de degré r;
posons u = piu, = p,u,; puisque u est une image par p,,on a g,u=o0; donc, 3
cause de la commutativité du diagramme, ¢,u=o0,donc u, est de laforme h(x),
xz€H"(M) et par suite u = p*(x). C. Q. F. D.

Dans ’anneau de cohomologie de H*(V), V compacte connexe sur un corps,
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formons alors toutes les algébres permises; associons-les deux par deux de
toutes les maniéres possibles, et formons les nombres :

kp(V) =Infrang (A7 nA7).
ij

Ces nombres £, sont ainsi déterminés intrinséquement par ’homologie de la
variété. Nous obtenons le théoréme :

* Taeorime V. 14. — Pour qu’une variété compacte connexe N de dimension n
puzsse étre plongée dans une variété M compacte connexe de dimension n—1
comme sous-variété homologue a zéro, il est nécessaire que les nombres de Bettt
de M vérifient les inégalités b,( MY k,(V) pour tout corps de coefficients.

P\ =" e

Supposons par exemple que M ait 'homologie de la sphére S"+'; on devra
avoir £,(V)=o pour p > o, ce qui donne :

TueoriMe V.15. — Pour qu’une variété V puisse étre plongée dans une sphére
homologique de dimension n + 1 (a fortiori dans R*+'), il faut que son anneau
de cohomologie (pour tout corps de coefficients) soit somme directe (@ ’exception
de H° et U") de deux algébres permises disjointes.

Sur le corps Z,, on a vu dans la démonstration du théoréme V.13 que toute
algebre permise contenait I’algébre engendrée par les classes tangentes W':
on retrouve ainsi le résultat bien connu de Whitney : les classes caractéris-
tiques d’'une V" plongée dans R"*' sont toutes nulles (¢/. th. III.16).

La méthode. précédente, bien que moins puissante que celle exposée a la
fin du chapitre III, est cependant plus générale, en ce sens qu’elle n’est pas
liée au corps Z,, et aux carrés de Steenrod comme seule dépendance homolo-
gique; montrons-le par quelques exemples :

L’espace projectif réel P* de dimension 3 admet sur Z, un anneau de coho-
mologie engendré par des éléments de la forme (1, d, d2, d*) pour les degrés o,
1,2, 3 resp., d étant la classe duale du cycle porté par la droite projective. Il
n’existe qu'une seule algébre permise, formée par 1 et @>. Donc P ne peut étre
plongé dans R*; le méme raisonnement montrerait que ’espace projectif réel
4 2k —1 dimensions ne peut étre plongé dans R*".

Autre exemple : Espaces lenticulaires. — Un espace p-lenticulaire de dimen-
sion 3 admet sur Z, un anneau de cohomologie engendré par des éléments : 1,
¢, h, m de degrés o, 1, 2, 3, resp. On a m=cUh, et la classe h de dimension 2

provient par réduction mod p de la classe entlere;)'o‘*c, image de la classe ¢

par 'homomorphisme de Bockstein; par suite & dépend homologiquement de c,
et il n’existe qu'une seule algébre permise, engendrée par 1 et A. Donc un
espace lenticulaire de dimension 3 ne peut étre plongé dans R*. La méme
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conclusion s’étend aux espaces lenticulaires de dim 2» —1, qui ne peuvent étre
plongés dans R*".

Les résultats énoncés ici peuvent d’ailleurs étre obtenus plus slmplement
comme conséquence du théoreme de dualité d’Alexander-Pontrjagin [9]; nous
ne les signalons que pour montrer le caractére trés général de la méthode :
dans les exemples cités plus haut, en effet, toutes les classes caractéristiques
sont nulles.
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