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Introduction a la théorie des groupes
et a ses applications en physique quantique

PAR

Epmonp BAUER.

§ 1. — « Le concept de groupe préexiste dans notre esprit, au moins
en puissance, a dit Henri PoiNncarE. I1 s'impose & nous, non comme
forme de notre sensibilité, mais comme forme de notre entende-
ment () ».

Lorsqu'on aborde un chapitre quelconque de la théorie des
groupes, qu’il s’agisse des travaux de Garois, de FROBENIUS ou de
L1g, I'on ne peut échapper a I'impression d’atteindre un domaine pro-
fond et central des mathématiques et de la logique. Cela est si vrai
qu’il est impossible de faire ni physique, ni géométrie, sans se
servir, de facon plus ou moins consciente, du concept de groupe.

E. WIGNER et J. v. NEUMANN, les premiers, I'utilisérent explicitement
en mécanique quantique ;il s’agissait d’étendre aux systémes contenant
un nombre quelconque de particules les résultats obtenus par HEI-
SENBERG dans ses belles recherches sur I’atome d’hélium. Les échanges
d’énergie et de position entre les électrons jouaient dans cette théorie
un role essentiel. On comprit que la cause profonde de son succes,
la cause unique, c’est que ’équation de SCHRODINGER reste invariante
lorsque 1’on substitue I'un & I'autre deux électrons, qu’elle « admet »
le groupe des permutations entre particules identiques.

Ce fut I'origine d’une série de travaux remarquables, qui permirent

(1) H. POINCARE, La Science et I’Hypothése, p. go.
—_— I —
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INTRODUCTION A LA THEORIE DES GROUPES

de mieux classer les spectres atomiques, d’aborder I'étude des molé-
cules et des liaisons chimiques.

Depuis, un grand nombre des résultats ainsi découverts purent
étre retrouvés par d’autres méthodes moins abstraites, mais ces
méthodes ne sont elles-mémes que des applications implicites de la
théorie des groupes, simplifiée grace a l'intervention du principe de
Paurr

Un deuxiéme ensemble de recherches, di surtout 3 E. WIGNER et
H. WEevI, montra que le groupe des permutations n’est pas le seul
qui joue un réle en mécanique quantique. Si, comme 1’a montré
SCHRODINGER, I'équation des ondes dans un atome a un seul électron
avec un champ de force central peut s’intégrer par la méthode de
séparation des variables, c’est parce qu’elle reste invariante pour
toute rotation autour du centre. Plus généralement, les cas de dégé-
nérescence, oll se présentent des niveaux multiples, sont presque
toujours dfis & l'intervention de certains groupes.

Nous pouvons ainsi ramener & un langage, & un corps de doctrine
uniques, une foule de raisonnements épars dans la mécanique quan-
tique habituelle. La théorie des groupes nous permet de séparer nette-
ment, parmi les propriétés des systémes atomiques et moléculaires,
celles qui sont d’origine géométrique ou cinématique et celles qui
sont d’ordre proprement dynamique, dépendant de la nature des
actions entre particules, de la forme de I’énergie potentielle. Ces
derniéres seules exigent une solution compléte de I'équation de
Schrédinger. Pour les autres, il suffit généralement d’'une étude
préliminaire, ot la théorie des groupes joue & peu prés le méme role
qu’en cristallographie. ‘

Enfin, la théorie des groupes est intimement liée & I'étude des
« systémes de nombres hypercomplexes », des « algébres non commu-
tatives » et 4 la représentation de ces algébres par des systémes de
matrices. On sait qu’en théorie quantique, les grandeurs physiques
s’offrent 4 nous comme des opérateurs non commutables, apparte-
nant généralement & certains groupes et qu'il est commode de repré-
senter par des matrices. On congoit que, de ce point de vue encore,
le langage mathématique précis, établi indépendamment de toute
application physique, mais avec un souci profond de logique, ait
apporté de la clarté.

Les pages qui suivent sont une simple introduction, dont le but
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§ 2. GEOMETRIE AFFINE

principal est de familiariser le lecteur avec quelques concepts nou-
veaux et de lui permettre d’aborder sans trop de peine la lecture des
mémoires originaux, du livre capital de H. WEYL ou de celui de
E. WieNER (1). Le premier chapitre est de pure géométrie, affine et
unitaire. Il fixera notre langage et nous permettra de nous servir
sans cesse d’images spatiales commodes (3).

CHAPITRE 1
ESPACES VECTORIELS — GEOMETRIE UNITAIRE

§ 2. ESPACES VECTORIELS OU AFFINES A # DIMENSIONS. — A, Leur
définition est classique. Elle s’obtient en généralisant les propriétés
de I’espace ordinaire, abstraction faite du concept de mesure des
longueurs.

—_— —
Rappelons qu’en géométrie affine, les vecteurs x, y --- sont des
symboles définis seulement par certaines propriétés relatives aux

opérations d’addition x + —3; (commutative et associative), de sou-

straction 7;—_; et de multiplication par un nombre réel ou complexe
(distributive et associative).

n vecteurs Z, ;; ..« e sont linéairement indépendants lorsque l'on
ne peut satisfaire a I’équation
— —> —_
X1 €1+ Xals + o +Xp€, =0
sans que fous les nombres x: soient nuls.
Un espace vectoriel & # dimensions est défini par » vecteurs de base

—

=
e, - - - en linéairement indépendants. Il est constitué, en somme, par
I'ensemble des vecteurs que ’on obtient en formant toutes les combi-
naisons linéaires possibles de ces 7 vecteurs de base,

— id —
(1, 1) x = 2 % €.
i=1

() H. WEVYL, Gruppentheorie und Quanienmechanik (Hirzel, 1931). E. WIGNER, Gruppen-
theorie und ithre Anwendungen auf die Quantenmechanik der Alomspektren (Vieveg, 1931).

(2) Pendant le cours de ces conférences m’est parvenu I'excellent ouvrage de VAN DER WAERDEN,
Die gruppentheoreiische Methode in der Quantenmechanik. Je m’en suis servi pour compléter et
préciser certains points, notamment pour définir les groupes additifs avec opérateurs ; je lui ai
emprunté Iexemple de réduction du groupe des permutations de trois objets.
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I. ESPACES VECTORIELS
—
Dans I'espace habituel, n = 3, les ei sont des vecteurs-unité, portés
suivant trois directions quelconques (axes de coordonnées), les x;,

=
composantes du vecteur #, sont réels. En théorie quantique, les gran-
deurs considérées sont généralement complexes ; on est donc conduit
naturellement a4 prendre des xi complexes.

B. Changement de coordomnées. — Soit R. un espace vectoriel
—

encadré par les # vecteurs de base e¢: ; choisissons # autres vecteurs

— — .

indépendants ¢',. D’aprés (1, 1) les ¢, seront des combinaisons

—
linéaires des e; (comme tous les vecteurs de Rn). Nous aurons donc

— —
(2, 1) - ey = 2 € Six
i
S = || s& || est la matrice de transformation, a n lignes et colonnes,

—
Un vecteur invariable x aura, dans les deux systémes, les coordon-
nées xi et 2. (1, 1) et (2, 1) donnent :

— - v e g
x=inei=Axkek=Zxkeis,~k
7 k ik

d’ott

'3, 1) X = ESikx'k-
k

C. Application linéaire de Uespace R, sur lwi-méme (transforma-
—>
tion linéaire). — Faisons correspondre a tout vecteur x de R, un

—_— —_
vecteur du méme espace y = A x, défini, dans le méme systéme de
coordonnées, par ses composantes.

(4, 1) Vi = Zaikxk ; A?: ZZaikxk
k ik
A = || ag || est la matrice d’application ou de projection. Son degré

est # (nombre de lignes et de colonnes).
Il existe une matrice de degré » qui fait correspondre au vec-

g — . . . ’
teur x le vecteur x lui-méme, c’est-a-dire qui laisse en I’état I’espace

.__4_—



§ 2. APPLICATIONS LINEAIRES

R,. D’apreés (4, 1), tous ses éléments sont nuls sauf ceux de la diago-
nale principale, qui sont égaux a 1. C'est la matrice unité
1=, Su=003k), =TI
On peut encore appliquer R, sur un autre espace R, # pouvant
étre différent de # et, dans ce cas, la matrice A est rectangulaire.
I application A de R, sur lui-méme transforme un vecteur primiti-

—> — —
vement confondu avec un des vecteurs de base ¢; en v, = Ag; et,

—
comme e, a pour composantes dy, (*), on a d’aprés (1, 1)

— — — —
(44, 1) = Ae = Z € i Sk = 2 €; .
il i

Notons lidentité des formes des équations (2, 1) et (44, 1). Un
changement de coordonnées est une sorte d’application réservée
aux vecteurs de base seuls.

Les applications sont des opérations de transformation de 'espace
4 n dimensions, leurs symboles A sont des opérateurs agissant sur les
vecteurs de cet espace pour les transformer en d’autres vecteurs.
Ces opérateurs s’expriment analytiquement par des matrices de
degré n. Le probléme mathématique posé par la physique des quanta
est la généralisation des propriétés de ces opérateurs au cas ou # est
infini,

D. Composition des applications. Multiplication des wmatrices. —
Faisons deux applications successives de R, sur lui-méme, A d’abord,
puis B :

Y =By = BAx = Cux

Dans cette équation, les opérations successives s’effectuent dans l’ordre
obtenu en lisant de droite a gauche; cette régle sera toujours appliquée
au calcul des opérateurs. (4, 1) nous donne

2; =Z bayi =E bu(Eam xk) =Ecik X
1 l .k k

(1) On a évidemment



1. ESPACES VECTORIELS
c’est-a-dire

(5, 1) C=BA=|cul=

2 baay,
l

La matrice C s’obtient par la régle habituelle de multiplication des
déterminants. On retrouve le mémes résultat lorsque les applications

s’effectuent d’un espace 2 un autre, 4 condition que les nombres de
dimensions s’y prétent.

Il est commode de représenter un vecteur x par une matrice X, ot
toutes les composantes soient disposées en une seule colonne, la pre-
miére par exemple, toutes les autres colonnes étant remplies par des
zéros. On voit sans peine, d’aprés (4, 1) et (5, 1), que la formule

7 = A% devient
(4b, 1) Y = AX.

Toutes nos opérations se raménent ainsi 2 des multiplications de
matrices. En particulier, le changement de coordonnées (3, 1) devient

(3a, 1) X = SX'.
E. Matrice inverse. — Pour que l'application A soit réversible,
il faut que le déterminant |A| = |ax| soit différent de zéro ; les

équations (4, 1) sont alors résolubles en x; et I'on a :

%= Yawy, oubien X =A"'Y=A"AX.
k

La matrice A—* inverse de A est donc définie par
(6, 1) AA' =A"'A =1 = ¢l

c’est-a-dire

N -t - —1 Iy
(6a, 1) Laa ay = Zduam = %
1 4

F. Transformation d’'une matrice d’application par changement de
—_
coordonnées. — Soit e, un premier systéme de vecteurs de base a 'aide

duquel nous effectuons la 1:1'atnsformation7;—»?f> = A x. Changeons

—6 —



§ 3. GEOMETRIE UNITAIRE

—_
de base ; soient ¢; les nouveaux axes, x; y;’ les nouvelles compo-

— —
santes des vecteurs x et y, X’ et Y’ les matrices & une colonne qui les
représentent. I application A, c’est-a-dire la correspondance entre les

— —_
deux vecteurs x et y, s’exprime dans ce dernier systéme d’axes
par une matrice A’ telle que I'on ait
(4¢, 1) Y == A'X,

La forme de A’ se calcule sans peine. Désignons par S le changement
, — —> . — —>
de coordonnées e — ¢’, par S—! son inverse ¢’ — ¢; nous avons :

X = SX’' ; X' = §1X, clest-a-dire «;/ =Esi7clxk. I application
k :

—_—
A’ peut se faire de deux maniéres, soit directement, dans le systéme ¢’,
— —_
soit par voie détournée en passant des axes ¢’ aux axes e¢ par S,
—
puis effectuant dans ce systéme e l'application A et revenant enfin

aux axes ¢ par S. Ces deux procédés sont équivalents. Le second est
la suite des transformations

Y =871, Y=AX, X=8X/, soitautotal VY =S 1ASX'=AX
c’est-a-dire

(7, 1) A'=S"'AS et A =S8A'S.

Deux transformations A et A’ relies par une équation du type
(7, 1), ot S est une transformation quelconque possédant un inverse
sont dites équivalentes : elles se raménent 1'une a I'autre par un chan-
ment d’axes.

§ 3. ESPACES EUCLIDIENS ET UNITAIRES. — A. — Les définitions
précédentes suffisent a fixer les propriétés affines d’un espace vecto-
riel. Pour compléter 1’analogie avec l’espace habituel, il est néces-
saire de lui attribuer des propriétés métrigues et pour cela il suffit de
se donner en fonction des composantes d’un vecteur arbitraire une
forme quadratique définie positive et invariante qui définisse le carvé
de sa longueur ou sa norme.

Xt = Zgik % X (!
ik

(1) La méme définition intervient en relativité {0a les g:x ne sont plus des constantes) 3
cf. H. WEYL, Temps, Espace, Matiére. §§ 2, 3, 4 et 11.

.—7__..



I. ESPACES VECTORIELS

Dans le domaine réel, cet espace est euclidien si, par un changement
d’axes S, on peut réduire || gi || & une matrice unité

B
S—'gullS =8| ¢ ad ¥2=(x - x)= fo
1=I

En théorie quantique on a généralement affaire a des grandeurs
complexes, mais la norme d’un vecteur arbitraire, invariant métrique
fondamental, doit étre nécessairement réelle, pour avoir un sens phy-
sique. I’ espace est wumitaire lorsque cet invariant peut, par un
changement d’axes S, se mettre sous la forme

a —_— —> \n —
(8, 1) x:(x~x)=4xixi
=1
ot x; est le complexe conjugué de x;.
Le systéme de coordonnées est alors unitaire. Dans un tel systéme,

on définit de méme le produit scalaire de deux Vecteurs_;etzz

(84,1) (2 -y)=Xay=(y %)
i

Ces équations montrent que les axes d’'un systéme de coordonnées
unitaire sont des vecteurs-unité orthogomaux : leur norme est égale a
I'unité et leurs produits scalaires deux a deux sont nuls, car, les compo-

— —
santes e; et e, de ¢; et ¢, étant respectivement d; et 6, on a :

— —

(85, 1) (e-a)=1 (e-a)=o.
On vérifiera de méme que la composante x; est égale au produit

— —
scalaire du vecteur x et du vecteur unité ¢; .

- —
(8¢, 1) 2= (e -x).
B. Transformation unitaire. — Considérée comme changement de

—_— —
coordonnées, c’est le passage d’un systéme unitaire e; a un autree’.

o —
Soient x; et x; les composantes d'un méme vecteur arbitraire ¥ dans
les deux systémes, on a

e —_ —_—
(x-x%x) =}:xixi_—_2x,-’xi'
i i

—_8 —



§ 3. FORMES HERMITIENNES

et en tenant compte de (3, 1)

Exil x = Esikxkl Sux = Exklxl/ <Zsiksil>
i

ikl kl i
c’est-a-dire

- N
E SikSit = on

1

ou d’aprés (ba, 1).
Sk == S,

La matrice adjointe S a S est la matrice transposée de I'imaginaire
conjuguée, c’est-a-dire
Sik: == Ski,
La condition a laquelle doivent satisfaire les transformations uni-
taires est donc

(9, 1) §S=8", ou SS=1.

Considérées comme applications de l'espace R, sur lui-méme, les
transformations unitaires sont celles qui laissent invariantes les pro-
duits scalaires des vecteurs et conservent par conséquent leurs rela-
tions d’orthogonalité. Cette définition conduit encore a (9, 1).

C. Formes bilindaires et matrices hermitiennes. — Considérons le
produit scalaire

—>

(10, 1) (7- Ay) :2;%%%-
ik

Clest une forme bilinéaire des variables x;, y; (%).
Elle est hermatienne si application A peut agir indifféremment sur
1'un ou l'autre vecteur, si 'on a

(11, 1) (% -Ay)=(Ax-9),

(1) De par sa définition, une telle forme est invariante, c’est-a-dire ne change pas par une
transformation wunitaire des coordonnées. Si donc l'on considére les x; comme les composantes

covariantes et les x; comme les contrevariantes, une matrice A est un fenseur mixte du second
ordre dans l'espace unitaire.

—9-—



\ I. ESPACES VECTORIELS

c’est-a-dire

Exiaik Vi = A%V,
1k ki

ou enfin

(114, 1) A = A A=A.

On vérifiera sans peine que, si A est hermitien et a cette condition
seulement, la forme quadratique (A—a; '?) est réelle ; (;- ;) est tou-

jours réel, de par sa définition (8, 1) ; (;- 9) est hermitien.

§ 4. REDUCTION AUX AXES PRINCIPAUX. — Nous admettrons, sans
préciser leur démonstration, les deux théorémes suivants qui sont la
généralisation des théorémes sur I’équation en S et la réduction des
formes quadratiques & une somme de carrés.

A. Toute forme hermitienne (9; . Ax+) = Eaika?ixk, peut, dans un
ik
espace unitaive, par un choix convenable d’axes orthogonaux, étve ra-
menée a la forme

(12, 1) 2“:’9_6'5\7@',

les o étant des nombres réels. Ou encore, ce qui revient évidemment au
méme : Toute matrice hermitienne A, peut, par une transformation uni-
taive, étre mise sous forme diagonale

2 O - (o]
(13, 1) A=8TA8=|0 20 SS=1.
[e) 0 -+ a,

B. Ilen est de méme d’'ume matrice unitaive. — Rappelons les pro-
blémes analogues en géométrie, en mécanique, en physique cristalline.
Soit, par exemple, un diélectrique anisotrope : la répartition des
constantes diélectriques entre les diverses directions de l’espace est
représentée par une quadrique : l’ellipsoide des pouvoirs inducteurs
spécifiques. Ramener cet ellipsoide a ses axes, c’est chercher les

— 10 —



§ 4. REDUCTION AUX AXES PRINCIPAUX

—
« directions principales » du cristal, ot le vecteur transformé 4, I'in-

duction, est parallele au vecteur primitif, le champ électrique ]_Ef On
sait que ces directions sont généralement au nombre de trois (}) et
qu’elles sont orthogonales. Il existe donc trois axes rectangulaires pour
lesquels on a

b = oE;. (7: =12, 3)
les oi sont les pouvoirs inducteurs principaux du milieu. De méme,
dans le cas général qui nous occupe actuellement, rechercher un sys-

téme d’axes unitaires e_,;, qui donne 4 la matrice A’, transformée de A,
la forme diagonale (13, 1) c’est ticher de résoudre le probléme sui-

. . —_— —> —

vant : trouver » directions ¢,’, ¢’ --.¢,’ telles que tout vecteur x
—>

parallele 4 I'une de ces directions ¢, soit transformé par A en

vecteur —;qui lui soit paralléle :

— —

(14, 1) y=Az =ax.

ol « est une constante.
En écrivant les « composantes » de cette équation vectorielle, on
obtient # équations linéaires de la forme

(144, 1) A%y o0+ (@ — )%+ A = 0, 1=1,2:--%,

qui ne sont compatibles entre elles que si la constante « est une racine
de U'équation séculaire
(@11 —}) ag coe Ain

(15,1) Dét |[A—211|=| % (@2—"N - 4w | o

Cette équation a généralement » racines ). = o, - - - a,, (distinctes

—
ou non) auxquelles correspondent » directions d’axes ¢;' données par
les équations (142, 1). On connait seulement la direction des vec-

i
teurs x car (144, 1) ne les détermine qu’a un facteur constant prés.

(1) Sauf lorsque Pellipsoide des pouvoirs inducteurs est de révolution : deux des constantes
diélectriques principales sont alors égales. Une seule direction principale est déterminée, nor-
male & un plan ol les axes peuvent étre choisis arbitrairement. Il y a dégénérescence.



I. ESPACES VECTORIELS

Les o; racines de (15, 1) sont les wvaleurs propres ou comstantes
caractéristiques de la matrice A. Elles sont réelles dans le cas hermi-

—_—

tien ; leur valeur absolue est 1 dans le cas unitaire. Les ¢; sont les
vecteurs propres ou directions principales correspondantes (*). Lorsque
(15, 1) présente une racine multiple 2 d’ordre p (4 =2y =+ - - = 2p = 2), .

— — —>
les vecteurs tels que y = Ax = xx forment un sous-espace d p di-
mensions ot la direction des axes est indéterminée (voir lanote 1, p. 11).

C. — Pour que toutes les matrices d'un systéme hermitien ou unitaire
puissent étre réduites en méme temps @ lewrs axes, il faut et 1l suffit
gu’elles commutent entre elles.

La condition est nécessaire. En effet soient A et B deux matrices.
Par le changement d’axes S, je les raméne simultanément 2 la forme
diagonale A’ et B’. Elles sont alors évidemment commutables :

A'B' = B'A'. Donc S™'ASS™'BS == ST!ABS = S7'BAS c.ad. AB = BA.

Elle est suffisante : supposons AB = BA, faisons un changement de
coordonnées tel que B soit diagonal :

gl

B = |

Nous avons
(AB)y: = (BA)s, soit (P — Br) =0
Si
2oz By a;; = 0,

Donc A est une matrice & gradins, dont tous les termes sont nuls,
sauf ceux qui sont situés sur'la diagonale principale, ou dans certains
carrés ayant celle-ci pour diagonale et correspondant au cas ot 3; = 3.

(1) La démonstration de ces théorémes se fait en choisissant une premiére racine «, de (13, 1),

—
en déterminant le vecteur propre correspondant e, et en le complétant par (# — 1) vecteurs qui
lui soient orthogonaux, pour former un systéme d’axes unitaires. Par suite des propriétés de symé-
trie des matrices hermitiennes et unitaires, les coefficients @.,... @;p @yq..ee @y, sont tous nuls et
la matrice A prend la forme

2, © o
o asy Qo
o apy ann



§ 5. ESPACE FONCTIONNEI,

Ces carrés se rapportent chacun a un sous-espace de R ot les axes de
la matrice B sont indéterminés (il posséde la symétrie circulaire, ou
sphérique, ou hypersphérique). On peut y choisir ces axes de telle
fagon que A y soit également diagonal.

D. Un changement de coordonnées ne change pas la forme de I'équa-
tion séculaive (15, 1). — Faisons en effet le changement de coor-
données

S:A—>A'=S871AS 1 »51'1S=1,

La régle de multiplication des déterminants nous donne

(16,1) |S™AS — M | =18"1].|A —31]-|S]
=[S S|-1A—2|=|A—2]
E. Trace d'une matrice. — Soit A = || a;:|| une matrice, sa trace est

la somme de ses éléments diagonaux,

"
(17, 1) TrA = 2 Aii,

i=1
Mais I’équation (15, 1) s’écrit :
(=W = (=W Hay 4+ Ao+ oo+ Apy) -+
= (— N + (= W ITrA + ...

Comme cette équation conserve sa forme lors d'un changement
de coordonnées S, tous ses coefficients sont des invariants, en par-
ticulier le second :

(174, 1) TrA = invariant

§ 5. ESPACE FONCTIONNEL. SUITES COMPLETES DE FONCTIIONS
ORTHOGONALES. — Les matrices de la théorie de BorN, HEISENBERG
et JORDAN sont des matrices infinies. On peut les considérer comme
des opérateurs appliquant sur lui-méme un espace & un nombre infini
de dimensions, espace étudié dés 1906 par HiBERT. D’autre part, toute
fonction de variables continues et en particulier les fonctions d’ondes
de la mécanique ondulatoire sont représentables par des vecteurs
d’un espace fonctionnel dont le nombre de dimensions est également
infini. Les opérateurs qui agissent sur les fonctions d’onde pour les
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transformer en d’autres fonctions, engendrent des applications de cet
espace surlui-méme. Cette analogie, déja mise en évidence par HILBERT,
permit & SCHRODINGER, puis, plus complétement & Dirac, de dé-
montrer I'équivalence de la mécanique ondulatoire et de la méca-
nique des matrices.

11 existe entre les deux espaces auxquels il vient d’étre fait allusion
une différence qui parait essentielle au premier abord : les matrices
de Heisenberg opérent dans un espace dont le nombre de dimensions
est une infinité dénombrable ; au contraire, le nombre de dimensions
de l'espace fonctionnel a la puissance du continu. On verra, dans un
instant, que cette différence est plus apparente que réelle (C).

A. Espace fonctionnel. — Soit J(x) une fonction d’une variable x.
Le cas le plus simple est celui d'une fonction discontinue, dont la
valeur est fixée seulement pour un certain nombre fini #» de valeurs
de la variable x,, %,- - -%,. Les % valeurs correspondantes de la fonc-
tion, Yy, Uy - -4y (bi = J(;)) peuvent étre considérées comme les com-
posantes d'un vecteur dans un espace a # dimensions. A chaque
fonction définie pour les mémes valeurs de x correspond un vecteur
déterminé qui en est la représentation géométrique.

Habituellement, les fonctions qui nous intéressent dépendent de
variables continues. Il faut donc passer a la limite : le nombre # des
dimensions de 'espace fonctionnel est infini. On peut alors considérer
la valeur ¢ de la variable x comme un indice et dire que (%) est la
composante d'un vecteur J suivant un axe caractérisé par l'indice Z.
Pour les fonctions de plusieurs variables, telles que J/(x, y, 2) I’ensemble
des trois nombres x, ¥, z constitue un indice unique et 1’espace de ces
fonctions jouit des mémes propriétés que celui des fonctions d’une
variable unique.

Dans la suite, nous raisonnerons surtout par analogie, en nous
contentant de signaler parfois les difficultés mathématiques. Nous
supposerons toujours réalisées les conditions de convergence.

PN

B. Produit scalaive ; norme. — Dans l'espace 4 # dimensions, le

produit scalaire de deux vecteurs 7 et —37 a été défini par

(8a, 1) (% -3) =Y By

k=1



§ 5. PRODUIT SCALAIRE. NORME

Nous poserons de méme, par analogie, dans le cas de deux fonctions
d’une variable discontinue définies pour les valeurs x,, %,- - -x, de la
variable

n
@ 9) = Y, Ym)e(x).
k=1
Si les fonctions () et {(x) sont définies dans un domaine continu D
de la variable #, la seule généralisation possible est

(18, 1) (4, 9) = {;W)?(x)dx-

Cette intégrale est le produit scalaire des deux fonctions Y(x) et ¢(x).
En mécanique quantique, les fonctions d’onde dépendent des coor-
données des particules, %, ¥;, 2, %5- - -2p, le domaine D est I'espace
des configurations (total ou limité), dont nous désignerons un élément
par dr = dx,, dy,, dz,, dx,- - -dzp et nous aurons

(182, 1) (4 9) = JD?w d-.

En particulier, la norme de la fonction §, qui correspond au carré
de la longueur du vecteur représentatif, s’écrit

(19, 1 (%) = | W d=.
: D

Nous admettrons que toutes les fonctions considérées font converger
ces intégrales, quel que soit le domaine D, méme infini. Ce sont des
fonctions de carrés sommables.

C. Séries de Fourier. Systémes complets de fonctions orthogonales. —
Toute fonction U(x) satisfaisant a certaines conditions assez larges de
continuité a 'intérieur du domaine compris entre les valeurs x = ===
(si x est un angle, ce domaine est le cercle de rayon 1), se-développe en
série trigonométrique convergente, en série des fonctions fondamen-
tales de base sin nx et cos nx (n = 0,1, .- ). C'est le théoréme bien
connu de FOURIER.

11 est commode de se servir de variables complexes. Les fonctions
de base sont alors les exponentielles e = e(inx) ot # prend toutes
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les valeurs entiéres comprises entre — o et + . La possibilité de ces
développements en série est liée a deux propriétés essentielles des
fonctions fondamentales : ,

1° Dans le domaine — =, + =, les fonctions de base, multipliées
par un « facteur normalisant » convenable, qui se trouve étre égal a

1 . . , .
e sont orthogonales et normales, ce qui veut dire qu’elles satisfont
T

aux équations bien connues et faciles a vérifier

+ =
,_I: einx, i[_eimz — _1:_ e—inxgimx gy — 8mn-
varn V2r 2n ) _ =

29 Elles forment dans ce domaine un systéme complet ou fermé. Nous
donnerons 2 cette proposition le sens suivant : elle exprime que nous
pouvons développer dans le domaine considéré, en séries convergentes
des fonctions de base (1), toutes les fonctions qui nous intéressent,
entre autres les. fonctions continues qui possédent un nombre suffi-
sant de dérivées.

On sait que les développements de Fourier s’étendent sans peine
a un nombre quelconque de variables. On sait aussi que les limites
du domaine de validité des séries trigonométriques peuvent étre
modifiées par des changements de variables. Nous reviendrons dans
un instant sur ce point.

Les fonctions sphériques, celles d’HERMITE, de LLAGUERRE que 'on
rencontre en théorie quantique, jouissent de propriétés analogues.
Elles forment chacune dans leur domaine (— 1, 4 I pour les poly-
némes de LEGENDRE ; la surface de la sphére de rayon 1 pour les fonc-

(1) Les mathématiciens, pour des raisons de rigueur, donnent généralement une définition
plus précise d’un systéme complet : un systéme de fonctions fondamentales Uz est complet lors-
qu’on peut trouver, pour toute fonction continue Y(x), des coefficients 3 tels que

n
3 1 \‘ 7N} 2
(214 ,1) limp—w | [¥(x) — pd Spbr(x)]?dx = o,
oD
k=1
[ 1? désignant le carré du module. Il s’agit donc d’approximation illimitée en moyenne dans le
domaine D, ou de convergence en moyenne, sans qu’il soit nécessaire que la série By soit conver-
8 Y q q P
' k

gente. Les formules (22, 1) et (23, 1) résultent de cette définition générale comme de notre défini-
tion restreinte. Tous les calculs, y compris ceux de la théorie des perturbations (§ 13) peuvent

se faire en se servant de la définition rigoureuse (21 a, 1). Nous avons préféré perdre un peu
de généralité, mais simplifier les raisonnements.

— 16 —



§ 5. FONCTIONS ORTHOGONALES ET NORMALES

tions sphériques; — oo, + o pour celles d'Hermite; o 4+ o pour
celles de Laguerre) une suite compléte de fonctions orthogonales.
On peut en imaginer d’autres a volonté,

C’est pourquoi nous considérerons de facon tout a fait générale une
suite indéfinie de fonctions ¢, - - - d’un certain nombre de variables
et nous dirons qu’elle constitue un systéme complet de fonctions
orthogonales et normales a l'intérieur d’un certain domaine D si les
deux conditions suivantes sont réalisées :

(20, 1) (Yibs) = f“ﬁ"{k d= = 8,

les intégrales étant étendues au domaine D ; toutes lcs fonctions
continues ¢, qui interviennent dans les applications physiques,
peuvent s’exprimer dans ce domaine par des développements en
série de la forme

(21, 1) y= b,
k

k étant un indice susceptible de prendre toutes les valeurs entiéres
comprises entre o et co ou encore — ® et + oo (dans le cas des séries
d’exponentielles). Si I'on compare (21, 1) avec (I, 1) et (20, 1) avec
(85, 1), I'on voit que ces équations peuvent s’exprimer en langage
géométrique :

Un systéme complet de fonctions orthogonales constitue un sys-
téme d’axes unitaires qui encadre complétement I'espace fonctionnel.
Les f3; ou coefficients de Fourier sont les composantes du vecteur
dans ce systéme. Ces axes unitaires constituent, de par leur définition
méme, une suite dénombrable. Ils permettent donc de ramener les
propriétés de Uespace fonctionnel a celles d'un espace & ume infinité
dénombrable de dimensions.

Formons le produit scalaire de {; et {, tenons compte de (20, 1),
nous obtenons

(22, 1) (Y, ¥) = Zf@:ek%d'f =&
k

formule bien connue de Fourier qui permet de calculer les coeffi-
cients (3;. Elle exprime que f3; est la « projection orthogonale » de ¢

ANNALES DE L’INSTITUT H. POINCARE. 2
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sur 'axe J;. On obtient de méme la formule fondamentale de Parseval
(23, 1) (b9 =Y, | Bhsds =Y B
ik i

Si I'on peut démontrer que cette relation se vérifie pour une fonc-
tion continue arbitraire, on est certain que le systéme des {; est com-
plet. Le choix des fonctions orthogonales encadrant I'espace fonc-
tionnel dépend essentiellement du probléme étudié. Il est toujours
possible d'une infinité de maniéres, que le domaine D soit fini ou infini;
les différents systémes complets se déduisant les uns des autres par des
changements de coordonnées ou transformations unitaires (cf. § 3 B).

§ 6. OPERATEURS. — A. Application de Uespace fonctionnel sur lui-
méme par un opératewr linéaive. — Un opérateur est un symbole qui
fait correspondre a toute fonction | une autre fonction ¢/, a tout vec-
teur de l'espace fonctionnel un autre vecteur. Ainsi, par exemple,
I'opérateur x agissant sur ¢(x) lui fait correspondre la fonction

o(x) = xY(x) ; de méme l'opérateur cgc agissant sur J(x) nous donne

Vi) = e,

Les opérateurs A qui nous intéressent en théorie quantique sont
les opérateurs linéaires satisfaisant aux conditions suivantes :
19 « étant un nombre,

Ash) = 2Ad.
29 Ae + ¢) = A» + Al

3° La fonction AJ est de carré sommable, comme ¢.

Par définition et par analogie avec I'espace habituel, une applica-
tion de P'espace fonctionnel sur lui-méme est la correspondance établie
entre ses vecteurs par un opérateur linéaire.

Encadrons l'espace fonctionnel par une suite compléte d’axes
orthogonaux y, Y, - - -. Soit ) un de ses vecteurs, 3, 5, - - - ses compo-
santes. Son développement en série des fonctions orthogonales
de base s’écrit

-
(21,1) Y= )‘.57:"(1;-



§ 6. OPERATEURS. MATRICES DE DIRAC
I application A lui fait correspondre un vecteur
V= A}

dont les composantes 5, dans le méme systéme d’axes, s’exprime-
ront, si A est linéaire, en fonction linéaire (en séries a coefficients
constants) des coefficients £

(24, 1) Y= Zaik.sls-
k

En effet

Ay, transformée de la fonction de base , par 'opérateur A, se déve-
loppe elle-méme en série des fonctions fondamentales 1}y, J, - - - avec
des coefficients de Fourier ay; :

(25, 1) Ay = Z"ﬁﬂik-
7
D’ou

'.!/ = E(aikpk)q"i == 2 ﬁi’q’i; C’est‘é.’dire (24,1)
ik i

Les équations (25, 1), qui sont en nombre infini quand il s’agit de
fonctions continues (¢ = 1,2...), sont particuliérement importantes.
Elles définissent la matrice | a;|| représentant I'opérateur linéaire A
dans le systéme d’axes ;. Les matrices que nous sommes ainsi amenés
3 associer 4 chaque opérateur linéaire et que nous appellerons matrices
de Dirvac dépendent essentiellement des fonctions fondamentales de
base. Leurs composantes s’obtiennent, d’aprés (25,1), en formant
les produits scalaires

(26: I) ("'{1 ¢ A‘;‘I») == ["];L Ad/de == EIEi‘Pjﬂjkd‘f = Ay
v 7

(25, 1) et (26, 1) sont d'un usage constant en théorie quantique.
1’équation (25, 1) peut encore étre comsidérée d'un autre point

de vue, comme un « changement d’axes » (cf. 44, 1 et 2, 1). En parti-

culier, si nous encadrons l'espace fonctionnel par une autre suite
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compléte de fonctions orthogonales ¢, nous aurons, en les développant
en série des fonctions ;

_
(27, 1) Pr = }_,‘?t“ik-

i
Comme la matrice de transformation U = [ u;| conserve l'ortho-

gonalité des fonctions de base, c’est une matrice unitasre; on vérifiera
qu’elle satisfait a (9, 1). '

Le raisonnement du § 1 F reste valable 4 condition de donner aux
matrices infinies, qui interviennent ici, des propriétés convenables
de convergence et I'on obtient pour expression de 'application A
dans le systéme d’axes ¢

(274, 1) A’ =TU"'AU.
B. Formes bilinéaives. Opérateurs hermitiens. — Dans 'espace a
— >

n dimensions, le produit scalaire (x, Ay) est une forme bilinéaire des

- -
composantes des deux vecteurs x et y [cf. (10, 1)]. Effectuons de
méme le produit (¢, Ag), en supposant nos fonctions développées sui-
vant (21, 1) : '

b= E?k%; ¢ = EYJ%'-
k 7

Tenant compte de (25, 1), nous obtenons

(28, 1) (b,Ag) = { YApds = Efrﬁ'i;iq’lalk Yidn = Z(Ez @ik iy
v ikl ik
qui est une forme bilinéaire (infinie) des coefficients de Fourier ou
composantes des deux fonctions ¢ et ¢ dans le systéme de base ;.
Comme dans un espace 4 # dimensions, on définit un opérateur
hermitien par la condition

~ - - = W -
(29, 1) (b, Ap) = (Ad,0) = Zf%ﬂufjm%d‘: = Z‘{Mhi Pu
kil ik
D’ou, d’apreés (28, 1),
(294, 1) ’ ay = ay.
La matrice correspondante est hermitienne.



§ 6. FONCTIONS ET VALEURS PROPRES D'UN OPERATEUR

C. Réduction & ses axes principaux d'un opérateur hermitien A. —
Raisonnons encore par analogie avec l'espace a4 # dimensions : il
s’agit de trouver, pour encadrer 'espace fonctionnel, un systéme de
vecteurs de bases U, J, - - - tels que, pour chacun d’entre eux, le vec-
teur Ay, soit « paralléle a ¢, » ou, plus précisément, que la fonction A,
transformée de J; par 'opérateur A, soit égale & ), multipliée par une

constante :
(30, 1) AYy = iy

Les fonctions ainsi trouvées sont les fonctions ou vecteurs propres de
l'opérateur A, les valeurs numériques o, ses constantes propres.

La solution de ce probléme, dans 1'espace & un nombre fini de
dimensions, est relativement simple, du moins en principe (§ 3) et se
fait par des méthodes purement algébriques. Dans l’espace fonc-
tionnel au contraire, apparaissent des complications et des difficultés
considérables et je ne suis pas certain que les mathématiciens aient
encore établi une discussion rigoureuse compléte de 1'équation (30, 1) ().
Sa forme méme est trés variable, algébrique, différentielle ou inté-
grale suivant que l'opérateur A est algébrique, différentiel ou inté-
gral. I/équation de Schrédinger (11, 2) en est un cas particulier :
I'opérateur hamiltonien auquel elle se rapporte est un opérateur diffé-
rentiel. Ce que nous avons appris de plus précis sur I'équation (30,1),
depuis les travaux de HILBERT, nous le devons a la discussion des
problémes physiques posés par la mécanique ondulatoire.

Deux cas se présentent suivant la nature de l'opérateur A et la
forme du domaine D ot sont renfermées les variables dont dépendent
les fonctions ¢.

1° Le plus simple est celui ot les solutions de I'équation (30, 1), qui
sont de carré sommable, forment une suite dénombrable correspon-
dant a une suite discontinue et dénombrable de valeurs de la cons-
tante ooy, 2+ 2 -+ -. A certaines constantes o, peuvent corres-
pondre plusieurs fonctions propres &, mais toujours en nombre fini.
Le spectre des valeurs propres et des fonctions propres est discontinu.

Ce cas généralise de la fagon la plus directe les résultats obtenus
dans l'espace a # dimensions. Il se produit le plus souvent lorsque le

(1) On en trouvera nne discussion trés approfondie dans un ouvrage important qui vient de
paraitre : J. V. NEUMANN. — Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik (Springer 1932).
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domaine D est fini, mais cette condition ne parait ni nécessaire, ni
suffisante. C’est ce que montre, par exemple, la théorie quantique de
Poscillateur linéaire dont les niveaux forment un spectre discontinu
quelle que soit I'amplitude des oscillations.

On démontre, dans ce cas, que les fonctions propres ¥; de 'opéra-
teur A constituent une suite compléte de fonctions orthogonales qui
permet d’encadrer complétement I'espace fonctionnel (*). Nous nous
contenterons d’établir I'orthogonalité de deux fonctions propres J; et
;. correspondant a deux valeurs propres différentes de I'opérateur
hermitien A.

Nous avons

AY; = 1, Ady = a4, a4 325 .
Comme (Ady, di) = (L Ali),
(% — ) (Y, W) = 0, Cest-a-dire (4, &) =0 C. 0. F. D.

Lorsque plusieurs fonctions propres, Jy, s, b5, par exemple, appar-
tiennent 4 une méme valeur propre 2, il y a dégénérescence : toute
combinaison linéaire de ces trois fonctions est encore fonction propre
appartenant a la valeur o et I'on peut toujours choisir trois combi-
naisons linéaires orthogonales entre elles.

Afin de pousser jusqu’au bout I'analogie que présente, dans le cas
actuel, espace fonctionnel avec 'espace & # dimensions, nous consi-
dérerons une fonction ¢ arbitraire ayant les composantes f3;, 35 - - -
dans un systéme d’axes (de fonctions orthogonales) quelconque. Le
produit scalaire (§, AJ) se présente d’aprés (28, 1) comme une forme
quadratique des f3;.

(4, AY) = X Fianbi.
ik

Mais si les axes de base sont les fonctions propres de l'opérateur A
(30, 1) remplace (25, 1) et nous obtenons

(31, 1) b ay = X [ Enbrarinds = Yot
ik 3

3

La forme quadratique (§, AJ) est ramenée « 2 une somme de carrés».

(1) Voir par exemple HILBERT et COURANT, Methoden der mathematischen Physik, chap. vet VL



§ 6. SPECTRES CONTINUS DE FONCTIONS PROPRES

20 Tl arrive trés souvent, en particulier lorsque le domaine D est
infini, qu’au spectre discontinu de valeurs propres se juxtapose un
spectre continu, ou encore que le premier disparaisse entiérement. La
théorie des atomes & champ de force central nous fournit un exemple
de ce cas : le spectre des niveaux d’émergie, discontinu jusqu’a une
certaine limite (potentiel d’ionisation), devient ensuite continu. On
n’a évidemment plus le droit d’appliquer sans précaution le langage
établi ci-dessus, puisque le caractére essentiel des systémes de fonc-
tions orthogonales est de former un ensemble dénombrable.

Les développements en série de Fourier (21, 1) sont alors rem-
placés, au moins en partie, par des intégrales [cf. (32, 1) ci-dessous].
Ces intégrales peuvent étre considérées comme limites de séries de
fonctions orthogonales, ce qui permet de conserver un sens a cette
expression dans le cas continu, du moins dans une certaine mesure.
I1 suffira de donner deux exemples.

Considérons d’abord les fonctions d’une seule variable x, définies
dans un domaine quelconque D, fini ou infini, et 'opérateur « multi-
plication par x » : (30, 1) prend la forme

x4 (x) = ad(x),

équation qui doit se vérifier dans tout le domaine D. Il est évidem-
ment impossible de construire analytiquement une fonction satisfai-
sant a cette condition ; mais nous imaginerons une fonction ¢, qui
s’annule en tout point sauf au point ¥ = o et que nous pourrons
considérer comme fonction propre de 1’équation précédente. Pour
qu’elle ait un sens, il faut, en outre, que sa norme ne soit pas nulle.
Nous poserons celle-ci égale a4 I'unité, suivant l'usage en théorie quan-

tique, c’est-a-dire
J ait‘!’fldx = Ir
D

ce qui exige que ), devienne infini au point ¥ = a.

Si I'on admet l'existence de telles fonctions, on constate que le
spectre des valeurs et fonctions propres de ’opérateur x est continu
dans le domaine D, car la valeur de « est arbitraire. Notre fonction
$a(x) se confond avec le symbole de DiraC d(x — ). On peut former
des expressions analytiques dont elle soit la limite.
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On a évidemment
[ vz =o.
D )

puisque 'une des fonctions est nulle 12 olt I'autre différe de zéro. On
peut donc, dans une certaine mesure, qualifier les symboles i (r) =
d(¥ — «) de fonctions orthogonales et normales dépendant de I'sndice
contini a.

Le second exemple nous sera fourni par les intégrales de Fourier.
Il nous sera utile au chapitre suivant. On sait que, pour étendre le
domaine de validité des séries de Fourier a l'intervalle arbitraire

— a, + a (a réel), il suffit de faire le changement de variable ¢ = 1;—’6-

On obtient ainsi, pour des fonctions ¢ définies dans ce domaine,
c’est-a-dire présentant la période de 2a et satisfaisant 4 certaines
conditions de continuité, les développements bien connus

+o ta
Y(x) = L 20,, e(ingx), Cp = \712;ci f Y(x)e(—in gx)dx (n entier)

V20n=b_w —a

Les fonctions orthogonales de base sont les exponentielles

.nwx)

I e(
NEY a !’
elles forment une suite compléte. Ce sont les fonctions propres

" 14
de 'opérateur - ~ .y Car on a
14 e(z'nfx‘ = n—ne(infx)
i dx?Ma® =5 a”’’”
Il faut que # soit entier pour que les fonctions considérées pré-

sentent la période 24. Le facteur normalisant \7127 décroit quand le

domaine D s’étend. Lorsqu’on fait tendre a vers l'infini, il est com-
mode de poser



§ 6. INTEGRALES DE FOURIER

On obtient
1 < . 1 [Te .
W) == X BAveln),  Bo=-—= | @)e(—im)dx,
\/27’:‘,__ — o V27mJ—a
et lorsque @ —
1 T 1 to
(32, 1) (%) = e Se(tv)dv, B, = Vo Y(x) e(— ivx)dx.
T — T

Ce sont les formules de Fourier ot l'indice v est une variable
continue,

Le développement en série est remplacé par une intégrale.

Les analogues des formules (23, 1) et (31, 1) sont, comme on le
vérifiera sans peine,

"+ o +
(4, 4) = “J"‘r’dx—f a;r’/ v
—
1dY 14y e -
(5 %) fw zd—d"—f e

Le raisonnement qui précéde n’est pas une démonstration, mais le
passage a la limite se 1égitime aisément (). Nous voyons donc que les

et

~CI

p 1d .
valeurs propres v de I'opérateur > i forment un spectre continu

dans lintervalle — oo, o, Les fonctions propres correspon-
p

dantes : limAv:o\/ gﬂ e(ivx) présentent un facteur normalisant qui

tend vers zéro quand le domaine D tend vers I'infini : 4 la limite,
leur « amplitude » est nulle.

On remarquera dans les deux exemples étudiés quelles difficultés
variées présente l’extension de la notion de fonction propre au cas
des spectres continus.

C’est pourquoi, dans les problémes physiques, il vaut mieux, quand
cela est possible, se débarrasser du spectre continu par une limitation
du domaine D. La théorie statistique du rayonnement fournit de ce
procédé un exemple célébre : depuis Loord RAYLEIGH et JEANS, on
suppose la lumiére enfermée dans une enceinte parallélipipédique a

(1) Voir les traités classiques d’analyse.



I. ESPACES VECTORIELS
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II. PRINCIPES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

parois parfaitement réfléchissantes. I amplitude { des ondes, qui
s’annule aux limites, se développe alors en série de Fourier, sans
qu’il soit jamais nécessaire de faire intervenir d’expression intégrale.
Un procédé analogue a permis 2 Pranck d’aborder la théorie de
I'ionisation thermique des atomes.

Dans le cas général ou se juxtapose un spectre continu au spectre
discontinu de fonctions propres, ce dernier, bien qu’il comprenne un
nombre infini de fonctions, ne forme pas un systéme complet : c’est
I'ensemble des deux spectres qui se ferme sur lui-méme. Nous admet-
trons que le développement d’une fonction arbitraire (!) est alors la
somme d’une série, correspondant au spectre discontinu et d’une
intégrale provenant du spectre continu :

(33 1) ¢ ——_—Eﬁkd{k +J @XQJ)\d)\,

formule qui comprend comme cas particulier les séries et les inté-
grales de Fourier.

CHAPITRE II

LES PRINCIPES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

N

On peut essayer, avec DIrRAC, de réduire & un nombre minimum
d’axiomes simples les hypothéses qui sont & la base de la mécanique
quantique. Mais la méthode rigoureuse de DIRAC, qui met en évi-
dence, dés le premier contact, ’aspect paradoxal de la théorie, est
d’'un abord un peu rébarbatif. Dans un bref exposé, nous préférons
sacrifier un peu de la rigueur, suivre de plus prés l'ordre historique,
nous servir autant que possible des images classiques ondulatoires et
corpusculaires pour en extraire, a4 'aide du principe de correspon-
dance, le formalisme abstrait de la mécanique nouvelle (?).

(1) Du moins des fonctions qui se présentent dans les problémes de physique.

(2) Dans une publication recente, Théorie de la quantification dams la nouvelle mécanique
(Paris, Hermann, 1932), M. Louis de Broglie suit une méthode analogue. On consultera avec
fruit son exposé trés complet (Note ajoutée sur les épreuves).
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II. PRINCIPES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

§ 7. ONDES LUMINEUSES DANS LE VIDE. — Le mémoire d’EINs-
TEIN (1905) contient déja l’essentiel, du moins en germe (*). Il suffit
d’en exprimer les conclusions dans le langage qui s’est forgé vingt ans
plus tard, de préciser les rapports entre ondes et photons, pour aboutir
aux principes actuels de la physique quantique.

A. Point de vue ondulatoive classiqgue. — 1,/équation de propaga-
tion des ondes s’écrit :
2 % 2%

(1, 2) owt Ty T oz T

En théorie électromagnétique, { représente 1'une des composantes
du potentiel, du champ électrique, ou du champ magnétique, ¢ la
vitesse de la lumiére.

La solution la plus simple, qui se présente tout d’abord, est celle qui
représente un train illimité d’ondes planes et monochromatiques

ax + 3y+yz>]

(2, 2) Y(x,y,2,t) = ae[—— zm'v(t — P

ot v, «, 3, 7 sont respectivement la fréquence des ondes et les cosinus
directeurs des rayons. La longueur d’onde 7 et le nombre d’ondes
par cm. ¥’ sont définis par

(3, 2) A=

¢
v
et

(34, 2) v =

> -

~)

D’otl, en introduisant le vecteur onde v' de grandeur 'é, de cosinus

—
directeurs «, f3, y et le rayon vecteur » de composantes x, y, z.

—> —>
(2a, 2) Y(x,,2,0) = ae[+ 2mi(v,/'%x + v,y + v,'z — vi)] = ae[2=i(v'. ¥ — vi)].

— —

ol V. 7 représente le produit scalaire des deux vecteurs.
Toute solution de I’équation de propagation, dans une enceinte

(1) A* EINSTEIN. — Ann. der Phys. 17 (1903) 132 : Sur un point de vue heuristique relatif
d la production et la transformation de la lumiére. :
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§ 7. ONDES LUMINEUSES

limitée ou dans l'espace total, peut s’obtenir par superposition de
solutions simples (méthode des solutions particuliéres). La fonction

+ =
. —> —> , V.
(47 2) ‘;’(x7y?z)t) - 2 akglLZT'l ("lf/‘ Y — v t)] avec Vi = 'CL

hb=—®

représente, sous forme de série ou d’intégrale de Fourier une pertur-
bation électromagnétique quelconque, un paquet d’ondes, de distribu-
tion spectrale et spatiale arbitraire (& un instant ¢ donné). Les séries
interviennent dans une enceinte limitée, les intégrales dans l'espace
infini (Chap. 1, § 4 ¥). Mais en théorie classique la décomposition
d’'un « état lumineux » en intégrale ou en série de Fourier présente
un caractére purement formel (%).

Réunissons ensemble toutes les ondes de méme fréquence y;, mais
de directions différentes (4, 2), devient

+

(40, 2) b= Y aux,y, 2) o(— 2mind)

-_— 0

Les coefficients de (4, 2) et (44, 2) sont généralement complexes,
car les diverses composantes de la lumiére présentent entre elles des
différences de phase. '

Nous savons que aa; (x, y, 2) est proportionnel 4 la densité de
I'énergie, a l'intensité de la lumiére de fréquence v au point x, v, 2.

D’autre part, si nous cherchons la valeur moyenne << ¢ > de

J(x, y, z) pendant un temps trés long par rapport aux périodes VE,

k
nous avomns :

=

— t — —
(5,2) << dd(x,y,2) > = lim %2 a.a,e[2mi(v, —v)t]dt =2a,a,(x,y,z).
° r

rs

< ¢y > mesure lintensité totale de la lumitre au point x, y, z;
c’est la somme des intensités des diverses composantes.

(1) Cf. les discussions sur la nature de la lumiére blanche (SCHUSTER, Gouy, Lord RAYLEIGH
PoiNcaRrE, PLANCK).



II. PRINCIPES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

Enfin, nous savons depuis H. POINCARE et MAX ABRAHAM, qu'une
énergie E transporte une quantité de mouvement électromagnétique

—

(6, 2) p=Ea

\

—>
ol ¢° est un vecteur unité de cosinus directeurs «, 3, 7.

B. Point de vue quantique. — Les seuls phénoménes optiques obser-
vables sont des transferts d’énergie et d’impulsion de la lumiére i la
matiére et inversement. Toutes les fois que l'expérience atteint un
phénoméne élémentaire, intéressant une seule particule matérielle, et
non un effet moyen, elle constate qu’il est discontinu, qu’il se fait par
quanta finis, qu’il peut s’interpréter comme I’émission, I’ahsorption ou
la diffusion d’un photon portant une énergie déterminée

(7, 2) E = I

et la quantité de mouvement correspondante, d’aprés (b, 2) et (34, 2),

5
::h“l

hy 5
— ¢
c

(8,2) p=
Un train d’ondes simples (24, 2) peut donc se représenter par

(25, 2) 4= ae [27” (5r—E1)]

et I'on peut dire que cette formule représente un photon ou un nuage

de photons, tous identiques, ot E, v et Z sont parfaitement déter-
minés.

Une remarque s’impose : un train d’ondes du type (20, 2) remplit
uniformément tout I'espace. On ne peut I'enfermer dans une enceinte
sans lui superposer des ondes réfléchies, pour lesquelles v peut garder

la méme valeur, mais dont 1’impulsion?est différente. S’il est seul,
aucun point de 'espace ne se distingue des autres. Ot se trouvent le
ou les photons correspondants ? Nous sommes incapables de le dire
3 aucun moment : leur position est parfaitement indéterminée et cela

est nécessaire afin que ?; soit parfaitement déterminé. Du point de
vue mathématique on peut ajouter : la fonction J (x, v, z, ¢) de (25, 2)



§7. PHOTONS

n’est pas de carré sommable & moins de passer a la limite ot @ — o
(cf. chap. 1, § 4 F), ce qui veut dire que, s’il s’agit d’'un photon, nous
n’avons aucune chance de le rencontrer en aucun point de I’espace.
Si donc nous voulons préciser davantage sa position, il nous faut
détruire la régularité du train d’ondes en lui superposant d’autres ondes,
de maniére a former par interférence un paquet du type (4, 2) ou

R
(44, 2). Plus ce paquet sera étroit, moins la valeur de p sera déterminée.
Pour une limitation dans I’espace il est inutile d’agir sur la fréquence v,

mais il est nécessaire d’introduire une incertitude sur la valeur de Z
On voit de méme, en faisant intervenir le phénomeéne des battements,
que, pour préciser la « coordonnée » temps ¢ d'un photon, il faut
introduire une incertitude sur la fréquence, c’est-a-dire sur ’énergie E.
Ce raisonnement élémentaire démontre bien la nécessité d’une indé-
termination fondamentale en théorie quantique. Il démontre aussi
que cette indétermination ou plut6ét cette incertitude est liée au
double aspect ondulatoire et corpusculaire des phénomeénes et qu’elle
exprime seulement, comme le dit N. BoHR, le caractére complé-
mentaire de ces deux aspects. '

Que représentent alors la fonction ¢, les coefficients a, ? Comme
nous ne savons pas exactement ou se trouvent les photons, nous ne
pouvons énoncer a leur sujet que des affirmations d’ordre statistique
et la seule maniére de garder a ces grandeurs un sens physique est de
dire :

a,a, (x, v, z) mesure la densité moyenne des photons de I'espéce E,
au point x, , z, v la densité moyenne de tous les photons.

Si nous normalisons ces fonctions de maniére que leur norme,
étendue a tout le domaine D que nous étudions, soit égale a 1,
a,a, et M/ représentent des probabilités de présemce et s’appliquent a
un seul photon.

C. — Une fonction d’ondes ! décrit donc ce que l'on appelait
autrefois un état de I’éther, une distribution de lumiére, 2 quoi nous
garderons (*) le nom d’éfat. Donnons-nous a priori une fonction ¢
arbitraire, un état lumineux quelconque et cherchons & prévoir les
résultats d’une expérience possible : & un instant et en un point don-

(1) Avec Dirac.

__3I e—



II. PRINCIPES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

nés, nous exposons 2 la lumiére une particule matérielle, un électron,
par exemple ; quelles seront I'énergie et la quantité de mouvement
communiquées par les ondes a cette particule ?

En théorie classique, le calcul est immédiat : nous connaissons ¢ et,
par conséquent, I'intensité des champs électrique et magnétique, d’out
les forces appliquées a la particule ; une intégration nous fournit sa
trajectoire.

Il n’en est pas de méme en théorie quantique ot les phénoménes
sont discontinus. Il faut d’abord décomposer ) en série ou en inté-
grale de Fourier, ce qui nous apprend quels genres de photons trans-
portent nos ondes. Mais il nous est généralement impossible de cal-
culer avec précision de quelle espéce sera celui qui rencontrera la par-
ticule, pour étre diffusé ou absorbé par elle. Les coefficients de la série
de Fourier nous fournissent seulement des probabilités. Nous n’au-
rons de certitude que dans un cas, lorsque tous les coefficients de la
série (4, 2) seront nuls, sauf un, lorsque ¢ sera de la forme simple
(2, 2), le coefficient &, normalisé, ayant un module égal a I'unité.

Alors et alors seulement 'énergie E sera calculable directement et
sans ambiguité & partir de ', par la formule

: h oy
(9, 2) — gt ot = E°¥

et de méme les composantes de I'impulsion par

h ¥y

— — )
(94, 2) omi 0% — Pt etc...

Donge, lorsque I'énergie est déterminée, elle satisfait a (9, 2) et nous

h »
27l ot
appliqué 4 la fonction §; lorsque la quantité de mouvement est déter-
minée, elle nous apparait comme formellement équivalente a I'opé-

apparait comme formellement équivalente a I'opérateur —

rateur + §h7z % appliqué a la fonction {¢.

Quand ces grandeurs ne sont pas déterminées, quand ¢ n’est pas de
la forme simple (2, 2), renoncerons-nous a parler d’énergie et d’im-
pulsion des ondes ? Evidemment non, car la fonction d’onde nous
fournit toujours certaines énergies, certaines valeurs de l'impulsion
avec certaines probabilités. Il s’agit donc de trouver des symboles qui
nous permettent de représenter dans tous les cas les grandeurs phy-



§7. OPERATEURS ET FONCTIONS D’ONDES

siques énergie et impulsion de la forme la plus précise possible, c’est-a-
dire juste avec I'indétermination que nous impose la nature des choses.

La remarque faite a l'instant nous fournit immeédiatement ces
symboles. Posons

2 hod

h
(1072) H——Ebt’ Pr—ﬁb—x,

ete...

H, opérateur hermitien ('), représentera 1'énergie, p,, p, et p, les
composantes de 'impulsion. Si I'on peut trouver une constante E et
une fonction { vérifiant 1’équation

(11, 2) HY = EY,

y est fonction propre, E valeur propre de U'opérateur H :  décrit un
état ot l’énergie a la valeur déterminée E. De méme, si l'on peut
trouver une fonction ¢ et une constante p,’ telles que

(IId, 2) ?x‘? = i),z‘%

¢ est fonction propre de l'opérateur p, et décrit un état o sa
valeur est ..

Quand les conditions précédentes ne sont pas réalisées, il est pos-
sible, par exemple en développant ¢ en série des fonctions propres
de '’hamiltonien H, de calculer tout ce que l'expérience peut nous
apprendre sur I’énergie de la lumiére : la valeur moyenne de I’énergie
des photons et la répartition entre eux des différentes valeurs de E.
C’est ce que nous verrons avec plus de précision au § 10, VI.

Le bref raisonnement qui précéde peut, avec juste raison, sembler
bien audacieux et un peu étrange. Mais il ne fait que résumer quelques
années d’efforts. La mécanique quantique actuelle ne s’est pas pré-
cisée d'un coup ; elle s’est constituée par retouches et extensions
successives. C’est surtout griace aux travaux de SCHRODINGER, de
DIrAC et de JORDAN qu’elle est parvenue a la définition suivante, qui
généralise celles que nous venons de donner de 1’énergie et de I'im-
pulsion.

Une grandewr physique est un opérateur appliqué a une fonction
d’ondes.

(1) Cf. § 10.

ANNALES DE L'INsTITUT H. POINCARE. 3
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D. Une remarque importante met en évidence la fécondité de
ce formalisme. Cherchons d’abord 4 quel opérateur correspond la
grandeur physique $:, qui intervient, par exemple, dans l’expression
de I'énergie cinétique. Si nous voulons nous servir de fagon cohérente
du symbolisme opérationnel, nous devons poser, comme dans (9a, 2) :

b = 2t = b (s ) = 1

\ h oy
ol §/ = >— - est une nouvelle fonction, un nouveau vecteur de

27T o%
I'espace hilbertien, sur lesquels agit & son tour I'opérateur p, = 2]; ;
Nous avons donc
V_CLE_Hﬁg‘ oot
z 2m'ax)< = x) 4““2?
et de méme > (102, 2)
s h? a? .
H=—mp §

Il en résulte que I'équation de propagation (1, 2) peut s’écrire, en
2

divisant par %;2 .

H
pE+ 05 + 11 ="

Nous retrouvons (6, 2) sans faire appel @ la théorie électromagné-
tique.

On peut suivre une voie inverse : la comparaison de 1'équation de
propagation avec celle qui relie I'impulsion a I'énergie permet de
justifier directement l’assimilation des grandeurs H, p,, p, et p, &
nos opérateurs différentiels.

§ 8. ONDES MATERIELLES. — Les idées précédentes s’appliquent
aux particules matérielles. La généralisation si hardie de Louis de
BROGLIE nous apparait maintenant comme presque naturelle.

A. Particule libre de faible vitesse. — Si I'énergie potentielle est
nulle, ’hamiltonien ou énergie H s’écrit
pi + by + %
="

— mp étant I'impulsion de la particule.

=



§ 8. ONDES MATERIELLES ET OPERATEURS

Si nous remplagons H, p,, p,, p. par les opérateurs correspon-
dants (10, 2), nous sommes conduits a associer a la particule une
onde, dont « I’équation de propagation » est la transposition, dans le
langage des opérateurs, de la relation précédente, c’est-a-dire (cf.
(r0a, 2).

Bhov B
2miat  8nim

(12, 2) Ay = o.

B. Une particule dans un champ de forces. — Soit V(x, y, z) I'énergie
potentielle. I,opérateur — éh?i ait s'identifie encore avec 1’hamilto-

nien, 1’équation de propagation s’écrit donc toujours d’aprés (10, 2).

h ay _
(13, 2) 27 ot + HY = o.

Mais H se présente maintenant sous la forme
2 2 2
(14,2) H=PTPr P, vy,

on V(x, y. 2, t) doit élre considéré, aussi bien que p,, p,, P, comme un
opérateur appligué a une fonction L(x, y, z, t), opérateur trés simple,
dont l'action consiste uniquement en une multiplication algébrique
par la fonction V. (14, 2) se traduit donc en :

(134, 2) zirz Z—f — gft_—m AV +V(x,y,2, )4 =0

équation que SCHRODINGER établit le premier par une autre méthode,
en approfondissant I’analogie entre les lois de propagation d’ondes et
celles de la mécanique hamiltonienne.

Supposons que V ne dépende pas du temps : I'opérateur H (14, 2)
fait alors intervenir uniquement les coordonnées spatiales, soit comme
multiplicateurs — dans V — soit dans des dérivations. On sait que,
dans ces conditions, il existe généralement une suite infinie de fonc-
tions {; (continue ou discontinue) pour lesquelles 'opération H se
réduit a la multiplication par une constante réelle E,, c’est-a-dire
pour lesquelles on a :

(15, 2) HY, = Exr.
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Si nous arrivons 4 déterminer X;, nous voyons immeédiatement, en
intégrant (13, 2), que Yz est fonction périodique du temps ¢ de fré-

quence v, = ]% C’est pourquoi nous dirons qu'elle décrit un état

stationnaive du systéme. Dans cet état, comme pour les ondes lumi-
neuses, I'énergie H posséde la valeur bien déterminée, le nivean E;.

Pour obtenir les niveaux, en méme temps que la maniére dont les
fonctions {; dépendent des coordonnées spatiales x, y et z, on résout
I'équation suivante, que l'on obtient en remplagant dans (15, 2) H
par sa valeur (14, 2) et en tenant compte de (10, 2) :

(16, 2) sy + 8 E vy —o.

Plus précisément on cherche les valeurs E; de E pour lesquelles la
fonction < satisfaisant a (16, 2) soit continue et bornée dans tout
Uespace. Ces valeurs E; sont les valeurs propres de lopérateur H, ou
de l'équation (16, 2), les fonctions {; (v, ¥ z) correspondantes sont

les fonctions propres.
Nous obtenons donc au total :

(17, 2) Wlwyah) = b, 9, 2) e | — 5 Bt

C. Cas d’'un nombre quelconque de particules. — Il suffit de géné-
raliser : V est de la forme V(x, vy, 25, ¥a, Vg, % %5+ --£); A doit étre
remplacé par

A+A L o
Ty W ++56-§

1

On obtient, au lieu de (134, 2)

h ol h?
(135, 2) En—za_l: _28#—1%;, Ay + V(X ¥4, 20, Xae - ) =0
k

et comme généralisation de (16, 2)

(164, 2) ESRhka AW+ (E—V)y=o.
k

Dans ce cas et le précédant les fonctions propres de H ne se confondent
plus avec celles de ps...

- 36.._



§9. MOMENT D’IMPULSION

N

Il ne sera pas question ici des particules & grande vitesse ni de
la mécanique quantique relativiste. I,a discussion qui suit portera sur
I’équation (16, 2) : elle ne fait intervenir que les coordonnées spatiales
des particules, dont 'ensemble constitue V'espace des configurations,
espace a 3z dimensions, pour # particules. Conformément a 1'usage,
nous sous-entendrons le facteur exponentiel dans I'expression (17, 2)
des fonctions propres de l'opérateur H. C’est plus tard, au § 11, que
nous nous occuperons de 1’évolution des systémes dans le temps.

Lorsque I'espace des configurations est sans limites et que 1’énergie
potentielle s’annule a 'infini (1), le spectre des valeurs propres de H,
des niveaux E, comporte une partie continue et une autre discontinue.
A la premiére correspondent des fonctions partout bornées, mais qui
ne sont pas de carrés sommables, car elles ne s’annulent pas a4 l'infini,
a la seconde des fonctions formant une suite dénombrable qui tendent
trés rapidement vers zéro quand on s’écarte des centres attirants.
Rappelons que 'on peut, comme en optique, éliminer le spectre
continu et les difficultés qui en résultent, en enfermant le systéme
dans une enceinte dont les parois « réfléchissent » complétement
les ondes du spectre continu. Dans le cas d’un atome a champ de force
central, le spectre continu correspond aux trajectoires hyperboliques
des électrons libres. Une enceinte sphérique centrée sur le noyau
et sur laquelle les électrons subissent une réflexion élastique parfaite
transforme ce spectre continu en un spectre discontinu qui compléte
le premier.

§ 9. MOMENT D'IMPULSION. — A. Jusqu’a présent, les seules gran-
deurs physiques que nous ayons étudiées du point de vue quantique,
sont I'énergie et la quantité de mouvement d’une particule ; elles
nous ont apparu comme des opérateurs appliqués aux fonctions d’onde,

ho k2
271 of’ T 2nt ax

oo

H=—

11 est facile de définir de méme les composantes du moment d’im-
pulsion. Soit une particule dont les coordonnées sont x, y, z et possédant
une quantité de mouvement p,, p,, .. Les composantes de son
moment d’impulsion par rapport a 1’origine s’écrivent classiquement :

(1) Ce qui n’est pas le cas des résonateurs harmoniques (Cf, § 6, C, 1°).

__.37 —
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L, = yp. — zp,, etc... Pour traduire en langage quantique, il suffit
de remplacer p, et p, par les opérateurs correspondants et I’on obtient

h 2 d
(18, 2) L, = o (\ygz — z;};), etc...

B. Nous pouvons dés maintenant rattacher les opérateurs et les
grandeurs physiques qu’ils représentent a certains groupes simples
~ ou plutét aux opérations infinitésimales ou transformations infini-
tésimales qui les engendrent.

Considérons d’abord un glissement virtuel dx entrainant sans défor-
mation la distribution spatiale de la fonction . Au point x,7, 2, se
trouve, aprés cette translation, la valeur de J qui régnait au point

% — 0x, ¥, z. On a donc &y = —g“x. La composante p, de l'im-
pulsion est I'opérateur différentiel de cette transformation infinité-
simale, multiplié par — 2—}:{; Lorsque le systéme contient f particules

et subit une translation virtuelle d’ensemble ox = dx; = dxy =+ 0x;la
variation correspondante de {, dans U'espace des configurations s’écrit

et la projection P, de I'impulsion totale sur I’axe des x est encore
représentée par I'opérateur différentiel de cette transformation, mul-

tiplié par — L
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Revenons au cas d’une particule, effectuons une rotation vir-
tuelle 39, de la distribution des § autour de l'axe ox : dx = o,
dy = — 209, 0z = yd4,; on a

. ay _b;#\_(g_g
8 = — ngx — b—yé}y 57 = zay yaz) $89,.

En comparant avec (18, 2) 'on voit que la composante I, du moment
d’impulsion est, elle aussi, jreprésentée par l'opérateur différentiel

du dernier membre multiplié par — 2%



§ 9. MOMENT D’IMPULSION

Nous avons

__ k¥
L.Z" —_— EZ g—;
ou symboliquement
h s
(19, 2) Le=—cmm

Cette définition est générale. Elle s’étend a un systéme contenant
un nombre quelconque de particules, & condition de calculer d’abord,
comme pour les translations, la modification de ¢ dans l'espace des
configurations. On obtient immédiatement

(184, 2) L. = %Z (y% o z%’>’

La théorie quantique fait donc correspondre a la quantité de mou-
vement les opérateurs qui engendrent le groupe des translations, au
moment d’impulsion ceux du groupe des rotations. Enfin 'équation
(10,2) H = — E}:-? a% montre que I"énergie est I’opérateur quiengendre
les déplacements réels dans le temps. Cette remarque se généralisera

et se précisera au § 25. B.

C. Nous avons d’aprés (18a, 2)
o h? 2 LY 2
LIy — LIy =— 5 3 | (v2—22) (2 —2)

~(y—r )il -~ B 03—

d’ou
[ h
S LzLy - LyL.z‘ = - E:'?’LLZ
h
(20’ 2) LyLz - LzLy - — Z—TtiLz
L:L.r - Lsz = 2%1:143/

relations fondamentales de commutabilité entre les opérateurs repré-
sentant les composantes du moment d’impulsion. On établit par un
calcul analogue les relations de commutabilité de HEISENBERG.

(204, 2) DX — AP = _— by — yp. =0.



II. PRINCIPES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

§ 10. LES HYPOTHESES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE. — Nous
sommes arrivés au point ol nous pouvons généraliser les résultats
obtenus et tracer un tableau résumé des hypothéses fondamentales
de la mécanique quantique. Nous nous servirons pour cela du lan-
gage géométrique et de la théorie de ’espace fonctionnel, dont nous
avons appris l'usage au § 4.

Faisons tout d’abord deux remarques préliminaires :

I1° Les opérateurs A auxquels nous avons attribué jusqu’a présent
un sens physique, qu’ils fussent différentiels ou multiplicatifs, étaient
tous linéaires et hermitiens (chap. I, § 4, D, E). Cela est évident
pour les simples multiplications. Dans le cas de la quantité de mouve-
ment et de 'énergie, qui sont des opérateurs différentiels, on vérifiera
sans peine ’équation (29, 1) par une intégration par parties 4 la con-
dition que ¢ et ¢ s’annulent auxlimites du domaine D (%). Nous verrons
dans un instant pourquoi une grandeur physique ne peut étre repré-
sentée que par un opérateur hermitien.

2° I’équation de Schrédinger (11, 2) ou (16, 2) et, plus généra-
lement, ’équation (30, 1), qui définit les fonctions propres d’un opéra-
teur, sont linéaires, sans termes indépendants de . Les fonctions
d’ondes sont donc définies seulement & un facteur constant prés : ce
ne sont pas de véritables vecteurs de l’espace fonctionnel, mais des

directions ou rayoms. Si nous voulons que (Jdr représente une
probabilité, il faut supposer les fonctions ¢ normées, c’est-a-dire

f’d;!d‘c_—_I,

ce qui définit J a4 un facteur constant prés, dont la valeur absolue
est égale a 1, et que I'on peut considérer comme un facteur de phase.

La mécanique quantique établit en somme un dictionnaire de corres-
pondance entre les représentations classiques, qui parlent 4 I'imagina-
tion, mais ne s’adaptent pas entiérement aux faits, et un symbolisme
abstrait qui permet de prévoir exactement tout ce qui est prévisible
— du moins jusqu’a nouvel ordre —. Le formalisme quantique peut
méme s’exprimer en deux dialectes différents, : I'un se rattache aux
images ondulatoires et l'autre, (tout a fait équivalent au premier,

(1) Pour H, on se servira par exemple de (14,2), en tenant compte de la premiére équa-
tion (10a.2).



§ I0. POSTULATS FONDAMENTAUX

d’ailleurs), a l'espace fonctionnel et aux matrices. C’est pourquoi
nous présenterons les premiers postulats de la physique nouvelle
sous la forme d’un dictionnaire trilingue.

Rayon ¢ de l'espace

I. Etat d’un systéme. Fonction d’ondes ¢. fonetionnel
II. Grandeur physique Opérateur hermitien A |Matrice hermitienne d’appli- -
! ou observable A. agissant sur . cation de l’espace fonc-

tionnel sur lui-méme.

ITI. Valeurs observables |Valeurs propres =; de cet|Valeurs propres de cette ma-

de cette grandeur ;. opérateur, ou constantes| trice c’est-a-dire termes u;
caractéristiques de I’équa-| decettematricerenduedia-
tion AV = 2. gonale par un changement

unitaire de coordonnées.

IV. Etat du systéme ol A[Fonction propre ¥;de A cor-Rayon de 1’espace fonction-
prend la valeur détermi-| respondant & la valeur| nel quel'opérateur A mul-
née a;. propre %. tiplie par ;.

V. Nous admettrons en outre, avec DIRAC, que tout opérateur hermi-
tien a une signification physique (*).

Il résulte des hypotheses III et IV que, si un systéme est dans ’état
i, nous sommes certains qu'une mesure de la grandeur A nous donnera

. la valeur o,

VI. Mais si{ n’est pas fonction propre de I'opérateur A, nous n’avons
plus aucune certitude sur la valeur de la grandeur physique qu’il repré-
sente. Nous pouvons nous attendre a trouver avec des probabilités
diverses les différentes valeurs possibles i, a... Pour préciser nos
hypotheses, il suffit de généraliser ce que nous avons dit au § 7 a
propos des effets de la lumiére :

¢ peut se développer suivant (33, 1) ot, pour plus de simplicité,
nous négligerons le spectre continu. I,’état ¢ apparait donc comme la
superposition des états o, affectés chacun d’un coefficient §,, de

(1.) On trouvera dans le livre de WEYL (2¢ édit. p. 211) un raisonnement remarquable, qui
justifie cette hypothése, ou, du moins, la rattache & un « postulat d’irréductibilité » trés géné-
ral et naturel.

—— 4I —
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module < 1 et correspondant chacun 4 une valeur donnée «; de
la grandeur physique A.

Nous admettrons qu’une expérience faite sur un systéme a I état L peut
nous donner Uune quelconque de ces valeurs 2, avec une probabilité égale a
il

Ce dernier postulat entrevu par EINSTEIN, énoncé en toute préci-
sion par BORN et développé par DIRAC est comme la clef de vofite
de I'édifice quantique. Il assure la liaison entre ’expérience et la théorie
ondulatoire et donne & celle-ci son caractére essentiel de théorie sta-
tistique.

Répétons un grand nombre de fois la méme expérience sur des
systemes identiques, tous dans le méme état {, nous trouverons pour
la grandeur A tantét la valeur o;, tantét o, tantdt o - - - et la fréquence
relative de ces diverses observations sera, a la limite, égale aux proba-
bilités correspondantes. La valeur moyenne de A dans I'état ¢ sera
donc

(21,2) <TA> =2“i.§i.3i = Zf“;é‘k.‘_’f‘k?‘i% dr = f‘i‘-A‘P dr= (4 AY),
1 ik

formule importante dtie 4 DIrac.

Supposons maintenant que l'espace des états soit encadré par les
fonctions propres ¢;, 9,- - - d’un autre opérateur H. Dans ce systéme
d’axes, la grandeur A sera représentée par une matrice non diagonale
|| @i | définie par

(25, 1) Ao, = E?iafk-
7

L’état § pourra étre considéré comme une superposition d’états o,

Y= 2‘“« k2D
k
On aura donc
A"? = A(Z‘{kﬂ?k) = 2 Qi AikYr
k ik

et d’apres (21, 2)

(22,2) <A>= f‘{’—Aq‘ dr = 2 f‘]’—lﬁ;_l;?iaik'{kd: =Zaik?i‘{h-

l,i,k ik



§ 1I1. CHANGEMENTS AU COURS DU TEMPS

< A > est donc une forme quadratique des coefficients de Fourier 7,.
Cette forme, représentant la moyenne d’un certain nombre de résul-
tats expérimentaux, est nécessairement réelle : elle doit donc étre hermi-
tienme, car la condition a,-kf/iyk -+ a,cp;,,y,- réel entraine a; = au.

Nous trouwvons ainsi la raison pour laquelle une grandeur physique
ne peut éire représentée que par un opérateur hermitien.

Supposons enfin que notre état soit un état propre de I'opérateur H,
par exemple ¢ = @, 74 = I, 7 = 0, k Z n. De (22, 2), on tire

(23,2) < A>=amn.

Si dans un systéme de fonctions fondamentales ¢y, @y- - -, Uopérateur A
est veprésenté par une matrice || ag|, sa valewr moyenne dans I'état
@ est le terme a,, de la diagonale principale.

Dans tout ce qui précéde, le temps ¢ n’est pas intervenu explici-
tement : les fonctions d’ondes ne dépendaient que des variables de
configuration. Nous allons étudier maintenant la variation des états
et des grandeurs physiques en fonction du temps, ce qui nous per-
mettra de préciser le sens des équations (22, 2) et (23, 2).

§ 11. CHANGEMENTS AU COURS DU TEMPS D'UN ETAT ET D UNE
GRANDEUR PHYSIQUE. — A. La maniére la plus simple d’aborder ce
sujet parait étre la suivante :

Soit une fonction d’ondes §(x;, ¥4, 2y, 45 ... ), que nous désignerons brie-
vement par ¢ (x, ) ; ses variations au cours du temps sont régies par
« I'équation de propagation » (13, 2) ou (134, 2). Comme en méca-
nique classique non relativiste, on considére le temps ¢ comme un
paramétre et ’on raisonne sur l'espace des fonctions ¢(x) des
seules coordonnées spatiales. Pour encadrer celui-ci on choisira des
axes fixes constitués par un systéme complet de fonctions orthogo-
nales, par exemple les fonctions propres ¢, (x) de l'opérateur hamil-
tonien H, solutions de 1’équation de Schridinger (164, 2), que nous
appellerons avec DIRAC les axes de Schrodinger.

Dans le développement d’une fonction d’onde quelconque U(x,?)

(24, 2) U, ) = Y ualt) (),
k

les coefficients y varient avec le temps. Voici une image commode :
le vecteur {(x,f) de I’espace fonctionnel dont la longueur est invaria-
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blement égale a l'unité tourne autour de l’origine suivant une loi
donnée par (134, 2) : il s’agit de déterminer 'expression 7,(Z) de ses
composantes suivant les axes fixes {,(x). Nous avons

h o h avyi
yo— oY __ N ATk
Hy = 2nt ot Zm';w at’

et, comme les yx sont des grandeurs algébriques habituelles, les {;
fonctions propres de H,

.
HY = Y pHy = X niEab,
I3 k

ou, en identifiant terme i terme,
h d‘{k

om di = Dte
et enfin, en intégrant,
(25,2) = Cx €(— ZﬁzEkt)
et
(250, 2) v, 1) = Webulxle(— Ty,
k

les ¢, étant des constantes (complexes).
Les 7, sont toujours des fonctions périodiques simples du temps,

de fréquence v, = F}i:—‘ ; (254, 2) se présente comme un développement

de Fourier au sens restreint. En particulier si ) est fonction d’ondes
stationnaires, ce développement se réduit & un seul terme (¢, = 1,
¢, = o pour [ Z k) et I'on retrouve I'’équation (17, 2) : un état sta-
tionnaire est une oscillation harmonique le long d'un axe de Schré-
dinger, oscillation sans rayonnement et, par suite, inaccessible a I'expé-
rience ; le facteur de phase ¢(— 2niv,#), dont le module reste égal a
I'unité, laisse le systéme sur un méme rayon de I'espace hilbertien.
Encadrons cet espace par une autre suite compléte de fonctions
orthogonales o; ; le passage du systéme de Schrédinger ¢ au systéme
arbitraire ¢ se fait par une transformation unitaire U = | u,|
indépendante du temps, le passage inverse par la transformation U—!

9i®) = D @y hlx) = Y esn)u.
k 7

_44.__



§ 11, MATRICES DE HEISENBERG

Nous avons, en développant {(x. ¢) en série des fonctions ¢;(x),

Y, 1) = Ynit)esx) = ¥ e e(— 2mind)(x).
k

i
D’ou

(25b, 2) n,(t) = Zu;,}ck e(— 2mivd).
k

Dans le systéme ¢, les composantes 7;(f) de la fonction d’ondes
se présentent chacune sous forme de développement de Fourier.

B. Il est souvent commode de rattacher dans I’expression (254, 2) le
facteur périodique aux fonctions {,, au lieu des coefficients c;, c’est-
a-dire d’encadrer I'espace fonctionnel par des axes variables que
nous appellerous axes de Heisenberg

i, 8) = du(x)e(— 2mivid).

L’état {(r) apparait alors comme une superposition d’états sta-
tionnaires {,(x, #) avec des coefficients ¢, indépendants du temps.

Ce changement d’axes retentit sur la représentation des grandeurs
physiques ; il correspond 4 un changement de point de vue, qui permet
de préciser le lien unissant la théorie ondulatoire & la mécanique
des matrices et méme a la mécanique classique.

Nous avons représenté abstraitement une grandeur physique A par
une matrice de DirAc, dont les éléments a;, sont des constantes défi-
nies, par exemple dans le systéme d’axes de Schridinger, par les
équations

(25, 1) Alw) = X blx)as.
1

Cette représentation s’est imposée, car les valeurs observables possi-
bles d’une grandeur physique, valeurs propres de I’opérateur correspon-
dant, sont des constantes indépendantes de 1’état du systéme observé.
Mais physiquement la mesure de la grandeur A se fait dans un systéme
matériel réel, dont I’état varie suivant les équations (24, 2), (25, 2)
ou (25a, 2) : les probabilités des différentes valeurs propres o; de A,
sa valeur moyenne < A > sont des fonctions du temps.
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(22, 2) et (25, 2) nous donnent par exemple, dans le systéme d’axes
de Schrodinger.

(26, 2) <A>=Y¥yua —zcjckajke(ZTiEj . E"t)
fk ik

Nous sommes donc conduits naturellement & définir la matrice repré-
sentant un opérateur A non par son action sur les fonctions inva-
riables {;(x), mais sur les fonctions d’ondes stationnaires complétes
(%, 8) 5 (25, 1) devient

Ady(x,8) = Ady(x)e (-— 2ms El‘ ) Z% am;(_ g e Ek )

= 2 b5(%,8)a e[zm Bi— 5 E"t ]
i

Nous obtenons ainsi les matrices de Heisenberg

(27,2) A =|Apll=apelzmivy |5 vp= g 93 I

qui ne différent de celles de DIrRAC que par des facteurs périodiques
de module un. Elles permettent d’écrire

(26a, 2) <A>= ZCJ i A ji.
ik

D’autre part, (27, 2) nous donne

h dAj,
27 dt

= (E; — Ex)d

soit, en notation matricielle, E; étant élément de la matrice diago-
nale E,

h dA

(274, 2) o A = EA — AE.

Passons, par la transformation unitaire U, au systéme arbitraire
de fonctions orthogonales ¢, Nous avons d’aprés (274, I) p. 20

E-H=|Hy|=U"EU; A—Q=|gx|=U""'4U

o ” Eu,‘z'A,m %mk .
Im




§ 11, MATRICES DE HEISENBERG

Les coefficients ¢, sont des fonctions compliquées du temps car la

somme Z se présente comme un développement en série ot inter-
im
viennent toutes les fréquences v, ; (274, 2) devient

hdQ_ h .., dd

o e = Ut 0 U= U—(E4 — AE)U
= U'EUU-'AU — U-'AUU—EU
ou
hdQ
(28, 2) s 7o =HO — QH

équation connue de BORN, HEISENBERG et JORDAN. On verra dans
Pouvrage de DIRAC (chap. vI) comment elle permet de faire directe-
ment le raccord avec la mécanique classique. Nous nous en servirons
peu. En effet ce qui précéde n’est qu'un simple changement de nota-
tions ou d’axes dans l'espace fonctionnel. Considérés comme des
rayons de l’espace hilbertien, les axes de Heisenberg ne se distin-
guent pas de ceux de Schrodinger. Les formules (22, 2) et
(26a, 2) ne different que par le groupement des facteurs dans les
seconds membres. Pour nous, la premiére se rattache plus directe-
ment aux principes, les variations de << A > y apparaissent liées aux
changements de I'état du systéme, des coefficients y,(f) du déve-
loppement de {(x, ).

Mais pour bien comprendre le sens des expressions : valeur moyenne
<A > d’une grandeur physique A, probabilité | v |* d’une de ses
valeurs possibles ai, il faut préciser ce que la théorie quantique
entend par « mesure d’une grandeur » dans un systéme donné.

Pour faire une expérience dans des conditions bien déterminées,
I'observateur doit tout d’abord, par son montage, fixer ’état du systéme
qu’il étudie. A l'instant initial, cet état est représenté par une fonction
d’ondes § (x, 0), qui évolue ensuite suivant la loi (13,2) et devient, au
temps ¢ de la mesure, { (¥, f), que nous ne supposerons pas fonction
propre de l'opérateur A. A ce moment I'observateur agit brusquement
sur le systéme, modifie son état | (v, ?), le transforme par le dispositif
méme de la mesure en fonction propre (s de 'opérateur A : la valeur
observée est ai. Il recommence I'expérience, partant toujours du méme
état initial { (¥, 0), intervenant toujours au méme instant £. Cette inter-
vention, malgré son invariabilité, comporte d’aprés la théorie quan-
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tique une part inévitable de hasard : elle aboutit tantot a I'état s,
tant6t & Jy... ; mais, aprés un trés grand nombre d’expériences, la
fréquence des divers résultats possible o permet d’attribuer 4 chacun
d’eux une probabilité définie | i |? et d’établir leur moyenne << A >
4 I'instant £. Ce sont ces probabilités, cette moyenne que la théorie
peut prévoir a priori grice au développement de U(x, #) en série des
fonctions propres Us.

Pour avoir le droit d’admettre une intervention expérimentale
brusque de I'observateur, il faut que la vitesse d’évolution spontanée
du systéme soit faible par rapport a la vitesse d’établissement de la
perturbation qui change son état. Cette condition ne parait pas tou-
jours réalisable, notamment quand il s’agit des phénomeénes nucléaires.

Un cas particuliérement simple est celui des états propres ¢» de
I'opérateur hamiltonien H : tous les coefficients du développement
(25a, 2) sont nuls, sauf cs, dont le module est égal & I'unité. (26,2)
nous apprend que < A > = am est indépendant du temps ¢ et peut étre
considéré comme moyenne dans le temps de la grandeur A, pour un
systéme au niveau Ea. Précisons ce qu’il faut entendre par ces mots :
si 'on fait une série de mesures d'une grandeur guelcongue A dans
différents systémes de méme nature et de méme niveau En, leur
moyenne ne dépend pas de l'instant de chaque mesure individuelle.
C’est pour cette raison que les états de niveau En sont dits stationnaires.

I ancienne théorie donnait un sens plus intuitif a4 l'expression
« moyenne dans le temps » ; cela n’est plus possible aujourd’hui pour
une grandeur représentée par une matrice non diagonale.

11 faut noter enfin que les états stationnaires des systémes atomiques,
objet principal de la théorie quantique, ne sont jamais qu'a peu pres
stationnaires et & condition de négliger « la réaction de rayonnement »
(Cf. § 12). A mesure que la fréquence augmente, cette réaction devient
de plus en plus importante, accélére de plus en plus 'évolution spon-
tanée des systémes, diminue leur « vie moyenne », qui peut devenir infé-
rieure 3 la durée d’une observation possible.

§ 12. TRANSITIONS ET RAYONNEMENT. — A lorigine de la théorie
quantique actuelle se trouve I’hypothése de BoHR : un atome rayonne
lorsqu’il tombe d’un niveau E, 2 un niveau E, et, pendant cette
transition il émet un quantum d’énergie.

(29, 2) - b =W = En, — E,.



§ 12. TRANSITIONS ET RAYONNEMENT

Pour préciser les conditions du rayonnement, calculer I'intensité rela-
tive des diverses raies du spectre, il faut évaluer les probabilités P,,,
des diverses transitions possibles. Un premier essai di 8 KRAMERS
et fondé sur le principe de correspondance ouvrit la voie. Plus tard,
SCHRODINGER, s’appuyant sur une image ondulatoire semi-classique
établit les formules exactes. DIRAC enfin, développant la théorie
de JEANS perfectionnée par LORENTZ et DEBIJE parvint a rattacher
ces formules aux principes généraux de la mécanique quantique,
grice 4 un raisonnement rigoureux qui permet méme de démontrer
I'équation (29, 2) (loc. cit., chap. x11). Nous nous contenterons de
les justifier briévement et grossiérement par des considérations de
correspondance.

En théorie classique, la cause du rayonnement est une distribution
électrique qui varie périodiquement. Soit (1, le moment électrique
d’un atome. Nous le supposerons paralléle a ’axe des x et sinusoidal,
de fréquence v

—
Py = )_,e,,x,,- = X cos 2mv .

k
D’aprés la théorie de MAXWELL-LORENTZ, la lumiére émise par
cet atome est polarisée, avec un vecteur électrique parallele a ox ;
I’énergie rayonnée par unité de temps s’écrit (X étant mesuré en
U.E.S)
awWw __ 2

(30, 2) L =1 (2m) X = T amp X
¢ étant la vitesse de la lumiére (%).

D’aprés le principe de correspondance, c’est encore le moment
électrique qui, en théorie quantique, détermine I'émission de lumiére.
Dong, lorsque I’atome est dans un état stationnaire {w, il faut décom-
poser ce moment en ses diverses composantes relatives aux diverses
transitions possibles, c’est-a-dire former la matrice || X,,|. Rien de
plus simple : X est, comme toute grandeur physique, un opérateur
agissant sur les fonctions d’onde représentant les états de l'atome,

c’est-a-dire sur les J, et nous avons d’aprés (25, 1)
(31, 2) X‘;‘n == E%ka
k

(') Nous négligeons 1’émission quadrupolaire.

ANNALES DE L’INSTITUT H. POINCARE. 4



II. PRINCIPES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

Les U, étant fonctions propres de I'énergie H, ne le sont pas en général
de Popérateur moment électrique et ce dernier n’est pas déterminé
lorsque le niveau E, est fixé. Ainsi s’explique en théorie quantique la
possibilité d’émission de plusieurs raies a partir d’'un état donné. L’équa-
tion (31, 2) est I'analogue quantique de la décomposition du moment
électrique en série de Fourier. Connaissant les fonctions ¢. et la
forme générale de l'opérateur X, il suffit, pour obtenir les éléments
de la matrice X, d’appliquer (26, 1) et 'on obtient

(32, 2) (b X) = [ B DiXKinds = X0
k

Lorsque m et # sont grands tous deux et que leur différence est petite
la formule (30, 2) doit étre valable. Nous sommes donc conduits
naturellement & ’hypothése suivante : 1’énergie rayonnée en une
seconde est égale au nombre moyen de transitions, c’est-a-dire a la
probabilité de transition P,,, multipliée par la grandeur du quantum
émis. On a donc

1 dW
(33,2 Pwm=(55

_ 47 2oy
) . . — 2 ke lX"mlg-
traduit quantiquement 3

Cette formule, comme 1’a montré DIRAC aprés EINSTEIN, ne vaut
que pour I’émission spontanée, lorsque 'atome n’est pas soumis a un
rayonnement extérieur.

Elle est la base des régles de sélection : si X, = Yy = Zyn = 0,
la raie correspondante n’existe pas. Si X,, = Y, = 0 Z,. Z 0,
elle est polarisée rectilignement suivant oz.

§ 13. THEORIE DES PERTURBATIONS. — A. Position du probléme. —
Comme en mécanique classique, le nombre des problémes que 'on
peut attaquer par des procédés rigoureux est trés petit. Le plus sou-
vent, il faut se contenter d’opérer par approximations successives,
partant de cas simples dont la solution compléte est connue, pour
aborder de proche en proche I'étude de questions plus complexes.

Ia méthode est celle des perturbations : je suppose que I'on con-
naisse les niveaux d’énergie E,, E,... et la suite compléte des fonc-
tions propres Yy, p... d’un hamiltonien donné, c’est-a-dire d'une
équation de Schrodinger

(34, 2) Hy; == B,
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11 s’agit de calculer les niveaux E' et les fonctions propres ¢’ du
méme systéme troublé par une énergie ou fonction perturbatrice qui
s’ajoute A& I'hamiltonien H et que I'on suppose généralement déve-
loppée en série d’'un paramétre J. En se bornant aux termes du pre-
mier ordre, on a

H=H+ )W

et (34, 2) devient
(35,2) (H + W) =E'¢/

On peut pousser I’approximation jusqu’a un ordre quelconque ; les
calculs formels restent simples, mais les difficultés pratiques deviennent
vite inextricables. En particulier, il arrive assez souvent que les séries
obtenues divergent. Nous ne pouvons insister ici sur ces difficultés

ni sur les cas ou le spectre des valeurs propres est partiellement
continu.

B. Problémes non dégénérés. — Supposons que tous les niveaux E,
de l’équation non perturbée (34, 2) soient simples. Les valeurs et
fonctions propres E/; et J/; du probléme perturbé (35, 2) différeront
peu des niveaux E, et des fonctions {;. Nous poserons donc

(36,2) E;=E; + hw;
(37,2) Vi == + hu,

et nous développerons #, en série des fonctions orthogonales ¢
(38,2) U, = 2011 7
: !

Introduisant ces trois expressions dans (35, 2), tenant compte de
(34, 2) et négligeant 72, nous obtenons

(354,2) W + 20,‘1 Eb = w; ¢ + ZCUE«; by
7 l

mais W se présente comme un opérateur appliqué aux ¢,. Nous pou-
vons donc appliquer le développement (25, 1) et écrire

(39,2) W= N b wy
!
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(La matrice | w,; || représente la fonction perturbatrice dans le
systéme des coordonnées ;) - (354, 2) et (39, 2) donnent finalement

(350, 2) ;% [wy — widy—co(Bi —E)] =0 &= % :gig

et, comme les vecteurs de base i sont indépendants, les [ ] sont
tous nuls. .
Donc : 1° pour ¢ Z !

(40, 2) Ol s o
2° Pour ¢ =1
(4i, 2) o wW; = Wy
et 'on peut poser ¢; = o (pour garder a J/; la norme 1)
Le probléme est entiérement résolu (au premier ordre) : tout revient

a calculer la matrice | w, | pour laquelle nous tirons de (39, 2) les
expressions

(42, 2) . f@lw%ﬂt = wy

43,2) f LWidr = w;

W¢{; n’est pas autre chose que le produit des deux fonctions
Gi(%y, Y1, 21, g -+ +) et W(xy, ¥y, 21, X% + - +); les intégrales précédentes sont
donc d’un type classique. o i

Le calcul précédent est valable, comme le montre (40, 2), toutes les

fois que B )‘w”E peut étre considéré comme petit. Lorsqu'il n’en est
LT 1

pas ainsi, lorsqu’interviennent par exemple deux niveaux successifs
dont la distance E;— Ei est du méme ordre que la perturbation, le
développement en série dont (37,2) donne les premiers termes,
devient mal convergent ou méme divergent. Il y a quasi-dégénéres-
cence et le probléme se traite 2 peu prés comme s'il y avait dégéné-
rescence véritable (cf. infra D).

C. Dégénérescence. — E est valeur propre dordre = de (34, 2), ce
qui veut dire que I'équation
(344,2) A = Ed

— 52 —
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se vérifie pour « fonctions orthogonales distinctes ¢, (i = 1, 2... o).
Celles-ci ne sont d’ailleurs déterminées qu’a une transformation uni-
taire arbitraire prés; on peut en former o combinaisons linéaires
orthogonales indépendantes & coefficients constants : elles satisferont
encore a (344, 2). Comme plus haut, nous connaissons par hypothése
le systéme complet des fonctions propres ¢, de 'opérateur H, sys-
téme ou rentrent les « fonctions ¢u.

En général, une perturbation scindera le niveau E en o niveaux
différents, voisins du premier :

(364, 2) E; = E + \w,

A chacun d’eux correspondra une fonction d’ondes ¢/; qui, pour
). — o, tendra, non pas nécessairement vers l'une des fonctions Giy
mais plutdt vers une de leurs combinaisons linéaires. On aura donc
au premier ordre et en tenant compte de (38, 2)

@

(44, 2) Vi= z Yor Y ~+ Mty == 2 Yirdi + 7\2 ca¥e

k=1

'Lk—IZ
=a-+I,a+ 2.

ot les y;, coefficients d’approximation zéro, et les c;, coefficients du
premier ordre, sont des inconnues a4 déterminer.
I’équation de Schrédinger (35, 2) devient (d’aprés 364, 2)

(H -+ >‘W)q’t === (E -+ )\wl)‘!’t

ou, en tenant compte de (44, 2), de (344, 2) et en divisant par 2.

0 2
(45, 2) E (B — E), = 2 Yir (Wi = wiy).
l=a+41 k=1

Développons, comme dans le premier cas, Wi, en série des fonc-
tions §;, mais en mettant & part les « premiéres fonctions J,, ce qui
nous oblige 4 modifier un peu les écritures,

(394, 2) Wy, = Z Yjwi + Z i v
=1 l—=a+1

| @y || est une matrice carrée contenant « lignes et colonnes ; I’en-
semble des termes v,, compléte la matrice infinie W.
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(45, 2) devient

X

[eo]
(454, 2) Z i (BE—E) 4 = 2 (Yo @ == Yiy @b, + Em Vi b
=at1 k=1 &l

Mais nous pouvons compléter toutes nos matrices partielles || vy Il ,

l @l s Il ¥em I 5 || €ii || par des zéros de fagon 4 en faire des matrices

définies pour toutes les valeurs des indices, depuis 1 jusqu’a I’e0 . Ceci
nous permet de donner a (454, 2) la forme condensée

(450, 2) 2“’{1[0,'1(]3 —E) —'ZYfk Wi +Ya wi_EYik ‘Uzk]'—_ 0o l=o0,1:::a
1 3 k

Comme tout & I'heure, les [ ] sont nuls, car les §; sont indépen-
dants. Les équations que I’'on obtient ainsi se classent en deux groupes:
1° ]l < o, B, = E, v, = 0 et (45b, 2) nous donne

(46, 2) ZYc‘kwlk — YuW®W; =0

(i=12-a
p {

l =122

ot les w,, sont des coefficients connus [cf. (42, 2) et plus bas (48, 2)].
Ce systéme homogéne doit nous permettre de déterminer a la fois les
perturbations du niveau w: et les coefficients y;, ces derniers & un
facteur constant prés. Nous connaissons ce genre de probléme :
il s’agit simplement de réduire la matrice || w,, ||  sa forme diagonale
(cf. §3) en faisant le « changement d’axes » (44, 2). C'est bien
le probléme posé par I’équation (35, 2), mais simplifié, car il ne se
pose plus dans I'espace fonctionnel tout entier, mais seulement dans
le sous-espace encadré par les « premiers axes ¢;. Pour que le systéme
(46, 2) ait des solutions non identiquement nulles, il faut que son
déterminant soit nul. Nous obtenons :

Wy — W; Wyg ooveers Wi
Wy Wey — Wi === Way o
L e e =0
Wyys+  veereeseersens Woq — W;

dquation séculaive dont les « racines w;, w, + - - wa sont réelles, carla
matrice || w, || est hermitienne, on le verra dans un instant. A chaque
racine w; correspond un systéme de valeurs des coefficients 7,, - - + 7ja
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qui sont déterminés seulement a un facteur constant prés par les
équations homogeénes (46, 2). On en profite pour normaliser les fonc-
tions ¢/;. Si I'équation séculaire a des racines multiples, la dégéné-
rescence subsiste partiellement et certains y, restent indéterminés.

Les difficultés pratiques sont purement analytiques. I1 s’agit d’abord
de calculer les termes w, de la matrice de perturbation : d’aprés
(394, 2) ils sont donnés par les intégrales

(48, 2) W =f471W Y dr, [ < a

dont 'évaluation est généralement trés pénible. Il reste ensuite & résou-
dre I’équation algébrique (47, 2).
2° Soit maintenant [ > «, wy, = y; = 0. D’aprés (450, 2) on a

(497 2) Ciy — 2 E‘Yl-,-‘—‘vl}]‘i:; = E¥E,

k=1

avec (cf. 394, 2)

gvmzf%W%dr, l>‘a
(48a, 2) |

( wy =2Yik vlkz'J"@lW Y/ d-,

la derniére équation n’est exacte que sil’on néglige des termes en 2.
Comme la fonction perturbatrice W est réelle, (48, 2) et (48a, 2)
nous apprennent que la matrice de perturbation W est hermitienne.
Le calcul précédent n’admet aucune hypothése restrictive sur la
nature de la fonction perturbatrice ; celle-ci peut dépendre explici-
tement du temps : c’est ce qui a lieu dans la théorie de la dispersion
dont (49, 2) et (484, 2) sont les équations de départ.

D. Quasi-dégénérescence. — Admettons pour fixer les idées que,
tous les niveaux étant distincts, deux d’entre eux, E, et E,, soient
voisins (*). Nous écrirons

(49, 2) E, —E;=¢=)n.

(*) 1l peut y en avoir davantage.
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¢ étant fixé par la nature du systéme non perturbé, le paramétre auxi-
liaire » est trés grand lorsque la perturbation JW est négligeable, et
de l'ordre de I'unité quand celle-ci devient comparable 2 la différence
E; — E;. Dans ce dernier cas, les actions perturbatrices accouplent
ces deux niveaux presque comme s'ils étaient confondus. On est donc
conduit & poser comme dans (44, 2)

oo}
Yo =y + Y2 ¥ + A 2 cu¥i;  Ye=1yaul + 1 + )\2021 i
l=3
o0
-
s =3 + % Z Cyjpye et

=t

Le calcul se conduit comme le précédent : on prend comme niveau
initial E = E,, ce qui conduit & remplacer w,, par wy, + 7. Les équa-
tions (46, 2) qui déterminent les coefficients v S'écrivent

\ Yo (wyy — w;) + 2 Wi = O

(50, 2) 3 Y (wyy i) Yi a% : i=1,2
Yi1@ayq “+ Y(Wn + 1 — @) =0
d’oti I'équation séculaire
Wy —w Wy
(51, 2) | | =o
Wy Wy + M — W
dont les deux racines w, et w, sont données par
I e E: — E

(51a, 2) w=§[w“+ Was+ 0 (e +1 — w,)2 + 41015 Wy ] <"1 = —,J>

On a Ell = E1 + )‘wl) E’2 = El =+ )\wz.
Enfin, on retrouve les équations (49, 2), c’est-a-dire

c”_anln-i-‘{m'U_lz . cl__'_vih"-Ygzﬂ.
E —E ’ ! E; — K

Si la perturbation est trés faible, » est grand : en développant
(514, 2), on retombe, en premiére approximation, sur les formules
ducasB:

‘Eli =E, + Moy, Y11~ I

(52, 2) é E:=E, + Mn + Was) = B + M0y Y22~ I

Y12 ™ Y21 ~ 0.
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Ces formules restent valables quel que soit I’ordre de grandeur de 7,
a condition que l'on ait w;, = w,, = o.

(51, 2) se réduit alors 4 un systéme de deux équations du premier
degré, le couplage entre les deux wiveaux voisins ne s’établit pas et,
lorsque 'on fait croitre I'importance de la perturbation, les deux
courbes E'; = f,(2), E'y = f,(?) se croisent sans se modifier mutuelle-
ment : leur intersection se trouve au point ot

€ s g E, — E
Wi =1 + Wy =5 + Wy, c’est-a-dire A= w:_—v;’ .

(il faut, pour cela, que w;; — wy, soit positif en méme temps que
E, —E).

Au contraire, si wy, 2z 0 cette intersection est impossible, les deux
racines (514, 2) sont toujours distinctes, car le radical porte sur la
somme de deux carrés : les deux courbes se rapprochent, la différence
des énergies est minimum et égale & 2y/w,, w,, quand v = w;; — w,,,
puis les courbes s’écartent a4 nouveau.

Les considérations qui précédent s’appliquent & la théorie des
atomes complexes ot la fonction perturbatrice représente les actions
mutuelles entre électrons, ou, du moins, leur écart a partir d’un cer-
tain champ moyen, et 4 la théorie des molécules, qui fait intervenir
en outre, les noyaux. Un exemple important est le suivant :

Deux atomes s’accouplent pour former une molécule. 1l y a quasi-
dégénérescence quand le systéme peut, 2 grande distance R des
noyaux, exister en deux états voisins, entre autres quand le potentiel
d’ionisation de I'atome électro-positif est petit et compensé en partie
par laffinité de l'atome électro-négatif pour I’électron : un léger
apport d’énergie ¢ suffit alors pour passer de 1’état homéopolaire,
ou les deux atomes sont neutres, a 1'état hétéropolaire ot ils sont
ionisés (*). Un cas analogue est celui ot I'un des atomes posséde un
niveau excité voisin du niveau fondamental. Comme paramétre ),
on peut prendre une puissance négative convenable de la distance R.

En réalité, la théorie précise de tels systémes est beaucoup plus
complexe : a la quasi-dégénérescence se superpose une dégénérescence
essentielle (§ 26,B) dont 'origine est l'indiscernabilité des électrons
entre eux et que I'on appelle dégénérescence d’échange. On sait en

(') La liaison reste homéopolaire (fig. 2), mais le nombre | v,, | 2 donne en fonction de R,

la proportion des « états ionisées » dans I’état résultant ¢,' et, par suite leur contribution au
moment électrique de la molécule au minimum d’énergie.
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quoi elle consiste : a tout état stationnaire, ot deux électrons 1 et 2
jouent des réles déterminés, oti I est attaché par exemple a un atome 4,
2 3 un atome b, correspond un second état de méme énergie obtenu
par simple permutation des deux électrons, 1 se fixanta bet 22 a (!).
Cette dégénérescence joue un role fondamental dans le calcul des
niveaux par la méthode des perturbations. Elle conduit, dans le cas
de deux électrons 4 une équation séculaire du second degré, qui
s’éleve au quatriéme degré s'il intervient en outre une quasi-dégéné-
rescence. Alors la différence ¢ des deux niveaux qui réagissent I'un
sur l'autre (cf. 49, 2) dépend elle-méme de la distance R et I'on en
est réduit & des approximations plus ou moins grossiéres. On peut

-b" /

R

Fig. 1.

néanmoins se rendre compte de I’allure générale des quatre courbes
qui représentent, pour les quatre états perturbés, I'énergie en fonc-
tion de la distance.

Pour illustrer la théorie de la quasi-dégénérescence avec le plus de
clarté possible, nous n’avons dessiné sur chacune des deux figures
ci-contre que deux de ces courbes, celles qui correspondent aux deux
états les plus stables. La figure I est relative au cas olt w,, = 0, la
figure 2 & wy, Z 0.

D’aprés (42, 2) w;, = 0, toutes les fois que ; est symétrique, J, anti-
symétrique en fonction des deux électrons (§ 27A).

(1) Lorsqu’on peut permuter # électrons la dégénérescence est d’ordre # ! On sait que les élec-
trons qui permutent peuvent étre attachés au méme noyau, mais dans des états différents.
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E. Lorsqu'on essaye d’appliquer la théorie générale des pertur-
bations aux cas — analogues au précédent — ou les électrons qui
permutent sont attachés a des noyaux différents, on rencontre une
difficulté qu’il est nécessaire de signaler. Considérons par exemple,
avec HEITLER et 1,oNDON, deux atomes d’hydrogéne s’unissant pour
former une molécule. La permutation des deux électrons ne change
ni U'expression de 1’énergie, ni sa valeur, mais la division de I hamilto-
nien en terme principal et fonction perturbatrice. En effet, le potentiel
d’attraction mutuelle entre le proton a et 1’électron 1, par exemple,
fait partie du terme principal si ces deux charges sont unies en un
atome et de la fonction perturbatrice lorsque 1’électron 2, aprés per-
mutation, a pris la place du premier.

El

Fig. 2.

I1 en résulte que les fonctions d’onde d’approximation zéro ne sont
orthogonales entre elles que si les noyaux sont infiniment distants
les uns des autres. A distance finie, mais grande, leur orthogonalité
n’est plus qu’approximative, ce qui ne doit pas étonner, car elles ne
sont pas fonctions propres du méme hamiltonien. En méme temps,
Popérateur W, qui représente la fonction perturbatrice, change lors-
qu’on fait permuter les électrons et dépend ainsi de la fonction ¢, a
laquelle il s’applique. En tenant compte de ces deux faits dans la
définition (394, 2) de la matrice w,, on arrive sans peine & déve-
lopper les calculs au premier ordre sur le modéle établi dans la sec-
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tion C de ce paragraphe. Les approximations ultérieures sont plus
difficiles.

Une derniére remarque : nous avons séparé en trois sections B, C
et D I'étude des problémes non dégénérés, dégénérés et semi-dégé-
nérés, mais la méthode qui sert a les résoudre est toujours la méme,
le dernier cas faisant le lien entre les deux autres.

CHAPITRE III

THEORIE DES GROUPES

§ 14. ROLE DE LA THEORIE DES GROUPES EN MECANIQUE QUAN-
TIQUE. — I° La théorie des groupes intervient généralement dans les
cas de dégénérescence et voici pourquoi: le plus souvent, la dégéné-
rescence est uniquement diie au fait que I'équation de SCHRODINGER
admet certains groupes, c’est-a-dire reste invariante lorsqu’on fait
subir au systéme étudié, aux variables qui entrent dans la fonction
d’ondes, les transformations de ces groupes.

Soit, par exemple, un atome & noyau central : la symétrie sphé-
rique du champ laisse invariante la fonction hamiltonienne H pen-
dant une rotation arbitraire autour du centre. C’est pour cette raison
que les niveaux d’énergie ne dépendent que des nombres quantiques #
et /, tandis que les fonctions d’onde (abstraction faite du spin) font
intervenir le nombre magnétique m (dégénérescence d’orientation).

Dans le cas des molécules diatomiques la symétrie du champ
(cylindrique ou conique) permet les rotations autour de I’axe molé-
culaire et des mirages sur les plans de symétrie, d’ot résulte un
autre type de dégénérescence, qui sera précisé au § 28.

11 suffit, pour qu’il y ait dégénérescence, que la molécule présente
certaines symétries (ce qui nous rapproche des groupes de la cristallo-
graphie).

Enfin et surtout, I'identité, I'indiscernabilité des particules de méme
espéce, électrons ou noyaux identiques, a pour conséquence l'inva-
riance de H lors d’'une permutation, d’un échange de position entre
particules de méme nature. C’est l'origine d’une nouvelle dégénéres-
cence imprévisible en théorie classique et mise en évidence par les
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travaux classiques de HEISENBERG sur 'hélium : la dégénérescence
d’échange.

A chacun de ces types de dégénérescence correspond donc un groupe
de transformations. I,’étude de chacun de ces groupes (rotations, mi-
rages, permutations) permet, a elle seule, de déterminer toutes les pro-
priétés des fonctions d’ondes qui sont d’origine cinématique et nous
dispense de résoudre complétement le probléme dynamique, ce qui
est généralement trés difficile.

Enfin, la théorie quantique définit les grandeurs physiques comme
des opérateurs et ceux-ci appartiennent généralement a certains
groupes (cf. § 9). Ces définitions, qui sont aisées dans les systémes a
un électron, deviennent plus délicates dans le cas des systémes com-
plexes et surtout lorsqu’intervient le spin ; il semble bien que la
théorie des groupes soit la méthode la plus générale et, au fond, la
plus simple de définir dans les cas les plus compliqués toutes les
grandeurs physiques . '

§ 15. EXEMPLES. DEFINITION GENERALE. — A. 1° Soit une collec-
tion de # objets placés dans un certain ordre défini par la suite des
indices 1, 2,- - -%. Brouiller cet ordre pour aboutir a un autre, 3, 7,
6, 1--. par exemple, c’est effectuer une permutation. Nous désigne-
rons cette opération par le symbole

_ (1:2:3--m
P = (3-'7~6- . .k)'

Pour préciser le sens du symbole précédent, nous admettrons que
les indices sont attachés aux objets comme des étiquettes: p, est
un échange des objets 1 et 3, 2 et 7, etc... (})

Faire subir a notre collection deuk permutations successives, p,, puis

Py = < 3:7-0 ) revient évidemment a effectuer la permutation unique

549
s=pb=(5070),

NS

I
5.

(1) 11 peut arriver aussi que l'on ait 4 numéroter les cases ol sont placés les objets. Il
se présente .alors un second type de permutation : les echanges de numéros entre cases. Les
mémes formules s’appliquent a ce cas. La théorie quantique est amenée 4 considérer 51multa—
nément ces denx types de permutations (cf. DIRAC, § 65).
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Nous dirons que s est le produit des deux permutations p, et p,,
en convenant toujours d’écrive & DROITE la premiéve des opérations, ce
qui permettra au besoin de placer encore a sa droite un symbole repré-
sentant la collection d’objets sur laquelle elles opérent (). Celte régle
est générale ; nous I'appliquerons a des opérateurs quelconques agis-
sant sur des objets quelconques, vecteurs, fonctions, etc.

Te2eo n)
Te2+7
ne change pas la place des objets, c’est I'identité, qui satisfait évidem-
ment aux relations

Parmi les permutations ainsi définies, I'une d’elles I = (

Ip = pI = p.

Les permutations ne sont pas commutables : p; p, 2 p, Py ; onle

on . P . Te2 oo M)
vérifiera sans peine. Mais a toute permutation p = 5.8 k) corres-

(5.8...k

) -1
pond son smverse p = (1., ...,

), qui remet les objets en place, et
satisfait par conséquent a

poip = pp~ =1.

I ’ensemble des # ! permutations de # objets, forme un groupe, le
groupe symétrique d’ordre n, que nous désignerons par le symbole 9, ;

20 Faisons tendre # vers l'infini, distribuons nos objets sur une
droite, sur un plan, ou dans l'espace a 3--- a 7 dimensions ; passons
a la limite ot leur répartition est continue : & chaque objet corres-
pond un point, & chaque point un indice 7 variable de fagon continue
et qui, dans l'espace 2 trois dimensions, est I'ensemble des trois
coordonnées %, y et z.

Permuter entre eux nos divers objets, c’est faire correspondre a
tout point P de l'espace considéré un point P’ déterminé, c’est effec-
tuer une franmsformation a de I'espace en lui-méme, ce que WEYL
exprime par la notation

PP =aP.
1/identité I est définie par
IPp =P.

() On peut faire la convention inverse. Celle que nous adoptons est plus commode en vue des
applications physiques. C’est celle de Weyl. E. PICARD s’en est servi au t. ITI de son Traité d’Ana-
yse.
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De deux transformations successives P — P’ = aP, P’ — P"' = b’
résulte une transformation unique, leur produdt

P—P' = cP = b aP,

ou, plus briévement,

¢ = ba.

Nous ne nous occuperons que des transformations réversibles, c’est-a-
dirve bi-univogques. Nous admettrons donc qu’aprés une transforma-
tion a, il est toujours possible, par une transformation bien définie a—?,
de remettre I'espace dans son ordre primitif. a—! est 'inverse de a et
I'on a

PP =a'"P dottaa =ata=1.

Ceci n’est évidemment possible que si la correspondance P ~ P’
établie par la transformation @ est bi-univoque.

30 Cas particuliers de transformations spatiales : translations, rota-
tions autour d’un axe, d’'un point (ces opérations font intervenir le
concept de solide parfait) ; mouvements d’un fluide quelconque, mi-
rages...

Les transformations linéaires et réversibles de 1’espace affine ou uni-
taire sont un des groupes les plus importants.

Les permutations elles-mémes sont les transformations d’un espace
discontinu constitué par # points seulement.

B. — De ces exemples se déduit par abstraction la définition géné-
rale d’'un groupe :

Soit une collection G d’opérations ou éléments : a, b,. .. en nombre
fini ou infini ; elle forme un groupe si les quatre conditions suivantes
sont remplies :

1. Le produit ba, de deux éléments quelconques est un élément
de la collection ¢

(1,3) ba = ¢,c dans §.

II. I’identité I fait partie de la collection ¢ et satisfait a
In = al = a.
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III. A toute opération a de ¢ correspond, dans G, une autre opéra-
tion a-! appelée inverse de a et définie par

(2,3) ata=aat'=1I
IV. Le produit des opérations satisfait a la loi associative
(3,3) (ab)c = a(bc).

Mais on a généralement ab = ba.

Un groupe dont les opérations sont commutatives est dit abélien.

Si le nombre g des opérations de ¢ est fini, le groupe est fini et g
est son ordre.

C. Autres exemples de groupes. — 1° 1ensemble des nombres ra-
tionnels considérés comme symboles de multiplication, forme un
groupe :

I) le produit de deux nombres rationnels est un nombre rat1onne1

IT) I'identité est représentée par le nombre I ;

b a\—1
III) I'inverse de-é est ;= (5) .

Ce groupe est abélien d’ordre infini.

Du point de vue de la multiplication, I'ensemble des entiers (positifs
et négatifs) ne forme pas un groupe.

2° Mais ils forment un groupe si nous les considérons comme sym-
boles d’addition.

L’opération résultant de la combinaison de deux éléments a et b
s’écrira alors @ 4~ b au lieu de ab.

I) La somme de deux entiers est un entier : a + b = ¢ ;

II) I'identité est représentée par le symbole zéro :

a+0=a=0+a;

IIT) l'inverse de a est — a.
Ce groupe est abélien. C’est un groupe additif d’ordre infini.

\

e
3° Revenons a l'espace a trois ou # dimensions. Un vecteur A
‘représente une opération, un déplacement par exemple.
— > -
a) La somme de deux vecteurs est un vecteur A + B = C;
— —
b) A 4+ o = A : I'opération I est un vecteur nul ;

¢) L’inverse de A est — A.
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L’ensemble des déplacements ou des vecteurs forme donc un groupe
—

— — —>
additif abélien (A + B = B + A).

Les déplacements sont un cas particulier des applications de ’espace
sur lui-méme, un des rares ot les opérations soient commutables. Ia
géométrie affine, c’est-a-dire celle des espaces vectoriels, est 1’étude
du groupe des opérations ainsi définies, avec une particularité de plus :

Chaque vecteur, ou opération, A peut étre multiplié par un nombre
réel dans I’espace réel, complexe dans 'espace complexe ou unitaire.
Cest ce que l'on appelle un groupe additif avec multiplicateurs.
Les applications d’un espace vectoriel sur lui-méme résultent de la
combinaison des deux processus d’addition et de multiplication par
des nombres : ce sont des opérateurs agissant sur les vecteurs, éléments
du groupe additif, opérateurs d’une forme plus générale que les simples
multiplicateurs. Un espace vectoriel sur lequel agit un systéme donné
de matrices peut donc étre considéré comme un groupe additif soumis
un systeme déterminé d’opérateurs. I, ’extension des théorémes généraux
de la théorie des groupes a ce cas particulier rend souvent de grands
services.

D. Au total, un groupe est constitué par un ensemble de symboles
satisfaisant aux postulats I a IV et dont on se donne a priori les « régles
de multiplication ». Ces symboles représentent des opérations que la
théorie des groupes abstraits ne spécifie pas. Un groupe abstrait
résume les propriétés d’'un certain nombre de groupes concrets, ses
réalisations, en une sorte de table de Pythagore (). En voici un
exemple : les deux tables ci-dessous représentent un groupe abstrait
dont les propriétés sont aussi bien celles du groupe 4, des permuta-
tions de trois objets, que du groupe des opérations de recouvrement
d’un triangle équilatéral a deux faces. On peut donner aux symboles
qui s’y trouvent les significations suivantes : a permutation circu-

I-2- . 2%
3) ou rotation de 3 autour d’un axe normal au centre du

laire (a3

-2-3

I-2 ) ,ourotation de

. L . I
triangle ; b = a® permutation circulaire inverse ( 3
4?’: autour du méme axe ; ¢, d, ¢ transpositions de deux des objets

ou rotations de m autour des médianes du triangle,

(1) CAYLEY.
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La premiére table a I'aspect d’une table de multiplication ordi-
naire. La seconde, pour plus de symétrie, porte en premiére colonne,
non pas la suite des opérations I, a, b, c, d, ¢, mais celle de leurs in-
verses [, a7t = b, bl =qa,ct =c¢,d 1 =d, et =c¢e (Y

I | a b c | d| e Ila|b|lc|d]|e
1 I | a b c | d| e 1 I|la|b|c|dle
a a b | I d | e ¢ at=b|b|I|al|le|c|d
b b I a e c | d b—t*=ala|b|I|d|e|c
¢ ¢ e | d | 1| b] a cl=clcle|d|I|b]|a
d ¢ e a | I !l b id'=d|d|c|e|a|l]|Db
e e d ¢ bjail e l=¢c¢le|d]|c|b|a|l

L |
§ 16. SoUs-GROUPES. — A. Dans le groupe des rotations de

I'espace autour d’un centre o, celles qui se font autour d’'un axe oz
forment un sous-groupe, car elles satisfont entre elles aux postulats
I 4 IV ; lidentité I est rotation nulle autour de o0z comme autour
de tout autre axe. De méme dans le groupe 9; que nous venons d’étu-
dier, les opérations I, a et b forment un sous-groupe Ju,, celui des rota-
tions autour de 'axe normal au triangle. Ce sous-groupe constitue
un groupe cyclique, car il est engendré par les puissances d'une seule
opération a (b = a?, I = a®). D’ot la définition générale qui suit :

Si, dans un grouwpe G, I'on peut mettre a part un ensemble i d'opé-
rations, fint ou infins, tel que :

10 Le produit de deux de ces opérations fasse encore partie de 3, ;

20 3 contienne, avec a, b..., leurs tnverses a=t, b—1... et, par suite,
Pélément 1, 3¢ est sous groupe de G.

Nous avons défini en méme temps le groupe cyclique engendré en
itérant une opération unique a, c’est-a-dire formé par les « puissances »

(1) Au point de rencontre de la ligne ¢ et de la colonne a, se trouve I'opération ¢ = ar
obtenue en effectuant d’abord ¢ puis a.
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de a. Pour qu’un groupe cyclique soit fini, il faut qu’une puissance
p de a reproduise I'identité : I = a” ; p est I'ordre du groupe.

Dans un espace vectoriel a4 # dimensions, mettons & part tous les
vecteurs d’un sous-espace a m << # dimensions. Ceux-ci constituent
un sous-groupe du groupe additif total. C’est ainsi que, dans I'espace
habituel R les vecteurs d’un plan I, passant par 1'origine, constituent
un sous-groupe, ceux qui sont dirigés suivant une droite ox de ce
plan un sous-groupe de ce sous-groupe.

Si 'on soumet l'espace a4 un systéme de matrices d’applications,
celles-ci feront sortir généralement du plan IT un vecteur qui s’y
trouve : le sous-groupe Il n’admettra pas les mémes opérateurs que
le groupe R — quoique cela soit toujours vrai pour les multiplica-
teurs —. Le cas le plus intéressant est celui des sous-groupes additifs
qui admettent les mémes opérateurs que le groupe total, des sous-
espaces qui sont tuvariants par vapport aux opérateurs considérés.
Il est alors naturel d’adapter les axes 4 cette division de R : ox, oy
dans le plan II, si ce plan est invariant, 0z normal. Nous reviendrons
sur ce point au § zo.

B. Complexes associés @ un sous-groupe. — Soit ¢ un groupe d’ordre
g, % un de ses sous-groupes d’ordre % ; g et 4 peuvent étre infinis,
mais nous considérerons d’abord le cas des groupes finis.

Soient I, a, b, c... f les éléments de J¢.

1° Multiplions les tous 4 gauche par un méme élément d de X.
D’apres la définition des sous-groupes, tous les produits ainsi obtenus :
al, da, db... font encore partie de 3 ; d’autre part, ils sont tous dis-
tincts (da ne saurait étre égal & db si a = b). Cette multiplication
revient donc a écrirve tous les éléments de 36 dans un nowvel ordre : faire
subir a un sous-groupe ¥ — ou & un groupe quelconque — une trans-
lation @ gauche, en le multipliant par un de ses éléments, c’est effec-
tuer une permutation de ces derniers.

2° Soit maintenant un élément s, de ¢ non contenu dans #. For-
mons les produits s, @, s;b... syf. Leur ensemble constitue un complexe
d’éléments tous distincts, que nous appellerons complexe associé a
gauche au sous-groupe ¥ et désignerons par le symbole s,76.

Aucun de ses éléments ne se trouve dans ¥, car, si s, a était
dans #, S, a~' = s, y serait aussi, d’aprés la définition des sous-
groupes.
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Il ne forme pas un sous-groupe : s, assb n’en fait stirement pas
partie car nous savons que as,b n'est pas dans %.

Soit s; un élément de ¢ ne faisant partie ni de 76 ni de s, 5. Avec
s; on forme un second complexe associé a ¥, s;36 et 'on démontre
de méme qu’il ne contient aucun élément de 26 ni de sy%6.

Si G est un groupe fini, on arrive ainsi a ’épuiser. D’ot1 I’équation

(5,3) q-—:}ﬁ - $,H6 + S5 4+ + o+ 4 5,30,

Chacun des complexes contient % éléments distincts, comme % ; on
a donc

(6?3) g:l'h

L’ordre d'un sous-groupe d’un groupe fini est sous-multiple entier
de Uordre du groupe. L’entier | est Uindex du sous-groupe.

On définit de méme les complexes associés a droite au sous-groupe
# et ceux-ci ne coincident généralement pas avec les associés a gauche.
Ona

(52.3) G = H -+ Jbs; + -+ + Fbs,

La nature des complexes associés ne dépend pas des éléments
générateurs choisis s,, s;... Ils sont déterminés uniquement par la
structure de ¢ et #. Pour démontrer cette proposition, considérons
un élément quelconque s’y de s,56. Je dis que s', 7 = s, 5. Eneffets’,
étant dans 5,5 s'écrit s,d, d étant un élément de 5¢; s', 3 est donc cons-
titué par l'ensemble des éléments s,da, s,db... s,df, c’est-a-dire par
ceux de s,# s’écrit dans un ordre différent (cf. 19).

Dans l'exemple du § 15 D, le sous-groupe Ag (@, b, I) possede un
seul complexe associé chg = didg = elds.

Les mémes considérations s’appliquent aux groupes infinis. L’index
1 de 36 peut alors étre fini ou infini.

Soient par exemple R l'ensemble des vecteurs de I'espace a trois
dimensions, considéré comme groupe additif, 7 l'ensemble des vec-

— —> L, A
teurs @ duplan xoy et s un vecteur non situé dans 3 : s# est 'ensemble

des vecteurs ?—}— 4 dont toutes les pointes S’ sont dans un plan Z
paralléle & xoy. A chacun de ces plans correspond un complexe associé
2 76. I1 v en a une infinité continue (cf. fig. 3).
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§ 17. ELEMENTS CONJUGUES. CLASSES. — A. Cas des substi-
tutions linéaives. — Considérons, dans un espace vectoriel a # di-
mensions le. groupe (d’ordre infini) de toutes les transforma-
tions vectorielles linéaires & coefficients complexes. I,’une d’elle sera

.
(4, 1) Y i= Z A Xy,
k

ou, en langage matriciel, (45, 1) Y = AX.

S
N

Fig. 3.

Nous pouvons la considérer de deux points de vue :
—> —
ou bien les axes e¢; restent fixes, au vecteur x correspond le vecteur

g —> . . .
transformé y = Ax; A représente une application de l'espace sur
lui-méme ;

ou bien les vecteurs Vet x sont identiques dans l'espace, les axes ont
tourné : (4, 1) représente un changement de vecteurs de base qui, par
comparaison de (34, 1) avec (4b, 1), peut étre désigné par le sym-
bole AL

Cela posé, soient A et S deux transformations du groupe considéré et
(6, 3) B=SAS"
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Les axes ¢, restant fixes, la matrice B engendre une application de
Pespace considéré sur lui-méme, qui différe généralement de A.

On dit que les deux transformations A et B sont conjuguées.

D’aprés (7, 1) nous savons qu'elles peuvent étre ramenées l'une a
l'autre par le changement de coordonnées S-1.

Donc deux transformations linéaires conjuguées sont généralement
différentes, mais éguivalentes en ce sens qu’elles peuvent se ramener
I'une & l'autre par un changement d’axes.

B. Généralisation. Sous—groupes invariants. — Deux éléments a et b
d’un groupe ¢ sont conjugués lorsqu’on peut trouver un troisiéme
élément s du méme groupe, tel que

(6b, 3) b = sas™'.

Une classe est I'ensemble de toutes les opérations conjuguées d'une
opération donnée 4 : on 'obtient en considérant s dans (68, 3), comme
représentant successivement tous les éléments du groupe .

Dans un groupe abélien sa = as, sas™ = a, quel que soit s, donc
tout élément constitue a lui seul une classe.

Dans tout groupe, I’élément I forme une classe.

Soit 76 un sous-groupe de G : s¥s—! (s restant fixe) est également
un sous-groupe, conjugué de 3. '

En effet, si ab = ¢, a, b et ¢ étant dans 7,

sas”'shbs™' = sabs™! = scs—L.

Un sous-groupe # a donc autant de conjugués qu’il existe d’opéra-
tions s du groupe ; mais tous ces conjugués ne sont pas distincts.

11 arrive parfois que 36 se confonde avec tous ses conjugués, c’est-a-
dire que ses~! soit dans %6, quel que soit I'élément ¢ de 5 etI'élément
s de ¢. 11 forme alors un sous-groupe invariant, ou diviseur normal.
Dans le groupe ¥,, le sous-groupe A, est invariant.

C. Groupe factewr. — Soit ¥ un sous-groupe invariant de G ;
décomposons G en ¥ et ses complexes associés (1),

(573) S = 4 S3F6 -+ + 5,36,

it

(1) Dans le cas d’un sous groupe invariant J¢, les complexes associés & gauche et & droite sont
identiques. En effet, on a par définition s¥Hs! = #6, d'ott s¥6 = Fbs.
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Je dis que chacun des termes de cette somme peut étre considéré
a son tour comme élément d’un nouveau groupe, que l'on appelle
groupe facteur de G et que I'on désigne par le symbole G /7.

Faisons en effet le produit s; 3 s;#, nous obtenons un complexe
comprenant tous les éléments de G qui sont de la forme s;as;b, a et
b étant dans 3. Je dis que ce produit est I'un des complexes associés
a ¥ dans (5, 3), celui qui contient 1’élément s, = sis; et que l'on
peut désigner par s, .

En effet

S;as;b = s;5;87'as;b,

et, comme ¥ est invariant, — condition nécessaire et suffisante —,
s;~tas; = d est un élément de 3¢ ainsi que db = ¢. On a donc

sias;b = §;5;¢ == s,c.

Lorsque a et b changent, dans %, s: reste fixe, ¢ varie seul mais en
restant dans % ; on a donc

(7’ 3) Si}GS/% = S/..JG
C.Q.F.D.

Posons I'; = 36, 'y = s,3, - - - I'; = 5,36, les symboles I';, I'y - - - T
pourront étre considérés comme les éléments d’unnouveau groupe, le
groupe facteur G |#, car (7, 3) prend, avec cette notation, laforme de
la définition habituelle d'un groupe I';I'; = I';.

On a évidemment # % = ¥, ce qui signifie simplement que le
produit de deux éléments de 56 est un élément de ce sous-groupe : ¥
est donc I'élément unité de G /5.

La définition du groupe facteur revient en somme a faire abstrac-
tion de I'individualité des différents éléments de #, a les confondre
en un seul, comme elle confond en un seul tous les éléments d’unde
ses complexes associés. Toutes les propositions précédentes s’étendent
sans peine aux groupes infinis. Il peut arriver alors que les groupes
facteurs soient infinis.

D. Cas des groupes abéliens. — sa = as ; sas™* = a quel que soit s.
Tout sous-groupe est donc invariant et peut servir a définir un groupe

facteur.
Soit, par exemple, un espace vectoriel ® a trois dimensions. Les
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vecteurs du plan ¢ = xoy forment un sous-groupe invariant 76

— — — —

(sas* = s 4+ a — s = a). Commeonl’a vu au § 17B, un complexe
associé a 76 est constitué par I'ensemble des vecteurs ayant leur pointe
sur un plan Z perpendiculaire & oz ; & chacun de ces plans, & chaque
valeur de z correspond un complexe, Ceux-ci forment une série con-
tinue,

I’élément T, du groupe facteur s’obtient en faisant abstraction

des différences entre les différents vecteurs {/?, \77, \77', ...,dont la
pointe est sur le plan Z, c’est-a-dire en les projetant tous sur l'axe
0z. Cest ce que les mathématiciens expriment par le symbole des
congruences :
— —> —>

V=vV=v=... (mod ®)

A toute valeur de z correspond un élément I', du groupe facteur
G /% = R |£. Celui-ci est donc continu, d’ordre infini, c’est un espace
vectoriel 2 une dimension, I’axe oz. Plus généralement (la démonstration
est la méme), si G est un espace vectoriel & # dimensions, 56 24 m < #
dimensions, tout élément I'; de ¢ /# est constitué par un ensemble de

a

—> - —>
vecteurs V,, V;, V' ... satisfaisant a
T _9_
V,=Vi=V,=... (mod 6)

et G /7 est un espace vectoriel & (n — m) dimensions, obtenu par « pro-
jection sur un axe, un plan ou un hyperplan ».

§ 18. QUELQUES PROPRIETES DU GROUPE ¢, DES PERMUTATIONS
DE 7 OBJETS, (GROUPE SYMETRIQUE). — A. Nofation cyclique. — Soit
I-2-3-4-5

P =
(2.3.4.5.1 )
terme celui qu’il faut lui substituer ; nous obtenons la notation

) la permutation circulaire, écrivons aprés chaque

P=(1-2:3-4-5)

Nous écrirons de méme

( I-2-3-4-5
5:4+1:2-3
permutation qui se sépare en deux cycles distincts, se fermant chacun
sur lui-méme. Dans cette notation, un objet qui ne bouge pas forme

) = (153) (24),
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a lui seul un cycle, on 'enferme dans une parenthése, ou, le plus sou-
vent, on omet de I’écrire. I ordre d’'un cycle est le nombre des objets
qu’il contient,

Trois choses importent dans cette notation : le nombre des cycles,
les objets que contient chacun d’eux et Pordre de succession de ces
objets. Le reste est indifférent et peut étre choisi & volonté, par
exemple l'ordre des cycles, [(1-5:3)(2:4) = (2 -4)(x-5-3)],
ou encore le premier objet d'uncycle [(1-5-3)=(5-3-1)=(3-1-5)].

Une transposition est une permutation de deux objets. La permuta-
tion suivante équivaut & une transposition unique :

<1.2.3.4.5

At = awEI6) = (2.

Toute permutation est évidemment un produit de transpositions :

(1-5°3)(2-4) =(1:5)-(5-3):(2-4),

mais en notation cyclique, on s’arrange habituellement pour que
les divers cycles n’aient aucun élément commun.

Une permutation est paire ou impaire suivant qu’elle résulte d’un
nombre pair ou impair de transpositions.

On démontre — et cela est presque évident — que la parité d’une
permutation est bien déterminée, indépendamment de la maniére
dont on la décompose en transpositions.

La permutation inverse d’'une permutation donnée s’obtient, en
notation cyclique, en inversant dans chaque parenthése l'ordre des
termes. Les parenthéses étant indépendantes, leur ordre est sans
importance. ’

[(1-5-3)(2-4)]"'=(3-5-1)(4-2) = (1-3-5)(2-4).

B. Permutations conjuguées. — Soient

s=(GR) =)= e =GR

La conjuguée de s par rapport & ¢ est ¢ = is¢, on il faut live la
suite des opérations de droste & gauche. On a donc

o =Ist7' = (k‘.kz. ) .kn>.

Ioolyeoed,
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Donc, pour obtenir la conjuguée 5 de s par rapport a ¢, on effectue
sur les deux lignes de s la permutation 2.

Cette régle se traduit sans peine en notation cyclique : supposons
que s comporte plusieurs cycles, il suffit évidemment, pour obtenir
tsi—1, d’effectuer sur les termes de chaque cycle la permutation ¢, sans
bouger les parenthéses, sans changer le nombre des cycles, nileur ordre.

Soient, par exemple, s = (1-5-3) (2-4), ¢ = (1-2-3-4-5), nous
avons fst~' = (2-1-4) (3-5).

En somme, passer d’'une permutation & une de ses conjuguées,
c’est changer les étiquettes des objets que 1’on permute, sans modifier
la facon de les permuter.

Une classe de permutations (cf. § 17 B) est donc entiérement déter-
minée par le nombre des cycles et I'ordre de chacun d’eux.

C. Groupe alierné r, de n variables. — C’est le groupe formé par
toutes les permutations paires de # objets, sous-groupe d’index 2
de 4,. Son complexe associé est I’ensemble des permutations impaires ;
il ne forme pas un sous-groupe car le produit de deux permutations
impaires est pair.

.n €st sous-groupe invariant de ¢,, d’aprés la régle B.

La plupart des résultats qui précédent sont diis a CaAucHy.

§ 19. [ISOMORPHISME ; HOMEOMORPHISME. — A. Soient deux groupes
G et G’ tels que :

1° A tout élément a de G correspond un élément et un seul a’ de ¢’
et réciproquement.

20siab =c,a'h =c'.

Les tables de Pythagore des deux groupes sont les mémes, ou plutét
ne différent que par la désignation des éléments du groupe ; les deux
groupes sont isomorphes, d’un isomorphisme holoédrique. Du point
de vue de la théorie des groupes abstraits, deux groupes isomorphes
apparaissent comme identiques. Ils s’appliquent a des objets diffé-
rents. Nous avons vu au §15,D un exemple de groupes isomorphes,
4, et le groupe des opérations de recouvrement d’un triangle équi-
latéral.

B. Supposons que la correspondance entre ¢ et ¢’ ne soit pas bi-
univoque, qu’a un élément 4’ de ¢’ correspondent plusieurs éléments
distincts a,,a,, - -a, de ¢, mais que le produit de deux éléments corres-
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pondants donne encore des éléments correspondants. Ies deux groupes
sont alors homéomorphes, leur isomorphisme est mériédrique.

La cristallographie nous a habitués a ces notions et en fournit
les exemples les plus connus. Voici un homéomorphisme arithmétique
simple : soit 9, le groupe des permutations de # objets ; aux permuta-
tions paires, faisons correspondre le nombre + 1, le nombre — 1
aux impaires ; le groupe multiplicatif ¢’ formé des deux éléments
+ 1 et — 1 est homéomorphe a 4,, + I correspond au sous-groupe
alterné, — 1 4 son complexe associé.

Plus généralement, lorsqu’un groupe ¢ posséde un sous-groupe
invariant 7, il est homéomorphe au groupe facteur (/3 : tous les
éléments de ¥ correspondent a I'élément unité I'; de ¢ /36, ceux du
complexe s;76 & I'i.

Cette proposition évidente peut s’inverser et constitue un théoréme
fondamental.

Théoréme : Soient ¢ homéomorphe a G' et I' I'élément unité de G'.

10 L’ensemble des éléments de  correspondant a 1' forme un sous-
groupe invariant ¥ de G.

20 ' est isomorphe au groupe facteur G |3.

Démonstration : 1° Si les éléments 7, et j, de ¢ correspondent a I,
js = 71 J» correspond & I'I’ = I'. 1l en résulte que 'ensemble des élé-
ments f;,fa - - -fp de G, qui correspond a I’ forme un sous-groupe ¥ de
G. Ce sous-groupe est invariant car x étant un élément arbitraire
de ¢, xjx~* correspond dans ¢ a

Iyt =xyt=1":
x7x~! fait partie de % quel que soit x.

20 Soient s, et s, deux éléments de ¢ non situés dans 7 et corres-
pondant & un méme élément s’ de ¢ ; s; s, correspond a s'~1s" = I
et se trouve dans # : s;~'s, = 7,.. Doncs, = s,7, est dans le complexe
S, associé a ¥6.

Réciproquement, deux éléments s,7,, s,7, de ce complexe corres-
pondront au méme élément s’ de §'. Ce dernier correspond donc au
complexe s;#, comme I’ correspond a # : il y a isomorphisme
holoédrique entre G’ et ¢ /#.

C. Cas particulier : Représentations. — Supposons que §' soit un
groupe de fransformations linéaires. On dit que §' est représentation
de . Si I'isomorphisme est holoédrique la représentation est fidéle.
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A toute opération a de ¢ correspond une matrice A, c’est-a-dire une
substitution de ¢'. Nous désignerons les représentations des groupes
par des majuscules grasses G. Leur degré est le nombre # de dimen-
sions de I'espace des substitutions ou espace de représentation R.

Exemple : Tout groupe abstrait posséde une représentation évi-
dente, la représentation identique, ol I'on fait correspondre a chacun
des éléments du groupe la substitution y = #, c’est-a—dire la matrice
a une dimension 1: Au produit ab = ¢ correspond dans la représen—
tation le produit des matrices 1-1 = 1.

D. Représentations égquivalentes. — Soient ¢ un groupe, a bc- - - ses
éléments, G, et G, deux de ses représentations, dont les matrices sont
respectivement A;B,C,---; A,B,C,- - - G, et G, sont équivalents lors-

qu’on peut les ramener 'un a 'autre par un changement de coor-
données, lorsqu’'on peut trouver une matrice S telle que
Ag == S—IAIS, Bz = S"B,S LRI bref Gg = S"'G.S.

Evidemment les deux espaces de représentation R, et R, s’iden-
tifient.

§ 20. REDUCTIBILITE DES REPRESENTATIONS. A. Sous-espace
invariant. — Soit R l'espace vectoriel d’une représentation G a #
dimensions. Il arrive souvent qu'il existe un sous-espace vectoriel
R, de R A m < n dimensions, invariant par rapport aux transfor-
mations de G, c’est-a-dire tel que toutes les applications A de G trans-
forment les vecteurs de R, en vecteurs de R;.

Il est naturel d’adapter le systéme de coordonnées a cette inva-
riance, d’encadrer R, par les m premiers axes, les (w — m) derniers

-
restant extérieurs a cet espace. Un vecteur ¥ de R, aura dans ce cas
des composantes x,,,; = %5 = + - - = %, = 0 et, comme aprés la trans-

— — .
formation x' = A x reste dans R,, les équations précédentes doivent
avoir pour conséquence %, = % ,3 = -+ = &', = 0, et 'applica-

: __7 g 37 :
tion ¥’ = A x s’écrit

x', =aAnXy + o+ A1 Xma ~+ eo0 = AinXn,
r
X m = QX + o Byymb 1 ¥ty ~t e oo 4 @pn¥n,
? X mtr = Aipttym+1¥mp1 - 220 = Bmp19n¥n,y
‘ x’u - Aym+1Xm+1 —+ e = AppXn.
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Les matrices A de G ont donc toutes la forme

53) a=|ed

ou P, et S, sont matrices carrées de degrés des m et (n — m) ; Q, est
une matrice rectangle, o une matrice nulle.

Les matrices P,, P, --- engendrent alors une représentation de G
dans l'espace R; a m dimensions.

Lorsqu’on peut trouver un tel espace R, et les axes correspondants, ¢
est réductible. Dans le cas contraire,la représentation est irréductible.
Ces définitions sont d’ailleurs indépendantes des concepts de groupe
et de représentation ; elles s’appliquent & un systéme quelconque de
matrices. :

Les matrices S, S, - - forment, elles aussi, une représentation du
groupe § dans un espace oti 'on ferait abstraction des composantes x,,

“+Zm&'y+ - -&', des vecteurs de R.Cet espace s’obtient géométriquement
en projetant les vecteurs de R parallélement @ R,, c’est-a-dire en confon-
dant en un seul vecteur tous ceux qui ne différent que par leurs m

premiéres composantes. Nous le désignerons par le symbole 11;
1

En effet, si I'on considére l'espace vectoriel R comme un groupe
additif admettant les opérations définies par les matrices du systéme
G, R, est un sous-groupe invariant admettant les mémes opérations
(invariant aux deux sens du mot, par rapport aux transformations de

G et parce que le groupe additif R est abélien. RIE est I'espace-facteur
1
tel qu’il a été défini au § 17, D).
Les matrices S, forment donc une représentation de G dans le sous-

espace facteur ﬁR .
1

B. Réduction compléte, ou décomposition. — Les cas les plus intéres-
sants sont ceux ot I'on parvient, par un choix convenable des axes,
a décomposer I'espace R en deux sous-espaces invariants indépen-
dants R, et R, : les Q. sont alors tous nuls et les matrices du systéme
G prennent la forme de matrices & échelons

| Pa o

(861, 3) o Sa
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La représentation, ou plus généralement, le systéme de matrices G
se décompose en deux représentations, ou deux systémes de ma-
trices distincts, I'un a m, 'autre & # — m dimensions : il y a véduction
compléte ou décomposition.

(97 3) G=0G + G R =R, + R, (961-3)

R, est alors isomorphe d %

Théoréme. — Tout systéme de malrices UNITAIRE réductible est décom-
- posable. Ce qui veut dire que pour un systéme unitaire on peut tou-
jours, par un changement d’axes convenable passer de la forme (8, 3)
a (8a, 3).

Il suffit de prendre, dans 1'espace unitaire R, ot se jouent les transfor-
mations du systémes G, des axes dont les m premiers encadrent le
sous-espace invariant R,, les # — m derniers un espace R, orthogonal
a R,, c’est-a-dire qui contienne tous les vecteurs « perpendiculaires »

N

a ce dernier.

Comme les transformations G sont unitaires, elles conservent les
relations d’orthogonalité entre vecteurs. Elles transforment R, en
lui-méme ; elles font donc de méme de I'espace orthogonal R, et ce
dernier est invariant.

On peut vérifier cette proposition par le calcul.

C. Réduction des matrices d’'un groupe unitaire en leurs éléments irré-
ductibles. — Une matrice unitaire isolée peut toujours étre mise sous
forme diagonale. Pour un systéme de matrices unitaires, cette opéra-
tion n’est possible que si ces matrices sont permutables (§3, C).
Sinon, tout ce que 'on peut espérer, c’est une réduction simultanée et
identique de toutes les matrices du systéme, une décomposition en
échelons de degrés m,, m,... m,. Lorsque celle-ci est portée & son degré
extréme, on dit que le systéme de matrices est réduit en ses éléments
trréductibles, dont chacun correspond & I'un des échelons.

Dans le cas ot il s’agit d'une représentation G d’un groupe abstrait
G, il est important de la décomposer en représentations irréductibles,
car, ainsi que nous le verrons, ces derniéres seules ont une significa-
tion mathématique et physique profonde. Une fois trouvés les p
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constituants irréductibles Gy, G,... G,, de G on peut écrire symbolique-
ment, par extension de (g, 3)

(9673) G___G’+G2+“'+G,,.

Aucune des définitions précédentes n’implique que le groupe G
soit fini. '

D. Exemple. — Revenons au groupe 9, des permutations de trois
objets, dont les éléments sont les six permutations (1), (1.2), (2.3),
(3.1), (1.2.3), (1.3.2).

Il est facile d’en trouver une représentation : prenons comme objets
a permuter trois variables x;, x,, %;, c’est-a-dire les trois projections

— . . —_ —> > . es
d’un vecteur x sur trois axes rectangulaires e,, ¢,, ¢;. Les divers élé-
ments de notre groupe seront représentés par les systémes d’équa-
tions :

X =, Xy = x,
(1.2) — Xy = % (1.2.3) — Xy = %3 etc.
Xy =% ¥y ==,

Nous obtenons ainsi de 9, une représentation a trois dimensions
dont les matrices s’écrivent

01O 01O
(1.2) > ([T 00 (x23) — |loo 1| etc
co0I I00

Quelques remarques géométriques trés simples permettent de réduire
ces matrices. En effet, les permutations de ¢, laissent invariante la
somme x; + %, + %;. Donc le plan %, + %, + %, = o (plan II) et 1a
normale a ce plan x; = x, = ¥, sont deux sous-espaces invariants

—>

orthogonaux de I'espace de représentation R,. Prenons un axe »,

— —_—
suivant la normale et deux axes 7, et n; dans le planIl. Il est conve-
nable, pour plus de symétrie des formules, de ne pas prendre ces axes

. . . —> —_—r —> —>
a angle droit ni de longueur 1 : v, sera dans le plan ¢,, ¢, ; 7, dans le

lan e,, ;. On posera :
2y “3

- — —r — — — —
T ey 46+ ey - e, — e - e, — €
T = Y, To = ———, 3 =

3 3 3

— . . ’ . . . - -
(v5 est dirigé suivant la bissectrice de ¢, et ¢, etc...).
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Les variables correspondantes sont (cf. (2, 1) et (3, 1)).
E|=x1 -+ X3 + X3, 52-=2x4 - X3 — X3, Ez=—2x3+x2+x‘

et les formules de transformation des ¢ deviennent

\’ g =g
(1.2) — = 2x, —x, —x; =F; — &, etc.,
Ey = — 243 + %y + % =&,

D’oti les matrices

I I 0 O
(1.2) ol =1 Tl (1.3) ol 0 =1 ;o (2.3) ;
0 1 0i—I O
I I ’
(1.2.3) ; (1.32) ol ;o (1)
o)

La réduction ne peut étre poussée plus loin. Il ne peut exister
dans le plan II d’axe invariant.

Nous avons donc trouvé une représentation a trois dimensions du
groupe 9, et nous 'avons réduite en deux représentations irréduc-
tibles, I'une identique (matrices 1), 'autre & deux dimensions, dans le
plan invariant II.

Le groupe 9, posséde une troisiéme représentation irréductible qui
‘est de degré 1 et se trouve immédiatement : le groupe alterné a,
est sous-groupe invariant de 4, ; il est formé par les permutations
paires (1), (1.2.3) et (1.3.2) et 'on peut écrire (cf. § 16,B)

93 = ,jl).’g —+ (I. 2);“)3-

(1. 2) Ay étant le complexe associé a by et comprenant les permu-
tations impaires (1.2); (2.3); (3.I). Faisons correspondre a ces der-
niéres le nombre — 1, & celles du sous-groupe .b; le nombre + I,
nous obtenons la représentation antisymétrique de g,, la représenta-
tion identique pouvant étre appelée symétrique (1).

On démontre qu’il n’existe de ¥, que ces trois représentations irré-
ductibles. Celle & deux dimensions seule est fidéle.

(1) Le groupe symétrique général J,, posséde ces deux représentations (cf. p. 75 ligne 4,sqq.).

— 8 —
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E. Groupes finis. — Les représentations d'un groupe fini peuvent
toutes étre comsidérées comme unitaives et sont, par conséquent, complé-
tement réductibles. Soit G une représentation quelconque de degré » du
groupe fini §. Prenons une forme hermitienne arbitraire, par exemple la

forme unité x,x, + %%, + - - - x,%, constituée avec les variables de la
représentation G. Faisons-lui subir tout:s les substitutions de G et
additionnons. Nous obtenons une forme hermitienne qui reste inva-
riante pour toutes ces substitutions, car celle-ci ne fait que permuter
les termes de la somme considérée. Par un choix convenable de coor-
données, nous pouvons ramener cette forme a ses axes et, par un
«choix des unités », a la forme unité elle-méme.

Donc G peut étre transformé en groupe unitaire par un changement
convenable d’axes. Il est complétement réductible.

Mais il est souvent commode, comme dans 'exemple précédent, de
ne pas se borner aux représentations unitaires.

§ 21. THEOREME D'UNICITE. — La décomposition d'une représen-
tation donnée G d'un groupe G en ses comstituants irréductibles n’est
possible que d’une seule maniére.

Plus précisément, si I'on trouve deux décompositions

G=G + G-+ G G=G+ G- Gy

on ap = p' et les deux listes sont formées de constituants deux a
deux équivalents, écrits dans un ordre différent (G’ = Gy).

En théorie générale des groupes, cette proposition se rattache a un
théoréme plus abstrait, qui ne fait pas intervenir directement la notion
de représentation et qui est dtt 2 C. JORDAN, HSLDER et E. NOTHER.

Afin de donner une idée de sa démonstration sans m’étendre outre
mesture, je I'établirai pour une représentation a trois dimensions seu-
lement, ce qui permettra de préciser sur un exemple géométrique
simple le sens exact du processus de décomposition.

Dans le cas d'un espace R a trois dimensions, il n’y a que deux
hypothéses possibles: ou bien les sous-espaces invariants irréductibles
par rapport aux transformations du groupe linéaire G sont un plan
R, = xoy et un axe R, = 0z (perpendiculaire au premier si la repré-
sentation G, estunitaire) ; ou bien ce sont trois axes R, = ox, R, = 0y
et Ry = oz. '

— 81 —
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1° Supposons que la premiere hypotheése soit réalisée :
R=R 1 + Rg

ce qui veut dire que tout vecteur de R, passant par l’origine, se décom-
pose de fagon univoque en une composante située dans R, et une autre
dans R, et que chacune d’elles est maintenue dans son sous-espace par
les applications du groupe G. Je dis qu’il est impossible de trouver
un plan invariant R’, qui ne se confonde pas avec R,. En effet, s’il
existait, il couperait R, suivant une droite D, qui serait elle-méme un
sous-espace invariant de R,, comme infersection de deux sous-espaces
invariants. Mais R, est irréductible; la droite D ne peut donc pas
exister et tout plan invariant R’ se confond avec R;. Il est impossible
également de trouver une droite R’ invariante en dehors de l'axe
0z = R, car, si elle existait, elle déterminerait avec cet axe un plan
invariant distinct de R,.
2% Dans le second cas, nous avons

R=R + R.+R;

les représentations irréductibles sont a4 une dimension, les matrices de
G sont diagonales. 11 ne peut alors exister de plan invariant srréduc-
tible, car son intersection avec le plan R,R,, qui est invariant, serait
elle-méme invariante. Enfin, pour que les vecteurs V, situés sur un
axe R" distinct des trois premiers soient maintenus sur cet axe par
toutes les applications du groupe G, il faudrait que celles-ci se raménent
a des multiplications des trois composantes V;, V,, V; par un méme
nombre, 4 des multiples de la transformation identique : le groupe G
serait alors 4 une dimension et non pas a trois.

Les seuls sous-espaces invariants sont donc les trois plans de
coordonnées qui sont réductibles chacun én leurs axes.

On voit sur cet exemple, et on le démontre de fagon générale par
une méthode analogue, que, si une représentation G a #» dimensions a
été décomposée en p éléments irréductibles G = G, +-- -+ G,, une
autre décomposition ne fera apparaitre que des représentations G’ équi-
valentes 2 la somme de certains des éléments déja trouvés

G''=Gx+ Gz 4+ Gy,
et si @' est irréductible cette somme se réduit 4 un seul terme.
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§ 22. LEMME DE SCHUR ET THEOREMES CONNEXES. — Ces théo-
rémes sont parmi les plus importants de la théorie des représentations.

Considérons deux espaces vectoriels R et 8, I'un & m, 'autre & #»
dimensions. Soient :

1° Gp un systéme d’applications de R sur lui-méme, comprenant
les matrices Ag,Bg---;

2° Ggunsystéme d’applications de § sur lui-méme, avec les matrices
Ag,Bg- - - ; les matrices des deux systémes se correspondent deux i deux.
Gr et Gy seront par exemple deux représentations d’un méme groupe ¢,
mais il n’est pas nécessaire de faire intervenir le concept de groupe.

3° Soit enfin une application T de R sur S, matrice rectangle faisant

— —
correspondre a tout vecteur x de R, un vecteur y de 8§

(10, 3) y="1%x

La réciproque n’est généralement pas vraie : au vecteur nul de S
correspond en général dans R tout un sous-espace P — sous-groupe

invariant du groupe additif R (cf. § 17, D) —etaun Vecteur—;différent
de zéro, un « complexe associé » a P (cf. § 19, B).

T engendre donc une correspondance homéomorphique entre R et S,
ou du moins entre une partie de § et 'espace R (car il peut exister dans
S des vecteurs qui ne correspondent a -aucun vecteur de R (1)).

Cela posé, nous admettrons :

1° que le systéme Gy est irréductible ;

20 que la matrice T établit entre les vecteurs Apxet AS;: BR})et BS;,

— —
etc... la méme correspondance qu’entre x et y, c’est-a-dire que

(104, 3) Ay = TAw¥ ; Bey — TByr-- -

(1) Exemple : les équations

Vi = % + X + £.%,
Y2 = In¥%1 + by + 6%

—
font correspondre 4 tout vecteur x d’un espace R A trois dimensions un vecteur_; du plan y y,
de I'espace S et, si celui-ci a plus de deux dimensions, ses vecteurs situés hors de ce plan ne corres-
pondent & aucun vecteur de R.
Au vecteur nul de S correspondent, dans R, tous les vecteurs situés sur la droite obtenue en

. r 2 A g
annulant les premiers membres des équations précédentes, 4 un vecteur y £ o, tous les vecteurs
partant de lorigine o et ayant leur pointe sur une droite paralléle & la précédente.
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ou, en tenant compte de (10, 3) et en supprimant le symbole vec-
toriel x
(11,3) AT = TAg BT = TBg ; ---

De ces deux hypothéses découlent les théorémes suivants :

Théoréme I. Ou bien la velation établie par T entre R et S est un iso-
morphisme et Dét T Z o, ou bien T est identiquement nul. — Considé-
rons en effet le sous-espace P de R qui correspond au vecteur nul de §

et soit;:, un vecteur arbitraire de f. Par hypothése ;1; = T;; = o.
La matrice T fait, d’aprés (104, 3), correspondre aux vecteurs

—>

-~ - =
Agxy, Br¥, - - - les vecteurs Aqy,, Bsy, - - - qui sont tous nuls, comme ¥,.
Les premiers font donc tous partie du sous-espace P qui apparait
comme invariant par rapport aux transformations du systéme Gg. Or
nous avons supposé ce syvstéme irréductible ; nous nous trouvons
donc devant I'alternative :

oubien P =R, T;; == 0 quel que soit x_:, c.a.d. T=o;

ou bien f = 0, au vecteur nul de S correspond uniquement le vecteur
nul de R; nous savons alors, d’apreés le théoréme fondamental du§rgB,-
que la correspondance établie par T entre R et S est bi-univoque : c’est
un ¢somorphisme. 1, ensemble des vecteurs;;de S, qui correspond ainsi
a 'ensemble des vecteurs x de R, peut ne pas remplir tout 1'espace S,
mais seulement un de ses sous-espaces X, qui est ainsi isomorphe a R
et invariant pour les transformations de Gs. I ’isomorphisme a pour
conséquence la réversibilité de T, I'existence de T, application de 2
sur Retl’on a Dét T = o.

Théoréme 11. — Si Gs est irréductible en méme temps que G, X se
confond avec S, R et § sont isomorphes, ont méme nombre # de dimen-
sions et (11, 3) s’écrit

. ASITART—I, e Gs zTGR _l.

Les deux systemes Gy et Gy sont équivalents. On peut les identifier
par un changement de coordonnées.

Théoréme III. — Supposons cette identification faite Gz = Gs = G
(11, 3) s’écrit alors

AT =TA; BT =TB...
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La matrice T est permutable avec foutes les matrices du systéme
trréductible G: je dis qu'elle est nécessairement un multiple de la matrice
unité a n dimensions, que T = 71, 7 étant un nombre.

Considérons en effet I'équation Dét| T — 71| = o. Elle a toujours
au moins une solution 7. différente de zéro. Choisissons cette valeur
de 7.

Or, la matrice || T — 71|| commute, en méme temps que T, avec
toutes les matrices de G, quel que soit 7. Les théorémes précédents
nous mettent alors dans l’alternative suivante : ou bien||T — 71| en-
gendre une application bi-univoque de R sur S et Def|T — 11| = o,
ce qui est impossible ; ou bien [T — 31 || = 0; ce qui démontre le
théoréme.

En particulier : Une matrice T, qui commute avec toutes les matrices
d'une représentation irréductible d'un groupe G, est nécessaivement
multiple de la matrice unité. Si elle velie swivant des équations de la
forme (11, 3) deux veprésentations irréductibles non équivalentes, elle
est identiquement nulle.

Ce dernier énoncé est d’'une importance capitale en théorie des
groupes et en théorie quantique.

§ 23. A. CARACTERES D'UNE REPRESENTATION. — Soient A, B, C...
les matrices d'une représentation G d’un groupe ¢.
Les caractéres de la représentation sont les traces de ces matrices.
Des représentations équivalentes ont méme systéme de caractéres,
C’est-a-dire (cf. § 4, E), si
A'=S8AS"!, B'=8BS'.. TrA'=TrA, TB =1TB..

C’est le théoréme de l'invariance des traces, qui se vérifie sans peine :

TrAS = Za”‘s"i == Esik ay =17 SA
ik ki :
Tr SAS™! = Tr ASS—! = TrA.

Cette démonstration n’est valable que pour des matrices finies.
Sinon il faut faire intervenir des considérations de convergence.

On désigne le caractére de la matrice A par y(a).

Les caracteéres des matrices représentant des opérations d’une
méme classe (au sens du § 17, B) sont identiques, car ils se présentent
tous sous la forme T,SAS-! = T,A.
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Si la représentation est irréductible, le caractére est dit primitif.
Soit G une représentation décomposée en ses éléments irréductibles

(12, 3) G =m,G, + mG, -
Gy, Gy, - -+ étant inéquivalents. On a évidemment
(124, 3) L == Moo == Mgy oo

Les symboles y,, y;, - -+ désignent les sysiémes de caractéres des
représentations irréductibles, c’est-a-dire ’ensemble des caractéres
70(@), 70(8) - -, ya(a), ya(b) ---, etc. Ils satisfont, comme nous le

verrons au § 24, a des relations d’orthogonalité remarquables.

B. Nombre des représentations irréductibles d’un groupe fini. — Nous
avons vu aux paragraphes précédents I'importance de la notion d’irré-
ductibilité. Un théoréme capital, dont je ne démontrerai qu'une partie
au § 24, jette sur ce sujet une vive lumiére.

Nous savons qu'une représentation quelconque d’'un groupe donné ¢
peut se décomposer suivant (12, 3) en ses éléments irréductibles. Ces
derniers peuvent différer d’une représentation a une autre et rien ne
parait limiter a priori le nombre de ces représentations possibles. Il
n’en est rien.

Le nombre des veprésentations irvéductibles non équivalentes d'un
groupe fini G est égal au wombre de classes en lesquelles se partagent ses
éléments. 11 est donc nettement déterminé.

On établit ce théoréme en étudiant les propriétés d’une représenta-
tion particuliére du groupe, la représentation réguliére, qui se présente
de fagon toute naturelle.

C. Représentation réguliére d'un groupe. — On fait correspondre a
chacune des opérations s du groupe une variable x, et un axe, ou vec-

el —
teur de base, s. I,’ensemble des vecteurs s encadre un nouvel espace ¢
appelé espace du groupe qui, dans le cas des groupes finis d’ordre g,

—

est & g dimensions. Un vecteur Z de cet espace s’écrit :
— —
(13, 3) E= sz s
s

la somme étant étendue aux g symboles s.
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>

On définit le produit de deux vecteurs ¢ et = ZytTpar la regle :
11

(14, 3) 5 =Ny st

st

EZreprésentant le vecteur de base qui correspond a 'opération st du
groupe.

I1 est souvent commode de se passer de toute figuration vec-
torielle. Les £, » sont alors considérés comme des nombres hypercom-
plexes (les x, pouvant étre complexes.) Les symboles s,¢ - - - sont les
bases du systéme de nombres hypercomplexes, dont I’ensemble
constitue 1'algébre du groupe. La structure de cette algebre est déter-
minée par les régles qui fixent les produits # = st c’est-a-dire par la
table de multiplication du groupe (§ 15 D).

Les deux expressions, espace de groupe et algébre de groupe, sont
équivalentes, ainsi que les notions de vecteur de cet espace et de gran-
deur hypercomplexe. On se servira des derniéres lorsqu’on voudra
fixer l'attention sur les régles de multiplication (14, 3).

D’aprés cette derniére équation, une opération quelconque a du
groupe engendre une application de I'espace g sur lui-méme.

- 5 — — —>
V=A% :szas_—: Exa-.tt
s t

(¢ = as correspond au produit ¢ des opérations a et s et l'on a
s = a~%%).

L’ensemble des applications A constitue la représentation réguliére du
groupe.

Désignons par x'; les composantes de £’ ; ’équation précédente est

équivalente a I'ensemble des substitutions
X, =%,y 1 =abc..
La matrice A s’écrit donc

(15, 3) A= “ s ” = “ a:,a"’t ” -

aa. ts—1 “

les lignes et colonnes étant numérotées 4 ’aide des éléments du groupe
eux-mémes, I, a, b...s... .. et 9541 étant égal 4 1 si a = #s7, nul
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dans les autres cas. Elle ne comprend que des éléments o et 1, ces der-
niers au nombre de un seulement par ligne et par colonne.

Revenons, par exemple, au groupe ¢, des permutations de trois
objets et reportons-nous 4 sa table de CAVLEY (§ 15. D, seconde forme)
nous voyons que la matrice A représentant la permutation circulaire
a (Y. s’écrit

00IOO0OO
I 0O0OO0OO0OO
0OIOO0OOO
00O0O0O0OTI
O00O0OTIOO
000O0OTIO

I’importance de la représentation réguliére est dfie au théoréme
suivant que nous admettrons :

Toutes les représemtations irréductibles d’un groupe abstrait G
s'obtiennent en réduisant sa représentation réguliére G, ; chacune d’elles
s’y trouve un nwombre de fois égal & son degré.

§ 24. RELATIONS D’ORTHOGONALITE (Groupes finis). — A. Soient
G et G' deux représentations irréductibles du groupe fini G, laylllla

leurs matrices, # et #’ leurs degrés.
Un cas important est celui ot G’ est unitaire :

~ ~1 —_
At = Al, a'v = a'v.

Nous nous placerons d’abord dans le cas général. Considérons une
matrice rectangle S = ||s;, || & # lignes et #' colonnes et formons la
somme

(@) T =Y ASA-!

étendue a toutes les opérations @ de ¢ (au nombre de g, ordre du
groupe). T sera, comme S, une matrice rectangle & » lignes et #' co-
lonnes, dont nous écrirons, pour plus de clarté, I’expression compléte :

Il =

(1) Qui satisfait aux régles de multiplication

a-'l=b ala=1 atb=a, alc=c¢ a'd=¢, ale=4d.
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Soient C et C’ les matrices de G et G' qui correspondent a2 un
méme élément arbitraire ¢ de ¢. Je dis que I'on a, quel que soit ¢,

) CTC™ =T,
En effet
fr— \ . -
CTC = Y CASA-'IC.
a

Posons CA =D
A-IC-t = (CA)™ = D

D et D' correspondent dans G et G' au méme élément d = ca de g.
Lorsque a balaye le groupe G, c’est-a-dire représente successivement
toutes les opérations de G, d = ca balaye le méme groupe, mais dans
un ordre différent (§ 16, B).
Donc
cre- =§D SD'-'= Y ASA-' =T C.Q.F.D.
a

Il en résulte
@) CT = TC, quel que soit c.

Appliquons le lemme de ScHUR : ou bien C et C’, c’est-a-dire
G et G' sont inéquivalents et alors T = o ; ou bien G et G' sont
équivalents et T est multiple de la matrice unité a » dimensions.

Premier cas : («) donne

YAsA-t =o.
a

La matrice S est arbitraire. En prenant comme unique composante

différente de zéro s,, , on obtient

(16, 3) Zdn‘a'_&f =o0
a

et dans le cas unitaire

(x6a, 3) Eaik{?u = o0 quels quesoient 7, &, + et .
a

(16, 3) et (16 a, 3) sont des relations fondamentales qui caractérisent
les représentations inéquivalentes.
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Deuxiéme cas : G et G' sont équivalents. Nous pouvons choisir le
systéme de coordonnées auquel est rapporté l'espace de G' de telle
sorte que G' = G. Notre théoréme s’écrit alors

Yasat=a1
a
ol z est une constante dépendant uniquement de S, c’est-a-dire, en

développant,
\ —1 N
Ezﬂ,j Sy = a0y
a 1k
La matrice S est arbitraire ; supposons que tous ses termes soient
nuls, sauf I'un d’eux s; = 1, I'équation précédente devient

Y —_ ~
() i ap' = ady
a

ot la constante =, fixée par le choix de S, ¢’est-a-dire des indices j et &,
est indépendante de 7 et de /. Mais, par définition, on a

i=n
-1

.
(¢) ‘\_‘ Ar; Aij == Opje

i=1
(Ne pas confondre cette sommation étendue aux # dimensions de

. . . N
Iespace de la représentation avec la sommation 2_‘ étendue aux g

a
opérations @ du groupe).

Posons, dans (3), ¢ = /, effectuons successivement les deux somma-
tions par rapport aux indices a et 7 et tenons compte de (¢), nous
obtenons

n
2 2“7’1“1&‘ =na=goy,
1=1 a

ou finalement, lorsque ¢ = / ou bien § = &,

(17 3) Yy =0
a

et

(18, 3) Nawai' = ,gz’
a
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Dans le cas unitaire, ces équations prennent la forme
s Ea'ikajl =0

a

(19, 3) , Yo an= g,
"
a

(16, 3) (17, 3) (18, 3) et (19, 3) sont les relations fondammtales dortho-
gonalité des représentations irréductibles.
Cette dénomination deviendra claire dans un instant.

B. Applications aux caractéves primitifs. — Le caractére de la ma-

n
. . . ’ . %l
trice unitaire A s’écrit y(a) = Z A

i::I

Or, d’apres (19, 3),
zaii‘;ii = £
7
a

Donc
n
(20, 3) Y Dawai= Y y@)za) = ¢
i=1 a a
Lorsque nous avons affaire a deux représentations inéquivalentes
(16, 3) nous donne de méme

(21, 3) Yo7/ (@z(a) = o.

z(a), 7'(a)... sont des fonctions de la variable a représentant 1’élément
du groupe, fonctions de g points, & g valeurs distinctes ou non : ce
sont des « fonctions dans la multiplicité du groupe » ; elles peuvent étre
figurées chacune dans I'espace du groupe (§ 23. C) par un vecteur

e % i dd —)I L, . . . .
A= Zx(a) a, ¥ =---.Pour donner aux équations précédentes la
a

forme habituelle des relations d’orthogonalité, telles que (20, 1), il

. . s . I
suffit de normaliser ces fonctions a I’aide du facteur — :
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Les caractéres primitifs normalisés des représentations irréductibles
iméquivalentes d'un groupe ¢ forment, dans la multiplicité du groupe, un
systéme de fonctions orthogonales, dans I'espace du groupe un systéme de
vecteurs ovthogonaux.

On peut exprimer les équations (19, 3) par un énoncé analogue.

11 en résulte, d’aprés des théorémes connus, que les x(a), x'(a),...
sont linéairement indépendants les uns des autres. Il en est de méme des
coefficients eux-mémes, a,,, @ - -,ou,d’aprés (164, 3), a;, a',,, - - - ().

Des énoncés analogues s’appliquent aux groupes continus (infinis).
Par exemple, dans le cas du groupe des rotations autour d'un axe,
(22, 3) se confond avec les relations connues

r (7., .
- M e T M — 8,0,
27 7 "
o

Considérons enfin une représentation réductible

G = m.Gy + m,G, + - - - AA———mvo—f—m.A. e
A(@) = mgo(@) + miygi(a) + - -
(21, 3) donne

(22, 3) S‘/ (@frda) = mi et ¥ y(aila) = mi + mi oo (23,3)
a

D’ott les conséquences suivantes

1° (20, 3) est condition nécessaire d’irréductibilité d’une représen-
tation G et (23, 3) nous apprend qu’elle est suffisante.

2° La condition nécessaire et suffisante de Iéquivalence de deux
représentations irréductibles G et G' du groupe ¢ est Uidentité de leur

(1) Vérifions qu'il ne peut exister de relation linéaire, valable dans tout le groupe, de la forme

-
tham +¥ )\'ﬂaﬂ + . +}_‘) &P’) (P)+
ik Il wy
avec des coefficients A, A'- - - indépendants de 1’opération considérée a du groupe, sans que tous ces

coefficients soient identiquement nuls. Multiplions en effet I'équation précédente par a ffv) , faisons

la sommationZet tenons compte de (16, 3) a (19, 3), il reste

a

v I3 (f )aP)a® 3 P& o est-a-dire {f,) =o.

U.V 'J.V 7]
a
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systéme de caractéres. En effet, la condition est nécessaire, car un
changement d’axes ne modifie pas les traces des matrices ; elle est
suffisante, car, si elle est réalisée, on a

e 2 @)e) =1,

qui est contradictoirc avec (21, 3), condition nécessaire de non-équi-
valence. Les caractéres déterminent donc enti¢rement les représen—
tations irréductibles et sont entiérement déterminés par elles.

C. Nous avons vu au § 23 A que les caractéres des éléments d’une
méme classe sont identiques : ce sont des fonctions de classes, déter—

minées par leurs valeurs y(C,), Cy, Cy, -+ - Cp, - - - Cy étant les 7 classes
en lesquelles se répartissent les g éléments du groupe G et qui en
contiennent respectivement g, --- g, --- gv.

Posons X, = X(CP)\/ 8¢ : les équations (20, 3) et (21,>3) s’écrivent
g
(24, 3) XX, =1; >X,X, =0
= P

Nous sommes amenés ainsi a considérer Uespace des classes, a 7
dimensions, qui dérive de l’espace du groupe par abstraction des
différences entre éléments d’une méme classe. Aux diverses représen—
tations irréductibles inéquivalentes G, G', - - - correspondent les vec—

teurs }_(), X ... de cet espace, dont les composantes sont X, - - - X', - .+
et qui sont orthogonaux d’aprés (24, 3). Comme il ne peut exister
plus de 7 vecteurs orthogonaux dans un espace a 7 dimensions, /e
nombre des représentations irréductibles du groupe G est au plus égal au
nombre <) de ses classes. Le théoréme énoncé au § 23 B nous apprend
qu’il lui est égal, c’est-a-dire que les vecteurs X forment dans I’espace
des classes un systéme complet d’axes orthogonaux. Il en est évidemment

de méme des Vectcurs_*/: de composantes (), dans I’espace du groupe.
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CHAPITRE IV

APPLICATIONS GENERALES A LA MECANIQUE QUANTIQUE.
THEOREME DE WIGNER

§ 25. PROPRIETES D'INVARIANCE DE L'EQUATION DE SCHRODINGER
— A. Voici les principaux groupes dont les opérations peuvent laisser
invariante I'équation de SCHRODINGER, c’est-a-dire I'opérateur hamil-
tonien H ;

1° Le groupe des permutations — échanges de position dans
'espace — entre particules identiques, électrons ou noyaux. Ce groupe
laisse foujours H invariant. La théorie quantique pousse 4 l'extréme
les conséquences de I'indiscernabilité des objets identiques ;

2° Le groupe des rotations et mirages, qui intervient seulement
lorsque I'énergie potentielle du systéme étudié présente certaines
symétries.

Ces groupes intéressent seulement les coordonnées d’espace des parti-
cules constituant le systéme : leurs opérations sont des substitutions
linéaires orthogonales dans Uespace I' des configurations (les axes dans
Pespace ordinaire restent rectangulaires). Ils interviennent aussi bien
en dynamique habituelle que relativiste.

Le groupe de LLORENTZ, qui joue dans I’espace-temps, ne laisse pas
invariante I’équation de SCHRGDINGER, mais seulement celle de DIrAC.

Dans ces conférences, nous ne pourrons étudier avec quelque détail
et a titre d’exemple que le groupe des rotations et mirages.

B. Transformations induites dans Uespace fonctionnel par les trans-
formations de Uespace des configurations. — Soient xy, x,- - - %, les coor-
données des particules, c’est-a-dire les coordonnées de l’espace des
configurations I" et soit s une opération de 1'un des groupes considérés:
ce sera, par exemple, une rotation d’ensemble de I’atome d’hélium
autour du noyau, ou une permutation entre les électrons (n = 6).
s s’exprime par un systéme de # équations

n

(1, 4) ¥ = 2 ik Xy

k=1
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ot les matrices ¥ = || ;|| sont toujours orthogonales au sens réel du
mot. Nous nous servirons des symboles abrégés

(1a, 4) X—>x = sx ; x == s, (1d, 4)

x représente I'ensemble des coordonnées ¥y -+ * %, c’est-a-dire un point
de l'espace T'.

Quelle répercussion l'opération s a-t-elle dans I’espace fonctionnel,
ou espace des états R ? Quelle transformation y induit-elle, suivant
I'expression de H. WgvT, ?

Généralisons ce qui a été dit au § 9. B: 'opération s substitue, dans
I'espace T, le point ¥’ = sx au point x et transporte en méme temps au
point x' la valeur de b qui végnait au point x ; elle revient, pour em-
ployer un langage imagé, a remanier dans I'espace I' 1a distribution
des amplitudes des ondes J, comme on remanie, par le mouvement
d'un fluide, la répartition des masses dans I'espace ordinaire. e
systéme de coordonnées restant fixe, nous obtenons ainsi une nouvelle
fonction d’ondes ¢/ (x) et nous posons, par définition :

(2, 4) Y(x) > ¢'(x) = s¥(x),

Mais, d’apres la proposition en italique, nous avons, pour toutes les
valeurs de x,

(24, 4) Y(x) = stsx) = u()
ou
(25, 4) SYw) = Y(s~1x)

Dans les équations (2, 4) et (2b, 4) les éléments s du groupe ¢ nous
apparaissent sous un jour nouveat, comme des opérateurs agissant
sur les vecteurs ou mieux sur les rayons de I'espace des états, comme
des applications de R sur lui-méme, applications induites dans I'espace
R par le groupe ¢.

On vérifiera immédiatement qu’elles sont linéaires. Elles sont umi-
taires : on a, pour deux fonctions quelconques ¢, et J,,

(q"l, ‘!‘2) - <S‘YJ‘: 3‘;’2),

car la transformation (1, 4) est équivalente & un changement d’axes
orthogonaux dans I’espace I'.
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C. Expression de l'invariance de H. — Je suppose que l'énergie po-
tentielle '
V(x) = V(x1, %2, =+ %0)
reste invariante pour foutes les opérations s de G. Nous avons donc
‘/’(xvi M 'xvn) == V(sx) = V(®)7
et, comme s est quelconque, nous pouvons écrire d’apreés (25, 4)

(3, 4) sV(x) = V(s™'x) = V(x),

Cest-a-dire Uopération s est sans influence sur la fonction V. Nous di-
rons que des fonctions satisfaisant  la condition (3, 4) sont symétriques
par vapport au groupe G.

Sil’on considére le produit de deux fonctions, V et § par exemple,
on a d’apreés (20, 4)

S[V(x) - 4(x)] = V(sT)d(s™" x) = sV(x)-s(x),
et, si V est invariant,
s[V(x) - 4(%)] = V(x)s¢(x).

Plus généralement, I'invariance d'un opérateur, comme I’hamiltonien
H, son insensibilité aux opérations s du groupe § s’expriment par
I’équation

sHY — Hs?,
ou, en supprimant, suivant I'usage en théorie des opérateurs, Uobjet ¢
auquel ils s’appliquent
(4, 4) sH = Hs.

Notre hypothése sur I'équation de SCHRGDINGER s’écrit donc

(5, 4) s(H — E)¥ = (H — E)s¢.

D. — L’équation (4, 4) montre que l'opérateur s commute avec
"hamiltonien. Rappelons-nous la signification quantique de ce dernier,
H=— 2—};2 z;lt : nous voyons que 1'opérateur s est insensible a I'action

du temps. Considéré comme une grandeur physique (il faut pour cela
qu’il soit hermitien), c’est une constante du mouvement. La méme
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conclusion découle immédiatement de l’équation (27, 2) de BORN,
HEISENBERG et JORDAN.

C’est sur cette remarque que se fonde la démonstration quantique
des théorémes classiques sur les moments d’impulsion (§ 31).

§ 26. THEOREME DE WIGNER (1). — A. L’équation (5, 4) nous
apprend que :

St est fonction propre de Uopérateur H et correspond & la valeur
propre E, sb sera également fonction propre de H pour la méme valeur
propre E.

De cette remarque fondamentale découlent des conséquences impor-
tantes. Supposons d’abord le probléme de SCHRODINGER résolu : on
connait la suite des valeurs propres E et des fonctions propres 4, qui
forment un systéme complet de fonctions orthogonales. Supposons,
pour simplifier, le spectre des niveaux discontinu.

1° E est une constante caractéristique simple : si se confond alors
avec ¢ a un facteur constant prés . de module égal a I'unité.

En particulier lorsque le groupe ¢ ne comporte que deux éléments,
'identité I et une opération s, comme c’est le cas des permutations des
deux électrons dans 'atome d’hélium, cette constante satisfait 4 I'équa-
tion p? = I et peut prendre les deux valeurs =+ 1. Sip = + 1, la fonc-
tion { est symétrique, si p = — 1, elle est antisymétrique. Voir, pour
plus de précision, le § 27 A.

2° E est une constante multiple d’ordre o ; {y, Yy - - -, sont les
fonctions propres orthogonales décrivant les états de niveau E. Soit ¢
l'une d’entre elles, sy; est, quelle que soit 'opération s de G, fonction
propre correspondant a la méme valeur E ; c’est donc une combi-
naison linéaire de ces fonctions :

€
(6, 4) sy = 2.% Ski-
k=1
Chaque élément s du groupe engendre ainsi une matrice S = || Swill,

de degré « et dont les éléments sont des nombres généralement
complexes. Je dis que l'ensemble de ces matrices, ou des transformations
(6, 4) est une représentation du groupe G.

() Ce théoréme a été énoncé en toute généralité par WIGNER dans son mémoire de la Zeitschr.
f- Phys. t. XLIII (1927) 524

ANNALES DE L’INSTITUT H. POINCARE 7
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En effet, soit £ une autre opération de ¢,

k3
(7,4) sty = s(ty;) =s 2 L‘ﬂtu=2%Sutn=2“/k(31§)m
l=1 kl k
C.Q.F.D.
A T'opération st correspond donc la matrice ST.
Si les ¢, sont orthogonaux et les s des opérateurs unitaires, cette
représentation est unitaire. On a en effet

(sUiy S41) == (4i, i) = Bur,

ou, d’aprés (6, 4),

~ - Wl -
z (Yibr)sji s = 2‘ 818 iSik == Cife
Jl il

Donc

LY - N ~
zslislk = Oy SS = 1.
1

On sait que les « fonctions fondamentales, qui servent a décrire
les états de valeur propre E, ne sont déterminées qu'a une transfor-
mation unitaire prés, A. Remplagons les §; par leurs combinaisons
linéaires.

X
, Y
Yy =k2‘ b s, |aull=A
=1

Les matrices S deviennent
S == A"1SA

et la représentation ainsi obtenue par changement d’axes dans
« Pespace propre » du niveau E est équivalente & la premiere.

B. — (C’est sous la forme précédente qu’est présenté le plus souvent
le théoreme de WIGNER. Il semble plus suggestif de prendre la question
d’un point de vue plus général et, en quelque sorte, en sens inverse.

Considérons une suite compléte arbitraire de fonctions orthogonales
yi- Elle encadre l'espace fonctionnel d’un systéme de coordonnées qui
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permet, d’aprés (25, 1), d’exprimer tout opérateur s ou H sous forme
de matrice infinie

(8, 4) Sy =E}(_kski ) Hy; =ZXIszi
k k
les Syi---, Hy - -- étant des nombres complexes indépendants du
temps. )
Supposons que s, ,... soient les opérations d’un groupe G, les matrices
S=|Sul, T =Tw], - - - (en italique pour les distinguer des matrices

finies S et T' de la premiére partie de ce paragraphe) forment de G une

représentation G de degré infini, qui est unitaire si le groupe G est

unitaire. La démonstration est la méme que plus haut (cf. 7, 4).
Réduisons G en ses éléments irréductibles

(9,4) G::G1+Gg+"

Dans cette série peuvent se trouver plusieurs exemplaires de la méme
représentation irréductible et méme souvent en nombre infini. Ia ré-
duction se fait par un changement unitaire de coordonnées, par un
choix de nouveaux axes ¢, ¢,---qui lui soient adaptés. Chaque ma-
trice prend ainsi la forme échelonnée correspondant & (g, 4)

S|OO"" TlOO“’

05,0 --- 0T, 0 ---
(9a, 4) S = 003J..,}7 o 0T3---”
ou S, Ty, - - - sont des matrices de la représentation G, S,, Iy - - - de
Gg, etC,

En d’autres termes, les fonctions orthogonales ¢; s’ordonnent en
suites partielles, dont chacune encadre un sous-espace invariant de
I'espace fonctionnel R.

Mais 'hamiltonien H n’est pas un opérateur du groupe G. IL,a matrice
qui lui correspond dans le systéme d’axes o, peut s’écrire en réu-
nissant en un seul symbole tous les termes qui relient les variables
de I'une de ces suites partielles 4 celles d’une autre suite

H,H,H;---
Hy Hy, Hyp - - -
H Hy Hgy - - -

.............

(90, 4) H=
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ot les Hy; sont des matrices partielles, rectangulaires pour la plupart,
car les différents échelons de S, 7'... n’ont pas méme nombre de dimen-
sions. _

Formons les produits H.S et S.H. (onsait que, dans la multiplication,
les matrices partielles se traitent comme des éléments de matrices) :

H.1SI lesz Htssa e SlHn SlHle SlHl:S e

IIZISI II?‘!S! IIzSS;} A SzH:u SQHQQ SzHgg LR
S;}Hgl SsH32 San “e

....................................

D’aprés (4,4) toutes les matrices S du groupe G satisfont a

HS—SH=o0

c’est-a-dire
(10, 4) H:.S, — SHy=o0

Le lemme de SCHUR s’applique et permet de conclure :

1° Quand S; et S; sont inéquivalents, Hy = o

20 Quand S; est équivalent a S;, Hy; est multiple de la matrice unité,
et 'on a
(11,4) Hy = H 1
H'; étant un nombre.

Il en résulte que H s’échelonne également, mais de fagon moins serrée
que les S. Remplagons (9, 4) par

(12, 4) G = oGy + MG, + -+ + WGy +
ol n’interviennent que les représentations irréductibles non éguiva-

lentes : Gy, 1, f0is, Gy, 1, fois, etc... Les matrices (9a, 4) et (90, 4) prennent
la forme

S

(13, 4) S = g_!_ 0 ;

2

— I00 —
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I (0)H 10 (0)---H 17, (0)
1: SN (O RERRRRRRE: H,, (0) (0]
Hn . (o) ........ Hn . (0
(134,4) H= H, (1) -+ Hy, (1)
(o N PN
H, (1)---H, n (1)
H,‘ (2) [

H se décompose donc, comme les matrices S de G, en grands carrés
alignés le long de la diagonale principale et correspondant chacun a.
une représentation irréductible G; de ¢. Les matrices Hy(/) sont toutes
multiples de la matrice 1 et leur degré est celui de G;

(114, 4) Hy(l) = Hau(l) 1 H';,(l) étant un nombre.

Dans bien des cas, on le verra aux exemples, les grands carrés de S
et H sont eux-mémes infinis. Les difficultés qui résultent de ce fait
se résolvent sans peine (cf. WEYL, p. 169). (134, 4) peut s’écrire par
analogie avec (12, 4)

H =H() + H(x) + -+ H({) + ---
R=R,+ R + -+ +R +---

L’espace des états R se décompose en sous-espaces Ry tnvariants da la
fois pour le groupe G et Uopérateur H ; ils correspondent chacun a une
des représentations srréductibles mon équivalentes de G.

Cette décomposition provient uniquement de la symétriede H par
rapport au groupe (. Elle est pour ainsi dire d’ordre cinématique. On
désigne les axes ou fonctions orthogonales qui permettent cette
décomposition par des symboles & trois indices ¢j,,,, ! servant 4 numé-
roter les grands carrés, » les petits carrés, m les lignes et colonnes
des petits carrés.

Ces fonctions ne sont pas encore les fonctions d’onde de SCHRODIN-
GER, pour lesquelles H est diagonal, quoique le progrés réalisé de
(90, 4) a (134, 4) soit manifeste. Mais elles ne sont pas entiérement
déterminées : on peut encore effectuer dans chacun des espaces partiels

— I0OI —
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R; une transformation unitaire quelconque et I'on en profitera pour
rendre diagonal chacun des grands carrés de (134, 4), C’est-a-dire les
matrices que 1'on obtient en remplagant les matrices partielles H;(()
par les nombres correspondants H';(l).

Il suffit pour cela de choisir dans chaque sous-espace R; correspon-
dant a la représentation G; des axes {,;, qui soient vecteurs propres
de H, fonctions propres de I'’équation de SCHRGDINGER. La matrice
| H'w() || devient diagonale et a chacun de ses termes diagonaux E,,
qui est un niveau d’énergie du systéme, correspond dans H une matrice
partielle multiple de l'unité E,.1, de degré égal au degré de G,
Nous obtenons donc

E101 (¢}

[} Ezo1

(14,4 H= E., 1o

o o [Exni

matrice qui a sensiblement méme disposition que les matrices S
(13, 4) : chacun. des grands carrés, correspondant & une représentation
irréductible G; de ¢, contient un nombre de petits carrés égal au
nombre #; des interventions de G; dans G. IL’ensemble des termes
contenus dans un grand carré forme un systéme de termes. Les inter-
combinaisons entre termes de systémes différents sont soumises a des
régles de sélection qui dépendent du groupe ¢ (cf. § 35). Si ¢ est
le groupe symétrique, on démontre qu’elles sont impossibles.

Il est facile de voir que la réduction de H & la forme diagonale
(14, 4) se fait sans modifier la forme (12, 4) des matrices S (voir la
note 1).

I’identité des valeurs E,; de E dans chacun des petits carrés
provient des propriétés de symétrie de H par rapport au groupe ¢
et constitue une dégénérescence essentielle : il est impossible de dissocier
les niveaux correspondants par une perturbation W, a4 moins que
celle-ci ne modifie la symétrie de H. Si W n’est invariant que pour
un sous-groupe ¥ de G, les représentations, qui étaient irréductibles

— I02 —
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pour G, cessent de I'étre pour #. Leur réduction conduit a2 une sépa-
ration des niveaux confondus en E,, la structure du spectre des
valeurs propres devient plus fine (*) et s’exprime en fonction de trois
indices, ou davantage, au lieu de deux seulement. C’est ce qui a lieu,
par exemple, lorsqu’un atome d’hydrogéne est soumis a un champ
magnétique ou électrique extérieur qui remplace la symétrie sphé-
rique par celle d'un cylindre tournant; ou d’un céne.

La théorie précédente nous fournit alors un renseignement précieux
sur la maniére de conduire le calcul des perturbations. Soient « le degré
delareprésentation G; de ¢, {;({ = 1,2- - -2) lesfonctions propres qui
servent de variables 4 base a cette représentation, c’est-a-dire qui dé-
crivent toutes des états d’un méme niveau E,, o fois dégénéré, du
tableau (14, 4). Pour évaluer les perturbations du premier ordre w: de
ce niveau, il suffit généralement, comme on I'a vu au § 13. C, de
résoudre une équation séculaire (47, 2) de degré o, ou n’interviennent
que les termes wy (¢, & = 1,2 --- o) de la matrice W provenant des
interactions mutuelles des états ‘b,

Mais si nous connaissons le sous-groupe # de G, qu’admet la fon-
ction perturbatrice W et le nombre [3 des représentations provenant
de la réduction de G; pour ce sous-groupe ¥, nous savons que le
niveau E,; se subdivise seulement en (3 << « niveaux distincts et
que le degré de l'équation séculaire est abaissé de « a 3. De plus,
nous connaissons @ priori les variables des nouvelles représentations,
c’est-a-dire, dans une certaine mesure, les fonctions propres corres-
pondantes. La théorie de I'effet ZEEMAN (§§ 32 et 37) est un exemple
simple de cette méthode.

Dans le cas d'un systéme 2 f électrons, atome ou molécule, I'un des
groupes de I'’équation de SCHRGDINGER est le groupe §; des permu-
tations de f électrons. La fonction H est foujours invariante par rapport
a 9, car les électrons sont physiquement indiscernables les uns des
autres : i/ est impossible que la dégénérescence apportée par le groupe §;
puisse jamais étre réduite par aucune perturbation W. On la désigne
sous le nom de dégénérescence d’échange. C'est 1a un des résultats
importants de la théorie.

I1 arrive parfois que les niveaux situés dans plusieurs carrés dis-

(1) Le groupe J6 est constitué par certaines opérations de Q Les sous-espaces invariants de ce
dernier restent donc a fortiori invariants pour #, mais la subdivision peut étre poussée plus loin

(Ct. § 28).
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tincts se confondent. La dégénérescence est alors accidentelle, capable
d’étre détruite par une perturbation quelconque, méme conservant
la symétrie du systéme.

Remarque. — TLorsque H est invariant pour plusieurs groupes
(rotations, permutations...) on peut considérer chaque groupe isolé-
ment ou les confondre en un seul. La premiére méthode est la plus
commode lorsque les éléments de deux groupes différents sont com-
mutables, ce qui les rend tout 2 fait indépendants.

Dans tous les cas importants et notamment du groupe des permu-
tations, les méthodes de la théorie mathématique des groupes per-
mettent de construire a priori les représentations irréductibles. On
détermine ainsi la structure de la matrice H, sa décomposition en
systémes de termes, chaque systéme occupant un grand carré de la
matrice (14, 3), avant de calculer la valeur elle-méme des termes et la
forme des fonctions d’onde. .

Historiquement, les propriétés de symétrie de H pour le groupe
des rotations et des mirages ont été utilisées implicitement, sans qu’il
ait été nécessaire d’employer le langage de la théorie des groupes,
mais celui-ci a permis de débrouiller le cas des permutations et apporté
partout de la clarté et de 'unité,

C. — Une derniére remarque presque triviale mais qui peut éviter
certains malentendus. Prenant a la lettre les équations (8, 4) ou
(25, 1), on peut considérer les matrices S; des représentations irréduc-
tibles de ¢ comme matrices de CHANGEMENTS D’AXES dans les sous-
espaces R, correspondant aux petits carrés de (13, 4). Supposons
connues les fonctions de base 4, : nous avons :

(Sa, 4) Yinm —> binm = SUinm = Z Yinm! S?r(jln ,
o
avec
< {
s =85 |

On peut aussi supposer les axes fixes et envisager ces matrices
comme APPLICATIONS DE L’ESPACE FONCTIONNEL SUR LUI-MEME. Soit
¢ une fonction d’onde développée en série des fonctions orthogonales

de base
'\‘{ == E glnm"‘{lnm-

Iin,m
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Nous aurons

\ ~ ( N\
—_ J— —_ G/
‘1,'—>'-'f' =sb = < po'lum 2 q’lnm' Snlft)'m - > tam! q’lnm'

'

lyn,m m Inm'

avec

(8b~ 4) :gllnm' = ng,ll)'m ?’mm,

m

équation qui détermine les transformations linéaires que fait subir
I’opération s aux coefficients de Fourier ou composantes de ¢ sur les
axes fixes, Ui, encadrant les sous espaces invariants R

Les deux points de vue sont équivalents. Nous nous placerons
suivant les cas a4 I'un ou a l'autre.

§ 27. GROUPES ABELIENS. — Toutes les opérations, toutes les ma-
trices des représentations sont commutables. Celles-ci peuvent donc
étre ramenées simultanément a leurs axes (§ 4. C.). Les repré-
sentations irréductibles sont donc toutes de degré 1.

Voici deux exemples simples.

A. — Permutations de deux objets. — Ce groupe 9, ne comporte
que deux opérations I = (1) et s = (1-2), avecl’'unique régle de multi-
plication s* = I. Pour le représenter, on fait correspondre a I'opéra-
tion s une matrice & une dimension, c’est-a-dire un nombre S satis-
faisant 2 I’équation S = 1. On obtient ainsi au total deux représenta-
tions irréductibles de 9,, S = + 1et S = — 1.

Il en résulte que, dans I'espace des états d’'un atome a deux élec-
trons (Hélium), la matrice S de I'équation (13, 4) se décompose en
deux grands carrés seulement : dans le premier nous trouvons (un
nombre infini de fois évidemment) le nombre 1 le long de la diagonale,
dans le second le nombre — 1. Une fois H ramené a sa forme (14, 4),
nous obtenons

100.--- Ei, 0
or o E,
0°\\‘ o \‘\ o
‘\ \
(15,4) S= > (154,4) H = .
. —1I O+ E“ o
) 0O -TI--- o o Esy
Oecvecens N,
S




III. APPLICATIONS GENERALES

Il existe donc deux systémes de termes correspondant 4 deux sys-
temes de fonctions propres. L'un d’eux satisfait, d’aprés (15, 4) aux
équations s = i, ce sont les fonctions symétriques, le second aux
équations sy, = — ¢,, ce sont les fonctions antisymétriques (on sous-
entend : par rapport au groupe des permutations).

B. — Rotations dans le plan (autour d'un axe invariable) (Groupe ).

Les opérations sont permutables, car deux rotations successives
quelconques, d’angles ¢ et ' satisfont 2o + ¢’ = ¢’ + ¢ (). Les
représentationsirréductibles sont donc mono-dimensionnelles. A chaque
opération sp, ou rotation d’'un angle g, correspond une matrice de
degré 1, un nombre 7(y) et comme

SorSe = Sp 4oy ona y(s 4+ ) = y(e)y(¢).

x(?) est une fonction continue de ¢ et, comme s, est 'identité,
7(0) =1.

Nous supposerons (ce qui n’est pas le seul cas possible) la repré-
sentation fidele, univoque, ¢’est-a-dire

Posons x(o) = ¥, nous aurons
Ko) = o, N + ¢') = Ng) + X¢'),
équation fonctionnelle dont la solution est . = mo, avec ™" = 1,

c’est-a-dire m entier, positif ou négatif, ou enfin

7(6) =M m=o, 1, E2....

Un atome, placé dans un champ magnétique extérieur, posséde la
symétrie du groupe 9,. Toute matrice S (y) représentant, dans I'espace
des états, une rotation ¢ autour du champ, se décompose suivant le
schéma (13, 4), avec

So(9) =1, Si(p) =¢'%, Syy) =€ ..., Sy(g) =7, Sy(s)=e ...,

(%) Lorsque v est incommensurable avec =, on peut considérer tous les éléments du groupe
comme engendrés, avec une approximation aussi parfaite que 'on veut par I'itération de la rota-
tion ¢ (a condition de confondre deux angles dont la différence est multiple de 2%). Le
groupe D, peut, de ce point de vue, étre considéré comme un groupe cyclique d’ordre infini
(groupe clos 4 un paramétre).
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Les termes peuvent se classer d’aprés la valeur de m, nombre de
quanta magnétique, mais cette classification est généralement insuffi-
sante. I,’étude dynamique seule peut nous apprendre comment chaque
valeur de m intervient dans la représentation définitive.

Cependant, considérons le cas d’un électron unique, de coordonnées
sphériques 7,5,9. La théorie nous donne immédiatement un renseigne-
ment sur la forme des fonctions d’ondes J,,(#,%,9) correspondant au

sous-espace invariant ol régne la représentation ¥, En effet, ces
fonctions satisfont a I’équation

S 1) = bl + ) =

¢ dfm(rﬁ’?‘))'
En particulier, pour g, = o.

Yn(70,0) = €7, (7,0,0) = %y, (1,9).

§ 28. GROUPES NON ABELIENS. — Rotations et mirages dans le plan.
Ce groupe 9, s’obtient en adjoignant aux rota-
tions autour d’'un axe les mirages sur des plans
passant par cet axe. C'est le groupe des molécules
diatomiques, qui possédent la symétrie du cone
ou du cylindre.

Désignons par ¢ I'opération du mirage sur un
plan quelconque passant par 1’axe, par Se les rota-

N3

tions. Ces derniéres sont commutables entre elles,
mais non pas avec ¢, Cest ce que montre immé- k
diatement la figure ci-contre. Passons en effet de Fig. 4.

la position 1, a4 la position 3 par deux chemins

différents : rotation s,, puis mirage (chemin 123); ou mirage, puis
rotation s_, (chemin 12'3), : nous obtenons

¥

(16, 4) s, =s_ .t

¥ -3¢
ou il faut lire la succession des opérations de droite a gauche,
comme d’habitude. Considérons d’abord le sous-groupe 9, de 9',. 11
induit dans I'espace des états une représentation que nous venons
d’étudier : les sous-espaces invariants sont & une dimension et enca-

drés par les fonctions fondamentales {,, telles que s}, = ¢
Supposons m > 0. Nous avons de méme pour caractériser J_nm :

1mtp,%n.

me 1

—imy
S,_PQ/_,,, =e e "'(—m ou s—@q‘—m ¢ Y—me
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Or I'équation (16, 4) nous donne
15,40 = 1My, = eMApy,, — St Y
ot, en tenant compte de la derniére des équations précédentes,
(17: 4) o = Y.

L’opération ¢ nous oblige donc, comme il fallait nous y attendre,
a rendre moins fine la réduction de notre représentation, a joindre a
toute fonction 4, la fonction _,, pour former un sous-espace a deux
dimensions de 'espace des états, qui sera invariant pour foute opéra-
tion du groupe 9',. Dans ce sous-espace, une opération s, est repré-

sentée par la matrice diagonale.

e(—ime)

(18, 4) S.(e) = o e(i::lq:) ”

et 'opération ¢ par la matrice non diagonale, que nous fournit (17, 4),

0I

(184, 4) . Tm - “ 10

Les représentations et les niveaux se classent donc suivant les valeurs
absolues | m |, + met — m étant associés en une seule représenta-
tion.

Les termes pour lesquels | m | = o, 1, 2, - -sont désignés respective-
ment par les symboles X, II, A....

Le cas m = o est particulier : s_{y = {4, So(y) = 1. Comme (16, 4)
ne nous apprend plus rien, T, est déterminé par la condition # = I,
c’est-a-dire T2 = 1. On peut donc prendre a volonté T = == 1.

Il subsiste donc deux représentations monodimensionnel es, qui se

" distinguent par leur caractére de mirage + 1 et — 1 (cf. § 36).

Au total, nous obtenons les représentations irréductibes et les

systémes de termes suivants

G;, G'g’ Gy, Gy - Gy, -+

SHOST T A, e eeeeens
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§ 29. FONCTIONS SPHERIQUES. ROTATIONS DANS L’ESPACE

CHAPITRE V

ROTATIONS DANS L’ESPACE. — GROUPE 9,

§ 29. FONCTIONS SPHERIQUES ET REPRESENTATIONS DU GROUPE DES
ROTATIONS. — Suivons d’abord l'ordre historique. Considérons un
atome possédant un seul électron gravitant dans un champ a symétrie
sphérique (modeéle de BOHR-SOMMERFELD). Nous prendrons le noyau
comme origine des coordonnées polaires 7, § et ¢. L’énergie potentielle
est une fonction quelconque de la distance 7. I,’équation de ScHRG-
DINGER, 'hamiltonien H sont des invariants du groupe 9, des rota-
tions dans l'espace, autour d’axes arbitraires passant par le noyau.

D’aprés le théoréme de WIGNER, les fonctions propres de cet hamil-
tonien se classent en systemes distincts dont chacun joue, dans I'espace
des états, le role d'un systéme de coordonnées, et constitue la base
d’une représentation irréductible du groupe 9,. En d’autres termes,
chacune de ces fonctions propres est transformée pendant une rotation
en une combinaison linéaire des fonctions du méme systéme et les ma-
trices de ces transformations forment une représentation irréductible
du groupe (cf. § 26).

Nous allons vérifier en effet que les solutions de ce probléme phy-
sique, telles qu’elles ont été calculées par SCHRODINGER, possédent
cette propriété. Elles s’écrivent :

(1, 5) YO = [u()V{"(¢,0) avec V{"=¢"? (sin0)~"P{" (cosh) (1a, 5)

Yém) est la notation habituelle des fonctions sphériques de LLAPLACE ;
Pl(m) (cos %) est un polynome associé de LEGENDRE

() di=m .
(10, 5) P2 = g (T —2)

(sin 6)—’"P§m) (cos %) est homogéne en cos § et sin 4 ; son degré ['nombre

de quanta azimutal, est entier positif : / =o0,1,2... Lorsqu'il est fixé,
on peut, d’aprés (19, 5), donner a (! — m) toutes les valeurs entiéres
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comprises entre o et 2/ : le nombre de quanta magneétique m peut donc
prendre les (2! + 1) valeurs m =—/,—I!+1,--+,/—1,/; a une va-
leur donnée de / correspondent (2! + 1) fonctions sphériques indé-
pendantes Yl(m), toutes de degré / en cos 6.

n enfin est un troisiéme nombre quantique, toujours entier et po-
sitif, qui peut désigner soit le nombre de quanta vadial de 1’ancienne
théorie (et prend alors les valeurs #» = 0,1, 2,-.-), soit plutét le
nombre de quanta total n =1+ 1,1 +2---1 +nr41---.

Les niveaux E(#, /) ne dépendent pas de m ; ils présentent donc une
dégénérescence d’ordre (2! 4 1) et I'on peut prendre comme fonctions
propres correspondantes (2/ + 1) fonctions indépendantes de la forme

fnl(r)Yl(‘P’ 6)

V; étant une combinaison linéaire des Y;m).

Les fonctions ¢ sont donc les produits de deux facteurs, dont le
premier seul f,;(#) dépend de la loi d’action entre I’électron et le reste
de I'atome ; le second exprime les propriétés de symétrie de I'opéra-
teur H pour le groupe 9,.

Effectuons une rotation quelconque s du systéme autour du noyau :
f,(7) est invariable, donc

Y syl = fur)sY " (4, 0),

mais s',pgl") est encore fonction propre du niveau E,, sYl('") est donc une

combinaison linéaire des (2/ + 1) fonctions Yl('"), (m=—1,---,+1:
p=+1

(2, 5) SYM(e0) = X YOSD,
p=—1

oS, = Sg:n ” est une matrice de degré (2! + 1).

Les Yl(m) sous-tendent donc, dans I'espace des fonctions f(g, §), un

sous-espace a (2! + 1) dimensions, invariant par rapport au groupe 9,.
1 équation (2, 5) est une propriété connue des fonctions sphéri-
ques. Elle se déduit immédiatement de l'invariabilité, pendant une

— ITI0 —
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rotation des axes, du degré / d’'un polynéme homogéne en x, y, z (1).
On sait en outre, d’aprés les propriétés classiques d’orthogonalité des
fonctions sphériques, que les matrices S; sont unitaires.

L’espace des états R se trouve donc décomposé en sous-espaces R,
invariants par rapport au groupe 9,. Dans chacun d’eux régne la re-
présentation D; de ce groupe, constituée par les matrices S; a (2/ + 1)
dimensions et I'on démontre qu’elle est irréductible, ce que la théorie
des fonctions sphériques rend presque évident. Elle y intervient un
nombre infini de fois, car le nombre # radial ou total peut
croitre jusqu'a +4- w0, [/ restant constant. Les espaces R; remplissant
les grands carrés des formules (13, 4) et (14, 4) sont donc d'un
nombre infini de dimensions ; ils se décomposent en une infinité
de sous-espaces R(n,l) a (2 4 1) dimensions, correspondant
chacun a un niveau E(n,/) et & un « exemplaire » de la repré-
sentation D, remplissant un des petits carrés de nos matrices.

En particulier, lorsque la rotation se fait autour de I’axe 0z, d’un
angle w, (3' = sv = 9 + ), (2b, 4), (2, 5) et (1 @, 5) montrent que la
matrice S(w,) prend la forme diagonale

e[ —dlw,] 0 e 0 '
0 e—i(ll—1w,] ++--- 0
(3, 5) Si(w:) = [( .)Of.] U
O covenens ceee e ceee g[ilwz]

Toutes ces représentations sont de degré impair (2/ + 1). On peut
se demander pour quelle raison et s’il n’en existe pas d’autres. D’aprés
ce que nous venons de voir au § 27. B 4 propos des rotations
2, dans le plan, il faut que les exposants m des exponentielles e(im,)
soient entiers pour que la représentation soit univoque dans tout le
domaine de variation du paramétre w,. Les matrices S; sont donc les
seules qui fournissent une représentation fidéle. Mais si ’on renonce 2
la condition de fidélité dans le domaine total des paramétres pour la
conserver seulement au voisinage de I'identité (m, = 0), il est possible
d’en trouver d’autres.

() Comme x + 7y = r sinf A cosf), tout polynone homogéne de degrélen x,y, z est
de la forme 7'V (,6). Les Y(7) sont des polynomes de base, homogénes en x, y, z et définis sur la
sphére de rayon 1 par la condition que la différence entre les exposants de(x + 7y) et (x — 7y)
soit égale & m (cf. 14, 35). Le développement d’un polynome arbitraire Y, en fonction linéaire
de (2l + 1) polynomes Y(7) résulte de cette définition.
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V. ROTATIONS DANS I ESPACE

SOMMERFELD et ’ancienne théorie des quanta nous ont appris qu'il
fallait, pour décrire certains spectres, introduire les nombres de quanta
intermes | qui peuvent étre demi-entrers, et nous savons que ces
fractions proviennent du spin (cf § 34, B). Nous pouvons donc essayer
d’écrire, par analogie avec (3, 5), pour les rotations w,,

el—ijwz] 0 ceeee O
) _ 0 e__i '__I M B (o)
Gy Sen=| 0 ST
i O +ovee e e 8[1:70)_.,]

I . / A

1 I g ..+, tous les exposants d'une matrice étant en méme
temps entiers ou demi-entiers. Guidés par I'expérience, nous superpo-
sons aux matrices de degré impair, pour lesquelles j est entier, des

avecj =0

. , .2 I . . .
matrices de degré pair avec 7 = —?:—— Mais ces derniéres ne consti-

tuent pas une représentation holoédre du groupe des rotations. En effet,
lorsque o, augmente de 27, chacune des exponentielles

e[i ( ?iL;‘J ) w,]

change de signe, la matrice Sj(w,) devient —S;(»,), le systéme étant
revenu a 'état initial. A tout angle w, correspondent donc, dans les
représentations de degré pair, deux matrices + Sj(w,) et — Sj(w,). Ce
sont des représentations & double détermination : entre la représen-
tation et le groupe 9, existe seulement un homéomorphisme hémaé-
drique ; 4 I'angle nul, ou 2kr, correspondent les matrices + 1 et — I.

§ 30. GROUPE DES ROTATIONS ET GROUPE UNITAIRE A DEUX
DIMENSIONS. — A. — E. CARTAN, puis H. WEYL () nous ont montré
comment il est possible de construire a priori toutes ces représenta-
tions : le groupe des rotations 9; autour d’un centre est a trois para-

(1) CL. E. CarTAN, Thése : Sur la structure des groupes de transformations finis et continus
(Nony, 1894) ; Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane (irré-
ductibles), Bull. Soc. Math. de France, 41, (1913), 53, et Journ. de Math., 10, (1914), 149.

Les recherches de CARTAN ont été reprises par une autre méthode et complétées sur certains
points par H. WEYL, Math. Zeitschr. 23, (1925), 275. Ces travaux ont un caractére de trés
grande généralité et s'attachent & construire g prior: tous les groupes linéaires irréductibles
possibles et 4 en déterminer la structure (Cf. la note (1), p. 122 et la note III).
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§ 30. GROUPE UNITAIRE A DEUX DIMENSIONS

métres ; deux d’entre eux déterminent l'orientation de 1l'axe, le
troisi¢tme l'angle. Tl s’agit donc de lui faire correspondre des groupes
unitaires a trois parameétres.

Le plus simple de tous est le groupe umitaire unimodulaire U, 2
deux variables complexes dont les transformations s s’écrivent

(4, 5) )G
Le déterminant de 5 est égal 4 1 ; la condition

(4, 5) a4+ ff =1,

qui relie entre elles les parties réelles et imaginaires de « et 3, raméne
le nombre des paramétres indépendants de quatre a trois.
Or, la projection stéréographique nous apprend a faire correspondre
a toute rotation s une transformation s du type (4, 5) avec des coeffi-
cients complexes « et 8 bien déterminés.
En effet, soient x, y, z les coordonnées d'un point P de la sphére
24 424 22=1,%=0,y =0, 2= —1 celles du pdle sud S, pole
de projection. Le plan de projection sera le plan équatorial xoy ou
la projection P’ de P aura les coordonnées x' et y' (fig. 5).
Posons x' + 7y = ¢.
Nous avons

SP' x'

o= =3_"= 1 C I+s§
y

T+z x+iy x—iy 2(1 +2)’

SpP

() Une application sur lui méme d’un espace (complexe) & deux dimensions s’écrit :
c—> E=af+ By, v=vyi+ 8
Pour lui donner le maximum de simplicité, nous pouvons lui imposer la condition d’étre unimodu-

laire :ad — 3y = 1.
La transformation adjointe et I'inverse ont pour matrices

G R I

. . . ~ N\
Pour que ¢ soit unitaire, ¢ = 351, d’olt
3 =a, y==3 c’est-a-dire c= ‘

“wl K1
o =2y

3
x

x
Une transformation unitaire non-unimodulaire satisferait seulement 4

3 =Dz, v=—D3 modD =1, ax 4 BE=1,

ol D est le déterminant des coéfficients. Elle serait 4 4 paramétres.

ANNALES DE L’INSTITUT H. POINCARE



V. ROTATIONS DANS L'ESPACE

D’ott
I+ 7 . 27 . 2? . T — e
= “: X 41y = : ) X — 1y = ‘;1 Z = >,
2 I+ & 1+ 1+

ou enfin, en prenant des coordonnées homogénes complexes % et 7, telles

T, . < oy 7 .
que £ = g‘ et soumises a la condition supplémentaire

(57 5) &é-—i—-‘q’n:I,
nous obtenons

%+ Oy = 21f % — iy = 2%
\ y \

(6,5) - T i -
’ lx =5+t y= —imi—f) z=&—wn ().
%
o
q
U PR Y O : >
" >y
x
Fig. s.

A tout couple de nombres £ et % correspond un point situé sur la
sphére, car d’apres (6, 5), (5, 5) équivaut a 2% + 92 4+ 2> = I.

Toute transformation unitaire conserve (5, 5) et transforme, par
suite, un point de la sphére en un point de la sphére. Il est facile de
vérifier qu’elle conserve les angles que font entre eux les rayons
vecteurs menés du centre O vers les divers points C (parce qu’uni-
taire et unimodulaire). C'est donc une rotation.’

A toute transformation s du type (4, 5) correspond donc une rotation
s de @;; la réciproque n’est pas absolument exacte car si l'on

(1) Quant le point P est situé sur une sphére de rayon r différent de l'unité, il suffit de multi-
plier ces formules par la constante réelle . Les conclusions ne changent pas.
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§ 30. REPRESENTATIONS DU GROUPE DES ROTATIONS

change les signes deaetf3:a = —a, f' = — 3, £ et ' changent
de signe, mais d’aprés (6, 5) «', 9" et 2’ restent invariables. Par consé-
quent, a toute rotation s du groupe 9, correspondent deux transforma-
tions du groupe unitaire unimodulaire al, : + 5 et — 7. Comme les
transformations sont linéaires, au produit s,s, de deux rotations succes-
sives correspond le produit o, 5. Le groupe U, est donc représentation a
deux dimensions du groupe des rotations Dy.

Une rotation autour de oz laisse invariables la différence 22 — v,
=z et la somme & + . On a donc 2% = £, 4% = 77, c'est-a-
dire, en tenant compte de (4, 5) et (44, 5),

2 » ' - -
&———E;, 'r,:s’q7 €€=I,

- e(— ii;)i, 7 = e(%)n, 2+ 1y =2n'T = e(iw,) (x + iy);
I’angle de rotation est w, :

__tws °
(7, 5) c(w,):” "( 5 )e(z%) .

Un calcul analogue donne la matrice qui représente une rotation o,
autour de I'axe oy:
I .1
cos -, — sin ~w,
2 2
(74, 5) a(w,) = )

. I I
Sin E"’y COoSs Ewy

et une matrice du méme type s(w,). Une rotation quelconque s dé-
finie par les angles d’Euler ¢, 5 et ¢ se fait en trois temps : une rota-
tion s(p,) d'un angle ¢ autour de I'axe 0z, puis une rotation s(9,) au-
tour du nouvel axe oy, enfin s(J,) autour du nouvel axe 0z. Ona donc
s(9, 6, ) = s(¢,) - s(4,) - s(p;) et la matrice qui lui correspond dans notre
représentation s’écrit

(70, 5) . (¢, 6, §) = a(ds). a(Dy). 3'('7':)
e(— %(:p—f-’f«))cos% —e(—t—g(q—l{:)) sin
o(— fte — ) sin

elle a bien la forme exigée par (4, 5).

|

1’

]
2

NI NI

e<+ 5(9 - np))cos
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B. — Les représentations du groupe l, considérées comme représenta-
tions de 95. La méthode précédente nous fournit d’un coup une infinité
de représentations du groupe des rotations, car toutes les représentations
du groupe U, le sont évidemment aussi de D, et elles sont faciles a cons-
truire.

Formons en effet les tenseurs de 'espace unitaire £, ». Un tenseur
d’ordre v aura v + 1 composantes

(8, 5) E"‘, E”“"r], ....... , S".v—l,ﬂv-

Faisons subir a £ et 5 une transformation s (4, 5), nous obtenons

k=v
83,5)  E = (o G B ey = Y S Wbk
k=o

Les composantes du tenseur d’ordre v subissent donc, entre
® ISz(‘Z) l ; elles
encadrent dans I'espace des états, ou des fonctions d’x, y, z [auquels
elles sont reliées par (6, 5)], un sous-espace a2 (v + 1) dimensions, qui

reste invariant pendant la rotation s. La transformation (84, 5) n’est
pas unitaire, mais le devient si 'on prend, au lieu de (8, 5), les variables

elles, une transformation linéaire de matrice S

8 Lok
(8%, 5) qr = \_/“(—7)‘——7)"1;’

car, en tenant compte de (5, 5), on trouve
v~k 7 - - . .
(9, 5) Z 9 —2 & 313 k) T !(55 - )" = invariant.

Les matrices S se multiplient entre elles comme les matrices o.
Nous obtenons donc ainsi une infinité de représentations du groupe des
rotations, engendrées chacune par un tenseur d’ordrev =o (%), 1,2---

Les notations quantiques conduisent a poser v = 2§ et a4 désigner

,2, ,%---;leur degré

est par conséquent 27 -+ I. Il est alors commode de poser m = § — & ;

ces représentations par les symboles D;, 1 =0

() A la valeur » = o correspond la représentation identique, 4 » = 1 le groupe U..
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§ 30. REPRESENTATIONS DU GROUPE DES ROTATIONS

les variables ¢ de l'équation (85, 5) prennent alors la forme symé-
trique
) gimagi—m

8 —_ —— - )
(0’5) qm \/(7+m)f(1—-m)'

m=7q,]—1I - —7.

Le groupe l,, notre point de départ, a pour base ou subsirat les

, . . . \ S
vecteurs de I'espace & deux dimensions &, v, avec v = I,0u§ = 2 Il se

confond donc avec la représentation D,, , qui est a2 double détermi-

e
nation comme nous l'avons vu.

En scindant les variables Z, 7 et les coefficients o, 3 en leurs parties
réelles et imaginaires, de maniére 4 expliciter les quatre équations
réelles équivalentes & (4, 5), on établit sans peine que, si ce systéme
est vérifié par les grandeurs %, u; 7, 7', il 'est également par des
expressions de la forme

X:)\g—f—p'r_], Y:—:—“ 4+, X = )‘§+P~'fl» Y = - Hé’+;‘n';

ol A et pu sont des coefficients quelconques. Si I'on veut avoir
XX + YY = 1, il faut poser JJ. + p.p, =

La transformation précédente, qui est d'un type trés particulier,
puisqu’elle relie X et YV a la fois 4 %, » et & leurs conjugués, exprime
dans quelle mesure sont indéterminées les fonctions de base du groupe
unitaire unimodulaire.

En particulier, si nous posons . = o, p. = 1, nous obtenons le couple
de variables (n — %), qui se transforme comme (¢, m), ce qui peut se
vérifier immédiatement. I1 en résulte que, si nous choisissons pour
variables de base di1 groupe 9, des rotations dans I'espace x + 7y = 217,
X — 1y = 225, Z = 52 — m_), ces expressions se transforment respec-
tivement comme — 52, £ et — £y, c’est-a-dire comme les trois com-
posantes du tenseur du second ordre en %, v, ou encore, d’aprés (8¢, 5)

comme q(l) q(l) et — 7 q( ") Le groupe P, s'identifie donc avec D,.

De méme la représentation Dy, ot | = [ est entier, n’est pas autre
chose que la représentation D; obtenue au § 29 et qui a pour base les
(2¢ + 1) fonctions de Laplace Y l(m). En effet, ces derniéres sont, sur
la sphére de rayon 1, des polynémes homogénes et de degré / en
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V. ROTATIONS DANS L’ESPACE
(x 4+ 19), (x ~- 1y) et z, c’est-a-dire des sommes de termes de la forme
AGT("]E)G(EE)T(EE - ,r",;))l—s'——-t — A“(El—c;‘tr‘cgl—r _ E'c'_;ll—snl—'rgc).

Posons m = 7 — ¢, la remarque précédente nous montre que ces
- 1
termes se transforment comme £tmy'~™ ou encore comme qin).

(m)
l

de (2 + 1) fonctions de £, £, 7, qui, sans étre identiques aux ¢

Lesfonctions Y, sont donc des combinaisons linéaires indépendantes

@
"’
se transforment de méme. Le groupe linéaire dont elles sont la base
est donc équivalent a D;, § = /.

Ces représentations sont fidéles. Les autres, pour lesquelles
| = Zl—j—I , sont a double détermination.

Elles toutes sont irréductibles et il n’en existe pas d’autre (on le
démontrera dans la note II, qui devra se lire aprés le § suivant).

Une derniére remarque : les rotations w, autour de oz induisent
dans I'espace R; de la représentation D; les transformations suivantes
qui se déduisent immédiatement de (7, 5) et (8¢, 5).

q’m = 6(— imwz) qm-

Les matrices correspondantes S;(w,) ont bien la forme (34, 5) que
Pexpérience nous avait suggérée.

Dans les paragraphes qui suivent, nous admettrons provisoirement
que les représentations Dj, ol j est demi-entier, peuvent jouer un role
en physique. C'est au paragraphe 34 que nous donnerons les justifi-
cations nécessaires.

-

§ 31. LES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES ET LE MOMENT DE
QUANTITE DE MOUVEMENT. — Le groupe des rotations est continu :
il comporte des opérations qui différent aussi peu que 'on veut de
I'identité ; cette différence infiniment petite est ce que I'on appelle,
avec Sophus LIE, une transformation infinitésimale. Les opérateurs dif-
férentiels, qui engendrent ces transformations et qui, dans les cas des
rotations, sont les composantes du moment de quantité de mouvement,
sont les analogues quantiques de grandeurs classiques, et cela est vrai
pour tous les groupes continus. La théorie quantique attribue en outre
un sens physique aux opérateurs discontinus, tels que mirages, per-
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§ 31. TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES

mutations, que la théorie classique, comme le sens commun, tiennent
pour de pures abstractions.

A. Transformations infinitésimales d’'un groupe continu. — Prenons
I'exemple des rotations. Nous savons qu'une rofation infinitésimale,
élément d’un groupe 2 trois parameétres, est définie par les trois com-

posantes d’'un vecteur axial i = 7;dt, dirigé suivant I’axe de rotation
et de longueur égale a l'angle de rotation 45 ; df est un paramétre

—
auxiliaire (le temps en cinématique) » une sorte de vitesse angu-

. an, .
laire, de composantes w,, w,, ®,. (v, = Tif --+). La transformation des

coordonnées x, y, z pendant cette rotation est linéaire et homo-
géne en %, ¥ et 2, comme le montrent les formules connues :

(10,5) dx = (wyz2 — w,y)dt, etc..., % = x-— wydt +w,zdt, etc...

Une rotation finie est I'intégrale d’une suite continue de transfor-
mations infinitésimales (10, 5).

Plus généralement, considérons un groupe continu a » paramétres
S1,Sa, * * *, Sr, qut S’ annulent tous pour la transformation identique. Au
voisinage de celle-ci, toute opération du groupe est définie lorsqu’on
se donne les valeurs de ces » paramétres et réciproquement. Soient »
le nombre de dimensions de l'espace qui subit les transformations,
espace des configurations, ou bien espace représentatif, s’il s’agit de
représentations. Une transformation s est définie par les valeurs s,
Sy.... S, des paramétres et par les formules de transformation

(11,5) xi:"?i(xhxw"'xn;susi:”‘sr),

les g, étant supposés continus et différentiables par rapport aux s,.

Les formules (11, 5) défisnissent un groupe lorsque deux transfor-
mations successives

Six—x et tixix s =oxy v X0ty o0 1)
engendrent une transformation unique

=151 % X' = (X1, 00 Xnj Uy, oo e U,),
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oti les u, sont, au voisinage de zéro, des fonctions continues et diffé-
rentiables des variables s et # :

(12, 5) Uy, = Uy (Sy, -+ Spytiy oo b)

Ces fonctions définissent la nature du groupe continu, ses « régles
de multiplication ».
Une transformation infinitésimale s’exprime par les équations

dx,-: Z

o
(2
I Ao

ou en posant ds, = w,ds, ds étant un coefficient auxiliaire infiniment

r
Y

A

petit, comme 1'était d¢ dans (10, 5),

~ el i
(131 5) dxi =Z<Mi)> w«,\ds
r v/ O

Le symbole (), indique qu’il faut annuler les s, dans l'expression

des dérivées.

Il arrive souvent, et c’est le cas des rotations (10, 5), que le groupe
soit défini, non par ses équations finies (11, 5) et (12,5), mais par ses
transformations infinitésimales. On se donne alors des équations de
la forme.

(13a,5) dx; =Za§)‘) (%1« Xp)wyds
Y

) . .

les ozf. ) ne dépendant que des variables x.

Deux transformations infinitésimales successives donnent une trans-
formation unique, dont les équations s’obtiennent, au premier ordre,

’

en remplacant, dans (134, 5), w, par la somme (», + ;). Une trans-
formation infinitésimale quelconque d'un groupe déterminé se pré-
sente donc comme une combinaison linéaire, avec des coefficients arbi-
traives w,, de v transformations de base définies chacune par n fonc-
tions

a (.)\) (

i xl...xn), t=1,2,++-%; A=1,2,--- 7
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§ 31. TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES LINKEAIRES

Ces 7 transformations, c’est-a-dire la matrice rectangulaire dont les
éléments sont les fonctions ai.)‘) fixent complétement la nature du

groupe considéré.

Mais il faut en outre que les équations (13a. 5) soient intégrables.

La condition d’intégrabilité exprime que les dx; sont des différentielles
exactes et fait intervenir les dérivées secondes des ¢, c’est-a-dire des
éléments infinitésimaux du second ordre. Nous I’énoncerons sous la
forme suivante :

Deux transformations infiniment voisines de l'identité s et ¢ ne
sont généralement pas commutables ; la différence entre st et #s est
alors du second ordre. Il faut qu’il existe dans le méme groupe une
troisieme transformation, ['(s.Z), qui permette de passer de I'un de
ces produits a 'autre, c’est-a-dire telle que

(14,%5) st = I'ts, ou bien I(s,?) = sts~14~!

I" s’appelle le commutateur de s et ¢ ; c’est une opération qui ne différe
de 'identité que par une transformation infinitésimale : il faut que
celle-ci soit une combinaison linéaive des mémes transformations de
base que les transformations infinitésimales de s et ¢ (V).

B. Cas des substitutions linéaires. — Cest le seul qui soit important
pour nous : les équations (10, 5) des rotations infinitésimales sont
linéaires et il en est de méme, par définition, des substitutions de
toute représentation d'un groupe quelconque. Nous supposerons

donc, dans (13a, 5) les fonctions af. ) linéaires et nous écrirons

n r v
(15, 5) dz; = 2 Z aﬁz)kaxds =¥ aynds
k=1h=1 k

avec la notation abrégée

r
»
Ay, = 2 agk @y
A=1

(*) Voici un exemple classique, qui illustre en mécanique la théorie des systémes holonomes :
une sphére roule sans glisser sur un plan horizontal. Ses déplacements infinitésimaux sont & trois
degrés de liberté, les deux angles qui déterminent l'axe de rotation et I’angle de rotation. Mais
ces déplacements ne sont pas intégrables : ses mouvements finis forment un groupe 4 cinq para-
métres : les coordonnées x, y de son centre de gravité et les trois paramétres de rotation.
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Posons A = || @il AW =

posantes x; et servons-nous du langage établi au chapitre 1.

!al(,:) H, désignons par x le vecteur de com-

(154, 5) dx— Axds ; X =% +dx— (1 + Ads)?c>

Toute transformation infinitésimale s est donc définie par une
matrice A, combinaison linéaire, avec les coefficients mw,, de » matrices

)y . . .
de base AN . Soient deux transformations successives, s d’abord, ¢
ensuite. Nous avons :

t:% >x =(1 +~Bdt)x
et, pour la transformation résultante,

ts: %> = (1 + Bdt)(1 +Ads)x= (1 + Ads + Bdt +BAdsdt)x

De méme
-
X

st: x> 36—”7(1 + Ads + B dt + ABdsdt)
(14, 5) montre que le commutateur I' est de la forme
(16, 5) I'(st) = 1 + Cdsdt ; C = AB — BA.

Il faut que C soit combinaison linéaive des mémes matrices de base
que A et B (V).

Vérifions ces résultats dans le cas du groupe des rotations 9. Consi-
dérons en particulier ses trois opérations infinitésimales de base, les
rotations élémentaires p,, p,, p. autour des trois axes cartésiens. Nous
les exprimons en faisant successivement, dans (10, 5)

Ay = w,dt, w,=w,=o0, puis 4, =w,d, w;, =uw,=0,

enfin

ah, =wdt, w,=w,=0

(1) Si donc on considére les 7 transformations infinitésimales de base A("), Alw ... (comme
on le fait plus bas dans le cas des rotations) on doit avoir

N
st

v 1

clhu) — AAl) _ Alw)A() = Al

7

A, v

les ¢, . ¢tant des constantes. S. LIE a démontré que cette condition est suffisante pour que
Datd

les transformations infinitésimales considérées engendrent un groupe, dont la structure est

déterminée par les constantes ¢y, . Ces thiorémes sont la base des travaux de CARTAN.
tutd
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§ 31. MOMENTS D’IMPULSION

D’apres (154, 5) elles font subiraun vecteur v de I’espace ordinaire
les changements

(13b,5) dv— R,ody,, dv=Ruds, dv=R,vd,

avec les matrices de transformation [cf. (10, 5)]

0O 0 o 00 I} 0o—I O
(17,55 R,=|o0 o—1|, R, = ooof, R,=|1 0 o0
o I o —I 00 o o0 o

Les commutateurs de ces trois transformations, prises deux a deux,
s’obtiennent & l'aide de (16, 5) et des régles de multiplication des
matrices. On trouve, en écrivant

[(pry5y) = 1 + C;,d0,4d9,, etc...
(17 a, 5) CJ'!/ - R.vRy - RURI = Rz 5 R,/R; — R:Ry = Rz
R.R, — R.R, =R,

Si nous posons

: h
(181 5) L,=— Z_R’L.R“” etc...

nous retrouvons les régles (20,2) de commutabilité des moments
d’impulsion. Le calcul précédent n’est au fond qu'un cas particulier
de celui du § 9, car (155, 5) est lexpression de (19, 2) dans le cas ou
les  sont des fonctions linéaires en x, y et 2.

C. Représentations du groupe des rotations. Matrices moments d’'im-
pulsion. — Passons du groupe 9; 4 ses représentations irréductibles D;.

Toute rotation infinitésimale : v = (1 + Rdé)_J induit dansI’espace
représentatif R;, dont les vecteurs unitaires ¢ ont pour composantes

les qﬂ), une transformation
(19, 5) o1 ¢ = (1 + RUd0) g

ou, en repassant du langage synthétique au langage algébrique [cf.
(15, 5) et (154, 5)].

(Igd, 5) dq,(j) :27’%)"1,(]}1];),d0 m,m’ = 1’] — I, — 1
e
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D’apres la définition des représentations, nous savons que les 7égles

de multiplication des matrices RV — “ ri”l)m . “ se décalquent sur celles

des matrices R. En particulier, aux matrices R,, R, et R, des équa-
tions (15 b, 5), correspondent des matrices R(xf) , R(yi), Rg), qui satis-
font comme elles aux équations de commutabilité (174, 5). Cette re-
marque est la base de la démonstration de la note II.

Posons comme pour (18, 5).

(184, 5) L;’) — E}éRg}’ L;’) _ _z—ﬁ’iR;ﬁ’ LZ(I) _ _%Rg)

Nous dirons que ces trois grandeurs sont les trois composantes du
moment d’impulsion dans Uétat quantique | correspondant & la repré-
sentation D,

Justifions et précisons cette définition : Pour que le systéme phy-
sique étudié admette le groupe 9;, il faut qu'il soit de symétrie sphé-
rique. Il s’agit donc d’un atome avec champ radial, d’un systéme mono-
nucléaive. D’aprés le théoréme de WIGNER, 2 toute représentation
irréductible D; du groupe des rotations, correspond, pour un tel sys-
téme, un grand carré de la matrice H (14, 4), c’est-a-dire un « systéme
des termes » caractérisé par l'indice entier ou demi-entier j. Nous
appellerons cet indice, suivant I'usage introduit par SOMMERFELD en
1920, le nombre de quanta interne, ou mieux nombre de quanta d’im-
pulsion, et les états de I'atome occupant un niveau du systéme §
les états quantiques j. Chaque état E,; est décrit par l'ensemble des
(27 + 1) fonctions d’ondes correspondant i la représentation Dj.

Quant aux grandeurs Lg), Ly), Ly ) , nous avons le droit de les

considérer comme les composantes du moment d’impulsion total de
I'atome : d’abord parce qu’elles satisfont, comme le montrent (18a, 5)
et (174, 5), aux relations de commutabilité (20, 2) et a la définition
(19, 2) ; ensuite, parce qu’elles sont des constantes du mouvement. En

effet R(i )d5 est un opérateur différentiel du groupe 9, qui laisse H
invariant par hypothése. I, ’hamiltonien commute donc avec lui ainsi

qu’avec Li et ces matrices sont indépendantes du temps (Cf., § 25 D).
h
Pour simplifier les notations, 'on se débarrasse du facteur 2w Ce
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qui revient a4 un changement d’unités et 'on pose

(i) Iyl Q) In(i) () Io(i)
(20, 5) M, —_{Rx R My —_ZR)’ , M, ———;Rz
h

(1) _ A li)
(20a,5) L; _Z‘WMx , etc.

Ce sont ces grandeurs Mi") que nous appellerons dorénavant les com-
posantes du moment d’impulsion dans I'état j. Le carré de ce moment
s’écrit

(1)\? A% (1)\? (1)\?
B L

D. — 1l reste & établir I’expression de ces matrices pour les diffé-

; . . I
rentes représentations D;, Commencons par | = 2

Les variables de D! sont les nombres complexes £et »liés a x, y
et z par

X + 1 :2— ~ _
\ y =k z=1Et — 73

(6, 5) iy o

leurs formules de transformation sont celles du groupe 4,

Y =af + fn

_ T sz + BB =1 a
o= — B @ (44,5)

(4, 5)

Pour les transformatioss infinitésimales, voisines de 'identité, nous
aurons «, 4, u, v étant des nombres réels trés petits,

a=T1 + %+ I\ Pe=u vy
(4a, 5) s’écrit
I+ 2%+ 22 4 R 4+ p? + =1
# est donc du second ordre et négligeable. Il reste
A =1hE + (4 + iV, dn = — (u — v); — 1\y

Les trois transformations de base seront donc :
IA =0, =0

(22, 5) dt = v, dn = 145
d(x +iy) = —d(x — 1Y) = 20v(5t — 7)) = 2iv 2,
dx = o, dy = 2vz, dz = 2iv(fn — 1) = — 2vy
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Il s’agit donc d’une rotation autour de I'axe des x d’un angle
dj, = —2v
200 =0,v =0

»

(22&, 5) i = — ©, dv = p.g.
Un calcul analogue donne
dx = 212, dy =0, dz = — 20X

c’est-a-dire une rotation dj, = 2u
3°p=0,v=0

(225, 5) d: = ik, dn = — il
dx =2\y, dy=—2w, dz=o0 : Rotation df, = — 2%

Les matrices Rl(,?:), RS?) , RSE) sont définies par (194, 5), avec

] = 2; les variables ¢,, sont alors égales a Zet 5 ; il s’agit donc des

A

matrices des équations (22, 5) a (228, 5), ou il faut remplacer
0, dn 0

v, 1, » par leurs valeurs — %—x ’ d—z—" et — d7’ En supprimant finale-

ment les facteurs d%., d%, d5. et multipliant par 7, conformément a

(20, 5), on obtient

0 I I (o]

(@ _1
(23) 5) Mx 2

I (0] 0O—1I

Les matrices hermitiennes, qui sont multipliées ici par le facteur 1/2,
sont les matrices S,, S,, S, que PAULI a utilisées pour la premiére fois
en 1927 dans sa théorie du spin. Il est commode de poser, de maniére a
ne conserver que des matrices réelles,

I 1

" M) o i) °0

1 ' ' 01
(245 M =mb) ol =

(O] Io0

Ces opérateurs ne représentent plus de rotations infinitésimales, car,
en multipliant les équations (21, 5) par 7, 'on change complétement
leur caractére, mais ils satisfont aux relations de commutabilité tres
simples

| MM, — MM, = 2M
(25, 5) o MM, — M:M, = M,
[ MM, — MM, = M,
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\ . ’ . . I 2’ 2’
ol nous avons supprimé l'indice , car elles sont générales, comme

(174, 5) et (20, 2).
Désignons par ds, df, du trois paramétres infinitésimaux ; les trans-

1
2

formations engendrées par Mgé), Mq(‘:-’) et Mz( ) sont

(4= ds JjE=0 ' Sdi: sZ_“
(244, 5) Mz(f . ; M£7): ! ; Mj(f):\ i
l dn—=o | dn — tat fan= -2

Avant de développer les conséquences de ces formules, vérifions
{7

que les matrices M7 = iR
X X

- -, qui représentent les composantes du

moment d’impulsion, sont bien hermitiennes, ce qui est nécessaire pour
{n,

que ces grandeurs aient une signification physique. Les matrices R |

Rg]’ Rz(i ) engendrent des transformations infinitésimales unitaires

dans l'espace des états et il faut qu’il en soit ainsi pour que le sys-
téeme des fonctions fondamentales de base reste orthogonal. Cette
remarque nous suggére un théoréme général, dont voici 1’énoncé et
la démonstration trés simple :

Les matrices des transformations infinitésimales d'un groupe linéaive
unitairve deviennent hermitiennes lorsqu’on les multiplie par le facteur

i=V—r.

En effet considérons un espace 4 un nombre fini de dimensions,
de coordonnées x;, que nous soumettons a une transformation in-
finitésimale linéaire

(15,5) dx; ’——Z @iy, %y ds.
k

Pour qu’elle soit unitaire ( E X% = const> il faut que
\ i
- dx; dx;
Z Yids +Z Yigs =
1 1
soit
N (@ + aw) mv, = o,

dmed
ik
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quels que soient x; et x;. On a donc

Aig = — Aii
ou en posant A' = 7A

Ay =ay C. Q. F. D.

E. — Calcul des expressions Mg), Mfl".), Mg) et (M(i) )2. — Les co-
ordonnées de 'espace R;, variables de la représentation unitaire D;
sont les (27 + 1) bindmes qﬁQ de degré 27 en £, 5, donnés par la formule
(8c. 5), et nous obtenons pour une transformation 4%, d» dans l'es-
pace R
(7 +mWtmtaimmdl + (7 — m)FFme/mm "y

VG -+ )l — m)! '

(i

Les transformations infinitésimales induites dans l’espace R; par
M éé),Mgé),Mz(é),agissant dansl'espace Ry, sont donc, d’apres (244, 5),

ds =T+ m) (G —m+ 1)ql_ds,

< dg\l) = G ﬂ§l+'"‘1nj—n:+n
> o Vg +m)l(j — m)!
) — (g - m)§j+m-.|-1nj—-m—1
m I+ m) G — m)!

1S,:dg dt =\(j—m)(] -+ m + I)q%_ldt,

1‘ S;:dqg,) = oo =mg!du,

Les composantes des matrices correspondantes M" sont donc

[cf. (15, 5)]

'

g MDm, m — 1) = (MY + iMD )y s = VG M) G — -+ 1)

(26,5) M(,? (m,m ~+ 1) = (M(Q — 'iM(Q)m,m+l =V{§j—my +m -+ 1),
( (M(Q);)znn: m,

formules fondamentales des composantes du moment d’impulsion.
Chacune de ces matrices ne comprend par ligne et par colonne qu'un
seul terme non nul. La derniére seule se trouve sous forme diagonale.

La composante Mij ) peut dans I'état j prendre les valeurs m, Lii ) les

— 128 —
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valeursm , ., avec m=7,j — I, --- — j- Pourséparerles différents

états correspondant a ces diverses valeurs, il faut supprimer la sy-
métrie sphérique (expérience de STERN et GERLACH).
Nous avons enfin d’aprés (21, 5), (24, 5) et (25, 5)

\ M

» _ MM, +~ MM
(274, 5) / 2

£+ M: = MM, —
f— Mqu — Mz -+ Mj;.

MPMQ - Mqu + M2
2 e

SiI’on applique cette formule a ’état §, on trouve en se servant de
(26, 5) et des régles connues de multiplication, que la matrice (M)’
est diagonale avec

2

(27,5 (MD) = +m)(f —m +1) —m +m =i(j + 1).

Elle est multiple de la matrice unité. C'est un snvariant de rotation
(7)

X
le carré du moment d’impulsion a une valeur déterminée, sa compo-

qui commute avec M, M;’.), Mg). Donc, dansunétat quantique j donné,

. , ., h .
sante suivant I’axe des z peut prendre (en unités 2—ﬂ> les valeurs dis-
cretesm =74, j—1I,.....,—j et ces valeurs sont mesurables dans un champ

=g . . o eg, o, .
magnétique Z, qui fixe dans l'espace, la direction privilégiée oz. Mais,

lorsque nous savons quelle est la valeur m de M§7), il nous est impossible

de rien affirmer de précis au sujet de Mi’) et Mg\ , qui sont représentés

par des matrices non diagonales et sont, par suite, indéterminés.
Nous sommes donc loin des images classiques.

Cependant (27, 5) et la derniére équation (26, 5) peuvent étre consi-
dérées comme la base et linterprétation correcte des modéles vecto-
riels, qui rendent tant de services dans la discussion des expériences.
Elles nous apprennent dans quelle mesure ils peuvent étre utilisés
pratiquement, dans quelle mesure ils sont faux, comment il faut corri-
ger, du point de vue quantitatif, les conclusions qualitatives exactes

auxquelles ils conduisent. Ainsi Mi") se comporte comme la projection

> . . ’ «
d’un vecteur M{) sur I'axe des z avec lequel il ferait un angle déterminé
(quantification dans l'espace), mais cette projection maximun

N

n'est pas égale a \/(MY)? = /j(f + 1) mais 4 j. Les notions géomé-

ANNALES DE L’INSTITUT H. POINCARE 9
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triques habituelles, comme le théoréme de Pythagore, doivent étre
retouchées qaund on les applique aux vecteurs quantiques.

§ 32. PASSAGE DU GROUPE D, AU SOUS GROUPE 9D,. Effet Zeeman.
— Un atome dans l'état 7, au niveau (27 + 1) fois dégénéré E,;,

péneétre dans un champ magnétique Z La symeétrie sphérique du sys-
téme est réduite a celle du cylindre tournant. La perturbation W
due au champ n’est plus invariante que pour le sous-groupe abélien
D, de D,;, dont les opérations sont les rotations autour de oz
(§ 27). Les sous-espaces invariants de ce groupe sont donc a une di-
mension et, d’aprés le théoréme de WIGNER, chacun des niveaux E,,
se sépare sous l'influence du champ en (25 4 1) niveaux distincts.

La réduction de Dj est immédiate : les matrices de ce groupe qui
représentent des rotations m, autour de I'axe des Z se trouvent toutes
sous la forme diagonale (34, 5). La perturbation AW, sans en modifier
les éléments, les sépare en (27 -+ I) matrices a une dimension, en méme
temps qu’elle ajoute aux fonctions propres des termes de I'ordre de J.
Une rotation w, fait subir & ces fonctions les transformations

(287 5) q"m = "!’m e(— imw:) m = j’ 7 — I,eeee- )y T 7

A chacune d’elles correspond un niveau perturbé E,;,. Il suffit
de compter ces niveaux pour obtenir le nombre § caractéristique de
I'état quantique de I'atome. On y arrive en déterminant, dans un champ
magnétique peu intense (i petit), le nombre des composantes de
ZEEMAN des raies du spectre étudié et en répartissant aprés quelques
tatonnements la multiplicité trouvée entre les niveaux de départ et
d’arrivée. C’est par cette méthode que SOMMERFELD a découvert la nécessité
d’introduive des nombres 2] + I impairs, des nombres | et m demr-
entiers.

De méme que la réduction de D;, la résolution de I'équation sécu-
laire (47, 2) est immédiate. En premiére approximation, il ne faut
tenir compte que du terme principal W, de la matrice de perturba-
tion, dont les éléments proviennent uniquement des réactions mutuelles
des (27 + 1) états confondus au niveau Euj (cf. 394, 2).

m' = +7
Wobm = Z WYt

m=—7
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‘Effectuons une rotation «, : d’aprés les propriétés d’i invariance
de W, et les formules de transformation (28, 5), on a :

Wokme(— i110.) = ¥ Wy bl e(— im'w),
!

Les deux équations précédentes ne sont compatibles pour toutes
les valeurs de I'angle w, que i @,/ = 0,0’
La matrice W, est donc diagonale et les niveaux perturbés s'écrivent

Enjm - Enj + )\w/n-

Cette formule est tout ce que peut donner la théorie des groupes,
mais elle est trés stire. La forme de la fonction perturbatrice, et par
conséquent la valeur des constantes w,, dépendent de I'action dyna-
mique du champ sur I'atome. Dans les premiers essais, on s’est contenté
d’étendre au modéle atomique de BOHR-SOMMERFELD les formules
classiques de la théorie électromagnétique de L,ORENTZ :

Au moment d’impulsion L. des électrons de I'atome autour du
champ correspond un moment magnétique (projeté sur ce champ)

e h
(29, 5) b == L, zmoc =M. me2w
et une énergie
W = — ZM, =z L..

2myC

ot m, est la masse de I'électron, e sa charge, ¢ la vitesse de la lumiére
(Z joue le role de )). Comme I, se trouve sous forme diagonale, il en

est de méme de M, et de W : a chaque terme mh de la matrice I,
q Y

correspond un terme de la matrice )W

eh m=hom ©= ez
47mqc T 4mmgc

(30, 5) Mg = — Z J
w est la fréquence de précession de I, ARMOR.

L’expérience n’a pas vérifié cette formule. Pour rendre compte de
'effet ZEEMAN anomal, il a fallu multiplier le second membre de (30, 5)
par un nombre g, le facteur de décomposition de IANDE, variable
d’un spectre a I'autre. Le modéle simple de BOHR, qui ne fournirait
d’ailleurs qu’'a grand peine l'interprétation des nombres 7 fraction-
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naires, doit donc étre modifié. Cette remarque est le point de départ de
la théorie du spin. '

Avant d’aborder celle-ci, il est nécessaire de reprendre la théorie
des moments d’impulsion et d’établir les formules quantiques qui
correspondent a leur addition : ainsi se trouvera complétement jus-
tifié et mis au point le modéle vectoriel classique de I’atome.

§ 33. PRODUIT DE DEUX REPRESENTATIONS. FORMULE DE REDUC-
TION. — A. Accouplement cinématique de deux systémes @ symétrie
sphérique. — Posons d’abord le probléme sous son aspect physique :
on unit 4 un ion monovalent positif un dernier électron pour former
un atome. I,’état de l'ion est connu. Si, négligeant les perturbations, "
on assimile 4 un champ central son action sur I’électron, ce dernier
constitue un second systéme, dont Uétat est facile 4 définir et a
calculer par la théorie de SCHR6DINGER. On accouple alors plus intime-
ment 'ion et I’électron en introduisant la fonction perturbatrice. Il
s’agit de déterminer dans quel état peut se trouver I'atome complet
ainsi formé, quels niveaux peuvent résulter, aprés accouplement, d’'un
niveau de départ unique. On ne trouvera pas ici de discussion dyna-
mique approfondie, ce qui serait difficile et n’a pu étre fait que dans
quelques cas simples, mais seulement une étude préliminaire, pure-
ment cinématique, aboutissant & une classification des niveaux éner-
gét ques.

Deux groupes jouent ‘ci un role essentiel : les rotations et les permu-
tations. Le premier seul nous intéresse actuellement, mais la méthode
est générale. Nous réunissons deux systémes & symétrie sphérique,
dont les états d’impulsion sont respectivement 7, et 7, et nous cher-
chons quel peut étre 1’état d’impulsion j du systéme total, apres cou-
plage conservant la symétrie sphérique. Un probéme analogue se pose
a propos du spin.

B. Produit de deux représentations. — Généralisons : deux systeémes
dont I'hamiltonien est invariant pour un groupe ¢ sont réunis en un
seul. Leurs actions mutuslles admettent le méme groupe. Ils se trouvent
respectivement dans des états quantiques correspondant aux repré-
sentations irréductibles G, et G, de ¢ [cf. (13, 4) et (14, 4)]. Comment
se classent les états résultants du systéme global ainsi formé ?

D’aprés notre hypothese sur les actions mutuelles, cette classifi-
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cation est indépendante de leur intensité ; elle ne dépend que des repré-
sentations de ¢ dans l'espace des états et peut se déterminer dans
le cas limite d’un couplage dynamique infiniment ldche (mais non nul),
dont le resserrement progressif modifie les niveaux eux-mémes, sans
rien changer a leur répartition en systémes et a leur degré de dégéné-
rescence.

Soient x,, %,,... %, les coordonnées des particules du premier systéme,
Y1, Va»-. Vi, celles du second, 7, et n, les degrés des représentations G,
et G,, c’est-a-dire 'ordre de dégénérescence des niveaux correspon-
dants. Le premier systéme occupe un niveau E, dont les fonctions
propres sont des combinaisons linéaires orthogonales arbitraires de
n, fonctions de base, c’est-a-dire

(g
Y= 2 q'n‘;’m(xhxf ° xA)
Mm=1

Les « composantes » ¢, sont les variables de la représentation G,,
les {,, vecteurs de base de I'espace R;.

De méme, le second systéme occupe un niveau E, dont les fonctions
propres sont de la forme

]
o= ¢, 200203,
p=1

Les ¢’y sont les variables de la représentation G,, les g, vecteurs de
base de R,.

On sait que, si le couplage est lache, ’équation de SCHR6DINGER se
sépare presque en deux équations indépendantes, les fonctions propres
different peu des fonctions d’approximation zéro ¥ = g, c’est-a-dire
des combinaisons linéaires des #,n, fonctions de base Wiy = Ymop.
Enfin les niveaux perturbés sont voisins du niveau E = E, + E,, dont
la dégénérescence serait d’ordre #,.n, pour un couplage nul. Tous
ces résultats sont classiques. On a '

" ' . " .
(31, 5) V= yo =Z ¥ md’ p"‘r’m?p,_‘:E Qmplpm;x

m7 p' m’ b

v

Les ¥ sont vecteurs d'un espace & #,n, dimensions, qui est en-
cadré par les axes Wy, et que 1'on désigne par le symbole

(32’ 5) Rl X Rz?
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c’est le produit des deux espaces R, et R,, dont les coordonnées
(314, 5) ng = q]mqj’p

s'obtiennent en multipliant deux 4 deux les coordonnées de R, par
celles de R,. Ceci revient en somme & construive un tenseur du second
ordre & partir de deux vecteurs. On peut arriver par itération aux ten-
seurs d’ordre supérieur.

Les composantes Qmy, subissent, par les opérations du groupe G,
des transformations linéaires formant un groupe G représentation
de G. Cest le produit des deux représentations G, et G,.

(32 a, 5) G = G, X Gg
En effet de
n, R
"!J,"—>S(!Jm = 2 d{,‘ Com et Qu —>SCu = Z ?pyp‘pl
r—1 o=1
on déduit

s == 2 Qs Wiy = 29'19%9
my. 7o

avec
n, ",
~
(33, 5) Qre = L w'"“{prmp. = Ecrm,pp. Qm;x
m, =1 my .

transformation dont la matrice s’écrit symboliquement
(332,50 C=C, xC,y C= ” Crm,pp. ”7 Ci=lcml, C = H Tou “

Si G, et G, sont représentations de ¢, il en est de méme de G. La
vérification est immédiate. Mais cette représentation n’est généralement
pas irréductible quand les deux premiéres le sont.

Par conséquent, si nous voulons appliquer le théoréme de WIGNER,
déterminer en combien de niveaux distincts se séparera E sous
I'action des répulsions entre électrons et quel sera le degré de dégé-
nérescence de chacun, il faudra pousser la réduction plus loin. Notre
probléme physique se trouve donc ramené a un probléme purement
mathématique : réduire le produit G = G, X G, en ses constituants
wrréductibles. A chaque constituant, a chaque sous-espace invariant de

N

R; X R,, irréductible par rapport a ¢, correspond un niveau per-
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turbé, dont le degré de dégénérescence est égal au nombre de dimen-
sions de ce sous-espace.

C. Réduction du produit de deux veprésentations. Cas du groupe AU,.
Série de CLEBSCH-GORDAN. — Le probléme qui vient d’étre posé se
résout facilement dans le cas du groupe unitaire unimodulaire U,, ou,
ce qui revient au méme, du groupe des rotations 9;. La formule de ré-
duction a laquelle on aboutit ne différe pas essentiellement de ce que
les mathématiciens appellent la série de CLEBSCH-GORDAN. Elle
s’écrit

(34, 5) DixDiy=Djy;+Djyj +-Dj_j

Considérons d’abord les rotations w, autour de oz. Les matrices
Sj(ms) et Sji(wz) sont diagonales et de la forme (34, 5),1'une contient les
éléments e(—im w;), avec m = §, j—I, ...,—j, l'autre les éléments
e(—im'w;), avec m' =j', ..., —¢'. Alopération w; correspond dans le
produit Dj X Dj’ une matrice qui reste diagonale d’aprés (33, 5),
et dont les éléments sont les (27 4+ 1) (27 + I) exponentielles
e[—i(m + m')w;] = em +m" (¢ = e~ivz); parmi celles-ci [2(j 4 7') + 1]
seulement sont distinctes.

On peut les classer symétriquement par rapport a une ligne hori-
zontale contenant les termes d’exposants nuls, les exposants positifs en
dessus, les négatifs en dessous et 1'on obtient! en] supposant j > ;' et
en écrivant seulement les exposants, qui, sur une méme ligne, ont tous
méme valeur (écrite a droite) :

it ! =+
j—1+s Jt+i'—1 jti—1
R e j+i—a
]—2]'—]-]" ............................... ]—J' ]._]’
_]’ +]' ............................... ]’__]’ o
_(]_2]'+]') ............................... _(]—]') —-(]—J')
— (24|~ (1 )|l =) —(j+i'—2)
—(—1+J)| —G+s=1) —({+5'—1)
—(+7N —{j+J)
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Il suffit de lire ce tableau par colonnes verticales pour vérifier la for-
mule précédente. Nous nous contenterons ici de cette bréve indication,
qui n’est pas a proprement parler une démonstration (*).

Mais (34, 5) est évidemment équivalent a

34%,5) D].XD]'/:Df-i-]"_*—Di_IXD-, -

2 I—,

Pour établir cette équation en toute rigueur , il faut décomposer
effectivement I'espace R; X Ry en un sous-espace irréductible R;;
ot régne la représentation D; 1 ;' et un autre, réductible Rj . X R],' .
2 2
Cette décomposition s’obtient en cherchant des vecteurs de base pour
Rj ;' (cf. note III).

La formule (34, 5) est la traduction symbolique précise des régles de
compos tion des moments d’impulsion. Elle est, d’aprés I'expression
de H. WEvYL, la formule fondamentale de la classification des spectres

atomiques, ainsi que de la théorie de la valence chimique.

D. Moment d’impulsion résultant. — Revenons a notre exemple :
on réunit deux systémes a symétrie sphérique, un électron et un ion,
I'un dans I'état j correspondant a la représentation D; de 9,, 'autre
dans un état 5'. Il s’agit de calculer les composantes du moment d’im-
pulsion résultant.

La représentation de 9; qui détermine les états du systéme global est
D; X Dy, dans 'espace Rj X Ry, avec les varibles Q(mm') = qzan;t,,
qfn et gi;l, étant de la forme (8¢,5) (p. 116).

D’aprés (194, 5) et (20, 5), la composante sur un axe donné du
moment résultant, que nous désignerons par M, s’obtient en écrivant
les équations de la transformation infinitésimale des variables
Q(mm’) induite par une rotation 45 autour de cet axe :

1 I 4
dQ(m m)=— ; Z Mmm’; m,m’,Q(mﬂn’,)d(j
m.m',
Mais
AQmm') = dq, Gy ~+ G, Ay
I - . . ., .o ., "
= 1_[ ZMgrQniqznl an’ -+ qgn Zngilz'ln’lqin’l]dﬁ
my my .

(1) On peut la compléter a I'aide des théorémes sur les caractéres (§ 24 B).
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§ 33. MOMENT D’IMPULSION RESULTANT

c’est-a-dire

_ a9 s ST i)

(35,5) Mmm' m 'y Mm m S, T Omm, m' n',

ou, en employant la notation déﬁnie par (334, 5),
(354, 5) M= (MWx1)+ (1x M),

équation qui exprime l'additivité des moments.

Les propriétés du moment d’impulsion se préciseront dans la suite
ainsi que le modéle vectoriel de I'atome. Il faudra, pour cela, intro-
duire les actions mutuelles entre les deux systémes partiels et réduire
suivant (34, 5) la représentation D; X Dj, de maniére a séparer les ni-
veaux primitivement confondus.

E. Atome d’hélium, sans spin. — Considérons d’abord deux élec-
trons gravitant autour d’un noyau. Si 'on néglige leurs actions mu-
tuelles et si I'on ne tient pas compte de leur spin, leurs états sont
décrits, d’aprés la théorie de SCHRODINGER, par des fonctions d’onde
"’/Z’) et q»fj’;) du type (1, 5).

Le nombre entier / joue ici le role de § et les valeurs/ = o, 1, 2, ...
correspondent a ce que I'on appelle les états s, p, d, .. .. de ’électron.

Les fonctions d’onde du systéme global sont, a l'approximation zéro
ot I'on néglige les répulsions entre électrons, des combinaisons linéaires

des produits ¢L’1") p%), dont les coefficients sont les variables de la re-
présentation D; X Dy. Les niveaux E = E, -+ Eur ne dépendent ni
de m, ni de m'.

Sil’on introduit la répulsion de Coulomb, il faut réduire la représen-
tation Di X Dy en ses constituants irréductibles d’aprés la formule
(34, 5). A chacun de ces constituants correspond un niveau EunL
et un opérateur moment d’impulsion ML) (o0 I, =1+ ', I+ I'—1 ...
|l — I'|), c’est-a-dire un état bien défini de I'atome, 1, est le nombre
de quanta azimutal total.

Pour figurer géométriquement cette décomposition en 2/’ + 1 états
distincts (' <T/), on attribue a chaque électron un moment d’impulsion

2 Y lh b \ : % g ’

égal & 7m0 © est-a-dire un vecteur M) = / et I'on compose les deux vec-
- —

teurs / et /' en admettant qu’ils peuvent prendre toutes les orienta-
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tions relatives qui donnent un vecteur résultant entier : quand I, =141’
les deux vecteurs sont paralléles, quand I, = [ — !’ ils sont opposés.

On voit sur cet exemple simple que I'équation (34, 5) est bien la
base exacte du modéle vectoriel de '’atome. D’ailleurs toutes les for-
mules depuis (20, 5) jusqu’a (27, 5) restent valables a condition de
remplacer j par le nombre entier I ; en particulier (MIL))2 = I(I, + 1)
et non pas L2 On désigne les états I, = o, 1, 2, ... de I'atome total
par les symboles S, P, D,...

Précisons sur des exemples : 1° Deux électrons s; I = I' = 0 ;
Dy X Dy = D,; l'atome est dans un état S (état normal de I’hélium).

20 Un électron s et un électron $ ou d ... ; Dy X D, = D, ;
Dy X Dy = D, ... 1'atome est dans un état P ou D...

3° Deux électrons p; I =1 = 1; D, X D, = Dy + D; -+ D,.

Leur répulsion mutuelle sépare un terme unique en trois niveaux
S, Pet D.

Ces régles sont générales, les atomes les plus complexes peuvent se
construire, ainsi de proche en proche ; I'introduction de nombres demi-
entiers § ne change rien d’essentiel, il faut remplacer la lettre I, par J
(§ 34)- .

Une remarque importante : toutes les fois que I'on accouple deux
systemes dont le premier, si complexe soit-il, est dans un état j = o
et Uautre dans un état ', on a toujours, d’aprés (34,5), un seul état ré-
sultant, ] = 7'. Ainsi s’explique la simplicité des spectres des métaux
alcalins, du moins tant que 1'on fait abstraction du spin.

§ 34. LE SPIN DE L’ELECTRON. — A. Hypothése d’Uhlenbeck et
Goudsmit. — La théorie de SCHRODINGER n’utilise, pour chaque élec-
tron, que les trois nombres quantiques entiers #, / et m (cf.§ 29). D’autre
part nous avons été conduits par 1’étude du phénomeéne de ZEEMAN
anomal, 2 faire intervenir des nombres § demi-entiers, qui jouent
un role analogue aux nombres / et qui correspondent aux représen-
tations de degré impair du groupe 9;. Il est donc nécessaire d’introduire
un quatriéme nombre quantique, afin de compléter les hypothéses de
la mécanique ondulatoire et d’établir un lien entre / et 5.

Laissons nous guider, comme fit Sommerfeld, par I'étude expéri-
mentale des spectres des métaux alcalins. Nous venons de voir, a la
fin du paragraphe précédent, que les atomes de ces corps sont consti-
tués par des couches électroniques complétes, pour lesquelles 7 est nul,

_138__.



§ 34. LE SPIN DE L’ELECTRON

et par un électron périphérique unique, dont I’état est défini par le
nombre de quanta total # et le nombre azimutal/ jouant ici le réle de
4" : dans ces conditions, la formule (34, 5) nous apprend que les niveaux
résultant du couplage doivent étre simples. Or I'expérience nous ap-
prend qu’ils sont doubles (raies D). Il en résulte que les deux états du
doublet ainsi formé doivent se distinguer par un quatriéme nombre
quantique et que ce nombre ne peut prendre que deux valeurs distinctes.
Nous prévoyons que ces valeurs ne sont probablement pas entiéres :
en effet, le phénomeéne de ZEEMAN des alcalins est anomal, les termes
spectraux se divisent dans le champ magnétique en un nombre de
composantes (27 + 1), qui est pair;  est donc demi-entier. Enfin, les
nombres / sont connus par I'étude des séries et les régles de sélection :
I

o

Par conséquent, les deux états de I’électron qui forment le doublet se

I'expérience montre que 'on a toujours j =/ =

distinguent par le nombre quantique s = =+ ;, avecj =1+ s.

Dans les spectres plus complexes, ot interviennent plusieurs élec-
trons, comme chez les alcalino-terreux, ces hypothéses, jointes au
modeéle vectoriel, permirent de débrouiller les faits. Ce travail fut
I'ceuvre de SOMMERFELD (1920-1923).

En 1923, LANDE, découvrit, par la discussion précise des résultats
empiriques, une relation remarquable entre le facteur de décomposi-
tion g et les nombres J, I, et S qui, dans les atomes i plusieurs électrons,
remplacent 7, [ et s. Elle s’écrit dans le cas des alcalins

_2f-o—I

(36, 5) S

I interprétation théorique de ces résultats resta assez confuse
jusqu’en 1925 : UHLENBECK et GouDsMiIT eurent alors l'idée de les
rapprocher des phénoménes d’un tout autre [ordre, des effets gyroma-
gnétiques, et en découvrirent ainsi la clef. '

FINSTEIN et de HaAs avaient mesuré le moment d’impulsion que
recoit un corps ferro-magnétique dont on renverse brusquement
Vaimantation (!) ; BARNETT avait étudié l'effet inverse, I'aimantation
créée par rotation. Ces expériences perfectionnées & plusieurs reprises

(*) Un effet analogue s’observe facilement quand on retourne brusquement un gyrostat.
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avaient montré que la formule (29, 5) reliant le moment d’impulsion
de I'atome I, a son moment magnétique b, — et qui a son origine
théorique dans I'hypothése des orbites électroniques — ne s’applique
pas aux porteurs de moment des substances ferro-magnétiques : il faut,

pour ces corps, multiplier le second membre de cette équation par le
facteur g = 2z, d’ou ’

(29“, 5) ‘)“9:. == Lz?i;c‘

Il suffit, dans (36, 5), de faire/ = o0,7= 2 pour retrouver ce nombre (*).

Cet ensemble de faits suggeére avec force les hypothéses suivantes,
que nous exprimerons sous la forme concréte du modéle vectoriel :

Le nombre quantique s se rapporte & un quatriéme et dernier degré
de liberté de I'électron et celui-ci ne peut étre qu'un degré de liberté de
rotation. I,’électron posséde donc un moment de pivotement ou spin,
dont la projection sur un axe donné oz ne peut prendre que les valeurs

(37, 5) L=+ y—s=xl

227’

Le moment magnétique correspondant est donné par (294, 5). On
a donc

e h

(37“7 5) Jll'l): — 4 P 2%.

11 est égal comme le montrent (29, 5) et (26, 5), au moment d'une
trajectoire p(! = m = 1), c’est-a-dire 3 un magnéton de Bonr (%. Le
rapport du moment magnétique au moment d’impulsion est deux fois
plus grand pour le spin que pour les trajectoires.

Enfin, comme I'écart énergétique des composantes des doublets et
multiplets est toujours petit, 'équation séculaire de SCHRGDINGER
représente une bonne approximation : les actions dynamiques du spin
— réaction sur l'orbite ou sur le spin d’un autre électron — peuvent
étre considérées comme des perturbations du premier ordre (%).

(1) Dans des expériences plus récentes SUCKSMITH parvint & mesurer directement par des expé-
riences gyromagnétiques le facteur g de LANDE pour certains ions paramagnétiques et a retrouver
le nombre spectroscopique. .

(2) Conformément au principe de correspondance, on retrouve en théorie électromagnétique
classique la formule (29, 5) pour une charge électrique décrivant une orbite et (294, 5) pour une
sphére électrisée tournant sur elle-méme. .

(3) Cette derniére hypothése est justifiée par les images classiques. Les forces magnétiques
provenant du pivotement sont petites par rapport aux forces électrostatiques.



§ 34. THEORIE QUANTIQUE DU SPIN

B. Traduction en théorie quantique (PAULI). — Considérons un sys-
téme a un seul électron : la fonction d’onde de SCHRGDINGER (¥, , 2)
doit étre remplacée par une fonction de quatre variables Y(x,y,2,5)ols

I
ne peut prendre que les valeurs =+ 2

Si nous savons exactement comment est orienté le spin, ce qui exige
I'emploi d'un champ magnétique pour définir une direction privilégiée
de I'espace oz (expérience de STERN et GERLACH), nous pouvons
fixer la valeur de s. Mais en général, si la symétrie sphérique est
conservée, les deux valeurs de s sont possibles, chacune avec une cer-
taine probabilité. Il faut donc utiliser simultanément deux fonctions,

h(x) = ¢ (x, v, 2+ g) et by(x) = vll;<x, v, 2 ——2), ot Jylydr et bybd

représentent les probabilités respectives des deux valeurs de s dans
I'élément de volume dr = dxdydz. Ces deux fonctions peuvent étre
considérées comme les deux composantes d'un vecteur dans un espace
a deux dimensions R, ou espace des spins. 1,/état d’un systéme ato-
mique a un électron est alors représenté par un vecteur

(387 5) ‘!J = d{l(x7 Y, Z)%l -+ “f‘-’(x’ Vs Z)M?'

u, et u, sont deux vecteurs-unité orthogonaux; a chacun d’eux cor-
respond un état de pivotement bien déterminé : ce sont les fonctions de
spin pures. Dire qu’elles sont orthogonales signifie simplement qu’un
électron ne peut se trouver effectivement a la fois dans les états de

I

spin +§et—~él

/T /1 I I D)+ 1
ulk_5>::0, %3(+£>:O, %1<’“E>Mg<_§)”1"%1("?'5)%2‘\“‘_5):0.

Reportons-nous aux définitions (31, 5) & (32, 5) des produits de
deux espaces et de deux représentations : nous voyons que I'espace
des fonctions U, c’est-a-dive U'espace total des états, compte tenu du spin,
est le produit R X R. Clest tout ce qu’exprime la formule (38, 5) et
c’est le point de départ de la théorie du spin.

Il reste a préciser par une hypothése la maniére dont se comportent
les vecteurs de l'espace R, pendant une rotation du systéme : nous
admettrons que les rotations de l'espace ordinaire induisent dans
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l'espace R, des transformations qui constituent une représentation
wrréductible D; du groupe 9,

Cette hypothése est si naturelle qu’il semble difficile d’y échapper :
en effet 'espace R, est a deux dimensions; donc si la représentation
D; était réductible, elle se décomposerait en deux représentations
4 une dimension, qui ne nous apprendraient rien.

Comme l'espace R; ot régne D; est a 2§ 4 I dimensions, 7 est ici

égal a 2 et le groupe 9, induit dans 'espace R, x R la représentation
D: x D.

C. Applications. — Il ne reste plus qu’a tirer les conséquences de ce
résultat.

1° Soit un atome alcalin. Négligeons le spin ; la théorie de ScHR6-
DINGER s’applique : le niveau E,; et I'état d’impulsion sont définis
par le nombre entier / et la représentation irréductible D; de 9,.

Introduisons le spin et les pertubations qu’il apporte. Au niveau E,
correspond maintenant la représentation D: X Dy, qui se réduit suivant

(34, 5) :

(39, 5) DixDi=3D;=D, ++D_

z

Nous obtenons un dédoublement des niveaux avec les deux nombres

de quanta internes j =/ 4 g j=1— g .

20 Imposons a cet atome une rotation infinitésimale p. Celle-ci
induit dans I'espace représentatif R: X R; une transformation liné-

aire infinitésimale, dont la matrice M représente la composante du
moment d’impulsion total suivant ’axe de rotation. D’aprés (354, 5),ona

(395, 5) M= (M’(;) X 1) 4 (1 x M®)

Le moment M est la somme du moment orbital _1\7[(1) et du moment
— /1
de spin M(E) Le premier peut étre défini par (18, 2) (au facteur 212—:

prés), mais la définition du second n’est possible qu’a I’aide de la théorie
du groupe des rotations, utilisée de fagon plus ou moins explicite.



§ 34. COUPLAGE DES ELECTRONS DANS L’ATOME
. O o )
3° Les composantes du moment de spin M () sur les trois axes carté-
siens sont données par les formules de PAULI.

' .
Seul M(:) se trouve sous forme diagonale avec les valeurs propres
3

=+ 2 Ce sont les deux valeurs observables du moment de spin projeté

sur une direction privilégiée de l'espace o0z.Si celui-ci est déterminé,
Ma(c;), M}(’;), ne peuvent pas 1’étre car ce sont des matrices non diago-
nales.

D. Atomes complexes. — Ces résultats se généralisent 4 un atome
ol 7 électrons interviennent dans I'émission des raies : il suffit de le
construire par liaison successive de ces divers électrons.

Négligeons d’abord les perturbations mutuelles, supposons le premier
électron dans I’état orbitall, le deuxiéme dans 1'état /,..., les fonctions
d’ondes sont de la forme ¢(xy, ¥4, 21, X2, V2, 225e-- Xp, Y1y 25 S1y Sgen Sp) ()
et a chaque représentation du groupe 9, :

D:DzlxDz_.x---xDl,xDlxD

1
F

correspond un état, un systéme de niveaux non perturbés
(2ly + 1)... (24, + 1). 2" fois dégénerés.

Introduisons les répulsions électrostatiques et les actions de spin :
chacun de ces niveaux se sépare en autant de termes distincts que D
contient de représentations irréductibles D,.

(1) A l'approximation zéro, les fonctions d’ondes ¢, et ¢, de (38,5) se calculent par la théorie

scalaire de Schrodinger et sont de la forme (1,5), mais convenablement normées. Il en résulte
que, dans un atome a r électrons, ¢ s’écrit 4 la méme approximation (les indices supérieurs dési-

gnant les électrons)
(a) Yaoosr) = q’i'l)“";:)'"q’z(r)“i'l)”g)"'“l(r)3
i, k..l

les indices 7, k,... ne pouvant prendre que les valeurs 1 et 2 correspondant respectivement a

s=4+ 1 et s=—
2

SR

Les interactions entre électrons fondent en une fonction unique chaque produit des fonctions
d’espace individuelles et I'on a
\ ) (1) (2) ()
= ! e .
(%) Y% yuee,Sp) E ql.kml(xl,...zr)ui uk ul .
i, k..l

Si les perturbations dues aux spins sont faibles ¢ se calcule encore en principe a 'aide de

tk..l
la théorie scalaire (avec les répulsions de Coulomb seules).

— I43 —
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La réduction se fait de proche en proche. Mais dans la pratique, il
faut tenir compte de 'ordre de grandeur des diverses perturbations,
qui peut varier d'un atome a I'autre.

En général, lorsque les termes se classent normalement les répulsions de
Coulomb jouent le rdle essentiel, puis viennent les actions mutuelles
entre les spins, et enfin la réaction de l'ensemble des spins sur l'en-
semble des orbites, C'est le couplage de Russell-Saunders :

On réduit d’abord la représentation

ce qui donne autant de termes qu’il y a de nombres I, possibles : I, est
le nombre azimutal total ; aux valeurs I, = o, 1, 2... correspondent les
états S. P. D... de 'atome.

Ensuite se fait la réduction de

|
DixXD:---XD = YD

A chaque nombre S correspond un état global de spin; ainsi, par
exemple,

D1><D1—D1+Do
(40’5)/1)- ><D1><D'—D.><D1+Do><Dz—Ds+D«+D1

S est le nombre quantique de spin total.
Enfin, lorsque 'on connait S et I, on réduit

(41,5) DSXDL=2DJ J=L+S, L“"S—I"""IL——S[.

J est le nombre de quanta d’impulsion total.
11 est facile de traduire ces résultats en langage vectoriel : composi-
tion des moments orbitaux en un moment unique, puis composition

des vecteurs de spin-et enfin couplage de S et f

C’est ce dernier couplage qui engendre les multiplets, car il est éner-
gétiquement le plus faible. La multiplicité d’un niveau est d’aprés (41, 5)
28 +1siL,>8,2L + 1siL < S, 1si I, = o (simplets, états S).

Les exemples (40, 5) montrent que les nombres S sont entiers ou
demi-entiers, les multiplicités 2 S + I impaires ou paires, suivant que



§ 35. REGLES DE SELECTION

le nombre 7 des électrons est pair ou impair : les alcalins donnent
des doublets, les alcalinoterreux des simplets et des triplets, etc.

Il existe dans certains atomes d’autres modes de couplage, en par-
ticulier le couplage 7. 7, ot le spin de chaque électron réagit d’abord
sur son orbite pour donner un moment d’impulsion résultant 7 ; les
moments 7 des diverses orbites s’accouplent ensuite suivant 1'équation

§ 35. REGLES DE SELECTION. — Ces régles sont classiques. Quelques
mots suffiront pour montrer avec quelle simplicité on les retrouve
par les méthodes de la théorie des groupes. Nous nous bornerons au
cas des atomes.

Le rayonnement est déterminé en général (*) par le moment élec-

—

trique u., qui est un vecteur de I'espace ordinaire. Sa nature vectorielle
se manifeste par deux caractéres : 1° il posséde trois composantes i,
Vy» Yzr OU, pour plus de commodité,

Bp == g —+ Tiy, By = Uy — Ty et Mz

20 lorsqu’on fait subir au systéme une rotation s, ces composantes
subissent la méme transformation linéaire que les coordonnées d’un
point, x + 7y, x — 1y, z, c’est-a-dire une des transformations du groupe D,
(cf § 30 AetB).

Le moment 7, ou plutét ses comvosantes apparaissent en méca-
nique quantique comme des opérateurs appliqués aux fonctions
d’ondes. Supposons I'espace R des états décomposé en sous-espaces R,
a (27 + 1) dimensions, invariants et irréductibles par rapport au groupe
des rotations. Chacun de ces sous-espaces est encadré par des « axes
orthogonaux » {;,, formant au total un systéme complet, avec m = 4,
j—1,...,—7 (cf § 30B et (34, 5)). Dans ce systéme, chaque composante

g ’, . ’ . , .
de p. est représentée par une matrice définie par les équations (23, 1),
qui s’écrivent ici

(42, 5) 2pYjm ZE‘PJ"m'(P‘p)?'m', jm 3 Pebm =+ palm =

7‘v m'

(1) Nous faisons abstraction ici, comme au § 12, du rayonnement des pdles d’ordre supérieur
(quadrupdles, etc.).

ANNALES DE L’INSTITUT H. POINCARE. 10
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Chacune des constantes, (us)im, j'm', par exemple, élevée au carré,
est proportionnelle & la probabilité de transition de I'état jm a I'état
7'm' et & l'intensité de la raie spectrale correspondante (polarisée pa-
rallélement a oz).

En I'absence de champ magnétique, les niveaux ne dépendent pas
de m. On peut donc supprimer cet indice et chercher seulement les
régles de sélection pour les transitions 7 — 7'

Faisons subir au systéme une rotation s. Les premiers membres des
trois équations (42, 5) sont les produits d’'une composante d'un vec-

teur —; de I'espace & trois dimensions R, par une composante d’'un vec-
teur de I'espace R;a (27 + 1) dimensions. Ce sont donc des composantes
d’un vecteur dans l'espace R, X R; : les rotations s le transforment
suivant D, X D; qui se réduit d’aprés la formule (34, 5) :

D| X Dj=Dj+| —+- D] -+ Dj___].

Le second membre des équations (42, 5), ot les éléments de matrice
sont des constantes, est une somme de termes qui se transforment
comme les composantes des vecteurs des espaces Ry, ... c’est-a-dire

. . I
suivant Dy, ..., avec j' = 25 ‘;’

Comme les deux membres doivent se transformer de la méme fagon
sous linfluence d’une rotation s, tous les termes du second membre
sont nuls, sauf ceux pour lesquels ;' = j + 1,7, 0uj —1I.

On a donc la régle de sélection suivante, ot la fléche indique les
transitions possibles,

(43, 5) =7 —%4]+ I

Dans le cas ot j = 0, D; X D, = D : la seule transition possible est
j=0 - j=1;0— 0ne se produit jamais.

On trouve par la méme méthode les régles de sélection relatives aux
transitions du nombre magnétique m en présence d'un champ. Seules
sont permises les opérations du groupe 9,, rotations autour de oz d'un
angle arbitraire w : (1, est alors multiplié par e(iw), $jm par e(— imn), Yim
par e(— im'») (!). On a donc aprés rotation, quel que soit o,

dep‘ime(_ '“”(m - I)) :ZL‘H,"" 6(—-— im/w) (Pp)]ma il

ijl
(1) Pour le signe —, voir § 29 équation (3, 5)-
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Tous les termes de la somme du second membre sont donc nuls,
sauf ceux pour lesquels 7' = m — 1. Par un raisonnement analogue,
sur 1, et 1, on obtient finalement la régle de sélection suivante :
seules sont permises les transitions

(44, 5) m—>m — I, m,m + I.

La premiére et la derniére donnent de la lumiére circulaire polarisée
dans le plan des xy avec des sens de gyration inverses, la transition
m -~ m produit de la lumiére rectiligne paralléle a I'axe des z.

§ 36. — SIGNATURE OU CARACTERE DE MIRAGE. REGLES DE SELECTION
APPROCHEES. — La symétrie sphérique des atomes n’est pas épuisée
par le groupe des rotations. Elle admet en outre des mirages, qui se
réduisent aux rotations combinées a 'opération unique de « symétrie
par rapport au centre », ou inversion des axes.

¥=—-x yY=—y Z=—2z
Nous représenterons celle-ci par le symbole z; elle satisfait & 1'équa-
tion

2 =1,

Cette opération, qui commute avec toutes les rotations, étend le
groupe 9, de ces derniéres en un groupe 9';. Dans les représentations,
elle ne peut figurer, d’aprés I'équation précédente, que sous forme de
matrice diagonale contenant soit les nombres 4 1, soit — 1 : les fonc-
tions propres ou vecteurs de base sont multipliées lors d’un renverse-
ment des axes par le facteur ¢ = =+ 1. C’est ce facteur ¢, que 'on
appelle la signature, ou le caractére de mirage de la représentation.

Le caractére de mirage d’une fonction d’ondes (%, vy, 21, %, ... ;
Sy, Sp...) nme dépend que des coordonnées spatiales des électrons et
nullement de leur spin s. Ce dernier se comporte en effet comme un
vecteur axial (moment d’impulsion, moment magnétique), dont les
composantes restent invariantes lors d'une inversion des axes. I,’opé-
rateur z n’agit donc nullement sur les vecteurs de 'espace R,, mais
sur ceux de l'espace R.

Dans les problémes a4 un seul électron, les fonctions d’ondes spa-
tiales [y, et ¢, de (38,5)] sont, d’aprés (1,5) des polynomes homogénes
et de degré len x, y et 2,/ étant le nombre azimutal: I'inversion des axes
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les multiplie par (— 1)%. Les termes spatiaux ont donc alternative-
ment les caractéres de mirage d = 4 I etd = — 1, ils sont positifs ou
pairs, négatifs ou impairs, dans Vordre s, p_, dy, f— - - -, qui seren-
contre le plus souvent, méme dans les atomes plus complexes. Cet
ordre caractérise ce que les spectroscopistes appellent les termes
NOYmMaux, ow non accentucs.

Le caractére de mirage des états d’'un atome a f électrons peut
étre calculé a prior: toutes les fois que l'on peut assigner & chaque
électron un nombre azimutal / bien déterminé, en particulier dans
le cas du couplage de Russel et Saunders. Les fonctions propres
d’approximation zéro sont alors les produits UL, - -4y des fonctions
d’ondes individuelles et leur caractére de mirage est

(45, 5) 8= (— I)l‘+ll+"'+l/“

Du couplage des électrons résulte une perturbation, qui peut étre
considérable, mais respecte toujours la symétrie sphérique de 'atome
et, par conséquent, ne change rien ni aux représentations du groupe
¥, ni a la signature ¢, qui conserve sa valeur (45,5).

Dans 'atome d’hélium, le premier électron est généralement dans
I'état s (I = o) et ¢ est entiérement déterminé par le nombre quantique
! = L, du second : les termes sont normaux.

Il n’en est pas toujours ainsi ; considérons par exemple les atomes
contenant deux électrons dans leur couche la plus superficielle (%)
et supposons que ceux-ci soient tous deux dans l'état p (I = 1).
La formule D, X D, = D, + D, + D, montre qu’il peut en résulter
trois sortes d’états : les états S (I, = 0), P (L, = 1), D (I, = 2). Ces trois
sortes de termes sont connus dans l'atome Mg : ce sont des termes
accentués, ils ont tous le méme caractére de mirage

8= (— I)l‘+l"=(—1)221‘

C’est une régle de sélection, découverte empiriquement par Laporte,
Russel et Saudners, qui manifeste I'importance expérimentale de la
signature ¢ :

—>
Les composantes du moment électrique 1., comme celles de tout
vecteur polaire, changent de signe au moment d’un renversement des

(1) Les couches saturées donnent nécessairement une contribution nulle au nombre azimutal
total L : c’est une conséquence du principe de Pauli.
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axes : les rotations induisent dans 'espace ordinaire les transforma-
tions du groupe D, avec la signature § = — 1.

Reprenons les équations (42, 5), en remplagant les indices § et m par
Iy, ... Iy ; faisons subir au systéme I'opération « : 1, change de signe,
Y11,..1, est multiplié par § = (— 1)h+h+e+l et g, ..r, par
9’ = (— 1)!'i + 1+ + 1. Comme les éléments de matrice (up)i, .0y, 1.0,
sont des constantes, on doit avoir

(467 5) o= — o.

Par conséquent : la somme des nombres de quanta azimutaux l, + I,
A+« -+ Iy me peut changer lors d’une transition que d’'un nombre impair.
(Regle de sélection de 1,APORTE).

B. — Les régles de sélection des nombres 1, et S s’obtiennent,
comme celles de 7, en considérant le groupe des rotations, mais elles
n'ont qu'une validité approchée.

L’opérateur moment électrique w,, u, v, ne modifie que la partie
spatiale des fonctions d’onde ({...; de la formule (b), note (1), p. 143),

sans agir sur les fonctions de spin pures (uil)ug'!)...). Lorsque les pertur-

bations diies au spin sont faibles et que ’écart entre les composantes
des multiplets est petit, ces fonctions { se calculent par la théorie
scalaire de Schrodinger et possédent un nombre azimutal total L,
les fonctions de spin un nombre total S bien déterminés. Par conséquent,
lorsqu’on établit les développements (42,5) des composantes du
moment électrique, les fonctions de spin pures sont les mémes dans les
deux membres de chaque équation et les développements des seconds
membres se font uniquement suivant les fonctions propres d’espace Y. .1.
Un raisonnement identique a celui du paragraphe précédent aboutit
alors aux régles :

{47, 5) L - L + I, L, L — I
S—S.

I’inversion des axes interdit en outre la transition I, — L.

Ces lois sont la base de la classification des raies en série. Dans le
cas des atomes a un électron, elles s’obtiennent directement par la
théorie des fonctions sphériques.

Mais, tandis que les régles (43,5), (44.5) et (46,5) sont rigoureuses,
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celles-ci ne sont qu’approchées et cessent d’étre valables dés que les

— —
perturbations de spin estompent les vecteurs I, et S. En fait, il en
existe de nombreuses exceptions dans les atomes lourds, ot les séries
disparaissent presque entiérement.

§ 37. — EFFET STARK. EFFET ZEEMAN ANOMAL. INTENSITE DES
COMPOSANTES D'UNE RAIE. FACTEUR DE DECOMPOSITION DE LANDE.
ErrET PASCHEN Back. — Ies résultats obtenus a la fin de la note ITI
(p. 166) permettent de compléter sur certains points la théorie de
Ueffet Zeeman (§ 32) et de dire quelques mots de 'effet Stark.

A. — Du point de vue de la théorie des groupes, la différence essen-
tielle entre les deux phénomeénes provient des symétries différentes des
champs magnétique et électrique. I,a premiére est celle d'un cylindre
tournant : elle admet seulement le groupe abélien formé par les rota-
tions 9, autour du champ et un mirage sur un plan normal au champ.
Ia seconde est celle d’un cone de révolution, qui admet le groupe #non
abélien 9'y des rotations et mirages, dont 9, n’est qu'un sous-groupe.
11 suffit de se reporter aux §§ 27 B et 28 pour comprendre que, si le
champ magnétique dissocie un niveau dégénéré, correspondant a la
représentation irréductible D; du groupe 9, en (2§ 4+ I) composantes
(m =1, 1 —1,... — ), la décomposition dans le champ électrique
est moins compléte : les deux valeurs & m du nombre de quanta
magnétique (ou plutdt électrique) se rapportent 4 un niveau unique,
que la perturbation électrique ne peut dédoubler (dégénérescence
essentielle). Seul le niveau 7 = o comprend deux termes, I'un positif,
l'autre négatif avec les caractéres de mirage + 1 et — 1 (cf. § 28).
Au total, la décomposition par effet Stark comporte j 4 I termes
distincts.

Cette décomposition est d’ailleurs généralement du second ordre :
sauf dégénérescence accidentelle (cas de I'hydrogéne), le développe-
ment de la perturbation commence par des termes proportionnels
au carré du champ. En effet, la fonction perturbatrice s’écrit :

W = — Ezuu’h

E. et pi. étant respectivement le champ et la projection du moment

électrique sur ce dernier, Mz Les éléments principaux de la matrice
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de perturbation sont les produits scalaires E,( ﬂ), p.zq)g,) ) qui sont tous

nuls, parce que les gbg) ont tous, pour J donné, méme caractere de

mirage et que celui-ci est inversé par l'opérateur p, (1).

Les regles de sélection (43,5) et (44,5) restent exactes, mais (47,5)
n’est plus valable dés que le champ électrique est assez fort pour que
les fonctions propres différent sensiblement de leur approximation
d’ordre zéro et reflétent la nouvelle symétrie du milieu. La régle de
Laporte n’est pas modifiée par un champ magnétique, vecteur axial,
qui n’agit pas sur les caractéres de mirage ; mais elle ne se vérifie plus
dans un champ électrique intense, vecteur polaire.

B. — Revenons aux développements (42,5) des composantes du
moment électrique. Les premiers membres de ces formules sont les
produits des composantes de deux vecteurs : d’abord (i, 11y, €t 1.,
qui se transforment, pendant une rotation, comme x + 7y, x — v, 2,
c’est-a-dire comme les variables de base de la représentation D,, ou plus
I

o

précisément (cf. § 30, p. 117), comme q(_')l, — qi’) et vzl ; ensuite,

les fonctions Y, qui se transforment comme les qg;). Aux seconds
membres, les constantes, que nous écrirons en changeant les indices
(@) M, jm, Sont multiplies par les fonctiqns anM, qui se transforment
comme les variables de base des représentations D;.

Les équations (42,5) s’écrivent donc exactement comme la relation
(11) de la note III, a condition de faire, dans cette derniére 7' = 1,
m =1,0+1,J=7+1,77—1I,m+m =M=m+ 1,m,
m — I, D’aprés la remarque qui commente 1'équation (11), les éléments
de matrice (. p)im, ™ — (‘U'q)im, ™ ety/2 (‘U.z)im’ ™ sontde la forme o 1€ 1Jn A Ol
les constantes ¢ sont données par le tableau (12) de la note III, les ey

restant indéterminés.
Nous obtenons donc au total, aux facteurs i prés, les composantes

du moment électrique, c’est-a-dire les « amplitudes » des diverses
composantes d’une raie donnée, dans les effets Zeeman ou Stark, dont

(1) La fonction que I'on intégre dans tout I'espace change de signe quand on inverse celui de
toutes les coordonnées.

— 15T —
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les carrés représentent les intensités lumineuses. Ces composantes
s’écrivent (en faisant abstraction de certains facteurs numériques :

Pour14]—7+1(f‘;)m,ml P+ \/(7“m+ )U-m‘i‘Z)

— (Bmymit = g0 V(I +m + 1) (] + m + 2)
(#dmm =1 V(§ +m + I)(f + m + 1)
pour 7 g J = fi’ (F‘p)m,m 1= Py V/(j + m) (7 — m + I)
(48,5) (M)m,mes = g5V — m)(f +m + 1)
(B)m,m = pjm
pour j = J =7 — I, (p)m,mot = pjs V(] +m)(f +m — 1)
— (1)

. Bo)m,mat = g V(I —m)(f —m — 1)
\ ' — (Mmom = pjm \/W
Tous les autres éléments de matrice sont nuls. On retrouve, précisées,
les régles de sélection relatives a j et m.
Ces relations ont été vérifiées expérimentalement dans les champs
faibles. On remarquera que les composantes § — j ont exactement

la méme forme que les composantes Mg), Mg) et Mi’) du moment
d’impulsion dans I'état 7 (§ 31 D). Il ne faut pas s’en étonner : il s’agit
dans les deux cas d'un wvecteur dont le caractére polaire ou axial
n’intervient pas dans des rotations pures ; c’est pour la méme raison
que les formules (48,5) sont valables dans l'effet Stark comme dans
leffet Zeeman.

C. — De méme que nous venons d’expliciter la matrice moment
électrique, grice 2 la formule (11), note III, nous allons maintenant, par
un procédé analogue, préciser la théorie du phénoméne de Zeeman
telle qu'elle a été amorcée, au § 32.

Rappelons qu’en premiére approximation, il ne faut tenir compte,
dans la matrice de perturbation, que des éléments provenant des
réactions mutuelles entre les (27 + 1) états confondus en un seul
niveau non perturbé E,; et attachés a la représentation D; du groupe
des rotations. Nous avons trouvé que ces éléments constituent une
sous-matrice diagonale A||w,|, m = 7, § — I,..., — 7. 1l s’agit de
calculer ses termes Jw,, en explicitant la forme de la fonction pertur-
batrice & l'aide des hvpothéses sur le spin (§ 34 A, C et D).

Soit Z le champ magnétique. Le moment d’impulsioni> des trajec-
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toires atomiques et le moment d’impulsion de spin_S> sont des opérateurs
(rotations infinitésimales) agissant, le premier sur l’espace R; des
fonctions d’ondes spatiales, le second sur I'espace Rg des fonctions de
spin pures. Leur résultante est un opérateur qui agit sur les vecteurs
de I'espace R = Rg X Ry et qui s’écrit d’aprés (39b,5).

(49, 5) M= [M¥x (1), + (1) x w].

Les matrices unités (1)g et (1); complétent les matrices M) et

M®™ dans les parties de I'espace R ot celles-ci sont sans action. I,’équa-
tion précédente se décompose en trois équations de méme forme rela-
tives a MP’ Mq et M,.

Comme nous l'avons vu au § 34, le moment d’impulsion de spin
doit étre compté deux fois dans le calcul du moment magnétique total.

Au vecteur M correspond donc un moment magnétique ]b, dont la
projection sur le champ Z s’écrit d’aprés (29,5) et (294,5)

(50,5) Mo, = &[M 5 1 M 5 1 41 xMP]=5[M® x (1) + 0]

eh

g = 5700)' Cette formule revient a

ou f3 est le magnéton de Bohr (
prendre comme moment magnétique total la résultante des deux

—> —>

vecteurs FMT) et 25M),

1° Supposons d’abord le champ faible par rapport au couplage
(I_: §; du spin et des orbites, que nous supposerons du type Russel et
Saunders : les écarts des composantes de ZEEMAN seront petits par
rapport a ceux des composantes des multiplets, qui se dissocieront
chacune pour son compte. La symétrie sphérique de I'atome n’est pas
sensiblement modifiée. Par un choix convenable des axes, I'espace

Rg X R, se réduit en sous-espaces R; irréductibles par rapport a4 9, ;

—>
I'opérateur M de (49,5) se décompose en une somme d’opérateurs MY

agissant chacun sur un des sous-espaces RJ, opérateurs infinitésimaux
des diverses représentations D K

=N W = (M 141
I
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Dans ce systeme d’axes la fonction perturbatrice s’écrit d’aprés
(50,5) et I’équation précédente :

(51,5) AW = — Zdb, = — 57 [M(;) % 1 +2Mq)]

La décomposition d’un terme J s’obtient, au premier ordre, en consi-
dérant uniquement la partie de cet opérateur, ou plutét de la matrice
correspondante, qui se rapporte a I'espace R;, ¢’est-a-dire aux (2] + 1)
fonctions de base de la représentation Dy :

(52,5) s = — oz [ (M x 1 )P Y]

Nous connaissons I'opérateur M, qui a été calculé au § 32 :
Il est défini dans 'espace total par I'équation

Mg = , Z Yym (M

Jom=—7J
et nous savons que cette matrice est diagonale :
T e A R
Or, la matrice <M(ZS) x 1 ), que nous désignerons pour simplifier par
la notation S,, est définie par une équation analogue

+7J

z‘“Jm—V E Yy ( ”
Jom==—7J A
et ces deux équations, complétées par celles qui se rapportent aux
composantes M, et M,, sont de la forme (11), note III (ot il faut poser

i=J,7=1,J=),m+m =m' (). On a donc S; = ZSLD
les éléments des matrices (M g)) et (S(zJ )) sont proportionnels aux
constantes ¢ ,Jn i C€St-a-dire proportionnels entre eux, avec un facteur

numérique ¢ i qui ne dépend.pas de m et se retrouve pour S(PJ et Sg :
(53, 9) s = o mP = lim
(1) La somme 2 se réduit pour chaque composante 2 un seul terme conformément aux

m'

régles de sélection et aux rormules (26,5).
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On obtient finalement
(530,5) AW =— (x4 | m] = — g5z | m|

formule analogue a celle du § 32, mais avec un coefficient g = 1 4 o5

que I'on appelle le facteur de décomposition de LANDE : I'écart des compo-
santes de Zeeman est g fois I'écart mormal.
Ce facteur se calcule a l'aide d’un artifice trés simple. Considérons

la fraction des opérateurs M qui agit sur l'espace rY

(1 x B0 = 100,

(49, 5) prend la forme

et posons

M 30 +T9 o pALEYY) 34

qui exprime bien les régles de composition du modele vectoriel.

, . I &0 20 -
Cette équation montre que M, S’ et "/ commutent entre eux

car SU) et L,U) operent sur des espaces différents (espace de spin et
espace des fenctions U(x)). On peut donc écrire

(L) = () 4 () o35 g0,

ou, d’aprés (53,5)

=>(]

S0 30 22

Mm)2 = ZpJ JJ + 1)
=J(J +

1) + S(S + 1) — L(L + 1),

et finalement

J+1)+88+1) —LIL + 1)

(545) §=I+py=1I + 3 2J(J —+ 1)

C’est la formule découverte empiriquement par LANDE.
~2° Dans un champ magnétique fort, le couplage (f, _S_,)) ne se fait

plus. Le systéme n’admet plus que le groupe 9, des rotations autour
du champ. I’espace Ry X Ry ne se décompose plus en sous-espaces R Ik

comme 9, est abélien, les matrices MiL) et Mis) peuvent se réduire



NOTE I
entiérement a la forme diagonale, et I'on obtient a partir de (50,5)

(55,5) \W = — BZ||my, + 2mg|| = — EZ||m| my=1L,L —1,.,—L
mg = S', S — I,y -— S.

les écarts redeviennent normaux : comme ils sont grands par rapport
aux écarts des composantes d’un multiplet et que les régles de sélec-
tion restent valables, le champ tend & produire un triplet normal.
C’est l'effet Paschen-Back.

Les cas intermédiaires se traitent sans difficulté.

’ Nortg T

Je développerai les calculs surtout a titre d’exemple.

Considérons le cas d'une représentation irréductible du second degré G,
intervenant s fois dans G ; elle régne dans un sous-espace Ry, 4 2m
dimensions, qui se subdivise lui-méme en m espaces irréductibles & deux
dimensions. Les grands carrés des matrices H et S correspondant & Rypm
se présentent, d’aprés (13, 4) et (134, 4), sous la forme

$11S12 0 H, o Hy, 0 ----. Hi». o0
S21832 o Hy o H, ----. o Hi.
Sirns Hy 0 «cvvereeviannn H,, o
S, = o 2 H; = 0 Hoy cvvvveeeenann. o H.,
SuSaa | | e
) S L H'mm 0
"\\ O Hipy covecocvecanes o H,n

c’est-a-dire en désignant par ¢y, ¢,’, s, ¢a’, ... Om, ¢"n les 2 m fonctions de
base que S, transforme entre elles :

 S¢ = S1191 + Siz?’: . SPg = S11%2 —+ S19%'a
(a) ) . .S o IEREREE etc.
$O 4 == Sg191 + S2.9y SOz = So192 + St
© Hopy :H'n(?x -+ H’m?? + e+ H'im"?m
H,, = H’m‘?n -+ H’22'Pz e H’zm?nz
(b) ---ele

' He‘?’l =H'H<P'1 + H o + -0 + H’m?’m
CHey=H'y¢'y + c-vrr oo 4 Hapt'n

._.156_.



NOTE II. REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DU GROUPE Dy
Nous cherchons les fonctions propres de I’hamiltonien H, en posant
U= a9, + a0y + + ¢+~ AP ; V= 31‘?’1 -+ BZ‘P'z i Bm?'m-
D’aprés les équations () et (b), nous avons

sb =2 s + s’ ¢ SY' = So; ¥ - sy’

HY = (o H), + aHsy + «+- + aﬂzH'ml)?l
4+ (2 ' + oH's 4+ + o 4 0H pe)gs 4 -+

Ho = (5H'yy + ceeeeeeees + B,H e
+ (B H g+ ceeeneee + BnH o)e’s + - -

Nous raménerons H, & sa forme diagonale, nous aurons H,V = H¢,
Hyl' = E'Y/, si nous vérifions les équations

o Hyy + aoH'y + oo0 + a,H yy = E~,
(©) \ aH' s + ,H's + +++ 4 2,H'ye = Eay,

alH‘un + O‘ngzm “+ oo A @H = E“mg

et des équations tout a fait analogues en 2, avec les mémes coeffficients Hy,’
Hi;... Nous nous trouvons ramenés dans les deux cas au méme probléme
séculaire a m dimensions (et non 2 m). L’équation

! ! !
H,/ - E H,/ --- Hm,
HlQ’ H:z’ —E te Hm!’
== 07
! ’
Huu/ H?m' o Hmm—‘E

a généralement m racines distinctes. D’olt m systémes de valeurs des cons-
tantes «;... a,, donnés par (c) et m systémes de valeurs des constantes £,...
P qui se confondent avec ceux des .

Nore 11

CONSTRUCTION DES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DU GROUPE @D, —
Le raisonnement qui suit est d’'un type courant en mécanique quantique.
Il ne différe pas essentiellement de celui que l'on trouve, par exemple,
dans I'ouvrage de DirAc, au § 30 (V). Il est di en somme 3 L1® et CARTAN.

(1) Voir également BORN et JORDAN, EI tare Quant, hanik, chap. 1v, § 27, que notre
texte suit de trés prés. Ce livre est plein de raisonnements de théorie des groupes, sans que les
auteurs se soient crus obligés d’insister sur ce fait.
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NOTE II

Comme le groupe des rotations est continu, ses représentations sont cons-
tituées par des matrices continues et différentiables par rapport aux trois
parametres du groupe. Elles sont donc entiérement déterminées par trois
transformations infinitésimales de base, c’est-A-dire par trois matrices
R;, Ry, R,, o, ce qui revient au méme, M, My, M. [cf (19,5), (20, 5) et (24, 5)].
Nous n’exigerons de ces représentations que d’étre univoques au voisinage
de Uidentité. Nous savons qu’elles doivent satisfaire aux relations de commu-
tabilité (24, 5)

(a) M,M, — MM, = 2M,
(b) MM, — MM, = M,
c) M.M, — M,M, = M,

auxquelles nous ajouterons [cf (27 a, 5)]

(@3 =M -+ M+ gz = Yoo H MM,

P M= M,M, — M, + Mz

Comme nous I'avons vu, M2 représente le carré du moment d’impulsion
total ; c’est un invariant du groupe des rotations, qui commute par consé-
quent avec tous les opérateurs de ce groupe, en particulier avec M, M, et
M. (1).

11 s’agit de trouver tous les systémes possibles de trois matrices M,, M,,
M; satisfaisant aux conditions précédentes et formant un groupe linéaire
trréductible.

Soient D une représentation quelconque de 9,, R, I’ espace représentatif
correspondant ; R, est, dans I'espace fonctionnel R, un sous-espace invariant
par rapport au groupe des rotations. Nous pouvons y choisir un systéme
d’axes de base {,s, en nombre fini ou infini (on verra dans un instant
pourquoi deux indices), pour lequel le sous-groupe abélien 9, des rotations
autour de oz soit entiérement réduit, c’est-a-dire tel qu'une rotation 0,,
considérée comme changement d’axes [cf § 26. C], y induise la transformation.

qJ’”" g '*;"mn = 8(— imez)kpmm
et une rotation infinitésimale la transformation
dq)mu = 1.1’11'\'{,,,” dez.

m est entier si la représentation est univoque pour toutes les valeurs de 0,.
Nous avons va que cette condition n’est pas nécessaire, si nous nous con-
tentons de I'univocité au voisinage de I'identité (cf § 29). Il suffit donc

(1) Indépendemment de toute signification physique, cette commutabilité se vérifie par un
calcul immédiat & I'aide des équations (a), (b) et (c)
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REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DU GROUPE Dy

d’admettre que m soit un nombre réel ou imaginaire. D’aprés (19, 5) et
(20, 5) la matrice M, correspondante est diagonale et comprend une suite
de valeurs propres m, m', m''... pouvant présenter chacune un certain
degré de multiplicité, d’ol la nécessité d’un second indice #.

Les Ypy, sont les vecteurs propres de M..

Théoréme I. Dans une représentation srréductible quelconque de 9D, les
nombres m, m' m''... sont tous inférieurs en valeur absolue & un nombre
fixe |K|.

En effet, d’aprés le lemme de SCHUR, M2, qui commute avec toutes les
matrices de cette représentation irréductible, est un multiple de la matrice
unité

M = K1,

K2 étant un nombre fixe. D’autre part M2 + Mj = M2 — M2 est, dans notre
systémes d’axes, une matrice diagonale semi-définie, dont les valeurs propres
ne peuvent étre négatives. On a par conséquent

() K —m? > o, |m] < |K]|. C. Q. F. D.

Il en résulte que, dans la recherche des représentations irréductibles de
D, il suffit de se borner i considérer des représentations D qui satisfont
a la condition (e).

Faisons agir les opérateurs M,ds et Myt sur les vecteurs de base $py, :
les vecteurs transformés MpYds et MY, df restent dans R, qui est inva-
riant. Nous pouvons supprimer les facteurs numériques infinmitésimaux ds
et dt.

Théoréme IT. — My, et Mgl sont vecteurs propres de M, et corres-
pondent respectivement aux valeurs propres (m -+ 1) et (m — 1).
La vérification est immédiate : () et (c) nous donnent

s M:Mq'!Jmn == Mq<Mz"'Hmn — "!Jmn) == (m - I)Mq‘!Jmn,
{ MMYn == Mpy(Molin + Ynn) = (1 + )M, Yn.

0y

Mp¥an est donc un vecteur de l'espace propre de M, qui correspond 3
la valeur propre (m 4 1) : ¢’est une combinaison linéaire des vecteurs de base
Yony1n, OU (m + 1) est constant, » prenant toutes les valeurs possibles.
Comme ces derniers ne sont définis qu’a une transformation unitaire pres,
nous pouvons prendre MpY,, lui-méme comme vecteur de base, a condition
de le multiplier par un facteur constant convenable, pour le normer. Mémes
considérations pour My¥,., dans I'espace propre de la valeur (m — 1) de
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M.. Si doncnous supprimons I'indice » devenu inutile, nous pouvons donner
a notre théoréme l'énoncé suivant :

En partant d’'une fonction propre quelconque ¢,, de M, correspondant &
la valeur propre m, nous obtenons, par itération des opérations M, et M,,
une suite de fonctions propres du méme opérateur : Yni1, Ynyo... Yp_y,
Ym_s2..., correspondant 4 une suite de valeurs propres en progression
arithmétique de raison 1.

Cette suite est évidemment limitée dans les deux sens si’espace R, satis-
fait 4 la condition (¢) : il doit exister une valeur maximum 4 et une valeur
minimum % de m pour lesquels on a

(8) M,y; = o, M, 4. =o.
Pour les autres valeurs de m nous écrirons
(g') Mq"‘x’m = apbm_1, Mpq’m = gmYmry, M.bn = miy,
les 2, et les ¢n étant des facteurs numériques. Cela posé,(a) et (g') nous
donnent

1 I 27
Mp"x’i—l = Mqudﬁ: ;'] (Mqu -+ 2M,)Y; = _“—7 Y = giYs,
Jj

Lpjs2j+2(1—1) Wiy =pj—syi - - -

1 I
Mpjo="- =;7‘_—1 (MM, +2M;)Y =

%51
MP1’m—‘:' o v =5;L(9m“m+i + 2y = 0 U1
D’olt, en posant §,,= pman+1, 1a formule de récurrence
By =fm+2m, Pi=o0, Piu=2], fH=2f+F—1] -
(h) - omtmpr = Pm = §(j+ 1) — m(m + 1).

Mais pour m = k, valeur minimum, nous savons d’aprés (g) que MMy = o.
Donc B + 2k — o et enfin

7) i + 1) —k(k — 1) =0,

équation qui a deux solutions, I'une impossible, £ = j + 1, l'autre, seule
qui convienne, & = — §. La suite des valeurs propres de M., que nous
avons isolée ainsi 4 l'aide des opérateurs M, et M, s’éerit §,§ — 1, ...,
— (j—1), — 7 ; elle est répartie symétriquement autour dela valeurm = o
quelle contient nécessairement. Elle comprend donc (2] -+ 1) termes.
Comme ce nombre est entier, | est entier ou demi-entier.

Les fonctions propres correspondantes ¢;, ¢;; ... ¢_; encadrent un
sous-espace R; & 2j + I dimensions snvariant par rapport au groupe
des rotations, car elles se transforment entre elles par les opérations infini-

— 160 —



NOTE III. REDUCTION D’UN PRODUIT

tésimales My, M, et M, du groupe. Il est irréductible car les opérations M,
M; convenablement itérées permettent de transformer I'un quelconque
de ses axes ¢, en un autre quelconque ¢,/, & une constante multiplicative
prés.

Donc la représentation D; que nous avons ainsi extraite de D et qui est
déterminée par les transformations infinitésimales de base M,, M,, et M,
est une représentation irréductible de 9. Elle se confond avec celle qui a
été construite au § 30 et désignée par le méme symbole.

Il suffit en effet de poser dans (k)

P = i1 = \/f(j + I) — m(m + 1),
c’est & dire

an = V1] + 1) — m(m — 1).
Nous retombons sur les équations (26, 5) et nous sommes certains que les
fonctions de base sont ainsi normées.
Il n’y a pas d’autre représentation irréductible de D3 car de toute repré-
sentation D on peut, par la méthode précédente, extraire au moins une
représentation D; et, si D est irréductible, elle doit se confondre avec D,.

Nore III

Démonstration de la formule
(344, 5) DixDy=Dj, ;+Dj XD _

1
z

Le probléme est le suivant : les vecteurs de deux espaces unitaires i
deux dimensions sont soumis ensemble aux mémes transformations du
groupe unitaire unimodulaire

. 51 = af + En
(4;5) g

2t
s

Il “&’ -+ ;’37}1

\ - -
- - < , —_ -, ax —} o I.
m=—p+am |, = — B 4 °¢
On considére les représentations D;, Dy et D; x Dy, de ce groupe dans
les trois espaces Rj, Rj et R; X Ry ol 'on prendra pour coordonnées respec-
tivement : les (25 4 1) bin6émes

13 +m.q]—m

(7'):<____‘_h__7 =7 — T, eee —1
qm \/W%)! m 7’7 I/ ’ 7

les (25° 4+ 1) binémes
Q) = ET i
"NV ) —m)]
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et les (2§ + 1) (2 + 1) produits
51'+m,qi—m2'j’ -rm’nvy"——m'

VT mtG—mtg +mtg —m)l

11 s’agit de décomposer I'espace R; X R’ en deux sous-espaces invariants
pour les transformations (4, 5), dont le premier R  soit irréductible.

A cet effet I'on fera un changement de coordonnées qui remplacera les
Q,, Par des combinaisons linéaires de ces quantités. Posons § + 7' = J ;
il faut s’arranger pour trouver [2] -+ I] = A 4 I combinaisons linéaires
indépendantes, qui se transforment entre elles, sans intervention des
autres, par une transformation (4, 5) ; elles formeront un systéme de
variables pour la représentation Dy

Sil'on fait & = ¢, v/ = =, ces derniéres doivent évidemment se réduire
aux fonctions

[ 4 A 8 )
A — — — T, e —
VI )1 J—pV ’ ’ ’
C’est ce que nous appellerons la condition A. Il en résulte que
gy
Q. — —
T VAl
en fait nécessairement partie, car c’est la seule fonction qui se réduise a
th
v pour V=44 =m

Supprimons, pour simplifier les écritures, le facteur normalisant -du
dénominateur, qui se retrouvera en fin de calcul. Puisque nous connaissons
I'une des variables ¢; de Dj4y faisons lui subir la transformation (4, 5),
nous devons obtenir une fonction linéaire de toutes les variables de cette
représentation. Nous avons, avec les notations habituelles,

Qmm' =49 /) 9'(77, =

m - m

(@ g 52 T = (o )T (o )Y

+J . , o ! N !
tm. g -mpy+m  n'—m
— (o] i ' J+MpI—M . gty 3 n
= (27) ! (27)! 24 =T 2 G+m){—m)! §+m)! (] —m)!

M=—] m+m'=M

o HMLT—N

- (ZJH%\/(J Mg

avec

IR ¢ 1EC/) LI N g+ —M! ,
@ = +;_M\/(i+m)!(f—m)!(1"+M')!(7"—M')!Qmm‘
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Je dis que les polynomes g:JcpJ_,I' ... 9_; sont les variables de D;__;.

D’abord, il est évident d’aprés (1) qu’ils satisfont a la condition A et
sont, par suite, linéairement indépendants (!). Vérifions qu’ils se transforment
entre eux — en fonctions linéaires les uns des autres — par une trans-
formation arbitraire du groupe U,

at + by e = — b + an, -~ -
. ! 2 — aa + bb = 1.
—+ ar,

O

¢,

Nous avons en effet

»
z
>
—
z!
-

jai' ~.+ b te— — T

il

s + e = AZ + By

avec
(4) A=ax—Db:  B=ba+ al
Donc

(% + Era)¥(atsy + £n)s)7 = (AL 4 Bn)Y(AE + By

ou, d’aprés” (1) et (2)

—~ JtTMe]—M AJtMpBI—M
2Tt ) A
M

FM)T( M) T AT M) ()

oliy, estlatransformée de ¢, parl'opération (3).

En tenant compte de (4), A T¥B' ™ devient un polynome de degré / en «
et £. Ces deux nombres sont arbitraires : il suffit donc d’identifier terme a
terme les deux membres de la derniére équation pour obtenir y, en
fonction linéaire des ¢,. La vérification est faite, les o, sont bien les
variables de D;, ;.

Quant aux variables de D;_' X Dj_ 1, ce sont évidemment des expres
sions P, analogues aux Q,,, ., mais de degrés (27 —1) en £, m et (2)' —1)en
&, v'. Ce ne sont donc pas des combinaisons linéaires des Q,,,,, qui sont d’'un
degré plus élevé. Mais pour ramener les premiéres aux secondes, il suffit
d’écrire
(5) Q= (&' — )P,

Ces fonctions sont du degré voulu et se transforment par une substitu-
tion (4, 5) exactement comme les grandeurs P, car le premier facteur du
second membre reste invariable. On a en effet

G’y — gy = B — ) (r + BB) =En' — wf
Nous avons ainsi trouvé les variables de Dj.; et D+ X Djy_:.
(1) Clest cette condition qui a guidé le groupement des coefficients dans les équations (1) et (2).
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11 reste 2 démontrer que toute combinaison linéaire ¢ des expressions
Qum s’exprime de facon univoque en fonction linéaire des ¢u et des Q' :

(6) D = (@yzy + -+ -+ A_yo_3) + (n — W'EW

¥ étant une combinaison linéaire des P, c'est-d-dire un polyndme
homogéne de degré (2j — 1) ené, net (2 —1I)ent’, '
On dispose bien du nombre voulu de coefficients arbitraires, car on a

(2 -+ 1)(2f"+ 1) = [2(j + [') + 1] + 2/ - 27"

11 suffit donc de montrer que les différents termes du second membre
de (6) sont linéairement indépendants, c’est-a-dire que ® ne peut étre iden-
tiquement nul, sauf si tous les coefficients du second membre sont égaux a
zéro. Faisons d’abord &' = £, v' = = le dernier terme de (6) est nul,
® =odonne g; = ... = a_; = 0 puisque les oy sont indépendants.

Les ay étant nuls, faisons &' = ¢, v’ == v ; & = o entraine nécessaire-
ment ¥ = o.

La représentation D; ' X Dy_! se réduit comme D; X Dy :

Raisonnons comme plus haut, tenons compte de (5) ou (6), nous voyons
qu’il suffit, pour trouver les combinaisons linéaires des Quu’, qui servent
de base & la représentation D;y;_;, de chercher les coefficients du déve-
loppement de la fonction

7) (' — &) (2 + pm)¥ — " (b 4+ Bn)¥ T

Opérant ainsi de proche en proche, nous parvenons a expliciter la décom-
position (34.5) de la représentation D; X D,, sous la forme (valable quand
1<<1)

(6 a) =W i+ (' — )Y

. 2V, ' i
+ ' =) e B = )T

dont on comprendra immédiatement le sens en la comparant a (6). Posons
ici J = § + §' — A Les combinaisons linéaires ¢y des Qu., qui servent de
base a4 la représentation Di i s’obtiennent en développant la
fonction

(7 @) Er' — n8)Mak 4 fn) T REE - Gy TR

et, comme on a
A

A Al Ny v A —
(gnr_,r‘g/) :E(—I) mg "QV;"(] V’

vy=o0
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SERIE DE CLEBSCH-GORDAN

on trouve, par un calcul analogue a celui qui aboutit & (2),

(8) = D N

m+m=mM v

(= VO =IO — 301G )G —m)lG )G —m)
AR G—m— )G+ A G+ — )G —d — Kl 2

=f{5 2 Crim’Qmm'; M=—J-+7;

m4+m =M

o5 est une constante de normalisation, qui ne dépend que de J, c’est-a-dire
de 4, ' et A ; v varie en principe de o & A, mazs 1l faut annuler tous les termes
contenant au dénominateur la factorielle d'un nombre négatif.

La formule (8) résout complétement le probléme de la décomposition du
produit D; X Dj’ ; elle prendla forme simple (2) lorsque A = o ; elle se
simplifie également & I'autre bout de la série (6a), dans le cas oi1 A = 25",
J =47 —14" (f >74"), car v ne peut prendre alors que la valeur v = §' + m’
et I'on a

=iy G m G — !
O " = (= 0N G TG = T O+ T —

Nous pouvons donner maintenant aux équations (6) et (6a) une forme
définitive, qui met nettement en évidence la décomposition de D; x Dy
en ses éléments irréductibles : c’est la série de Clebsch et Gordan :

[i—11 +7
— \ J J _ J 7
60 @= 2« E O Z o5 Conm' Qunm' = E PPy
J=j+jM=—] m-4m =M I M

¢ est un vecteur quelconque de I'espace Rj X Rj’, c’est-a-dire une combi-
naison linéaire arbitraire des Q. ; les aJM dépendent de la forme de cette
combinaison, les p; sont des facteurs de normalisation et les ¢}, des

constantes bien déterminées par les équations (8). Les ¢} enfin sont des
vecteurs orthogonaux de I'espace Rj X Rj’ : ceux qui possédent un méme
indice J isolent et encadrent un sous-espace invariant oit régne la représenta-
tion irréductible D;. Leur orthogonalité résulte de 'orthogonalité des diverses
représentations irréductibles d'un méme groupe (9, pour les indices J,
9, pour les indices ). Ils s’écrivent

(10) ‘?’{/I =95 Z C~rTnm'Qmm'

m+m =M
Mais les Q.. = qi;ql:l, sont également orthogonaux, puisque les facteurs
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- ql,;y le sont. On peut donc, laissant M = w + ' invariable, considérer
(10) comme une transformation unitaire reliant les o, , ,» aux Q..

et dont la matrice est B = | o; ¢y I, J numérotant les lignes et m les
colonnes. Cette transformation peut se résoudre en fonction des Q,,.. ;

comme B~ = Bet que tous les éléments de B sont réels, il suffit d’inverser
dans B le r6le des indices J et m et I'on obtient

(II) Qmm q] q] _—EnJ Conan un + m'

Les calculs précédents ont été faits 4 I'aide d’un choix particulier des
fonctions de base ¢}, ¢}, Q' des représentations D;, Dy et D; X Dj.
Mais les résultats obtenus sont tous linéaires, ils ne dépendent donc que des
représentations et restent valables quelles que soient les fonctions de base
choisies. En particulier on pourra remplacer certains £ par «, certains 1 par
— £, qui se transforment de méme (cf. § 30, B), on donnera ainsi a ces
fonctions de base des significations géométriques ou physiques simples ;
ce seront, par exemple, des fonctions de Laplace ou, plus généralement, les
fonctions propres d’'un probléme atomique : les formules (2), (60), (8), (9),
(10) et (11) s’appliqueront toujours. C'est sur cette remarque que se fonde
la démonstration des régles de sélection et le calcul des intensités dans l'effet
Zeeman (§ 37). Dans la plupart des applications, il faut fairej’ = 1, etl'ona

DixD =D;, ,+D;+ D,
Les valeurs possibles de m’ sont m' = — 1, 0, + I; ; ot M = m — 1,
m, m + 1 ; (2) (8) et () donnent pour les constantes c/,, le tableau suivant

TABLEAU (I2)

J m=1,M=m+1 m =o0,M=m m=—1,M=m—1

AR WIELEDI B Y ey ey WA DR

i |=v2(+m+1)iG—m) 2m V2 +m)G—m + 1)

[ Gmi—n— . GEmG )
J—1 \/—_ﬁ 2 —V(G +m)G—m) \/ 2

Conférences faites en mai 1932. Manuscrit remis le 4 octobre 1932.
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