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Quelques problèmes de mécanique quantique

PAR

M. BORN

MESDAMES, MESSIEURS, 

Je regarde comme un grand honneur l’invitation de prendre la pa-
role à Paris, la ville classique de la recherche physique, et j’en remercie
de tout coeur mes collègues de Paris. Je ne l’ai acceptée qu’avec hésita-
tion, parce que je ne parle qu’imparfaitement la langue française, et
je vous demande en cela toute votre indulgence.
Le choix du sujet m’a causé quelques difficultés. En effet, j’ai publié,

avec mon ami et collègue Jordan, un livre « La Mécanique élémentaire
des Quanta » dont la composition nous a pris plus de deux années.
Je n’ai pas eu le temps d’aborder un nouveau travail car ce livre n’a
été fini qu’au début de décembre dernier. Je me permettrai donc de
parler de quelques chapitres de ce livre, de mes propres travaux, qui
ne sont pas encore terminés et des recherches de mes élèves.

Aujourd’hui je voudrais dire quelques mots de la conception statis-
tique de la mécanique des quanta.
Vous savez tous que la merveilleuse découverte de M. Louis de BRO-

GLIE sur la nature ondulatoire de la matière a donné lieu à une révo-
lution dans le monde de la mécanique. La mécanique ondulatoire
de SCHROEDINGER se rattache d’une façon directe aux idées de
M. de BROGLIE. Tout d’abord, les deux savants ont beaucoup espéré
qu’il serait possible d’éliminer tout à fait la conception du
mouvement des particules (atomes, électrons, protons ou quanta
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de la lumière) et de lui substituer des phénomènes ondulatoires. Mais
il est démontré que cela ne peut se passer ainsi. Chaque phénomène
peut s’interpréter de deux façons, l’une d’elles s’expliquant par la
mécanique des particules, l’autre par la mécanique des ondes.
Un exemple nous permettra de saisir la différence entre ces deux

interprétations ; considérons la répartition des particules dans l’espace
après choc contre un obstacle quelconque. Si par exemple un faisceau
d’électrons traverse une fente ou rencontre des atomes, il se produit
un phénomène de diffraction dans la théorie des ondes, et un chan-
gement d’orbite dans la théorie des particules ; tous deux corres-
pondent à des faits observables : d’une part on a pu constater des
phénomènes d’interférence, et d’autre part on a pu aussi montrer la
nature atomique des particules par leur dénombrement (scintillations
ou compteur de GEIGER) . Alors on peut dire, toutefois avec précau-
tion : les ondes déterminent la probabilité de présence des particules.
On aboutit ainsi à une conception statistique de la mécanique ondu-

latoire, conception dont le développement formel est principalement
dû à DIRAC, JORDAN, NEUMANN. HEISENBERG s’est efforcé d’interpré-
ter les faits aussi bien que possible en montrant que la mesurabilité
d’une grandeur physique a une limite absolue, donnée par la relation
dite d’ « incertitude »

0394p. dq > h ,’ ~ == ~’

où q est une coordonnée, p le moment conjugué, et le signe 0394 l’in-
tervalle dans lequel cette grandeur peut être trouvée par la mesure. Une
mesure exacte de q exclut donc une mesure exacte de p, et, en fait,
l’unité d’incertitude est la constante h de PLANCK.
On comprend facilement le sens de cette inégalité dans le langage des

ondes. Si q se trouve dans l’intervalle ~q, on doit construire un paquet
d’ondes, qui soit considérablement différent de zéro à l’intérieur
de l’intervalle Llq. Pour cela, on a besoin de nombreuses ondes har-

moniques sin 203C0x 03BB, et, puisque d’après de BROGLIE la longueur

d’onde ), est liée au moment conjugué p par la relation fi = h 03BB, un
grand 0394p correspond à un grand 039403BB. BOHR a repris plus précisément
les conséquences physiques de cette « dualité » entre ondes et par-
ticules.



207

La mécanique des ondes ne semble donc pas conduire à des contra-
dictions d’après cette conception statistique.
Vous savez déjà qu’avant la mécanique ondulatoire on avait proposé

une autre modification de la mécanique classique ; je veux parler de la
mécanique des matrices, fondée par HEISENBERG. Il a été montré que
celle-ci est tout à fait équivalente à la mécanique des ondes. Mais cette
dernière s’est montrée si commode et si claire que les méthodes de
la théorie des matrices se sont trouvées reléguées au second plan.
La raison principale en est que la mécanique des ondes opère avec des

fonctions continues et des équations aux dérivées partielles, qui nous sont
devenues famillières par un long usage. Mais cette similitude formelle
avec la théorie classique ne doit pas nous empêcher de constater que les
conceptions fondamentales de la théorie des quanta en diffèrent tout
à fait. Les idées de BOHR sur les états stationnaires, et les transitions
quantiques, sont caractéristiques pour la nouvelle mécanique des
quanta. Le passage de cette théorie des éléments discontinus à la
théorie classique des éléments continus se fait au moyen du principe
de correspondance de BOHR, d’après lequel les lois de la mécanique
classique sont des cas limites des lois quantiques.
Ce fait s’exprime clairement si l’on n’emploie pas la méthode des

ondes mais la méthode des matrices..On a observé que l’application
des matrices n’est pas plus difficile que les opérations différentielles, sur-
tout s’il s’agit de systèmes à spectres discontinus. En outre on

peut de cette manière non seulement établir très clairement l’interpré-
tation statistique mais encore en déduire des conséquences comme la
relation d’incertitude de HEISENBERG.

Je veux dire quelques mots sur ce sujet.
Nous admettons, avec HEISENBERG, que tout système mécanique

peut être caractérisé par une matrice

q = ( q21q22. ...)= (qnm).q = ........ 
= (qnm).

correspondant au développement en série de FOURIER d’une coor-
donnée q classique :



208

A chaque indice n correspond un terme ou valeur de l’énergie Wn et
à chaque couple des termes (ou transition) n, m une fréquence

= I h (Wn - Wm).
En ajoutant aux éléments de la matrice des facteurs harmoniques par

rapport au temps on voit que les éléments de la diagonale
qnn sont les valeurs moyennes de la quantité q dans l’état n.

Cette simple constatation de HEISENBERG est notre point de départ
pour l’établissement des lois statistiques. Avant de les traiter, nous
devons dire quelques mots de la notation employée dans le calcul
des matrices.

Le calcul des matrices

Nous prenons, comme définition de la somme et du produit de
deux matrices :

(A + == Anm. + Bnm

= 03A3 AnkBkm.
k

Nous notons par z* le nombre conjugué d’un nombre complexe z
(et non pas par Z, parce qu’en physique le tiret désigne la valeur
moyenne) .
La matrice adjointe d’une matrice A = (Anm) est

A- == (Atm) = (A*mn).
On a la règle

(:~B) + ~ B+A+.

Une matrice s’appelle matrice adjointe à elle-même ou hermitique
quand A = A+.
La matrice réciproque d’une matrice A est la matrice représentée

par A-1 qui satisfait à la relation ,

. AA-1 = A-1A = I,

100.....
0 I 0.....

où I == == ! / 010’.... B )
est la matrice unité. 

o 0 I..... 

est la matrice unité.
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On a

( AB)-i 

Une matrice U s’appelle « unitaire )) (ou orthogonale hermitique) si
UU+=i.

On peut aussi interpréter les matrices comme des opérations qui
portent sur des vecteurs x ayant des composantes xi, ~’" (générale-
ment complexes). Dans ce cas Ax est le vecteur de composantes

(Ax)n = 03A3Ankxh.
k

Le produit de deux vecteurs x, y est défini par

(x, ~) - = (y, x)*.
~

La forme hermitique appartenant à la matrice A peut
~w

être écrite de deux manières :

(Ax, x) == (x, A+x) ;
car à cause de

A+nm = A*mn

on a

(x, A+x) = 

=S~(2A~~=2~~~
=2(2~~)~=~~)’

Comme longueur d’un vecteur on définit la grandeur

|x| = (x, x).
On appelle l’ensemble de tous les vecteurs x qui ont une longueur finie

(malgré le nombre infini des dimensions) un « espace d’HILBERT » ;
dans cet espace on fixe une métrique en supposant l’invariabilité de la
longueur. Alors toutes les transformations permises des coordonnées
sont unitaires ; car si x = Uxl est une transformation unitaire on a

(x, x) = .(Uxi, Uxi ) = U+Uxi ) = (x1, x1),
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et en vertu de la réversibilité de la transformation, on conclut

Une forme quadratique (Ax, x) se transforme par la substitution

en

x) = (AUx’, Ux1 ) = (U+AUx1, x1) = (U-1AUx1, xi),
ou bien la matrice A se transforme en

Ai - U-’AU.

Soit F (qi, q2,...) une fonction donnée, dont les variables indépendantes
sont des matrices ; on a pour une transformation unitaire des va-
riables qk’ = U-lqkU

~1-_ ) - ... )Il.

Les fonctions F les plus importantes sont surtout celles qui sont
hermitiques lorsque les matrices variables le sont également ; elles
s’appellent fonctions adjointes à elles-mêmes.
On peut réduire toute matrice hermitique A à un système d’axes

fondamentaux ; il existe toujours une matrice unitaire U telle que
U-1AU == a = (ak03B4kl).

Les ax sont les valeurs propres ou caractéristiques de A. Si on écrit
AU = aU

on peut faire opérer les deux membres de cette équation sur un vec-
teur arbitraire x°, et si l’on pose

x = Ux°,
on a

Ax = ax.

Les vecteurs qui satisfont à cette équation sont les vecteurs propres
ou caractéristiques de A.
Dans la théorie d’HEISENBERG par exemple les Wn sont les valeurs

propres de la matrice H = (Hnm), qui représente l’énergie du système
dans un système de coordonnées q°, p0.

Si nous représentons des grandeurs physiques par des matrices,
il sera commode de regarder toutes les matrices transformables
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l’une en l’autre par une transformation unitaire comme représentant
une même grandeur. On peut appeler cet ensemble de matrices un
tenseur de l’espace d’HILBERT ; les matrices sont les représentants
du tenseur dans les différents systèmes de coordonnées.
On peut aussi caractériser les points de l’espace d’HILBERT par des

fonctions continues. Si (xl, x2, ...) est un vecteur et rrl(q), c~2(q), ... un

système orthogonal complet de fonctions de la variable q, de sorte que

) ’1 = I , = o~ ~ ~ m

on peut construire la fonction

x(q) = ) + x203C62(q) + ...... ;

elle représente le vecteur x dans un système de coordonnées ayant un
ensemble continu d’axes. En effet, si l’on écrit ~a variable q comme
indice on a

x1q "= 03A303C6qnxn
. n

et cela signifie une transformation unitaire de matrice

U - (03C6qn),
dont les éléments ont un indice continu et un indice discontinu.

Cet indice q continu peut être considéré comme le numéro des va-
leurs caractéristiques d’une grandeur physique (comme dans la théorie
d’HEISENBERG par exemple l’indice discontinu n est le numéro des
valeurs propres de l’énergie). Il y a un nombre infini de grandeurs
physiques qui ont des valeurs caractéristiques aq = ~(q), fonctions con-
tinues de q. Parmi cet ensemble de grandeurs la plus simple est celle

qui a les valeurs caractéristiques aq = q ; cette grandeur est notée sim-
plement par le symbole q, et la même notation est aussi employée
pour le tenseur correspondant.
Quand on veut distinguer les valeurs propres du tenseur on écrit

avec DIRAC pour les valeurs propres q’ ou q". On peut donner une
représentation du tenseur q au moyen d’une matrice symbolique,
introduite par DIRAC. Pour cela on définit la fonction symbolique 03B4(q)
de la variable réelle q, qui est nulle pour chaque valeur de q excepté
q = o, où elle devient infinie mais de manière que
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Le sens exact de cette définition de DIRAC est le suivant : ~ (q) est
la limite d’un système de fonctions ... tel que

00

lim 03C6n(q) = o, pour q ~ o, - , f m f(q)03C6n(q)dq = f(q)n2014~~ n~~ -~

pour toute fonction f (q) .
Maintenant nous pouvons voir qu’une représentation de la grandeur

q est donnée par la matrice à indices continus

q q’ q" = U~l~ - q’)) i

car on a

(’~‘s(q, - = q’x(q’)

ou, plus brièvement

qx == q’x..

Cela veut dire : l’opération sur le vecteur x indiquée par q est la
multiplication de x par la valeur propre q’ de q.
Quand q est une coordonnée d’un système mécanique on peut se

demander quelle est la représentation du moment conj ugué ~ dans le
système d’axes fondamentaux des q.
p est défini par la relation de commutabilité

pq - qp = h 203C0i.

Cette équation est satisfaite par l’opérateur

p = h 203C0i d dq’ ;

car on a pour un vecteur arbitraire x (q’)

(pq - qp)x = h 203C0i(d dq’q’x(q’) - q’ d dq’ x(q)) = h 203C0ix.
Pour représenter p sous forme d’une matrice il faut introduire la

dérivée d’’ (q) de la fonction 03B4 ; alors on a

pq’q’’ = h 203C0i 03B4’(q’ - q’’) ;

car on a par une intégration par parties :
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Les valeurs propres p’ de p sont définies par l’équation

px = h 203C0i dx dq’ = p’x ;

c’est une équation différentielle, qui a pour solution générale

x = 
ae 203C0i h p’q’ .

Pour définir univoquement les valeurs propres de p’ il faut se donner
l’intervalle dans lequel q peut être choisi ; cela dépend de la significa-
tion physique de q. Quand q’ peut prendre une valeur réelle quelconque
il n’y a aucune restriction pour p’ ; mais quand q’ et q’ + 203C003B1 déter-

minent la même position du système mécanique, la fonction x doit être
périodique par rapport à q’ avec la période 203C003B1 ; on en tire

~J~, -I- I ~ -E- 2? ....

2~’ , , I
En tout cas les fonctions e h sont les éléments de la matrice

unitaire (à indices continus ou discontinus) qui transforme le

système d’axes de q en système d’axes de ~.
Il y a quelque difficulté formelle à écrire la relation UU+ = l sous

forme d’intégrale ; car on a

Uq’p0Up0q’’dp0 = e 203C0i h p0q’ e - 203C0i h p0q’’ dp0 = e 203C0ih p0(q’ - q’’) dp0
intégrale qui est divergente pour l’intervalle d’intégration

- oo pour q’ 2014 ~ ~ o.

Mais on peut substituer à cette intégrale la valeur moyenne

lim I 2a2014 e 203C0ihp0(q’ -q") dp0 = I pour q’ = q"
a

c’est-à-dire qu’on~’considère le système,infini à spectre continu comme
cas limite d’un système fini à spectre discontinu.
On peut traiter le calcul des opérations différentielles comme

21ti âq a
de la même manière et avec les mêmes notations que le calcul
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des matrices. Si A est un opérateur différentiel quelconque qui trans-
forme une fonction x(q) dans une autre Ax(q), on peut définir le

produit scalaire par une intégrale :

L’opérateur adjoint de A est défini par

~) = (~ A-~
c’est-à-dire

. ~.(A~)*~.
Par exemple l’adjoint de

p = h 203C0i 03B4 03B4q est p+ = p,
parce que

(., ~) =. ,/..(~)~ = /..(~. ~~, ~ - /-~’ ~.,
et par intégration partielle

(x,p+x) = x*. h 203C0i xqdq = x*.pxdq = (px, x)

pour toutes les fonctions x(q) qui sont nulles à l’infini.
Cette supposition est généralement nécessaire pour le domaine des

fonctions x(q) qui peuvent être considérées comme représentant des
vecteurs dans l’espace d’HILBERT. Car pour cette classe de fonctions,
la multiplication des opérateurs différentiels correspond d’une façon:
univoque à la multiplication des matrices à indices discontinus.
On définit la matrice de l’opérateur

~)-~-~)
à l’aide d’une série de fonctions orthogonales 03C61(q), 03C62(q),...

A03C6n(q) = 03A3 Amn03C6m(q),
~

dont les coefficients ont la valeur
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ce sont les ’éléments de la matrice A = (Amn). Si B est un autre

opérateur, et B = (Bmn) la matrice correspondante, le produit des
deux matrices a pour élément

(AB)mn == 03A3 AmkBkn = 03A3Amk(B03C6n, 03C6k) = (B03C6n, 03A3A*mk03C6k),
k k k

puisque
CI x~ y) _ y) _ (x~ ~*y~ 

Mais

A*mk = A+km,

alors .

(AB)mn = (B03C6n, 03A3A+km 03C6k) = (B03C6n, A+03C6m) ;

k 
’

et si les fonctions appartiennent à la classe dont nous venons de
parler, on en tire

(AB)mn = (AB03C6n, 03C6m).

Cela veut dire que la matrice AB correspond au produit des opéra-
teurs AB.

q) est une fonction adjointe à elle-même des variables q,p
d’un système mécanique, leurs fonctions propres x(q) et leurs valeurs
propres f sont données par l’équation différentielle

R’)x(R’) = fx(q).

On peut passer facilement à la représentation par matrices en posant

x(q) = 03A3xn03C6n(q),

n

où les ~n(q) sont un système orthogonal.
Intoduisant cette série dans l’équation, on a

03A3xnF(p, q)03C6n(q) = f03A3xn03C6n(q) ;

n n

si nous multiplions cette équation par et intégrons par rap-
port à q, nous en tirons
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où

Fmfl = f dq _ 03C6m).

Cette équation est équivalente au problème de la réduction de la
matrice F à~ des axes fondamentaux.
On voit que les deux formes de calcul : opérateurs différentiels

et matrices, sont tout à fait équivalentes.
Quand F(p, q) est la fonction d’HAMILTON H(P, q) du système mé-

canique considéré, l’équation différentielle de SCHROEDINGER

H( q, h 203C0i  q) x(q) = Wx(q)

et l’équation de HEISENBERG

03A3 Hmnxn = Wxn
n

sont identiques, c’est-à-dire sont des formes différentes de l’équation
tensorielle

Hx = W x.
’ 

Cela posé il suffit de se borner à la considération d’une des deux
formes. Nous préférons ici le calcul des matrices parce que nous vou-
lons démontrer que l’interprétation statistique de la mécanique quan-
tique peut être développée d’après la théorie originale d’HEISENBERG
.d’une manière très simple et naturelle.

1. - L’interprétation statistique de la mécanique quantique.

Après cette digression mathématique retournons à notre problème.
Nous considérons une fonction d’HAMILTON q) des coordonnées
.qk et des moments qui obéissent aux relations de commutabilité

pkql - qkpl = h 203C0i03B4kl, pkpl - plpk = 0.

qkql - qlqk = o.

On sait que la solution des équations du mouvement

dqk dt = Hpk, dpk dt = H qk

est équivalente au problème de trouver une matrice unitaire U qui
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mette la matrice H sous forme diagonale, ou bien de trouver des coor--
données

Ph = U-1phU, Qk = U-1qhU
telles que la matrice

H(P, Q) = q)U = W = (Wn03B4mn)
soit une matrice diagonale.

Si F(p, q) est une fonction (adjointe à elle-même) il existe toujours
une matrice U telle que

U-IFU = f = (fk03B4kl).

Imaginons que F soit l’énergie d’une partie du système donné, f l, f 2, ~ ~ ~
étant les valeurs possibles (ou caractéristiques) de la grandeur F.
On a alors

, Fnm 
k

D’après la définition donnée au début, la valeur moyenne dans. u

le temps, de F dans l’état ~, est

Fnn = 03A3UnkfkU-1kn.
k

La condition UU+ = l ou U -1 = U+ veut dire

U-Ikn = U+kn = U*nk
et de là on tire :

~~Urzr~~~ i 1, 
,

k

03A3fk |Unk |2 = Fnn.
k

Imaginons qu’une première mesure faite sur le système considéré, .
nous ait seulement appris qu’il est dans l’état quantique n, et

que l’on doive déterminer par une autre mesure la valeur de F.

La variation de F dans le temps se traduit par le fait que si l’on

répète à plusieurs reprises la même mesure on obtient des valeurs .
différentes f1, f2,...
Nos formules font comprendre l’interprétation suivante : Le nombre



2I8

donne la probabilité pour que la mesure nous fournisse exactement
la kième valeur caractéristique de F (pendant que l’énergie du système
total a sa ntème valeur caractéristique). La valeur moyenne dans le
temps Fnn se présente alors comme valeur moyenne statistique ou
« espérance mathématique ». A partir de là on peut aisément dévelop-
per la théorie statistique. D’abord on peut étendre ce qui a été dit
des grandeurs H et F à deux grandeurs quantiques quelconques A et
B, qui sont fonctions adjointes à elles-mêmes des pk, qk ; pk, qk étant
donnés comme matrices, et sont aussi des matrices.

Si l’on transforme les coordonnées, c’est-à-dire si l’on prend pour
nouvelles coordonnées

Pk’ = = U-1qkU, 
-

A et B se transforment en

A’ = U-’AU, B’ = U-1BU;

Il existe toujours un système de coordonnées ~’ (r) dans lequel A a la
forme diagonale

A(1 ) = (ananm)
et un autre système !(2) dans lequel B a la forme diagonale

B(2) = (b/takl).
Soit U la matrice {unitaire qui sert de transition entre il) et ~($) ;

alors on a

A(2) = U-1A(1)U =(03A3U-1nkakUkm),
B(1) = = 

n 
’

Bien que les éléments de A, B ne correspondent plus en général à des
fonctions simplement périodiques, nous pouvons définir comme

valeur moyenne de B quand la valeur an de A est connue.
Alors on a

A(2)nn = 03A3ak | Ukn |2, B(1)kk = 03A3n|Ukn|2.
k n

Ensuite on appellera wkn = |Ukn|2 la probabilité de trouver la valeur
bn de B, quand A a la valeur ak ; parallèlement wkn = |Ukn |2 est aussi
la probabilité de trouver la valeur ak de A, quand B a la valeur bn.
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Quand on fixe ax on connaît donc la répartition des systèmes d’un
ensemble statistique parmi les valeurs bi,b2,... de B ; cette répartition
.est donnée par

= |Uk1| 2, wk2 = | Uk2| 2
, 
.....

Quand on connaît la kiéme ligne de la matrice
B

~ jJ2~U29 .... ,
U = ...........

...........

ou, ce qui est la même chose, la kiéme colonne de la matrice
.... Uk 1...

U+ = U-1 = (U*12U*22....U*k2... ),
on connaît la répartition.
Nous allons en donner un exemple. Soit A une coordonnée continue q,

B le moment conjugué correspondant ~. Alors - comme nous l’avons
déj à vu - on a 

Uq’p’ = e 203C0ih q’p’ .

La probabilité d’une valeur propre P’ de p, quand q a la valeur
donnée est donc

wq’p’ = |Uq’p’ | 2 = I,
c’est-à-dire que chaque valeur ~ a la même probabilité.
Dans le cas des variables continues on ne peut pas normaliser la

probabilité de façon que la somme des ;probabilités soit l’unité ; on ne
peut parler que des valeurs « relatives » de la probabilité.

Cet exemple de variables conjuguées représente un cas extrême ; en
général les probabilités ne seraient pas constantes mais fonctions de
la valeur de la variable considérée.

Retournons aux systèmes à spectre discontinu.
Dans l’espace d’HILBERT le passage d’un système de coordonnées 2:

à un autre système ~’ correspond à une transformation unitaire
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ou bien

xn’ _ ~ Unh‘x,~ 
k k

Quand on prend pour x le vecteur unité qui coïncide avec l’axe fon.
damental de A appartenant à ak,

x = OOO... OIO...

(où le l occupe la kième place) les composantes de ce vecteur dans le sys-
tème 03A3’ sont

xn’ = UL.

Choisissons en particulier pour 1, ~’ les axes fondamentaux apparte-
nant aux grandeurs A et B, et appelons c un vecteur fondamental
de A (de longueur 1) ; on a pour ses composantes dans le système
fondamental de B : 

’

Cn = Ul a.

La probabilité de trouver une valeur bk de B, quand la valeur carac-
téristique de A appartenant au vecteur c a été mesurée, est

~ 

n

On a supposé ici que A n’est pas dégénéré, c’est-à-dire que A n’a pas
de valeurs fondamentales coïncidentes. Si on a un ensemble statis-

tique tel que pour chaque système une certaine grandeur A prenne
une valeur déterminée nous l’appellerons (d’après NEUMANN) un
« cas pur » (cela veut dire le cas le plus simple possible) ; il est carac-
térisé par le vecteur de c, et a la propriété que la statistique de toute
grandeur B peut être construite en projetant c sur les axes fondamen-
taux de B et en élevant au carré les composantes de c.
La moyenne statistique d’une grandeur quelconque B peut donc

s’écrire :

B - 03A3 bkwk = 03A3bk |ck|2 = 03A3bkck.c*k ;
k k k

ci, cs.. , étant les composantes de c dans le système fondamental de

B, on a
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c’est-à-dire que les produits bxcx sont les composantes du vecteur Bc
dans ce système de coordonnées. De là on tire

B = (Bc, c) = 03A3Bkncnc*k.kn

La valeur statistique d’une grandeur B dans le cas pur c est donc
simplement la valeur de la forme hermitique appartenant à B pour
les composantes de c dans le système fondamental de B.
Le cas pur représente dans la mécanique des quanta la délimitation

la plus étroite qu’on puisse imposer à un ensemble statistique.
Tout autre ensemble est un mélange de cas purs. Voici ce que cela

signifie : On peut caractériser le cas pur, au lieu du vecteur c, par un
tenseur de l’espace d’HILBERT :

1~= c*c, Fn’c - cncl,

qui n’a jamais de valeurs négatives. On a

B = 03A3Bkncnc*k = 03A3BknFnk = Sp(BF)
kn kn

la « trace » Sp(A) étant définie par
= 03A3Ann

n

représente la somme des éléments diagonaux d’une matrice ; il vient

Sp(P) = 03A3Fnn = 03A3cnc*n = 03A3 | cn |2 = I.
n n n

F s’appelle le tenseur de probabilité.
Pour chaque ensemble qui n’est pas un cas pur, on a pareillement un

tenseur de probabilité (positif) fi ayant les propriétés
Sp(03A6) = I

= B.

Quand on a un certain nombre d’ensembles qui sont des cas purs,
avec les tenseurs de probabilité ~~~, ~~2~,... on peut construire en les
mélangeant dans les proportions z~2~,... un ensemble que nous
appelons un mélange, ayant le tenseur de probabilité
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On peut démontrer que tout ensemble peut être représenté de-

cette manière. Enfin on a le théorème : I,a condition nécessaire et
suffisante pour qu’un ensemble soit un cas pur est qu’on ne puisse le
construire autrement que par des ensembles qui soient également des
cas purs. ,

Ces résultats sont équivalents à la restriction de la mesurabilité
des grandeurs physiques qui dans la mécanique des ondes est illus--
trée par la construction de HEISENBERG . On ne peut d’aucune ma-
nière déterminer plus précisément un ensemble de systèmes que par
la mesure d’une valeur caractéristique ak d’une grandeur physique A
non dégénérée. Toute grandeur B non commutable avec A (p. ex..

coordonnée et moment conjugué) n’est jamais mesurable en même
temps que A. Car cette impossibilité d’intervertir le produit veut dire
que le vecteur c appartenant à ale ne coïncide pas avec un axe fondamen-
tal de B ; donc les composantes ci, c2, ... de c dans le système fonda-
mental de B ont des valeurs qui sont certainement différentes de 1000...,
ozooo..., ... La probabilité Wk = ~ ck ~2 d’existence d’une valeur caracté-
ristique bk de B est donc déterminée et différente de 0 et de 1. Donc il
est inconcevable qu’une valeur caractéristique déterminée bx de B et.
aucune autre ait toujours été trouvée en même temps qu’ak.

D’ailleurs on peut aussi très facilement déduire la loi de réciprocité
d’HEISENBERG pour la restriction de la mesurabilité des grandeurs non
commutables. De l’égalité dérivée ci-dessus (Ax, x) == (x, A+x) on
déduit pour la valeur moyenne statistique de AA+ dans le cas pur c : :

AA" == (AA+c, c) = (A+c, A+c) > o,

parce que le carré de la longueur d’un vecteur n’est jamais négatif.
Soient A,B des grandeurs hermitiques, A = A+, B = B+ et A un.

nombre réel ; on a

(A -t- inB) (A ; il,B)+ == (A -1- (A - o,

A~ + i,2B’ - i~(AB - BA) > o

pour toute valeur réelle de A. Par conséquent on a

. 4 
-

On remplace maintenant
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alors comme on peut le voir facilement, il vient

03B4B03B4A = AB - BA

donc

03B4A2.03B4B2 ~ I AB - BA’.
- 

4

En particulier, quand p, q sont des variables conjuguées,

pq - qp = h 203C0i,
on a

03B4p2.03B4q2 ~ h2I603C02
.

Si l’on définit maintenant

, ~q - ‘l ~q‘’ ~
on a en définitive

0394p.0394q ~ h403C0,
et on reconnaît tout de suite que c’est la limitation la plus exacte pos-
sible de la grandeur d’incertitude.

Cet exemple montre nettement que la méthode des matrices ou

plus exactement des tenseurs de l’espace d’HILBERT permet d’exposer
la mécanique quantique d’une manière simple et claire. Les opérations
différentielles et intégrales de la mécanique des ondes ne sont impor-
tantes que lorsqu’il s’agit des phénomènes ondulatoires propres,
c’est-à-dire de systèmes à spectres continus dans lesquels les parti-
cules viennent de l’infini ou disparaissent vers l’infini. J’en donnerai
des exemples dans les conférences suivantes. Mais même dans ce cas
il est souvent plus commode de rendre d’abord le spectre des valeurs

propres discontinu par un changement des conditions et de le trans-
former à la fin en un spectre continu par un procédé de passage à la limite.
En toute rigueur, dans la mécanique quantique le temps est aussi

un opérateur (tenseur de l’espace d’HILBERT) comme toute autre

grandeur physique et en effet elle est conjuguée à l’énergie H == E du
système.
Il y a donc une restriction pour la mesure simultanée de l’énergie
et du temps ;
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La détermination d’un état stationnaire (avec une énergie exacte)
demande donc nécessairement un temps long ; cela n’a donc aucun
sens précis de parler des états d’un système à un moment déterminé.
Mais comme approximation il est souvent avantageux de faire
abstraction de ce couplage entre l’énergie et le temps. On a alors le
droit d’employer le temps t comme paramètre. Au lieu de l’équation

U-1H(P, q)U = W (matrice diagonale)
ou

HU 2014 UW == o

on a l’équation différentielle

HU + h203C0i dU dt = O,

et ceci doit être interprété ainsi : On introduit dans q) pour pk, qk
les matrices Pk(O), qui correspondent ~à la valeur t = o ; ; puis
on cherche une solution U(t) de l’équation qui tend’pour t = o vers la
matrice unité. Si l’on pose

== U-1(t)qk(o)U(t), pk(t) = U-1(t)pk(o)U(t),
on obtient les matrices des coordonnées et des moments conjugués pour
le moment t. Toute grandeur A(P, q) est maintenant aussi fonction de t
et l’on a

A(t) = A(p(t), q(t)) = q(o))U(t) = U-1(t)A(o)U(t).
Dans la notation employée jusqu’ici A(o) et A(t) sont des grandeurs

physiques différentes ; car elles correspondent à des tenseurs ayant
des axes fondamentaux de directions généralement différentes. Mais
il s’agit d’autre part de la même grandeur physique parce que les lon-
gueurs des axes fondamentaux de A(o) et A(t) sont égales, donc la
- réduction aux axes fondamentaux de A(o) et :de A (t) donne la même
matrice diagonale :

A°(o) = At(t) = (an03B4nm).
Dans le système appartenant à A(o) on a donc

AO(t) = U-1(t)AO(o)U{t) = U-1(t)At(t)U(t),
et de là on déduit
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Ici on a relié unitairement deux représentations d’une même gran-
deur A(t) (« même )) dans le premier sens). Donc on peut employer les
conceptions statistiques développées auparavant et on trouve le ré-
sultat :

03A8nk = | U-1nk(t) |2 = I Ukn(t) I a

est la probabilité de trouver exactement la valeur ak pour la grandeur
A au temps t si A avait eu la valeur an au temps t = o.
On parle plus particulièrement de probabilité de transition dans le cas

suivant. Soit un système mécanique d’énergie H0(p, q), influencé par
une force perturbatrice extérieure, de manière que l’énergie totale soit
donnée par

~’~ t) = q) + q~ t).

Pour la grandeur A on prend l’énergie Ho du système non perturbé.
On introduit dans celle-ci les solutions du système non perturbé,

c’est-à-dire les matrices pour lesquelles f) = W° est une ma-
trice diagonale ; et on détermine la matrice U par l’équation

’ 

+ q°, t)U = o, U(o) = 1. .

Alors

03A8nk = | Ukn(t) |2

est la probabilité de transition n - k pendant le temps t. On peut aussi
remplacer l’équation différentielle pour la matrice U par un système
d’équations différentielles ordinaires en choisissant un vecteur cons-
tant arbitraire XO et en introduisant le vecteur x = Ux° comme indé-

terminée. On a pour ce dernier vecteur

h 203C0i dx dt + H(p0, 
q0, t)x = O

ou plus explicitement

h 203C0i dxn di + 03A3 Hnmxm = 0.

Nous rencontrerons cette dernière forme d’équation dans les appli-
cations.



226

2. - La théorie quantique de la désintégration radioactive des noyaux

atomiques. Remarque sur la catalyse chimique par absorption.

Une des plus belles applications des méthodes de la mécanique
quantique est la théorie de la désintégration radioactive des noyaux,
donnée à la fois par M. GAMOW et par MM. CONDON et GURNEY.
La théorie classique rencontre une grande difficulté à combiner les

faits mis en lumière par les expériences de RUTHERFORD sur la disper-
sion des particules (/. traversant des atomes lourds avec les résultats
des mesures de la vitesse de particules ce émises par les même atomes.
De la répartition des particules a. qui rencontrent un atome d’Ura-

nium on peut déduire que la loi de COULOMB est valable jusqu’à une
distance de 3,2.IO~°12 cm. du noyau ; l’énergie électrique du système
noyau-particule a à cette distance a la. valeur :

U = I3,I. I0-6 ergU= eE r = I3,I.I0-6 erg
(e = 2 . 4,77 . I0-10, E = 92. 4,77.I0-10).

Mais l’énergie de la particule remise par l’Uranium lui-même n’est
que 6, 5.1 o-s erg.
En imaginant un modèle du noyau, nous pouvons construire une

courbe pour le potentiel de la force entre le noyau et la particule a.
Cette courbe a la forme d’une hyperbole jusqu’à la distance 3,2.10-12 cm ;~
ce point dépassé elle s’incurve et, très près du noyau, elle tombe brus-
quement de telle manière que la particule a puisse osciller autour d’une
position d’équilibre stable. L’énergie de cette vibration est la même que
l’énergie du rayon n. après l’émission, représentée dans notre figure
par la ligne droite horizontale.
Comment la particule a peut-elle s’échapper de cette région inté-

rieure du noyau et traverser la montagne de l’énergie potentielle ? La
théorie classique ne donne pas d’explication de ce phénomène.

Mais la mécanique quantique peut surmonter cette difficulté et en
même temps donner la déduction d’un autre fait frappant de la

radioactivité, la loi de GEIGER et NUTTALL. Cette loi établit une con-
nexion entre l’énergie E des particules ’7 émises par un noyau radio-
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QUELQUES PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE 
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actif et la constante À de désintégration (c’est-à-dire la probabilité
d’émission par seconde) ; elle a la forme

log À = a -t- bE.

Les valeurs de l’énergie des particules u diffèrent les unes des autres
pour les différentes substances d’une série de désintégration au moins
dans la proportion de r à 2 tandis que les constantes de désintégration
diffèrent dans la proportion de I à ro24; ce fait est rendu par la
formule précédente.
La mécanique des quanta explique le fait de la désintégration

radioactive et en même temps la loi de GEIGER-NUTTALL.
Il est essentiel de remarquer que cette explication est fondée sur le

fait qu’une barrière d’énergie n’est pas un obstacle absolu au passage des
ondes. Cette circonstance est bien connue en optique. Lorsqu’ un rayon de
lumière tombe sous l’incidence rasante sur la surface d’une lame à faces

parallèles, il est réfléchi totalement, comme on le sait. Si l’on approche une
autre lame de verre de la première à une distance qui est comparable
à la longueur des ondes lumineuses, un peu de lumière entre dans
cette deuxième lame. C’est que, même dans le cas d’une réflexion

totale, il y a un mouvement d’onde dans le second milieu. C’est une
onde qui se propage le long de la surface et dont l’amplitude diminue
proportionnellement à une fonction exponentielle de la distance
normale à la surface. Après quelques longueurs d’ondes elle est deve-
nue imperceptible.
L’onde ne transporte pas d’énergie de la surface à l’intérieur du

second milieu. Mais si la seconde lame de verre est rapprochée de la
première à tel point que la vibration dans l’air la rencontre encore
d’une manière perceptible, la réflexion cesse d’être totale, et un peu de
lumière pénètre dans la seconde lame.

Les ondes de DE BROGL,E se comportent de la même manière dans des
régions de haute énergie potentielle. Elles franchissent un tel obstacle et
cela d’autant plus facilement que la fréquence v est plus grande, c’est-à-
dire que l’énergie hv d’une particule est plus grande. Cette idée a déjà
servi auparavant à expliquer divers faits comme par exemple l’ex-
traction d’électrons des métaux par des champs électriques très

intense à des températures relativement basses.
GAMOW, et, après lui, quelques autres savants ont calculé l’émission

de rayons « en étudiant une onde diminuant avec le temps, onde qui
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se trouve à l’intérieur du noyau, et qui, pénétrant dans la barrière

d’énergie, se propage après sa sortie comme une onde sphérique à.

l’infini.
Cela nous amène à employer des opérateurs non hermitiques avec

des valeurs caractéristiques complexes.
Les conceptions de la mécanique des quanta expliquées dans les

premières conférences ne peuvent être appliquées sans avoir au préa-
lable posé des hypothèses spéciales. C’est pourquoi il me semble dési-

rable de développer cette théorie avec les conceptions éprouvées de la mé-

canique des quanta. C’est de cela que je vais brièvement vous parler.

° 

Fig. 2.

Nous considérons le spectre des valeurs propres d’une fonction po-

tentielle à symétrie sphérique V(r) de la forme d’un cratère, repré-
sentée dans notre figure. Pour éviter les difficultés des spectres continus,

imaginons le noyau entouré d’une très grande sphère qui 
limite le

champ V extérieurement ; alors la fonction d’HAMILTON 
H = T + V

(T est l’énergie cinétique) n’a que des valeurs caractéristiques 
discon-

tinues. Parmi celles-ci, celles qui . sont plus petites que la hauteur du.
bord du cratère, c’est-à-dire que le maximum Vo de V, se divisent vi-

siblement en deux classes : d’une part celles qui sont sensiblement
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écartées les unes des autres, et qui sont relatives aux fonctions propres
oscillant dans l’intérieur du cratère et tendant rapidement vers zéro
à l’extérieur : ce sont là les valeurs caractéristiques et les fonctions
caractéristiques « intérieures )). Il y a d’autre part celles qui sont
extraordinairement rapprochées et se rapportent aux fonctions propres
qui oscillent hors du cratère et qui, à l’intérieur descendent rapidement
à zéro : ce sont là les valeurs propres « extérieures )), et les fonctions
propres « extérieures ».
Admettons donc maintenant que V(r) se compose avec une

grande approximation d’un potentiel attractif et d’un potentiel ré-

pulsif. Soient Vi(r) et V2(r) des fonctions analytiques définies pour
toutes les valeurs de r, de telle sorte que

Vter)  V2(y) pour r  ro, V1’(r) ~ o,
= V2(r0) = Vo,

V1(r) > V2(r) » r > r0, V2’(r)  o.

Soit ensuite le véritable potentiel

V(r) = {V1(r) pour r  ro,
’ ’ 

» r>ro,

Nous allons maintenant considérer deux systèmes auxiliaires avec
les fonctions d’énergie

H2=T+V2.

Admettons que leurs valeurs et fonctions propres soient :

Wm, um pour Hi, W,~, Vp. pour H2,

de sorte que nous avons l’identité :

(H1 - Wm)um = o, (H2 - - 0.

Les valeurs propres de Hl, ou H2 concorderont approximativement
avec les valeurs propres intérieures, ou extérieures de H. Hl et Ha
ne sont pas commutables, ni par conséquent simultanément mesu-
rables. Si une mesure de Hl donne la valeur propre Wm, cela signifie
que la véritable fonction d’énergie H a une valeur proche de Wm et
une fonction propre qui partout concorde presque avec c’est-à-dire
que la particule « est à l’intérieur. Alors elle ne peut être en même temps à
l’extérieur, c’est-à-dire que la solution correspondante de l’équation
d’onde (H2 - W)v == o est v = o. De même la mesure d’une valeur
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de Ha, signifie que la particule a est dans l’espace extérieur, donc
que (Hi - W)u = o doit être satisfait par u = o.

Si l’on a de cette manière établi au temps t = o que la particule a
est à l’intérieur um pour Hl, v = o pour H2), il peut arriver qu’on
trouve au temps t la particule dans l’espace extérieur (Wu., vp. pour H2,
u = o pour Hl) ; et à la vérité cela arrivera d’autant plus fréquemment
que la sphère extérieure limitative sera grande, c’est-à-dire que le spectre
de sera serré. Tant que la sphère est bornée, on obtient une
probabilité périodique de transition c’est-à-dire que la parti-
.cule « oscille entre l’espace intérieur et l’espace extérieur (nous
considérerons un tel cas plus tard en parlant de la catalyse de
contact chimique). Avec un espace extérieur infiniment grand 03A6m
s’annule toujours, sauf quand Wm = Wp. et dans ce cas le rapport

.w = ~~~’ tend vers une limite déterminée quand t augmente indéfini-
ment, c’est-à-dire qu’il existe une probabilité de transition par unité
de temps.
La mise en oeuvre mathématique de cette méthode se fait comme suit.

L’équation de SCHRÖDINGER pour le phénomène véritable est :

(H - h 203C0i  t) 03A8 (t) = o.
Nous cherchons une approximation de la solution par une somme :

03A8(t) = 03A3am(t)e 203C0i hWmt um + 03A3b (t)e 203C0ihW tv ,

.dans laquelle ne doivent se trouver que des valeurs d’énergie Wm,
Wu. qui sont petites en comparaison de la hauteur du cratère Vo. Si l’on
introduit cette expression dans l’équation différentielle, qu’on mul-
.tiplie celle-ci par u~* ou par v~* et que l’on intègre par rapport à

l’espace, on obtient en vertu des relations d’orthogonalité et de

normalisation de um, vp. :
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Ici sont utilisées les abréviations suivantes. D’abord on a introduit les
fréquences

03BDml = I h (Wm - Wl), ...

Puis on forme des fonctions

~)~ = ~ . 

- 

’ pour r  ro,
( 0 » r > r9 ;

~ o pour ~~,
’ ~V~M-V~) ~ 

d’où l’on tire les éléments de matrice (dS = 

enfin nous posons :

~;~S==~=~. .
Ces grandeurs sont sans exception petites, mais d’ordres diffé-

rents. Les plus grandes sont encore ]relativement F~ et F~ ; dans
F~ par exemple, le produit qui dans l’intérieur est sensi-

blement différent de zéro, est multiplié par la fonction qui à
l’extérieur oscille et à l’intérieur est presque égale à zéro. Mais
dans P~ et les différences des énergies potentielles sont, dans les

régions où elles diffèrent de zéro, multipliées chaque fois par deux fonc-
tions propres, qui dans cette région sont très petites (elles disparaissent
comme des exponentielles) ; nous négligerons donc ces termes. De
même nous pouvons omettre les termes contenant des , parce qu’ils
ne donneraient que des corrections d’ordre supérieur. Alors on obtient des
équations de l’espèce introduite d’une façon générale à la fin du § 2.
Les coefficients am, bp. forment les composantes d’un vecteur de pro-
babilité, leurs carrés donnent les probabilités de transition.
Nous partons maintenant de l’état initial
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qui signifie que, jusqu’au temps t = o la particule a été observée à
l’intérieur avec l’énergie Wn. Ensuite nous introduisons ces valeurs
initiales dans les termes dont nous venons de reconnaître la petitesse
(termes du premier ordre) et tirons de la seconde équation :

xd

27T~ Â nÂ

1/intégrale qui s’annule pour t = o est :

. - 
- I 

..

La probabilité de transition d’un état intérieur n à un état exté-
rieur ). est donc :

03A8n03BB = | b03BBn |2 = (203C0 h)2 | F(a) n03BB|2 sin2 03C003BDn03BBt (03C003BDn03BB)2,

ce qui est en fait une fonction périodique du temps.
La probabilité que la particule saute de l’état intérieur à un état exté-

rieur quelconque est la somme

~n = ~ ! b?,n r- 
a

Si nous passons, en augmentant indéfiniment le rayon de la sphère,
au cas limite de valeurs propres extérieures ~Va réparties d’une façon
continue, la somme se transforme en une intégrale :

03A8n = (203C0 h)2 t2  d03BB . |F(a) n03BB|2 . | sin 03C0 h (Wn - W03BB)t]2.’""~ ~ ’ ~ L t J
Soit maintenant ). == ~(~), une fonction qui découle, à la limite, de

l’échelle à degrés équidistants 03BB par interversion de l’équation
W03BB == E ; soit 03BB’(E) sa dérivée. Nous posons :

f ~~’ ) - ~ ~na ~(E) I 2 ’ ~’~ (~~
et

;

alors on a :
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donc : .

. W 1. ~ 4y f(W )h

C’est là la probabilité de transition par unité de temps, c’est-à-dire
la constante de la désintégration radioactive. Le calcul de cette cons-
tante se réduit à la détermination de l’élément de matrice :

, , oo

= F(a)unv*03BBdS =  { V1(y) - V2(r) } unv*03BBdS.

On peut encore simplifier cette expression en utilisant la symétrie
sphérique de la fonction potentielle. Alors Um, vp. deviennent des pro-
duits de fonctions du rayon r, par des fonctions sphériques.
Si nous nous restreignons à l’état de moindre énergie de la particule
liée au noyau n1 == o, la fonction sphérique correspondant à Ro sera
constante et égale à l ; des relations orthogonales des fonctions sphé-
riques il résulte que :

F(a)o  = (V1 - V2)R0P r2dr.
~’ ~’o

J’ai effectué le calcul explicite de cette intégrale pour deux hypo-
thèses différentes sur la fonction potentielle. Dans la première le po-
tentiel à l’intérieur est supposé constant avec une montée brusque
vers la valeur du potentiel de COULOMB, pour r = ~o (voir la figure) ;
la fonction Vl est alors ainsi définie : 

V1(r) = {
o pour r  r0,

V0 V0 pour r > r0,
tandis que V2 (y) est égale au potentiel de COULOMB :

Vr(r) = 2~2Z r.
La seconde hypothèse aboutit au modèle suivant : au centre se trouve

une charge négative - celle-ci est entourée vers l’extérieur par
une charge superficielle positive, plus grande, Zae de sorte que l’effet
d’ensemble vers l’extérieur répond à la charge positive : Ze = (Za - Zi)~
(voir la figure 4) .
Les fonctions propres intérieures peuvent être données exactement

dans les deux cas.
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Pour le calcul des fonctions propres extérieures j’ai utilisé un procéda
qui a été indiqué indépendamment par BRILLOUIN et par WENTZEL :
on introduit dans l’équation d’onde pour u ==~ P(y)

du ~,,, u = o~ -~ -~-(E-~~))~=o

Fig.3.

l’expression

Fig. 4.

et on prend la fonction y comme inconnue ; alors on obtient ::
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En négligeant le terme multiplié par h on obtient :

y = + Va)
d’où l’on tire :

P(r) = u r = I r e -203C0i h2M(E - V2)dr
Cette formule représente suffisamment le caractère de la solution,

surtout la chute exponentielle vers l’intérieur. Pour la normalisation il

faut y ajouter le facteur I L, dans lequel L est le rayon de la grande
sphère ; celui-ci finit par disparaître du résultat, parce que les valeurs
propres de l’extérieur se comportent asymptotiquement comme

~ ~ ,
’ ~--2MÎ7’
.d’où l’on tire

, 

’ 

Les intégrales qui apparaissent dans le calcul ont la forme :

dans laquelle est une fonction rationnelle, g(r) la fonction transcen-
dante qui figure dans l’exposant de P(~). On la traite le plus simple-
ment d’après la méthode suivante, souvent employée :
Une contribution essentielle à l’intégrale n’est fournie que par les

alentours de la position 1, où g(r) a un minimum ; on développe donc
g(~) d’après des puissances de r 2014 ~ et on ne retient que les termes
jusqu’au second ordre ; alors l’intégrale peut s’évaluer.

Le résultat dans le premier cas (potentiel constant à l’intérieur),
peut se ramener à la forme suivante :

W = 03C6(E, r0)
e -403C0 h 2M2Z~2 r - E) dr

;

ici 03C6(E, r0) signifie une fonction lentement variable de l’énergie E de
la particule x, et qui ne dépend, en dehors de constantes (charge élé-
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mentaire e, masse M de la particule %~, numéro atomique Z du noyau)
2Z~2

que du rayon ~ ; ~ est la distance pour laquelle -2014 == E.
Cette formule diffère à la vérité de celle de GEIGER-NUTTALL, mais

fournit une relation de même allure que cette dernière entre w et E. Elle
est aussi très semblable aux expressions données par GAMOW, CoNDON,
GURNEY et autres savants (~). Un de mes élèves, M. ANDRESS a examiné
numériquement cette formule. 1/intégrale de l’exposant se laisse facile-
ment évaluer et conduit à la fonction :

arc cos I 03B1 - 03B1 - I 03B1, où 03B1 = 2Z~2 r0E.

ANDRESS a donc examiné quelles valeurs il faut admettre pour .ro
pour que dans une série de désintégrations (série Ur-Ra) les w et E ob-
servés résultent de la formule. Pour cela il faut encore avec ATKINSON et
HOUTERMANS faire de petites corrections aux valeurs d’énergie obser-
vées, surtout à cause du choc en retour que le noyau émetteur subit.
On trouve avec une erreur probable d’environ l 0/0 :

Ur I Ur II Io Ra RaC’ RaA

r0IO12 cm 1 ,17 I,II 1,05 1,0 1,10 0,98

Il en résulte donc que tous les rayons sont presque constants et

égaux à 10-12 cm. Ainsi l’idée fondamentale de la théorie est justi-
fiée.
On peut sans doute appliquer la méthode exposée ici à beaucoup

d’autres problèmes encore. Je voudrais en citer un : la catalyse chimique
par adsorption dans des corps solides. Au dernier congrès annuel de la sur-
ciété de BUNSEN, dans lequel la question de la catalyse forma avec
d’autres le centre des discussions, HABER a émis l’hypotèse que des
phénomènes de la mécanique quantique (par exemple échange d’éner-
gie par résonance) y jouent un rôle essentiel. Mon ami FRANCK et
moi avons essayé de nous faire une représentation définie du phéno-

. mène. Je veux dire ici quelques mots de ce travail.
La catalyse sur les corps solides se produit, autant que nous le sa-

chions, à la condition que les deux partenaires de la réaction soient ad-
sorbés. En outre elle ne s’effectue manifestement pas sur toute la sur-

(I) R. d’E. ATKINSQN et F.HOUTERMANS, Zs. f. Phys., 54, 656, 1929 ; J. KUDAR, Zs. f.Phys.,
53, r66, 1929.
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face, mais seulement en certaines régions « actives » qui sont probable-
ment caractérisées par des inégalités de structure ou par la présence
d’atomes étrangers dans le réseau. Enfin elle semble s’effectuer d’autant
mieux que la distance des atomes de la substance du catalyseur est plus
petite Il s’agit de comprendre pourquoi, précisément dans de telles
conditions, une énorme accélération de la réaction se produit.
La lenteur de réaction des gaz repose sur l’existence reconnue par

ARRHENIUS d’une « chaleur d’activation ». On peut aujourd’hui d’après
LONDON et HEITLER la comprendre au point de vue de la mécanique
quantique.
Quand par exemple deux molécules biatomiques s’entrechoquent,

l’énergie du système (en négligeant l’énergie cinétique des noyaux)
peut être considéré comme fonction de leur distance y ; cette fonction
a alors d’après les calculs de LONDON l’allure suivante (voir la
figure) :

. 

.. ~; ln. J.

Il existe un minimum, qui correspond à la position d’équilibre ro
du produit de réaction ; mais avant celui-ci se trouve un maximum ~1,
et qui empêche les molécules, quand l’énergie cinétique est faible,
puissent se réunir. Seul le très petit nombre de molécules dont l’énergie
relative est plus grande que le maximum près de ri, peuvent parvenir
à la réaction. C’est pourquoi celle-ci s’effectue d’une manière très lente
dans l’état gazeux.

Or, d’après les conceptions courantes, l’effet du catalyseur doit être
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de diminuer la liaison des molécules qui doivent être amenées à la

réaction, ou bien de les dissocier et d’adsorber les atomes isolés ; de cette
manière le maximum (qui est précisément l’énergie d’activation), doit
être abaissé ou supprimé. Reste à savoir si ces suppositions sont vrai-
ment propres à expliquer le processus catalytique. En tous cas nous
croyons qu’en outre un effet spécifiquement quantique s’y ajoute qui
repose sur ce que précisément dans la mécanique quantique une bar-
rière d’énergie n’est pas un empêchement absolu pour le mouvement de
particules. A la vérité pour l’état gazeux il n’existe aucune probabilité
pour qu’un passage ait lieu, parce que les temps des chocs sont beau-
coup trop courts. 

’

Cette probabilité est une fonction approximativement périodique
(au moins immédiatement après le commencement de l’interaction) de
la forme : w = sin2 203C003BDt. Quand le temps de l’interaction est court, re-

lativement à la période T = 00FF , , on a : w = (2~r~~t)~ quand il excède

cette valeur T = ~, on trouver d’ordre 1. Nous voyons dès lors l’effet
de l’adsorption précisément en ce qu’elle prolonge ces temps d’interac-
tion. Les deux partenaires de la réaction séjournent pendant longtemps
à la surface, manifestement, d’une manière particulièrement ferme aux
centres actifs ou centres de désorganisation, et ils sont d’autant plus
serrés que la constante du réseau de la base est plus petite. Alors ils
ont le temps de passer dans une nouvelle position d’équilibre d’énergie
plus faible, même quand une barrière d’énergie considérable est pla-
cée devant. A l’état gazeux cette probabilité reste petite même quand
on augmente la pression, c’est-à-dire quand on augmente le nombre des
chocs ; car pour chaque couple d’atomes la probabilité part dela va-
leur zéro et augmente d’après la loi : w = (2~vt)2, et le résultat par ad-
dition des probabilités, pour un grand nombre de couples d’atomes,
n’est pas aussi grand que celui qui résulte d’une augmentation du
temps t. Pour évaluer le temps T, nous avons pris comme modèle le plus
simple une courbe d’énergie avec deux minima, dont l’un avec r = o et
V = o répond à l’état avant la réaction, et l’autre avec r = a et

V = - U répond à l’état après la réaction (voir la figure 6).
Pour plus de simplicité nous composerons cette courbe de deux

paraboles. Alors nous pourrons appliquer nos considérations avec de
faibles modifications. Seulement nous ne considérons pas le processus
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dans le temps, mais l’oscillation stationnaire qui satisfait à l’équation
aux valeurs propres :

(H - = o.

Nous écrivons la solution comme auparavant sous la forme :

!

Fig. 6.

Alors on obtient pour les constantes a",, b~, les équations

~W,-E)~~F~=o,"~1 ;~, ;J.l

b. ~W - ~~ ~ ~~ . =

(dans lesquelles nous écrivons maintenant les indices i et 2 au lieu de
/ et ~) . Nous admettons maintenant qu’il existe deux niveaux d’énergie
égaux de l’oscillation non couplée. Ce n’est naturellement jamais
exactement le cas pour les molécules isolées ; mais justement à cause
de l’adsorption sur la base, chaque état d’une molécule sera considé-
rablement indéterminé de sorte que notre supposition est admissible.
Soit donc
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L’oscillation couplée aura dans la première approximation (« pertur-
bation séculaire ») la forme :

ai - x ; ; k  l,
; b~.-o~ k ~f X,

et une énergie :
E -=- Wo + E,

où E’ est petit. Puis on obtient :

. x~’ - ~~,i ~ t y = o~

d’où l’on tire la séparation des termes d’énergie :
’ 

T~ ~ A~T~. .+ -=2014E. =B/F~F~
A celle-ci correspond une fréquence de battement :

~.v-i(~+~_~ ~)~
donc le temps du battement T par rapport au temps moyen d’oscilla-
tion des systèmes non couplés :

03C4 T = 03BD 039403BD = h03BD E+’ - E-’ = h03BD 2F(I) 03BBl F(2)l03BB.

Or nous avons évalué les éléments de matrice pour les paraboles
d’énergie :

V1 = 203C0203BD12 r2, V2 = 203C0203BD22 (r - a)2 - U ; 

ici vl, 112 sont les fréquences des oscillations non perturbées. Nous intro-
duisons des grandeurs sans dimension en posant

03BD = 03BD1 + 03BD2 , 03B1 = 03BD1 03BD, 03B2 = 03BD2 03BD, (03B1 + 03B2 = I),

P = 403C02 a203BD2, u = 

U P, 03C1 = r a, 03C10 = r0 a,

où est la masse « effective » de la particule vibrante (I  = I m1 + I m2),
et nous supposons que
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Alors

V.=P~, v,=p[~(i-~-~, 
’

)V.-V,!==PF(p)=P~-~(i-~+M~.
Les fonctions propres de l’oscillateur sont

~=~H~"~ , N.=B/2~!B/~ , A =4~,
où Hn(03BE) est un polynôme d’HERMITE ; pour les vibrations à gauche
(potentiel Vi) et à droite respectivemen(V2) on a au lieu de v et de §

~ ~’=v~p. ~ .~ ~==B/~(p-i). °
Alors on a 

’

F(I)nm = P03B1 NnNm Hm (P03B1 h03BD 03C1) Hn (P03B2 h03BD (03C1 - I)) F(03C1)l -Ph03BDf(03C1) d03C1,
ou

/(p)=~(~+~-I)~); l .

et F(2)mn est la même intégrale entre les limites 03C10 et oo .
Si on écrit la fonction à intégrer sous la forme~~B ce ne sont

que les valeurs de 03A6 près du minimum qui contribuent à la valeur de
l’intégrale. On peut considérer comme constants les deux polynômes
d’HERMITE dans cette région, parce que le point 03C10 est hors de l’inter-
valle où les polynômes oscillent. Nous les approximerons d’une manière
très grossière par les puissances les plus hautes, (2Q".
Nous posons

C =2 n + m Pa NnNm (Ph03BD) n+m 2 03B1m 203B2n 203C1m(03C1 - I)n,
où û est une valeur moyenne proprement choisie.

Alors on a

F(I) nm = C F(03C1)e -h03BDP/(03C1)d03C1.

On ne peut pas remplacer F(03C1) par une valeur moyenne parce que
F(03C1) s’annule pour 03C1 = 03C10 (donc F(03C10) = oo ).
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On définit maintenant la fonction ..

hv
et on cherche les minima près de po ; il y en a deux, l’un Pl
à gauche, l’autre P2 à droite de po’ et

?’(pi) = o, ‘~r~P2) = o.

Alors le développement de la fonction 03C6(03C1) au voisinage de 03C11 est

?(p) = ?(?i) - Pi)2 + ...

et on a approximativement

F(I)nm = C03C10-~e-03C6(03C1)d03C1 = Ce-03C6(03C11)03C10-~e -03C61 2 (03C1 - 03C11)2d03C1=Ce-03C6(03C11) 203C0 03C61"
et de même

F(2)mn = Ce -03C6(03C12) 203C003C62".
Enfin on trouve 

039403BD = 2C h 203C0 4 03C61"03C62" e-I 2 (03C61+03C62).

Pour l’évaluer, le mieux est de choisir p comme racine de l’équation
f’(~) = o, c’est-à-dire

P=h’~ 

L’intersection des paraboles, F(po) = o, est approximativement
- 

u
>

les positions des minima sont

03C11 = 03C1 - u203B103B2 (I+ 03B32 + I) = 03C10 - u 203B103B2 (I + 03B32 - I),

03C12 = 03C1 + u 203B103B2 (I + 03B32 - I) = 03C10 + u 203B103B2(I + 03B32 + I),
ou



244

De cela on tire avec la même approximation
?’ +~=~-log~~,
~"=(~(.~). °

Nous trouvons le résultat :

m 2 + n + 5 4 03B2n 2 + m + 5 4 n + m + I 2 

v w ! ] 4 /"~~P~ ~ ~~ ~ ~ °

B ~ -~ ~~2
Quand l’oscillation à gauche a un quantum d’énergie, w = i, nous

trouvons pour la proportion de la durée de battement ; == ~ à la durée
d’une vibration propre T = == 201420142014 :

03C4 T = 03BD 039403BD = n ! 2n+2 425 + I6 U2 h03BDP03B1203B22 (h03BD P)n 2+I e I 2 Ph03BD03B103B2.
T 2"+’ ~ . 7 ~ . 9 ~ P / ~ °

. 4~ 4

Ici on peut introduire au lieu de P la hauteur de l’intersection. des
paraboles :

V0 = Pa203C102 2  P 03B1203C12 2 = I 2 P03B1203B22.
Si nous choisissons comme unité de longueur IÅ = I0-8 cm.,

comme unité de fréquence I013 sec., comme unité d’énergie i grande
calorie par mol, nous avons

h03BD = 0,94 03BD, p -= 66 a203BD2,

où  = m1m2 m1 + m2 est le poids atomique « effectif )), c’est-à-dire, dans le

cas de deux atomes égaux la moitié du poids atomique.
Maintenant nous nous sommes fait une représentation du phénomène

si important au point de vue technique de la synthèse de l’ammoniaque
NH3 en nous rattachant à l’opinion que le processus primaire con-
siste en la formation d’hydrazine
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1/état initial est formé par des molécules au repos les unes à côté
des autres

H H
) N=N ) ]
H H

Le processus est essentiellement la rupture de deux liaisons N - N
au cours de laquelle les°’atomes N s’éloignent les uns des autres. Et ici
Îlit précisément la chaleur d’activation qui doit être surmontée, la-

Fig. 7.

quelle dans notre représentation est figurée par le maximum d’éner-
gie à l’intersection des paraboles.

Nous avons maintenant à l’aide de données optiques et thermiques
évalué grossièrement les nombres d’oscillations et la différence d’éner-
gie U et nous avons abouti à admettre que
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tandis que U sera situé entre 20 et 60 grandes calories ; a ce dernier
nombre correspondent des valeurs de v

’ 

U~ hv=
comprises entre 7 et 20. On obtient alors

. pour U = 20, n .--- 7 : log10 03C4 T = 31,6 a2 - 9 8,5,

» U == 60, n = 20 : log10 03C4 T = 31,6 a2 - 22 log10 a - 8,0.
Si l’on dessine ces fonctions (fig. 7), on voit qu’elles décroissent en une

pente très rapide et que peu à peu vers a = o,8A elles conduisent à l’ordre
de grandeur 14 ; là nous avons donc T = T . I014 1 sec. On obtient

donc ce résultat que, avec des durées d’adsorption d’une seconde des

déplacements des positions d’équilibre de o,8 A sont possibles. Mais
c’est là ce qu’on peut attendre à peu près dans la formation de l’hydra-
zine comme grandeur du déplacement des atomes N. Nous croyons,
que ce résultat parle pour la justesse de notre hypothèse que l’effet ca-
talytique de surfaces repose principalement sur la fixation de molécules
dans des positions voisines pendant des temps prolongés.

3. - Sur la largeur naturelle des raies spectrales

Dans la théorie classique de la lumière, on explique la largeur d’une
raie d’émission par l’amortissement exercé sur l’oscillateur rayon-
nant par son propre rayonnement. D’après la théorie de HERTZ

un oscillateur harmonique de fréquence perd en un temps dt, grand

par rapport à I 03BD0, mais petit vis-à-vis de la seconde, l’énergie
(I) . 0394E = - 3203C04 03BD04P20394t

. 3e 
0

où P représente le moment électrique du dipôle et où la barre indique
la moyenne par oscillation. D’autre part, l’énergie de l’oscillateur lui-
même (masse m, charge e) est
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par suite on a 

dE dt = - 203B3E, 03B3 = 403C02e203BD02 3c3m
avec la solution

E = E0e-203B3t;
le moment P sera par conséquent représenté par la fonction

P(t) = P0e-03B3t cos 203C003BD0t = 
I 2 P0e -03B3t(e203C0i03BD0t + e-203C0i03BD0t), t ~ o.

Si on développe ceci en une intégrale de FOURIER, on obtient

P(t)= p(03BD)e203C0l03BDtd03BD,

fp(03BD) = P(t)e-203C0i03BDtdt = I 2 P0 03B3 - 203C0i03BD0 - 03BD) + I 2 P0 03B3 + 203C0i(03BD0 + 03BD) .

° 

Dans cette formule on peut négliger le second terme, parce que vo + v
n’est pas nul dans l’intervalle o ç v et y est très petit en com-
paraison de va.

Maintenant la moyenne dans le temps de P2 pendant le temps Ot-
est, entre t et t + dt :

P2 = I 0394t P(t)2dt = 

I 0394t p(03BD)P(t)e203C0i03BDtd03BDdt.

L’énergie émise pendant le temps Llt est donnée par (r).
Nous obtenons alors l’énergie totale 1 émise en sommant AE pour

tous les intervalles 0394t de t = o à t = ~ :

I = -I603C0303BD04 3c3 
p(v)P(t)e203C0i03BDtd03BDdt=

I603C0303BD04 3c3 |p(03BD )|2 dv=403C0403BD04P02 3c303B3 =E0.
I/énergie émise dans l’intervalle de fréquence d03BD est donc :

I~,~~dv - I ~~ ~ 1’~ + 4~r~~,, dv - ^ vo)z °
I(v) a son maximum aux environs de v et la valeur du maximum

est I(03BD0) = I 03C003B3. Les valeurs de 03BD pour lesquelles la valeur de est la-

moitié du maximum sont
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On peut prendre pour mesure de la largeur naturelle la grandeur ’ .
L’ancienne théorie quantique de BOHR devait, pour expliquer la lar-

geur des raies, laisser de côté la condition de fréquence de BOHR, ou ad-
mettre,en vertu du principe de correspondance, que chaque niveau ato-
mique était flou et que ses valeurs oscillaient autour d’une valeur moyenne.
Les résultats qu’on obtient par la mécanique des quanta ne peuvent
être obtenus qu’en vertu de la seconde hypothèse. D’après cette dernière,
la largeur de la raie produite par le passage du niveau A au niveau B
dépend donc de la largeur de A et de celle de B. Comme à la constante
d’amortissement 2y correspond dans la théorie des quanta la probabilité
de passage, la largeur d’un niveau sera donc déterminée par sa vie
moyenne ; d’une manière précise, la probabilité relative de la valeur ~~,
du terme spectral devrait être donnée par :

(2) W(03BDA)d03BDA = 03B3 03C0 d03BDA 403C02(03BDA - 03BD0A)2 + 03B32, W(03BDA)d03BDA = I
vâ est la valeur moyenne du terme, 2’/ est la somme des probabilités
de passage de A à tous les autres termes possibles. La largeur du terme
est donc inversement proportionnelle à sa vie moyenne.
Dans la nouvelle mécanique quantique, il fallait bien s’attendre à

ce résultat qualitatif, ne fût-ce qu’en vertu de la relation d’indéter-
. mination de HEISENBERG entre le temps et l’énergie. L’ énergie de l’état
A de vie moyenne T n’est déterminée qu’avec une incertitude

de 4. La largeur moyenne du terme mesurée en fréquence, est donc,
T = ~~/~, ce qui coïncide avec notre définition de W. La largeur
d’une raie spectrale n’est donc pas donnée par sa propre probabilité de
passage A - B, ce qui correspondrait au résultat classique, mais bien
par les probabilités de passage de tous les sauts

. A - Cz, B_~D~~ B --+ D2,

qui partent du niveau initial et du niveau final. Dans le cas de l’émis-
sion spontanée, on n’a à considérer que les sauts pour lesquels Ci, C2...
sont plus bas que A et Dl, D2... plus bas que B. Ainsi il se peut qu’une
raie dont la probabilité de passage est très petite possède cependant
une grande largeur naturelle, du moment que ses niveaux initial ou
:final ont, par suite d’autres passages, une vie moyenne courte.
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On obtient la répartition de l’intensité de la manière suivante : SL
la raie est une raie de résonance, son niveau final 2014 l’état fondamental
2014 doit être considéré comme rigoureusement défini. L’indétermination
de la fréquence ne peut être produite que par les fluctuations du niveau-
initial. L’intensité dans l’intervalle de fréquence ~ est donc
analogue à (2) et donnée par :

(3) , 1(~=1~~(7-~~~
1~ est l’intensité totale de la raie. Ce résultat est d’accord avec l’ex-
pression classique.

Soit une raie produite par le passage du niveau A au niveau B a:yant
les valeurs respectives 03BDA et 03BDB. L’intensité relative dans l’inter-

valle de fréquence d03BD : I(03BD)d03BD I0 de cette raie, est égale à la.probabilité~-0
de trouver 03BDA 2014 03BDB entre 03BD et 03BD + d03BD.

Si les valeurs 03BDA et 03BDB oscillent autour de leurs valeurs moyennes

03BD03940 et 03BDB0 d’après la loi (2), la probabilité de trouver le niveau A

entre 03BDA et 03BDA + d03BDA et la différence 03BDA - 03BDB entre 03BD et 03BD + d03BD est.

donnée par

03B3A 03C0 403C02(03BDA - d03BDA 03BD0A)2 + 03B3A2 03B3B 03C0 d03BDB 403C02(03BDA - 03BD - 03BDB0)2 + 03B3B2.
La probabilité cherchée résulte alors de l’intégration par rapport

à toutes les valeurs de 03BDA et nous obtenons :

(4) {I(03BD)d03BD 
= I03B8d03BD 03B3A03B3B 03C02 . d03BDA [403C02(03BDA - 03BD0A)2 + 03B3A2][403C02(03BDA - 03BD - 03BD0B)2 + 03B3B2]

= I0 03B3A03B3B 03C0 d03BD 403C02(03BD - 03BD0)2 + (03B3A + 03B3B)2.
On parvient à ce résultat par une intégration complexe autour du

demi-plan supérieur de vA. ~o = ~ fréquence à laquelle on
s’attend d’après la condition de fréquence de BOHR (1).
La raie A ~ B a donc la même forme que la raie de résonance. Sa

largeur est la somme des largeurs du niveau initial et du niveau final.
Nous montrerons maintenant qu’on obtient les mêmes résultats par la

mécanique des quanta.

(i) Il est permit d’intégrer de 2014 oc à + oo, car les y sont très petits en comparaison~
de ~ et B~.
00
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Le problème du calcul de la largeur des raies à l’aide de la nou-
velle mécanique quantique a été attaqué de plusieurs côtés, mais
toujours en vain. (A l’exception d’un travail de DIRAC (1), dans le-
quel l’auteur fait usage de la fonction symbolique d’(q) d’une ma-
nière très audacieuse. Pour moi je ne serais pas capable de juger si
elle est correcte.) Cependant M. WEISSKOPF, un de mes élèves, et

M. WIGNER de Berlin, viennent de faire dans cette étude un progrès
essentiel que je voudrais vous exposer. Leur point de départ est la
méthode connue de DIRAC qui permet de représenter conformément

à la mécanique quantique l’interaction des atomes et du rayonne-
ment, et que celui-ci a utilisée pour calculer les probabilités d’émission
et d’absorption du rayonnement. Il s’agit de coefficients de proba-
bilité A et B d’EINSTEIN qui interviennent dans sa démonstration bien
connue de la formule du rayonnement de PLANCK.
Nous devons d’abord considérer rapidement les hypothèses de DIRAC

et sa méthode de résolution.

Déjà dans un des premiers travaux relatifs à la mécanique des ma-
trices, HEISENBERG, JORDAN et moi, avons fait remarquer qu’il faut
traiter le champ électro-magnétique du vide (Hohlraum) comme une
grandeur quantique, en considérant les composantes des vecteurs de

champ E, H non pas comme fonctions du temps, mais bien comme
matrices. De cette façon on peut faire disparaître la contradiction que
l’on rencontre dans le calcul des fluctuations de l’énergie dans le vide.
EINSTEIN a montré qu’en partant de principes statistiques généraux
appliqués à la loi du rayonnement de PLANCK, on obtient pour la fluc-
tuation de l’énergie une expression qui se compose de deux parties :
l’une s’interprète comme fluctuation de densité de quanta corpuscu-
laires de lumière, l’autre comme fluctuation d’interférence d’ondes
lumineuses. La théorie ondulatoire classique ne donne naturellement
que le dernier terme. Au contraire, la théorie ondulatoire modifiée
dans le sens de la mécanique quantique donne exactement les deux
termes : le terme corspusculaire aussi bien que le terme ondula-

toire.

C’est là une justification de l’hypothèse que DIRAC met à la base de
sa théorie de l’interaction des champs atomique et électromagné-
tique.

(1) P. A. M. DIRAC, Zeitschr. f. Physik Bd. q.a.
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Les équations de MAXWELL pour le vide sont:

rot  + I H = o, div  = o
c at ’

rot  - I c = o, div  = o.

On introduit un potentiel scalaire ~~ et un potentiel vecteur A ;
il est clair qu’on peut toujours choisir A, de façon que 03A6 = o. Alors
on a

= - I c = rot ,

- -.

et on peut encore soumettre A à la condition que

div A = o pour t = o.

Les équations de MAXWELL signifient maintenant

0394 - I c2 = o, div = o,

ou

_a~ _a2 _az- 
axz + y2 + at2

est l’opérateur de LAPLACE. L’énergie contenue dans le volume V, est

~v

_ 

1 ’ _I ~aÂ~ 2 
2 

--i2 l w

- ’ 

8~ c~ ~ ~t j + (rot A~ dxdydz.
Considérons maintenant les oscillations propres d’une enceinte vide

de volume V.
Comme conditions aux limites, nous exprimons que les composantes

- -. -+

tangentielles de E et les composantes normales de H sont nulles. Cela
-

signifie que les composantes tangentielles de A sont nulles.
Nous considérons d’abord les oscillations propres de l’enceinte,

c’est-à-dire nous posons
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alors s doit être une solution de

0394s + 403C0203BDs2 c2 s = o div s = o

satisfaisant aux conditions aux limites. Pour chaque fréquence propre
vs, il existe deux solutions linéairement indépendantes satisfaisant à.
ces conditions ; elles sont perpendiculaires entre elles.
En choisissant convenablement la norme, on a pour ces solutions :

AxsAxr dx dy dz = V 3 03B4rs..., etc, pour y et z

AsxAyr dx dy dz = 0 ’.., etc. pour y, z et z, x.

La solution la plus générale de notre problème peut être construite-
au moyen de ces solutions propres de la manière suivante :

= 03A3 qs(t)s.
s

Pour les q on obtient les équations différentielles

d2qs dt2 + 403C0203BDs2qs = o ;
elles représentent les mouvements d’oscillateurs linéaires. Pour l’éner-
gie, on obtient facilement

H = V 803C0c2 03A3 { (dqs dt)2 + 403C0203BDs2 qs 2}.

De cette façon, on a décomposé la vibration de l’enceinte en oscilla-.
tions harmoniques propres.

Enfin si nous introduisons au lieu des vitesses dqs dt les moments cor-
respondants :

ps =  dqs dt  = V 403C0c2
nous obtenons la fonction hamiltonienne de l’enceinte considérée comme

un système d’oscillateurs :
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et les équations canoniques du mouvement :

dps dqs 
ôqs ’ dt 

- 

â~s’

Rappelons en outre la formule asymptotique bien connue donnant
le nombre des oscillations propres dans un intervalle de fréquences d03BD :

4V03BD2d03BD
C 3 

.

Nous allons maintenant transformer ces formules classiques en for-
mules quantiques.
Nous conservons l’expression de la fonction hamiltonienne mais nous

y remplaçons les pr, qr par des matrices qui satisfont aux règles de
commutabilité canoniques

p2qr - qrps = h203C0i 03B4rs, pspr - prps = o, qrqs - qsqr = o’

De plus, nous conservons les équations qui relient les qd et les A ;
dans celles-ci, les composantes de As restent des fonctions ordinaires,

les composantes de A deviennent au contraire des matrices ; par suite

les composantes de E et de H deviennent également des matrices ; la

dérivation par rapport au temps qui intervient dans le calcul de E est
donnée de la manière bien connue par

= 

203C0i h (HA 
- ).

Cette transposition a naturellement la signification d’une hypothèse
physique, tout à fait analogue à celle que l’on fait quand on transpose
par exemple l’expression classique de l’énergie d’un atome d’hydro-
gène dans la mécanique quantique.
Les valeurs fondamentales et les fonctions fondamentales d’un os-

cillateur sont connues. On peut en déduire d’une manière simple celle
d’une enceinte vide. Pour le ,s-ième oscillateur, on a les valeurs,
fondamentales :
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et les matrices des coordonnées (en utilisant l’expression de la

masse p.) :

qs(ns, ns + I) = hc2 203C003BDsV (ns + I ) e i( 03C6ns + 03C0 2)

qs(ns + I, ns) - hc2 203C003BDsV (ns + I)l -i(03C6ns + 
03C0 2)

= o lorsque ns - ns’ ~ + I ;

l’énergie totale de l’enceinte devient donc:

T ~lH = 03A3Ws = W0 + 03A3h03BDsns
s fÎ

Où W> = , ih>s représente une énergie au zéro abso1u. Celle-ci est
s

infinie, ce qui est sans doute une difficulté de principe pour la théorie;
mais elle ne nous gênera pas dans les considérations suivantes qui ne
concernent que les différences d’énergie à partir de l’énergie du zéro
absolu.

Les matrices qs du système d’oscillateurs équivalent au champ
de rayonnement, s’obtiennent à partir des matrices des oscillateurs
individuels par une opération que j’appelle la « fusion » :

qs(n1, >i;, ... , n.ç ... ; n, ’ , ni’ ... ns’ ... )
- 03B4n1, n1’ . °,i  , n e’ ... ’n s - , , o ’ .ç - , qs(ns, ns’ ) ôo g . , , o’ ., + , , ... i

leurs éléments sont donc toujours nuls, sauf lorsque tous les ni, n2...
restent inchangés à l’exception du seul ns qui varie de ± I.
Supposons maintenant qu’un atome de fonction hamiltonienne Jg.

Se trouve dans le champ du rayonnement ; supposons le noyau de
l’atome infiniment lourd et fixé au point x0, y0, z0. Admettons enfin

que seules jouent un rôle les longueurs d’onde du rayonnement qui
Sont grandes par rapport aux distances moyennes des électrons et du
noyau dans l’atome; nous pouvons alors prendre pour calculer l’in-
teraction de l’atome et du champ de rayonnement les valeurs des inten-
sités des champs au point x0, y0, z0, où se trouve le noyau.

Si HS représente l’énergie du Hohlraum seul, Z6g celle de l’atome
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isolé, ,nous obtenons pour le système total enceinte vide plus atome,
y compris leur interaction, une fonction hamiltonienne

H = HS + HA + U

où 
.

~ X -->

U = ~ (P . A . ).
-

P représente le moment électrique de l’atome.
Nous traiterons ce système par les méthodes du calcul des perturba-

tions. Comme système non perturbé, nous prendrons la fusion des deux
systèmes: atome et champ de rayonnement. La fonction perturba-
trice U est une matrice dont les éléments dépendent des indices n
des valeurs fondamentales de l’atome et des indices n1, nz, .. , n,.. , des

valeurs fondamentales du champ; on obtient

U (n ; n1, n, ... , nS, ... ; n’ ; n1’n2’ ... , ... )

= I c (n)qs(n1, n2, ... n3, ... ; n1’, n2’, ... ns’, ... ).

Dans cette formule, nous pouvons laisser de côté la sommation par
rapport à s, puisque pour chaque système d’indices n1, n2... ; n2’...
il y a au plus un seul des qs qui soit différent de zéro.
A partir de maintenant, nous désignerons en abrégé par s le système

d’indices ni, n2,.., ns.., et nous écrirons pour l’élément de la matrice

perturbatrice:

Unss’n.
Nous pouvons supposer que les éléments diagonaux Pnn de la

matrice P sont nuls; cela signifie que l’atome n’a pas de moment élec-
trique moyen. D’après cela les propriétés essentielles de la matrice

perturbatrice U sont les suivantes: U§§, n’est différent de o que
si n x n’et si tous les ns = ns’ pour toutes les valeurs de s, sauf une

seule pour laquelle ns = ns’ + I.
Les équations démontrées à la fin du § 2 et qui donnent les proba-

bilités de passage, sont:
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Soit maintenant En" une valeur fondamentale du système non
perturbé nous posons : : 

xns(t) = ans(t)e 203C0i h Enst
et obtenons après une transformation simple :

h 203C0i ns+ 03A3 Un’s’nse203C0i h (En’s’ - Ens)t an’s’ = o.

Telles sont les équations sur lesquelles DIRAC a édifié sa théorie
des probabilités d’émission et d’absorption. Ainsi l’émission corres-

pond à la solution pour laquelle au temps t = o, tous les ans sont nuls
sauf un seul, ano = i, qui se rapporte à l’état n de l’atome, avec ab-
sence de rayonnement (s = o, c’est-à-dire ni == na = ... na = ... = o).
Pour trouver cette solution, DIRAC utilise un procédé d’approxi-
mation assez primitif : Il substitue dans la somme les valeurs initiales
données des ans et peut alors effectuer facilement l’intégration. Mais
cette approximation n’est valable que pour un intervalle de temps très
court après l’excitation, d’une manière précise, pour un intervalle

petit vis-à-vis de la vie moyenne de l’état excité de l’atome. Après un
temps aussi court, l’énergie émise est, d’après la relation d’indétermi-
nation de HEISENBERG, tellement indéterminée que la variation d’in-
tensité à l’intérieur de la raie spectrale ne peut pas être observée. Si
on extrapole le résultat de DIRAC pour des temps très longs, on obtient
toujours, même en tenant compte les approximations plus élevées, des
raies spectrales infiniment fines. Cela n’a naturellement aucun sens
physique, car dans ce cas, les approximations ont depuis longtemps
cessé d’être valables. La largeur des lignes ne peut donc être obtenue
que par une solution qui soit valable avec la même approximation
pour toute la durée du rayonnement.
Une telle solution est encore intéressante à un autre point de vue :

elle donne les probabilités des niveaux atomiques individuels en
fonction du temps, tandis que les calculs de DIRAC ne déterminent ici
aussi que le premier moment. C’est ici que commencent les calculs de
MM. WEISSKOPF et WIGNER qui donnent-une solution plus rigoureuse.
Un résultat important de leur étude est, que les passages individuels
sont à une bonne approximation indépendants les uns des autres,
comme on l’admettait dans l’ancienne théorie quantique. Les proba-
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bilités satisfont, lors de l’émission spontanée, à l’équation de désin-
tégration radioactive

dwk ~. -.
dt = 03A3wi03B3ik 

- 03A3 wk03B3ki,
i i

où les représentent les probabilités de passage du i-ème au k-éme
état.
Nous considérons le cas particulièrement simple d’une raie de réso-

nance, c’est-à-dire une raie pour laquelle il n’existe qu’un seul passage
spontané partant du niveau B, l’état final étant l’état fondamental A.
Si l’on tient compte des propriétés des éléments de matrice Un’s’ns, d’être
toujours nuls sauf lorsque n ~ n’, et qu’une des différences ns - ns’
est justement égale à ± i, on peut ranger les a~8 d’après les passages
possibles de la manière suivante :
En premier lieu, on a à considérer les grandeurs aoo qui sont initia-

lement égales à l (atome excité, pas de rayonnement) ; ensuite, les
grandeurs aas où dans s un seul des indices ns est égal à I, tous les
autres étant nuls (atome dans l’état fondamental, un quantum de
lumière dans le rayonnement). Ensuite viendraient les combinaisons
d’indices qui se déduisent de cette dernière par le saut + l d’un indice ;
ces combinaisons ramènent, soit à aBo, soit à des états dans lesquels
le rayonnement est caractérisé par un système d’indices s composé de
zéros et de deux unités (atome excité, deux quanta de lumière dans
le rayonnement).

L’hypothèse principale de WEISSKOPF et WIGNER qui nous permet
de résoudre les équations est que l’on peut négliger ces états et

tous les processus qui s’y rapportent. Car ces états seraient produits
par le processus suivant : l’atome passe de l’état inférieur au à un
autre état excité, tandis qu’un quantum de lumière est encore émis
(et non pas par exemple un quantum de lumière absorbé). Bien que
la théorie en elle-même autorise de tels processus, on sera cependant
en droit, pour des raisons physiques, de les considérer comme telle-

ment improbables qu’on puisse les négliger dans les équations. Natu-
rellement il faut alors montrer que la solution ainsi obtenue remplit
les conditions avec une grande approximation.
Nous négligerons encore les états dans lesquels la fréquence du

quantum émis diffère, strictement parlant, de celle qu’on attend par la
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condition de BOHR. Cette omission est aussi légitime que l’autre.
Elle n’est pas absolument nécessaire pour la résolution des équations
mais elle est plus commode pour le calcul (1). Il nous reste donc main-
tenant les équations suivantes :

h 203C0i daBO dt + 03A3UBOAkl 203C0i h(EBO - EAk)t aAk = O,

h 203C0i daAk dt + UBOAkl 
203C0i h (EAk - EBO)t aBO = 

o.

L’indice k signifie la combinaison d’indices ns = o, s ~ k la sommens = I, s = k

ne doit être prise que pour les k qui correspondent à un]petit intervalle
de fréquence autour de 03BD0 (la fréquence de résonance), de 
à vo + e. e doit être petit devant vo, mais grand en comparaison de la
largeur de la raie. ,

Nous écrivons pour simplifier :

aBO = b, aAk = a, UBOAk = h 203C0 Uk

et introduisons, au lieu des énergies, les fréquences :

Eao - EAk = h(vo - vk)

où Vo est la fréquence de résonance ; 03BDk est alors la fréquence de la
kme oscillation propre. Nous obtenons alors : 

,

i = + 03A3 Uke 203C0i(03BDk - 03BD0)t ak
k

, ia = U* k b .

Nous posons la solution :

(1) Si l’on ne fait pas cette dernière omission, non seulement on obtient la largeur des raies
mais de plus le milieu de la raie est déplacé de la position prévue d’après Bohr (v. Dirac, 1. c.). On
ne peut calculer ce déplacement qu’en connaissant exactement la fonction perturbatrice U pour
toutes les fréquences. Cependant il faut observer que notre U n’est valable que pour les longueurs
d’ondes ’grandes par rapport aux dimensions atomiques. Approximativement le déplacement
est grand en comparaison de la largeur de la raie, mais cependant petit en comparaison de

. 

la fréquence moyenne vo.
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et obtenons 
’ 

.

~=U~~+~~-~ ,
en intégrant

ak = - U*k i03B3 - 203C0i(03BDk - 03BD0) [e-[03B3+203C0i(03BDk-03BD0)]t - I].
en tenant compte de la condition initiale ak = 0 pour t == o.
En substituant dans la première équation différentielle, on obtient :

i03B3e -03B3t = 03A3 |Uk|2 i03B3 - 203C0(03BDk - 03BD0) 

[e-03B3t - e-203C0(03BDk-03BD0)t].

Si on fait tendre l’enceinte vers l’infini, la somme par rapport à k se
transforme en une intégrale par rapport à la variable 03BD = |Uk |2 est
une fonction continue de 03BD, de sorte que nous pouvons définir une
fonction par : 

i !u,~=/(~ 
k0  k  k1

Il vient alors :

i03B3e-03B3t = e-03B3t 03BD0+~  03BD0-~ f(03BD) i03B3-203C0(03BD-03BD0) (I - e-i[i03B3-203C0(03BD-03BD0)]t)d03BD.

Nous pouvons facilement calculer l’intégrale d’une manière appro-
ximative. Comme d’après l’expérience y est très petit vis à vis de 03BD0,
on peut sans grande erreur considérer, dans l’intégrale, comme

constant et égal à /(~o), car l’intégrale [possède pour = ~ un maxi-
mum très aigu.

Il est permis d’intégrer de - oo à + ~ , car choisissant ~ 03B3 les

parties de - oo à - ~ et de + ~ à + ~ s’annulent.
Nous obtenons alors

~CBT~~[---~"’’~-~..~~-~~=.~ )
et par suite

y = 03C0f(03BD0).

La valeur que nous avons posée pour b est donc bien une solution :
l’état excité diminue progressivement suivant une loi exponentielle.
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On ’peut calculer la valeur de la fonction pertubatrice, que
nous avons posée comme DIRAC :]

Uk = 203C0 h UBOAk = 203C0 h I c (0h)qk = 403C02i h 03BD0( k)qk.

En y substituant l’expression de qk(nk, nk + ~) ) pour ni = o ;et en
tenant compte de la valeur donnée plus haut pour le nombre des
oscillations propres dans l’intervalle on obtient :

_ I6n~n°2 -~- k 2 hc~ 4 ~ Vv_a ~g,,f(03BD)d03BD = h2c2 | P0Ak|2 203C003BDV . c3 d03BD
f(03BD) d03BD = | 0k| 2 3203C0303BD02 hc3 03BDd03BD

.

En prenant la moyenne par rapport à toutes les positions de l’atome
dans l’enceinte et en utilisant les propriétés d’orthogonalité et de
normalisation des k, on obtient : .

f(03BD) = 3203C0303BD02 3hc3 . | 0 |2.03BD.

La probabilité de passage par unité de temps est donc :

A = (d|b|2 dt)t=o = 203B3 = 203C0f(03BD0) = 6403C0403BD03 3hc3 | 0 |2,
ce qui coïncide exactement avec le coefficient de probabilité A
d’EINSTEIN. Si l’on prend pour 1 Po 12 la valeur qui correspond à l’éner-

gie au zéro absolu d’un oscillateur harmonique, |0|2 = e2h 803C02m03BD0, on
a 2*/ = ce qui n’est pas autre chose que la valeur classique de 03B3

rappelée au début.
Pour la probabilité de trouver un quantum de lumière de f réquence v

dans l’enceinte, nous obtenons :

1 ak 12 - - - 4~ ~ (,,k I ._. V )c ,,°~ - I 2 ., ~._ ,~2 21t(v" - 

pour des temps très longs cette expression se réduit à :

| ak |2 = | Uk |2 403C02(03BD- 03BD0)2 + 03B32 .

t ~ ~
Pour obtenir la probabilité par intervalle de fréquence sommons

depuis ko jusqu’à k1 sur un étroit intervalle de fréquence dv. Nous
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pouvons considérer cette somme comme la probabilité W(v)dv pour que,.
, longtemps après l’excitation, un quantum de lumière de fréquence v’ 

se trouve dans l’enceinte ; d’après la définition de f(v) elle vaut

4n ~ ~,~ ._. dBr ,ro~ ~ + f ‘, 
.

Dans cette formule, on a remplacé par sa valeur au milieu

de la raie, ce qui est permis, puisque nous considérons f(03BD) comme
constant dans le petit domaine de fréquence dans lequel l’intensité
de la raie spectrale est notablement différente de zéro. Ce résultat est
d’accord aussi bien avec l’expression classique qu’avec (3).

" 

Fig.8.

Le cas général où l’on a à considérer plusieurs niveaux d’énergie de
l’atome n’offre maintenant aucune difficulté de principe. Il suffira
d’étudier le cas de trois niveaux d’énergie. Supposons qu’au temps
t = o, l’atome soit excité au niveau C ; de là il peut passer en B et en
A ; soit A l’état fondamental, que l’atome peut également atteindre
directement par le saut C - . A.
Nous devons nous attendre à ce que la raie B - > A ait une largeur qui

ne dépende que de sa propre probabilité de passage ; au contraire la
largeur C - . A dépendra des probabilités de passage C --> A et B -> A,
la largeur C - . B de toutes les trois.
Nous posons de nouveau pour abréger :
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.où les indices k et l, ainsi que kl, signifient respectivement que dans la
suite s = ni, n2... tous les ns sont nuls à l’exception de nk = 1 ou nz = I,
ou nk et nl = i. Alors nous poserons de nouveau c = e-03B3t tandis que
b se composera de deux termes ; d’une part l’état B augmentera pro-

portionnellement à e-03B3t d’autre part il s’amortira lui-même pro-

portionnellement à e -Y3t. y, Yg sont des constantes à déterminer.
En faisant les mêmes hypothèses que ci-dessus, on simplifie le sys-

tème d’équations de manière à pouvoir le résoudre commodément ;
mais nous ne ferons pas les calculs, nous nous contenterons d’écrire
les résultats. Posons :

Y’ = 3203C0403BD13 3hc3 |PCB|2, 03B32 = 3203C0403BD23 3hc3 | PCA |2, Ya - 3203C0403BD32 3hc3 | PAB |2 ,

alors /3 est l’une des constantes cherchées et

l’autre. 2~j1, 2~j2, 273 sont les trois probabilités de passage en concor-
dance avec la théorie de DIRAC.
De plus on trouve pour la probabilité de rencontrer un seul quantum

de lumière de la fréquence v après un temps assez long

W2(03BD)d03BD = 03B33 03C0 d03BD 03C0(03B31 + 03B32)2 + 403C02(03BD - 03BD2)2
cette formule donne la répartition de l’intensité dans la raie C ~ A.
A côté de cela, il y a une probabilité de rencontrer deux quanta de

lumière de fréquences 03BD et y’ :

W(03BD, 03BD’)d03BDd03BD’ = 03B3103B33 03C0dvdv’ [(03B31 + 03B32)2 + 403C02(03BD + 03BD’ -03BDi - 03BD2)2][03B332 + 403C02(03BD - 03BD3)2]
,

Pour obtenir la répartition de l’intensité dans la raie de résonance
B --> A, il faut intégrer cette expression par rapport à v’ ; ; on obtient
ainsi

W3(y)d,, - - dv 

Cette formule ne diffère pas de celle que nous avions obtenue aupa-
- ravant en ne tenant compte que de deux niveaux.
On obtient la forme de la raie C - B par intégration par rapport

- à v. On est amené à une intégrale de la même forme que (2) ce qui
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donne alors :

W1(03BD’)d03BD’ = 03B31 03B31 + 03B32 . 03B31 + 03B32 + 03B33 03C0 .

d03BD’ (03B31 + 03B32 + 03B33)2 + 403C02(03BD’ - 03BD1)2.

C’est justement la même répartition de l’intensité que (4), équation
qui résultait de la combinaison des deux termes flous C et B.
La largeur de la raie B - A est donc ’/g ; celle de C - B, ~r = ~ll + ‘~~

et celle de C - B est la somme de ces deux : ï + ~13.
La méthode de calcul qui vient d’être exposée peut s’étendre sans

difficulté au cas le plus général où un état quelconque est excité au
temps t === o. Les cas déjà calculés laissent d’ailleurs prévoir la forme
du résultat général.

Note ajoutée à la correction

Paragraphe 2. - Le calcul des probabilités de transition dans le cas de la catalyse par
contact a été amélioré récemment en tenant compte du couplage entre la molécule et le cristal
(M. BORN et V. WEISSKOPF, Zeitschr. f. Phys. Chemie. Abt B., I93I).

Paragraphe 3. - La théorie de la largeur des raies spectrales que nous avons exposée a

’été publiée par V. WEISSKOPF et E. WiGNER dans le Zei1schr, f. Phys. 63, p. 54, I930. De
plus, V. Weisskopf a traité par la même méthode le problème de la fluorescence de résonance
(Göttinger Dissertation, Ann. d. Phys. 193I).


